c  ^- 


L'EXSEIGXEMENT 

MATHÉMATIOUE 


L'ENSEIGNEMENT 

MATHÉMATIQUE 

REVUE    INTERNATIONALE 

l'A  haïssant    tous    les    deux    mois 


DIKKCTECRS 

C.-A.   LAISANT  H.    FEHR 

Prival-iioccnl  à  rUiiivcrsilc  de  Geucvc, 
Professeur  an  Collège  el  à  TEcole  profes- 
sionnelle. 


llocleur  c>  >cieiiC(;'s. 
Kcpi^liteur    à    l'Ecole    poljlccliniiiue 


de  Paris 


COMITE     DE     PATRONAGE 

P.   APPELL    Paris).  —  N.  BOUGAIEV  (Moscou).  —  Monnz  CANTOR   iHcldclljerg). 
L    CREMONA   (Koiiie).  —  E.  CZUBER    (Vienne).  —  Z.-G.  DE  GALDEANO  (Saragosse). 

A.  G.   GREENHILL  (Wool«icli).  —  F.  KLEIN  (Goltingen)  —  V.  LIGUINE   (Varsovie). 

P.  MANSION    Giuid).  —  MITTAG-LEFFLER  (.-lockliolm).  —  G.  OLTRAMARE  (Genève). 

.Ii.i.  >  PETERSEN  (Copenhague).  -  E.  PICARD   (Paris,.  -  H.  POINCARÉ  (Paris). 

P. -H.  SCHOUTE  (Groningue).  —  C.  STEPHANOS  (Allicnes).  —   F.  Gomes  TEIXEIRA    (l'orlo). 

A.  VASSILIEF  (Kasan).  —  A.  ZIWET  (Ann-arbor,  Micliiguii,  U.  S.  A.}. 


i"^  Année.  1899. 


^ 

tN 


î 


kJ 


PARIS  ^^ 

Georges   CAUUE   et   C.   NAUD,   Editeurs 
.3  ,    rue    racine,    3 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/lenseignementmat01inte 


L'ENSEIGNEMENT 

MATHÉMATIQUE 


Il  existe  aiijourcrhiii  des  centaines  de  pnlîlications  pério- 
diques excellentes,  concernant  la  science  mathémalique. 
Beaucoup  de  journaux  et  de  revues  s'occupent  aussi  des  ques- 
tions d'enseionement,  et  souvent  avec  une  orpande  autorité. 
Dans  ces  conditions,  il  nous  semble  indispensable,  en  tète 
de  ce  premier  numéro,  de  faire  comprendre  à  nos  lecteurs 
(|uelle  est  la  raison  d'être  de  V Enseignement  mathématique^ 
à  ipielles  préoccupations  nous  avons  obéi  en  fondant  cette 
nouvelle  Revue,  et  quel  est  le  but  que  nous  poursuivrons. 

Dans  tous  les  pays  où  se  cultive  la  science  mathématiciue, 
le  corps  enseignant  se  compose  à  tous  les  degrés  de  pro- 
fesseurs profondément  attachés  à  leur  mission,  et  qui  s'y 
consacrent  avec  tout  ce  qu'ils  ont  de  dévouement,  d'instruc- 
tion et  d'intelligence.  Mais  presque  tous  en  sont  venus  à  com- 
prendre c|u'ilya,  dans  les  moyens  pédagogiques  employés, 
des  perfectionnements  possil)les  ;  à  l'heure  où  la  science  a 
tant  progressé,  certaines  siniplillcations  peuvent  être  dési- 
rables, les  programmes  des  diverses  branches  de  l'ensei- 
gnement appellent  des  réformes  plus  ou  moins  complètes. 
Et  avec  cela,  il  y  a  une  question  fondamentale  dont  on  ne 
saurait  méconnaître  l'importance  :  c'est  celle  de  la  prépara- 
tion du  corps  enseignant. 

Toutes  ces  transformations  ne  sauraient  s'accomplir  brus- 
quement, ni  sans  de  sérieuses  réflexions  préalables.  Mais, 
pour  procéder  à  une  telle  étude  d'une  façon  judicieuse  et 
utile,  la  première  des  conditions  n'est-elle  pas  de  connaître 
ce  qui  se  passe  dans  les  autres  pays,  de  savoir  ((uel  est  dans 
chacun    d'eux    le    mode   d'organisation    de    l'enseignement 
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niathémali(iii(',  (|ii('ls  sont  les  prooiammes  en  vigueur,  les 
moyens  de  sanction  des  éludes,  etc.  ?  Or,  sur  toutes  ces  clio- 
ses,  on  vit,  il  faut  le  reconnaître,  dans  une  ignorance  géné- 
rale profonde,  et  il  n'en  peut  être  autrement.  Malgré  les  rela- 
tions fréquentes  qui  se  sont  élaJdies  à  notre  époque  entre 
savants  qui  cultivent  un  méjue  sujet  d'étude,  malgré  les  eon- 
fî-rès  internationaux,  si  brillamment  inaugurés  à  Zurich 
en  1897  et  dont  le  principe  est  désormais  établi,  le  monde  de 
renseignement  proprement  dit  n'a  pu  s'associer  jusqu'à  pré- 
sent à  ce  grand  mouvement  de  solidarité  scientifique  aussi 
pleinement  (pi'il  eut  été  désirable.  Même  sur  les  pays  les  plus 
rapprochés  de  nous,  nous  n'avons,  en  général,  que  des  notions 
assez  vagues  en  matière  d'enseignement;  chaque  professeur, 
retenu  par  ses  obligations  quotidiennes,  confiné  dans  son 
labeur  particulier,  n'a  souvent  pas  le  loisir  de  se  livrer  à  des 
spéculations  de  science  pure,  ni  celui  d'entretenir  des  cor- 
respondances un  peu  suivies  avec  des  collègues  étrangers. 

Xous  avons  voulu,  par  la  publication  de  notre  Hevue,  ren- 
verser les  o])sla(des  (|ui  s'opposent  à  ces  communications 
réciproques  et  créer  une  sorte  de  correspondance  mutuelle, 
continue,  entre  les  hommes  qui  ont  consacré  leur  vie  à  cette 
noble  mission  :   l'éducation  mathématique   de    la  jeunesse. 

En  vue  de  ce  résultat,  notre  premier  soin  a  été  de  donner 
à  la  publication  périodique  dont  il  s'agit  un  caractère  fran- 
chement et  hautement  international.  Nos  lecteurs  eu  ont  déjà 
trouvé  la  |)reuve  dans  la  composition  (\\\  comité  sous  les 
auspices  duquel  nous  avons  voulu  nous  |)lac(M'  ;  ce  comité 
comprend  des  hommes  ((ui  sont  l'honneur  de  la  science  dans 
le  monde  mathématique  actuel;  si  chacun  d'eux  contribue 
individuellement  à  la  gloire  de  son  pays,  ses  découvertes 
prolilent  à  tous;  nous  ne  saurions  nous  dispenser  ici  d'expri- 
mer notre  profonde  reconnaissance  à  ces  maîtres  illustres,  qui 
ont  compris  et  approuvé  notre  tentative,  et  dont  la  liante  adhé- 
sion est  pour  nous  le  |)lus  ])récieux  des  (Micouragements. 

Un  point  sui-  lecpud  nous  avons  eu  (|U(dc|ues  hésitations, 
c'est  le  choix  de  l;i  langue  dans  la(|uelle  devrait  être  publié 
VEnseii^iic'tiicitl  mdllu'nuiliijuc.  l-'allait-il,  comme  nous  l'avons 
fait,  adopter  une  langue  uni(|ue  .'  l'allait-il,  au  contraire,  insé- 
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rer  des  articles  clans  plusieurs  langues  <:lifï'érentes?(]ette  der- 
nière solution  était  séduisante,  en  ce  qu'elle  soulignait 
plus  complètement  le  caractère  international  de  la  Revue  ; 
mais  elle  présentait  des  inconvénients  de  plus  d'une  sorte. 
D'al^ord,  il  faut  reconnaître  (|ue  les  tentatives  (jui  se  sont 
produites  en  ce  sens  sous  diverses  formes  ont  peu  réussi. 
Il  semble  que  celte  nuilliplicité  des  lang'ues  employées 
dans  un  même  Recueil  en  atténue  Tintérèt.  Et  puis,  au  point 
de  vue  matériel,  il  eût  été  bien  difficile  d'obtenir  une  correc- 
tion irréprochable  en  procédant  ainsi.  Nous  avons  donc  cru 
devoir  nous  arrêter  à  la  première  solution,  comme  présen- 
tant le  maximum  d'avantages  et  le  minimum  d'inconvénients, 
^lais,  nous  devons  y  insister,  cela  n'empêchc^ra  pas  notre 
recueil  d'être  sincèrement  et  prf)fon(lément  international,  et 
nous  comptons  sur  la  coliaboialion  active  des  professeurs  et 
des  mathématiciens  de  tous  les  l)ays.  Ainsi  que  nous  l'avons 
annoncé  dans  luie  circulaire  remontant  à  quelques  semaines, 
nous  demandons  à  nos  collaborateurs,  autant  que  possible,  de 
nous  adresser  leurs  communications  en  langue  française; 
mais  si  c'était  pour  eux  une  trop  grandes  peine,  nous  nous  char- 
gerions d'assuier  la  traduction  en  français  des  articles  écrits 
dans  l'une  des  langues  européennes  d'un  usage  général. 

(Chaque  numéro  de  f  Eiiseigiienieiil  nuillicinaliquc  contien- 
dra, en  principe  : 

i'^  Des  articles  généraux;  'X^  des  études  pédagogi({ues  ; 
3°  \\\\Q  chronicjue  et  des  correspondances;  4°  i"i<'  partie 
bibliograj)hi(|ue. 

Cette  division  n'a  rien  tlabsolu,  et  des  modifications  pour- 
ront être  aj)porlées  ultérieurement  à  ce  cadre  d'ensemble, 
si  l'utilité  en  est  reconnue. 

Quant  à  j)réseul,  il  iu)us  a  semblé  (|ue  ce  plan  général 
pouvait  convenir  à  nos  débuts.  (Quelques  brèves  indications 
sur  ces  divers  points  nous  paraissent  nécessaires. 

Les  articles  généraux  peuvent  avoir  une  portée  philoso- 
phi(|ue  et  concerner  toute  une  branche  de  la  science 
mathémati(|ue;  en  ce  cas,  sans  se  rapporteur  à  renseignement 
d'une  manière  directe,  ils  seront  accueillis  |)ar  nous  avec 
eni|)ressement  ;  car   c'est   surtout  par  rexainen  tin  peu  syn- 
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tliéli(jiic  des  idées  générales  que  les  méthodes  d'enseigne- 
ment arrivent  à  se  coordonner  et  à  s'améliorer. 

Une  autre  espèce  d'articles  généraux  nous  semble  aussi 
présenter  un  intérêt  de  premier  ordre.  Nous  voulons  parler 
de  ceux  (pii  ont  pour  but  de  mettre  le  lecteur  au  courant  de 
l'organisation  de  l'enseignement  iu;illi(iiinlic|u('  dans  un 
pays  déterminé,  ou  même  de  l'enseignement,  en  ce  pavs, 
d'une  bi'anche  particulière  de  la  science  mathématif[ue. 

(]omnic  il  iinpoilc,  on  ces  matières,  de  des(HMidre  des  vues 
d'ensemble  aux  choses  de  détail,  nous  serions  particulière- 
ment heureux,  par  exemple,  si  dans  nos  premiers  numéros, 
il  nous  était  possible  de  publier  des  études  sous  la  rubri- 
que :  «  r Enseignement  mathématique  en...  »  Beaucoup  de  pro- 
fesseurs, dans  toutes  les  contrées  du  monde,  sont  à  même 
de  fournir  ainsi  un  tableau  remarquable  de  l'enseignement 
dans  leur  pays;  et  grâce  à  la  bienveillance  des  membres  de 
notre  comité  de  patronage,  il  ne  sera  pas  difficile  à  ceux-ci 
de  nous  recruter  (1(>  brillants  et  utiles  collaborateurs. 

C'est  également  sur  les  professeurs  que  nous  comptons 
pour  les  études  pédagogiques,  s'appliquant,  soit  à  une 
théorie  d'ensemble,  soit  à  une  démonstration  particulière, 
soit  à  l'examen  critique  de  tel  ou  tel  point  particulier.  Pro- 
grammes, examens,  concours,  mécanisme  des  procédés  (ren- 
seignement, tout  cela  prendra  naturellement  sa  j)lace  ici. 

Tout  en  montrant  le  plus  large  éclectisme  et  la  plus  com- 
|)lèto  ini])arli;ililé.  la  Revue  aura  ses  idées  propres  et  sa  doc- 
trine, sur  les(juelles  il  est  bien  inutile  d'insister  à  l'avance, 
et  qui  se  manifesteront  par  la  nature  même  des  choses.  Il 
pourrait  donc  arriver  que  certains  articles,  même  fort  bien 
faits,  ne  fussent  pas  accueillis  |)ar  nous,  s'ils  se  ti-ouvaient 
en  contradiction  avec  notre  tendance  générale,  ou  bien  ne 
fussent  insérés  (|u'avec  certaines  réserves. 

Comme  il  y  a  cependant  un  inléièl  (b'  |)remier  ordre, 
selon  nous,  à  ce  que  toutes  les  idées  j)uissent  se  produire 
au  grand  jour  ou  être  soumises  iy  la  discussion  des  hommes 
de  science,  la  correspondance  que  nous  ajoutons  à  notre 
chronique  nous  semble  appelée  h  rendre  de  grands  services. 
Sous    cette   i-ubri(|ue.    iumis  accueillerons   toiit(>s    les   idées. 
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inème  celles  auxquelles  nous  serions  totalement  opposés, 
en  matière  crenseignement  mathématique.  Elles  se  trouve- 
ront présentées  nécessairement  sous  une  forme  un  jieu 
condensée;  mais  cette  partie  de  notre  Revue  sera  une  véri- 
table tribune  ouverte  à  tous,  sans  restriction.  Nous  v  accueil- 
lerons même,  à  Toccasion,  des  communications  dont  les 
auteurs  désireraient  garder  Tanonyme,  pourvu,  cela  va  de 
soi,  qu'ils  veuillent  bien  se  faire  connaître  des  directeurs 
et  avoir  confiance  en  leur  discrétion. 

Enfin,  la  bibliographie,  que  nous  ne  voulons  pas  négliger, 
comprendra  l'annonce  ou  l'analyse  sommaire  du  plus  grand 
nombre  possible  des  publications,  j)ériodiques  ou  non,  in- 
téressant l'enseignement  mathématique  et  qui  seront  portées 
à  la  connaissance  de  la  Direction. 

Pour  l'accomplissement  de  ce  programme,  pour  les  perfec- 
tionnements qu'il  devra  subir  ultérieurement,  le  concours  actif 
et  sympathique  de  nos  correspondants  nous  est  indispensable. 

Nous  avons  la  ferme  confiance  que  notre  attente,  à  ce  point 
de  vue,  ne  sera  pas  trompée.  Entre  nos  lecteurs  et  nous  il 
devra  se  créer  un  lien  plus  étroit  que  les  relations  banales 
d'un  abonné  avec  le  directeur  de  son  journal.  Nous  collabo- 
rons, par  la  force  même  des  choses,  à  une  œuvre  commune  ; 
nous  avons  foi  que  cette  œuvre  a  une  portée  plus  vaste 
encore  en  réalité  qu'en  apparence.  L'avenir  de  la  civilisation 
dépend  en  grande  partie  de  la  direction  d'esprit  que  rece- 
vront les  jeunes  générations  en  matière  scientifique;  et 
dans  cette  éducation  scientifique  l'élément  mathématicpie 
occupe  une  place  prépondérante.  Soit  au  point  de  vue  de  la 
science  j)ure,  soit  cà  celui  des  applications,  le  xx"  siècle,  qui 
va  s'ouvrir,  manifestera  des  exigences  auxquelles  personne 
ne  doit  ni  ne  peut  se  dérober, 

A  cette  tâche  nous  avons  voulu  contribuer  modestement 
en  créant  cette  Revue  nouvelle.  Xos  collaborateurs  et  nos 
correspondants  y  contribueront  plus  brillamment  et  plus 
complètement  que  nous-mêmes  ;  c'est  sur  eux,  bien  plus  que 
sur  nous,  cpie  repose  l'avenir  de  cette  publication,  (^t  c'est  là 
ce  qui  nous  a  donné  pleine  confiance. 

LES  ninp:cTEURs. 


LES   MAI  llKMATfQLIRS  EN  ESPA(.\E 


Pour  préscnIfM'  un  Mpcicii  de  l'tMiscignonioiit  achicl  des  Mathé- 
in:ili(|ii('s  (Ml  Kspnonc,  il  est  prf'';i!;d)loinont  iiécossitii-o  do  faire  une 
rapide  exclusion  historique,  eu  remontant  au  coinmencenient  de 
ce  siècle. 

C/est  aujourd'hui  un  fait  acquis  c[ue,  dès  le  xvii''  siècle,  la  déca- 
dence scientifi([ue  de  rKspagne  se  fit  sentir,  taudis  ([n'en  Fiance, 
en  Italie,  en  Ancrleterre,  Descartes,  Viète,  A\  ;dlis  et  d  iuitres 
coiunienenient  une  renaissance  si  l)rillante. 

Le  niau([ue  didi'alisnie  lelégua  nos  scentifiques  dans  les  appli- 
cations, (|ui  iK^  donnent  guère  issue  à  des  découvertes:  l'utilita- 
risme prédominant  ne  produisit  ([ue  des  praticiens,  et  des  ouvrages 
d'application  à  la  Navigation,  i»  1  Asti'ouomie.  etc. 

Au  commencement  du  xix'"  siècle  seulement  furent  impoi'lés 
les  ouvrao'es  classicrues  destinés  ii  reuseiguement,  euti-e  autres  la 

o  1  o 

traduction  de  la  Céométrie  descriptive  de  Monge,  celle  des 
ouvrages  de  Lacroix,  la  Géométrie  de  Leg-endre  et  les  ouvraffes 
espagnols  de  Bails,  Vallejo,  parmi  les((uels  il  faut  citer  les  élé- 
gant«>s  Iiisliliivioncs  de  calciilo  (lifcrc/iridl  é  inlei^iuil  de  D.  .losef 
Chaix,  ([ui  luienl  suivies  pour  l'éducation  mathématicjue  de  la 
jeunesse  ;  plus  tai'd  prédomini'rent  les  ouvrages  de  Bourdon. 
\incenl.   (lirodde,  Lefehure  de   l'oiircv.  Leffendre,   etc. 

o 

Dès  la  deuxiiMue  inoitii-  du  siècle  actuel,  (juehjues  ouviages 
spéciaux  donnèrent  une  cerlaine  variété  ii  la  culture  scientifi([ue 
en  Mspague. 

Le  professeui'  1).  .Inan  (",orla/ar,  ;i  llniverslte  de  Madrid. 
ptd)lia  ses  estimables  ouvi'ages  éleuKMilaires  et  aussi  son  (ontidc- 
nicnto  de  Aliichru  //  liCODicIrin  analitica,  et  h»  ]>roiesseur  L]li/.aldc 
sa  (iconu'ir/d  dcsrriDtis'd  ;  I).  José  l']chegara\  .  prolessenr  ii  Ih'.cole 


LES   M ATlIEM.iTIQlF.S   EX   E S P A  G .\ E  7 

de  Ingeniei'os  de  Caminos  cnnalesy  puertos,  donna  une  traduction 
libre  d'un  ouvrage  de  Trudy,  Memoria  sobre  la  teoria  de  las 
déterminantes  ^1868  et  un  intf'ressant  mémoire  sur  la  Thermo- 
dynamique. 

En  i865,  parut  un  ouvrage  remar([ua1)le  par  l'oiiginalité  des 
vues,  et  surtout  par  l'organisme  philosophico-niathématicjue  ([uil 
présentait.  Le  professeur  de  logique  de  Y Institiito  del  Xoviciado 
de  ^ladrid  1'  ,  M.  Rey  y  Heredia,  attiré  vers  Tétude^des  quantités 
imaginaires  par  son  collègue  M.  A  allin,  professeur  de  mathéma- 
ti(|ues  élémentaires,  en  donna  une  interprétention  très  intéres- 
sante, fondée  sur  la  division  des  jugements,  due  ii  Kant,  dans 
ses  états  positif,  négatif  et  limitatif,  sous  la  catégorie  de  la  ([iialité. 

M.  llev  admet,  avec  Kant,  l'espace  et  le  temps  comme  des 
foiines  de  l'intuition  empiri(|ue  des  phénomènes  du  monde  exté- 
rieur et  intérieur.  L'intuition  de  l'espace  dans  sa  pureté  nous  est 
représentée  comme  une  capacité  infinie,  simultanée  et  homogène, 
ainsi  que  celle  du  temps  comme  une  série  infinie  d'instants  suc- 
cessifs et  transitoires. 

L'Algèbre  réalise  l'harmonie  et  l'union  de  1  Arithméti([ue  et  de 
la  Géométrie,  au  moven  de  rinlerprc'tation  des  résultats  iit'gatits 
et  imaginaires  des  ([uestions  mathématiques  ;  elle  est  une  branche 
nouvelle  qui  subordonne   les  deux  autres  ii  son  universalité. 

Les  affections  (qualitatives  correspondent  aux  directions  per- 
pendiculaires, parallèles  et  obli(jues  des  droites  ;  la  théorie  géo- 
métiique  de  la  position,  desideratinn  de  Leibniz,  s'est  tranformée 
en  une  théorie  algél)ri([ue  ordinaire,  dès  l'instant  où  a  été  établie 
la  correspondance  de  signe  avec  toutes  les  positions  de  la  droite 
dans  le  plan. 

La  nature  positive,  négative  et  imaginaire  des  quantités  n'est 
que  la  réalisation  du  concept  logique  de  la  catégorie,  de  la  (jua- 
lité.  imposée  par  l'entendement. 

L'Aritlimétiquc  et  la  Géométrie  dépouillent  les  quantités  de 
leurs  propriétés  physi([ues,  conservant  leurs  propriétés  numéri- 
(|ues  ou  extensives.  L'Algèbre,  ensuite,  les  purifie  encore  en  les 
soumettant  au  piii'  conc(>pt  de  ([uantités.  avec  une  (jualite  néces- 
saire. 


,')  Aujmird'hiii  du  Canlenal  Cisnero.i. 
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A  l'inclusion  ou  à  l'exclusion  du  concept  du  sujet  dans  le  con- 
cept au  prédicat,  correspondent  les  jugements  positifs  et  négatifs; 
et  (|nand  nous  rapportons  le  sujet,  non  ii  la  circonscription  inté- 
rieure du  prédicat,  mais  ;i  la  circonscription  externe;,  c'est-ii-dire 
(juand  nous  rapportons  indireclement  le  sujet  ii  un  prédicat,  nous 
trouvons  les  ([uanlités  indirecles  on  imaginaires,  qui  dérivent 
ainsi  des  jugements  limitatifs  de  Kant. 

11  faut  ad*nettre  des  quantités  possédant  ensemble  les  d(!ux 
qualités  positive  et  négative,  en  correspondance  avec  le  nouveau 
concept  de  limitation  de  l'entendement. 

L'ouvrage  de  M.  Rey  v  Ileredia  constitue  un  développement  des 
théories  exposées  déjà  par  Argand,  Français,  Vallès,  Faure,  etc., 
soumis  aux  concepts  de  la  philosophie  kantienne  sur  les  formes 
du  jugement,  mais  avec  une  méthode  d'exposition  très  heureuse, 
dont  nous  pourrons  exprimer  l'importance  en  citant  les  matières  : 
exposition  mathématique  des  concepts  de  qualité,  selon  l'inter- 
prétation géométrique  ;  les  ([uantités  imaginaires  considérées 
comme  racines;  correspondance  du  module  et  de  l'argument  aux 
catégories  de  la  quantité  et  la  ([ualité;  linterprétation  de  l'ima- 
ginaire dans  les  coiii([ues,  où  Ton  tire  profil  de  la  théorie  de  Pon- 
celet  sur  les  conicpu's  supplémentaires. 

Dans  l'exposition  des  imaginaiies  sons  1  algorithme  de  la 
somme,  l'auteur  donne  des  relations  intéressantes  sur  les  sommes 
(■atègoièmaticjues  (ou  suivant  le  seul  concept  de  <[uantité)  et  les 
sommes  sincatèi>orémati(jiies  (suivant  les  deux  concepts  de  la 
({uantité  et  la  qualité,  simultanément). 

L'algorithme  de  la  pioductiou  (multiplication  i ,  suivant  M.  Ilev, 
repose  sur  la  réciprociti'  des  lacteurs  dans  son  rapport  par  anti- 
thèse, terme  moyen  entre  la  substance  et  la  cause,  correspon- 
dant aux  al<'-orithmes  de  la  somme  et  de  la  oraduation,  selon 
\\  ronski. 

En  outre,  î\i.  lley  ihtiint'  ([ueUjues  ileveloppements  originaux 
sur  la  contiaposition  ch^s  lacteurs  dans  la  multiplication  des  ([uan- 
litt's  imaginaires  et  la  multiplicati(m  ternaire. 

Ses  apei'çus  et  rapprochements  pliilosophi<|ut^s  sur  la  grailua- 
lioii  sont  d'une  o;rande  oritrjnalite. 

Il  ulilise  tii's  hahilemeiil  la  ihi-orie  de  Tordre,  selon  la  ptMisée 
lie    iNiinsot,  pour  exposer  la    théorie   tles    e([uations  binômes,   la 
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propriété  reproduftîve  des  racines  de  riinité.  la  composition  des 
irradiations  des  é([uations  d  oidre  inlérieur  dans  celles  d'ordre 
supérieur,  et  aussi  la  considération,  qu'il  appelle  dynamique,  des 
racines  imaginaires  ;  etla  théorie  trigonométrique  de  l'imaginaire 
permet  des  représentations  élégantes  ([ui  conduisent  aux  cons- 
tructions graj)hiques. 

La  formule  (^/  :^^  1  i  -|-  _l_|  de  \Vr»)nski  lui  serf  dans  la  gra- 
duation inlinie,  et  il  termine  en  développant  le  nombre  e,  quali- 
tatil  qui  appartient  à  la  graduation  infinie  sincatégorématique  et 
à  la  théorie  des  quantités  imaginaires  et  complexes. 

En  résumé,  l'ouvrage  de  M.  Rey  y  Heredia  comprend  trois 
idées  principales  :  1°  le  symbole  de  la  perpendicularité,  selon 
Buée  et  Argand;  2"  la  pensée  de  Pascal,  le.s  nombres  iniilenl  l'es- 
pace, malgré  la  difj'érence  de  nalure\  3"  le  tableau  des  catégories 
de  l'entendement  indic{ue  tous  les  moments  d'une  science  spécu- 
lative projetée,  et  donne  son  ordonnance  et  son  régime. 

L'influence  de  l'ouvrage  de  M.  Rey  se  fit  sentir  dans  d'autres 
ouvrages  espagnols, 

D.  José  llochanoy  Alemany,  proiesseiir  ;i  l'institut  de  Grenade, 
dans  ses  Ele mentes  de  Algebra  (i8jo)  donna  une  grande  impor- 
tance à  la  représentation  géométri([ut>  des  imaginaires,  distin- 
guant les  deux  éléments,  qualitatif  et  quantitatif,  dans  les  opéra- 
tions du  calcul,  et  développant  avec  quelque  étendue  les  résul- 
tais publiés  par  M.  Rey,  ([ui  sont  des  conséquences  de  ce  (|u'on 
trouve   dans  l'ouvrage   d'Argand    sur    la   représentation    géomé- 

4      •  1  11  /./ ^^^"^1         +      (J \COSn   +   V'~l    Sill    ;x. 

trnpie  des  symboles  \y  —  i)  ci  \\  —  i) 

De  son  côté  le  professeui"  D.  Luciaiu)  Navarro,  à  l'institul  de 
Salamanca,  appli({ua  la  représentation  géométrique  des  quantités 
imaginaires  à  l'exposition  de  sa  Geometria  elemental  [iSy/^). 

Il  est  vrai  qu'en  représentant  la  droite  inclinée  par  l'imagi- 
naire binôme  et  sa  grandeur  par  le  module  de  celle-ci,  on  arrive 
à  une  traduction  des  raisonnements  géométriques  en  raisonne- 
ments algébrifjues:  mais  cela  forme  une  géométrie  analytique  de 
la  géométrie  élémentaire.  Cette  méthode  permet  d'ailleurs  îi 
INL  Navarro  d'exposer  ii  la  fois  la  Trigonométrie  et  la  Géoinétric. 

Les  FAementos  de  ijeometria  unaliliva  du  directeur  de  l'Kcole 
de  marine  D.  Modesto   Domingucz   llcrvella   (1879)  forment  un 
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ouvrage  très  digue  crallenlion,  par  la  inanièii'  originale  d'exposer 
celle  seieiue,   basée   sur  rinlerprélatioii  géoinétri([ue   des  (juan- 


tilés  unaeinaires, 

o 


Les  notions  préliminaires  sont  destinées  aux  repiésentations 
des  quantités  et  des  opérations  algé])riques;  l'auteur  emploie  la 
(orme  binaire  pour  la  représentaticn  des  droites  dans  le  plan, 
utilise  la  double  éi^alité  des  lermes  réels  et  imaginaires  dans  les 
équations  obtenues,  arrive  aux  formules  de  Maelaurin  et  de 
Moivre,  à  l'expression  au  moven  de  module  et  de  l'argument,  et 
aux  logarithmes;  et  tout  cela  lui  permet  d'exposer  la  Géométrie 
dans  le  plan  avec  unité  dans  la  méthode  et  une  certaine  origina- 
lité dans  les  procédés. 

Dans  la  Géométrie  de  l'espace,  INI.  Dominguez  Ilervella 
dénionti'e  que  l'imaginaire  double  {^  ~^y  —  \  est  \ expression 
analijliqiie  d'une  unité  absolue  prise  dans  la  direction  perpendicu- 
laire à  celles  qui  sont  adoptées  pour  l'unité  réelle  et  l'imaginaire 
si/nplc  i  =  y/ — I  " ,  et  il  obtient  la  représentation  ternaire  OM  = 
a  -f"  ùi  -(-  ci'  d'un  vecteur  dans  l'espace,  s'approchant  de  la  repré- 
sentation de  Jlamilton;  dans  le  svmbole  e  "*"  "  '  l'exposant 
s'  -)-  /;"  exprime  non  seulement  le  nombre  t  de  lois  que  c'  entre 
comme  lacteur  (c'esl-à-dire  le  module  0  =  y/^'-  _j_  s"-),  mais 
encore  la  miuiièic  d'entrer  et  le  plan  où  s'esl  produite  l'évolulion 
potentielle. 

I/exposition  de  celle  deuxième  j)artie  est  laite  par  analogie 
avec  celle  tie  la  j)remièi(',  d'après  Tr-tude  des  opérations  de 
rAlgèbre  dans  l'espace,  ce  qui  rend  l'ouvrage  très  intéressant. 

A  cette  occasion,  je  me  bornerai  à  citer  mes  deux  mémoires 
présentés  à  l'Académie  des  sciences  de  Madrid  dans  les  concours 
de  i8j8  et  18^9,  V Exposition  liistorique  et  didactique  de  la 
théorie  des  quantités  imaginaires  et  Sur  V Algèbre  historiquement 
et  critiquement  considérée,  dont  j'ai  repris  le  sujet  dans  des 
ouvrages  ultérieurs,  spécialement  dans  ma  Critica  1/  sintesis  del 
Algehra  (1888). 

En  i88i,  1).  Apoliuar  Fola  ;'i  donna  une  autre  exposition 
remarcpiable.   |)liilosuphi(pie   et  mathiMUatique.   corrigeant  ([uel- 


(',11  ne  lnul  pas  confoiidic  M.  Apolinar  Fola  itvi-c  D.  Jo.-ié  Fola.  au  Unir  do  la  .I/0- 
liema  cie/uia  ficomctiica .  t-t  rile  conlii'  les  principes  de  la  seieiue  (idiuise. 
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(iiM'S  loiicliisiolis  (le  M.  Ucy.  oiivraoc  (ri-s  iiif('rcss;iiil .  coinpltiô 
«•Il  i8i)i  p;ii'  un  th'iixit'im-  volume  où  il  Iciila  (rinlciprrter  les 
(luantités  coniplt'xes  dans  l'espaco. 

INI.  Fola  obtint  ainsi  le  symbole  [o  +  7\/I~i\  U  [jj,,  (|ui  exprime 
un  lésumé  de  Géométrie  sphérique;  mais  s'il  arrive  ii  des  eouelu- 
sions  intéressantes,  la  démonstration  rigoureuse  de  ses  principes 
lui  manque:   cependant  Touvrage  reste  très  estimable.  M.  Fola 

signale  Terreur  de  M.  ^'all('s  sur  l'expression  e~T=  (v —  i 

Un  autre  ouvrage  imporlanl,  malgré  les  nombreux  travaux 
publiés  sur  cette  théorie,  est  celui  de  M.  Lasala,  Teorùi  de  las 
cantidades  imagintirias  !i894).  écrit  consciencieusement  avec 
rigueur  de  méthode  ;  il  v  a  introduit  un  travail  di«>ne  dé  Inde, 
notamment  dans  les  théories  des  nombres  c  et  K,  dans 
la  graduation  pour  le  cas  de  l'exposant  imaginaire  dune 
quantité  imaginaire,  et  pour  celui  de  l'unité  plus  un  élé- 
ment infinitésimal  réel  ou  imaginaire  ;  ceci  conduit  aux  loga- 
rithmes dans  les  svstèmes  de  bases  I']  et  y/ —  i  ;  ces  considérations 
l'ont  amené  à  un  autre  ouvrage  :  Generacion  de  las  cantidades 
iniaginarias  por  graduacion  infînita  y  estiidio  de  an  genero  de 
carvas  llamado  Hetoide  (189G). 

Il  v  a  une  trentaine  d'années,  lillustre  ingénieur  des  ponts 
et  chaussées  à  Madrid,  M.  Kchegaray,  aussi  brillant  dans  la 
Mathémati([ue  el  la  IMivsicjue  ([ue  dans  la  littérature  dramati([ue, 
commença  un  autre  developpemeni   d'idées, 

^I  .  .loseph  j^chegarav  publia  sou  Inlrodaclion  à  la  lieonie- 
tria  stiperior,  faisant  connaître  en  Fspagne  la  méthode  de  (Ihasles, 
londt'e  sur  le  rapport  anharm(»iii(|ue,  avec  1  éb'ganee  et  lOrigiiia- 
lllé  (le  sl\  !<•  (jui  accompagnent  tous  ses  ouvrages, 

A  ce  livi'e  succédèrent,  quehjue  temps  après,  daiiti'es  m«''- 
mcdres  el  ouvrages  de  professeurs  espagnols,  pour  la  |)r«''])ara- 
tion  (le  la  jeunesse  aux  éludes  spéciales  an  corps  du  génie  ;  parmi 
eux  nous  citerons  ceux  de  M.  Cavestany,  du  P.  Obeso  et  la 
(jeonietria  clenic/ttal,  dans  la([uelle  j'expose,  selon  les  conclusions 
de  Chasles,  la  ch'-rivation  de  la  doctrine  des  poiismes  dJ-luelide 
et  des  lemmes  de  Pappus  ([ui  forme  cette  branche  géomé(ri([ue, 
11  faut  ajouter  que  les  excellents  Appendices  de  la  (jèuniètne  de 
M. M.  Rouché  cl  de  Comberousse  ont  rendu  de  grands  services 
aux  besoins  de  l'enseignenn-nt  chez  nous. 
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Il  csl  l)()ii  de  rappeler  ici  un  ouvrage  publié  par  le  [irolesseur 
il  riiisfilutcle  Bilbao,  I).  Alanasio  l.asala.  la  Teoria  de  las  lincas 
pfoporcioiHiles  (^  1 880], 

INI.  Ijasala  croit  avoir  découvert  un  nouveau  princijx'  louda- 
luental  de  la  science  géométrique  ;  mais  on  le  trouve  dans  lOu- 
vrage  de  M.  (Catalan,  Théorèmes  et  prohlèines  de  iièoinétrie  élé- 
mentaire, déduit  du  théorème  de  Menclaiis  et  de  celui  de  Desargues 
sur  les  triangles  homologiques  ;  renoncé  de  cette  proposition  est 
le  suivant  :  Si  (rois  droites,  issues  d'un  même  point  O,  rencontrent 
en  A,  B,  (1,  et  A',  B',  (7,  deux  transversales,  on  a  : 


BC 

AO 

CA 

BO 

AB 

CO 

B'C  ■ 

A'O    " 

"    C'A' 

B'O   ~ 

~   A'B'  ■ 

C'O 

ÎNl.  Lasala  lait  application  de  ce  principe  londamental  aux  théo- 
ries des  transversales,  des  rapports  anharmoni([ue  et  harmonique, 
il  l'homographie,  ii  la  Trigonométrie  et  à  la  Géométrie  sphé- 
rique. 

Ce  progrès  dans  la  ("léomélrie,  ct)nimencé  par  M.  Kchegaray, 
coïncida  avec  un  autre  qui  amena  1  introduction,  dans  les  pro- 
grammes de  IFcole  des  Ingénieurs  de  Caminos  canules  1/  puer- 
tos,  à  Madrid,  de  l'Algèbre  des  formes,  donnant  de  la  sorte  occa- 
sion de  laire  connaître  en  l'Espagne  les  ouvrages  de  Salnion,  et 
spécialement  ceux  du  maître  italien  M.  Rubini,  dont  la  Théorie 
des  formes  fut  traduite  en  espagnol  par  le  prolesseui'  ii  l'université 
de  Séville  D.  Emilio  Mar([uez  (i885). 

Quelques  ouvrages  paiurent  en  Espagut  sur  cflte  branche  de 
la  science  mathématiijue.  11  faut  citer  les  traités  sui'  les  détermi- 
nants de  MM.  Bacas  v  Escandon  et  Fernaudez  de  Prado;  la  Coni- 
hinatoria  de  ]MM.  Suarez  et  Cîasc('),  professeurs  ii  1" Institut  et  ii 
l'Université  de  ^'alence,  livre  estinnd)le  par  sa  clarté  et  sa  rigueur 
didactique  ;  les  Eléments  de  la  théorie  des  formes  de  J).  Euis  Octa- 
vio  de  Toledo,  professeur  ii  Madrid  (1889). 

La  théorie  des  formes  n'a  pas  été  le  seul  développement  qui  fit 
sortir  les  professeurs  espagnols  de  l'étude  de  l'Algèbie  d'après  la 
résolution  numéricpie  des  équations,  selon  les  découvertes  dues  ii 
Descartes,  Newton,  lloUe,  Eagrangc,  Budan,  bOurier,  Slunn.  etc. 

1).  Miguel  Merino,  directeur  de  l'Observatoire  astronomi(ju«' 
de    Madrid,   publia   une    traduction    libre   du    mémoire  écrit   en 
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alleiniind  i)ar  rastioiionio  M.  Kiioko,  c'ost-a-dire  lOiiviaoe»  : 
Rèsolncion  gênerai  de  las  eciiaciones  ntiinêricas  par  el  niclodo  de 
Gra/fe  (1879;,  faisant  ressortir  les  avantages  de  cette  méthode  sur 
la  méthode  classique. 

L'Académie  des  sciences  de  Madrid  publia  (1877)  l'ouvrage 
couronné  de  l'astronome  D.  Elogio  Jimenez  où  sont  exposés  les 
principaux  résultats  de  Gauss,  Dirichlet  et  Dedekind  sur  cette 
branche  ;  en  outre,  D.  (^ecilio  Jimenez  Rueda,  ;i  présent  profes- 
seur à  rUniversité  de  ^  alence,  publia  ses  Proie  ironie  nos  de  Arit-^ 
mètica  universal  (1889),  d'après  l'exposition  faite  par  M.  le  profes- 
seur Otto  Stolz  dans  ses  Vorlesaniien  i'iber  all^emeine  Arithmetik . 

Un  autre  ouvrage  très  intéressant  fut  pul)lié  par  le  commandant 
d'inl'anterie  D.  Ricardo  Vazquez  Illa  :  Propriedades  elementales 
relati^'as  à  la  dhnsihilidad  de  los  niinieros  enleios  ;  ce  travail 
nn'rita  un  rapport  favorable  de  l'Académie  des  sciences  de 
Madrid,  ainsi  (juc  ceux  de  MM.  Rev,  Fola,  Dominguez  Ilervella 
et   Lasala. 

Pour  ne  pas  interrompre  1  exposition  des  progrès  laits  painii 
nous  dans  les  théories  algébriques,  il  faut  citer  à  pi-ésent  les  Diser- 
taciones  matematicas  sobre  la  citadratura  del  circulo,  el  niétodo 
de  Wantzel  y  la  dh'ision  de  la  circunferencia  en  pai-les  igiiales 
par  1).  José  Kchegaray,  insérées  dans  le  volume  XXI 1  île  la 
Hes'ista  de  los progresos  de  las  Ciencias.  public'e  jus([u"à  ces  der- 
nières années  par  l'Académie  des  sciences  de  Madiid.  Plus  tard, 
M.  Kchegaray  loiina  de  ces  théories  un  beau  volume  où  l'on 
trouve  le  développeuKMit  des  travauxdeMM.  Ib'rmite  et  l>indeman 
qui  conduisent  è»  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  la  qua- 
drature du  cercle  avec  la  règle  et  le  compas;  M.  l'.chegarav  fait 
aussi  quel([ues  applications  de  la  nn-thode  de  ^^'antzel  <'t  donne  les 
raisonnements  ([ui  facilitent  la   compréhtMision  d(>  celle-ci. 

Il  faut  citer  encore,  de  cet  illustre  savant  ,  sa  iemar([ual)le 
liesohicion  de  las  eciiaciones  y  teor/'a  de  lialois  (^189-) ,  dapi'ès 
ses  conlerences  données  à  l'athénée  de  Madiid  l'année  passée  ; 
il  V  présente  aussi  une  biillaute  exposition  de  la  théorie  des  subs- 
titutions, rehaussée  par  un  slvie  <|ui  apparti<Mil  eu  propre  ii  cette 
riche  imagination,  mise  au  service  d  un  espiil  si  piussanl  et  si 
prolond. 

Le  savant    prolesseur  de   (îeoinelrie    deseriplive  ;i    I  Iniversite 
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cciiliiilc,  I).   Kdiiaido  Toiroj;!,  lut   l'iiiitiîilciir  (Tmi  anlif  progrès 
dans  la  Mailu''iiiati(|iic. 

I*arlisaii  nithoiisiastc  des  niôthodcs  de  Statidt,  de  l'icdlci-  cl  do 
(Inlinaiiii,  c'csl-à-dirc  de  la  (lôoiiu'l  rie  dans  toute  sa  piuch'  ot 
dégagée  des  vêtements  de  l'Analyse,  il  introduisit,  il  y  a  une 
vinirtaine  d'années,  la  (léoniéfiie  de  Slaudt  ii  1  Tniversité  de 
Madrid;  il  suecétlail  alors,  dans  la  chaire  de  Geoméliie  descrip- 
tive, au  professeur  Elizalde,  <[ui  laissa  incomplète  la  publication 
d'un  élégant  traité  de  Géométrie  descriptive,  dont  l'achèvement 
est  du  il  son  collègue  1).  Gurmersindo  N'icnna,  enlevé  à  son  tour, 
il    v  a  dix  ans,  \\  la  science  et  au  ])rol('ssorat  espagnols, 

M.  Torioja,  partisan  des  études  giaphi([u<-s,  publia  son  beau 
volume  (jeometn'a  projectivu  et  approlondil  lélude  des  éléments 
à  l'iniini,  aussi  bien  dans  cet  ouvrage,  (pic  dans  son  piolond  dis- 
cours d'entrée  à  l'Académie  des  sciences  de  Madrid  :  lieseùa  de 
los  medios  empleados por  la geometria pura  actiial para  alcanzar 
el  grado  de  generalidad  y  de  si?n])li/icacion  que  la  distingue  de  la 
geometria  antigua  (i8()!i),  où  \o\\  trouve  un  résumé  tri-s  utile  de 
la  Géométrie  moderne  dans  ses  liaits  les  plus  importants. 

Ace  propos,  nous  crovons  juste  de  citer  encore  l'ouvrage  de 
l'éli'vc  distingué  de  M.  Torroja,  aujourd'hui  professeur  ii  l'Uni- 
versité de  Madrid,  D.  Mi(juel  Vegas.  Get  cstimal>le  prolesscui', 
partisan  comme  M.  Torroja  des  idées  de  Slaudt  elFiedlei',  publia 
en  1894  î^f>ii  Tratado  de  Geometria  analitica  d'après  le  style  et 
l'allure  de  Clebsch.  Briol  et  Bou([uet,  d'Ovidio  et  Fiedlcr.  Il 
adopta  aussi  les  idées  du  professeur  italien  Dott.  Giulio  Lazzeri, 
développées  dans  son    Trattato  di  (jcanietri'}  analitica  (i8c)!i). 

M.  Vegas  a  introduit  dans  les  cours  de  nos  l'niveisités  la  Géo- 
métrie analvticpic  ])i(>jcclive  ;  il  poursuit  ii  présent,  en  collabora- 
tion avec  M.  Torroja,  la  publication  d'une  autre  Géométrie, 
d'apri's  les  vues  indi([uées. 

i.r  pi'ofesseur  ii  l'Univei'silé  de  Valence  1).  (".ccilio  .limenez 
llucda  a  contribué  aussi  à  répandic  jiarmi  nous  ces  études,  en 
])ul)lianl  son  Tratado  de  las  fo/'/nas  gconn'triciis  ;  sil  accorde 
une  grande  importance  aux  résultats  (pi'on  doit  ;i  Slaudt  et  Cul- 
mann,  il  harmonise  dans  son  ouviagc  cet  le  tendance  néomct  ri(pie 
avec  celles  de  Ghasles  et  de  Steincr. 

Dans  renseii>inMni'nt    de   la  Geonn-t  ne  anal\  t  KMir,  aux  oiivrau'cs 
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de  Lefelnirc  de  Fourcy,  Sonnet  et  Frontera,  et  Cirodde,  ont  suc- 
cédé ceux,  plus  modernes,  de  MM.  Salmon,  Carnoy,  de  Long- 
champs,  Imlper  et  Wiell,  et  le  petit  traité  espagnol  du  professeur 
à  l'Université,  décédé  il  y  a  ([uel([ues  années,  D.  Ignacio  Sanchez 
Solis.  De  même,  à  l'ancien  traité  d'Analyse  de  Xavier  succédè- 
rent, dans  nos  Facultés  des  sciences,  ceux  de  MM.  Duhamel, 
Sturni  et  C.  Jordan,  et  aussi  les  Priiicipios  fimchi mentales del  Càl- 
cido  difercncial  du  regretté  et  très  estimable  professeur  a  l'Uni- 
versité centrale  D.  Simon  Archilla  ;  à  l'Université  de  Barcelone 
furent  mis  en  usage  les  Elemcntos  de  Càlcido  diferencial  du  pro- 
fesseur D.  Lauro  Clariana.  Les  écoles  militaires  spéciales  suivi- 
rent le  traité  de  Calcul  ditïerentiel  et  intégral  du  lieutenant 
D.  Fernando  Garcia  de  san  Pedro,  les  Elementosde  Calcula  hite- 
sral  ^y\  colonel  du  ovmÙo  D.  Antonio  Torner  et.  actuellement,  le 
traité  écrit  par  le  général  du  génie  D.  Diego  Ollero.  Nous  cite- 
rons également  les  brochures  du  professeur  à  l'Université  de 
Saragosse  D.  Gabriel  Galan  sur  Las  fnnciones  Itiperholicds,  FA 
triani^iilo  infinitésimal  et  l'intéressant  mémoire  du  professeur  ii 
l'école  de  Ingénieras  de  caminos  D.  Antonio  Portuondo  :  Ensaijo 
sobre  el  infinito  (1880^. 

Chez  nous,  le  défaut  d'une  tradition  scientifique  nationale  n'a 
pas  permis  de  développer  la  science  dans  sa  partie  lechniqiu'  ; 
seulement,  dans  les  réceptions  des  membres  de  l'Académie  des 
sciences  et  dans  les  inaugurations  des  cours  acadéini([ues,  elle 
s'est  développée  dans  sa  partie  formelle  ou  sa  conception  philo- 
sophique. 

Le  professeur  «le  philosophie  ;i  l  Université  de  Madrid  I).  1"  ran- 
cisco  Giner,  dans  son  ouvrage  Estndios  fdosoficos  y  religiosos 
(i8j6)  publia  une  tiaduclion  du  mémoire  du  philosophe  Krause 
sur  le  concept  et  les  divisions  de  bi  Mathémati([ue,  et  le  profes- 
seur D.  Ramon  llermida  donna  la  traduction  du  petit  ouvrage 
(ju'écrivit  le  j^ortugais  D.  I.  X.  Conceiro  da  (^osta,  Filosofin  de 
las  Ma  ténia  ticas  ij  refle.viones  pedagàgicas  sobre  la  ensenanza  de 
esta  asignatura  (i8j5),  ([ui  constitue  un  piécis  de  la  doctrine 
philosophico-mathématique  de  Wronski. 

Dans  mes  brochures,  Obserçaciones  l'iiiles  en  el  esltidio  de  las 
Matemâticas  (i8-4},  El  mètodo  aplivado  à  la  ciencia  matemàtica 
(i8"5)  Consideraciones  acerca  de  an  naevo  j>lan  para  la  ensenanza 
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de  las  matemâticas  eleinentales  (1877),  la  Mathéinati([ue  est 
étudiée  principalement  sous  son  aspect  formel,  logique  et  pédago- 
gi([ue.  Là  sont  exprimées  la  dérivation  du  problème  qui  produit 
le  théorème,  l'importance  de  l'étendue  des  hypothèses  et  des 
thèses  dans  la  réciprocité  et  l'enchaînement  scientifique,  condui- 
sant il  classifier  les  questions  d'après  leur  nature  ;  la  dérivation 
des  méthodes  dans  la  Mathématique,  d'après  la  méthode  générale 
de  la  l^hilosophie  ;  le  besoin  de  trouver  un  pourquoi,  supéiieur 
aux  raisonnements  mathématiques,  ce  qui  conduit  à  la  critique 
mathématique  ;  et  dans  ce  but,  la  première  édition  de  la  Géomé- 
trie élémentaire  que  je  publiai  (1882)  contient  une  section  critique 
où  l'on  étudie  la  méthodologie  géométrique,  la  structure  des 
iDropositions,  les  méthodes  particulières  dérivées  des  méthodes 
générales,  les  substitutions  des  propositions  d'aj)rès  leur  équiva- 
lence, les  méthodes  d'exposition  en  lace  de  celles  d'invention,  La 
question  de  l'existence  ou  de  la  possibilité  des  figures,  et  leur 
génération  d'après  les  déterminations  et  les  corrélations,  sont 
étudiées  aussi  dans  la  brochure  Complemenlo  de  la  Geometria 
elemental  ô  crifica  geometrica  (1881]  avec  application  aux  pro- 
l^lèmes,  selon  les  é([uivalences  ou  transformations  mutuelles  au 
moven  des  substitutions  de  conditions  équivalentes. 

Le  but  pédagogl([ue  a  dirigé  la  composition  des  diveis  ouvrages 
dont  je  présente  un  aperçu. 

.l'ai  exjximé  dans  le  Tralado  de  Aritiuética  '1884  la  nt'ces- 
sité  de  constituer  une  philosophie  mathémati([ue  ([ui  expose  le 
critérium  de  la  vérité  math<'Mnati([ue,  une  littératuiu^  mathéma- 
ti([ue  ([ui  organise  le  mond(>  d(>  la  beauté  mathémati([ue,  et  une 
pédagogie  mathémati<[ue  ([ul  harmonise  les  lois  de  l'exposition 
scientlfi(jue  avec  la  "iialure  de  notre  intelligence  ;  et  dans  l'impos- 
sibilité d'v  parvenir  diin  seul  coup,  j'ai  réparti  le  travail  dans 
divers  ouvrages. 

Notre  Arlthm(''tl([ue  réduit  le  nombre  concret  au  noml)re 
abstrait  par  la  considération  dc^s  svsItMues  le  numération.  La 
théorie  du  nombre-lacleur  se  lapjiorfe  ii  ridét>  de  eonlenance, 
celle  du  iu)mbre-i'esle  entre  dans  la  It'conde  idée  tles  eon- 
gru(Mices  ;  dans  ertie  tli«'oi'le,  on  a  coninie  principes  londa- 
menlaux  les  ihéoii'ines  de  Leinial  el  tliùilei'.  (|ui  icglssent  la 
pcrlodlcllé  el   condulsenl  ;i  la  loi  inalioii  du  nombre  j)ar  des  séries 
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el  aux  ciitciiums  de  divisibilité  dans  tous  les  systèmes   de  uuiué- 

ration. 

Le  Tratado  de  Algchra  elemental  est  écrit  sous  riiiHuence  des 
doctrines  de  Wronski  au  commencement  du  siècle  ;  mais  aussi 
en  profitant  de  la  prédominance  des  théories  combinatoires 
introduites  par  Boole  et  Grassmann,  lescjuelles  donnent  de  nou- 
velles allures  ii  la  science  ;  elles  ont  amoindri  la  portée  des  vues 
philosoplu<[ues  du  célèhre  mathématicien  philosophe  Wronski, 
dont  le  travail  svnthi'ti([ue  nOhtint  pas  la  faveur  ([u'il  méritait; 
cela  tient  sans  doute  à  ce  ([ue  la  Mathémati(|ue  aspire  toujours  îi 
se  délivrer  des  exclusivismes  des  systèmes  philosophi([ues. 

La  combinatoire  se  détachant  de  l'Algorithmic  et  dirigeant 
celle-ci,  les  algorithmes  transcendants  impli([uant  Tidée  de  l'in- 
fini, ou  de  l'imaoinaire  ;  c'est  là  une  heureuse  distinction  de 
Wronski.  Les  é([uations  se  présentent  comme  des  moments  de  la 
génération  des  ([uantités  et  conduisent  aux  algorilhmes  inverses 
par  leur  résolution.  La  généralisation  succes5;ive  des  concepts 
des  (juantités  et  des  (tpcrations  permet  d'harmoniser  ce  ([ue  nous 
posons  dans  une  ([U(^sti()n,  ou  l'élément  subjectil',  avec  ce  (|ui 
l'orme  la  nature  de  l'objet  ou  matière  de  nos  investigations  ;  cette 
généralisation  justifie  en  outre  l'adjonction  de  nouveaux  èlres, 
dans  un  domaine  où  s'expli([uent  les  anomalies  (|ui  existent  dans 
des  domaines  intÏMieui-s  ^').  Tout  cela  rentre  dans  le  plan  de  notre 
Alofèbre  élémentaire,  où  nous  avons  cherché  l'enchaînement  des 
idées  dans  le  but  de  loiiner  un  organisme. 

La  blanche  supérieure  de  LAlgèbre,  tranchée  en  deux  divi- 
sions, appartenant  aux  concepts  de  continuité  et  de  combinaison, 
s'élève  d'une  part  ii  la  t'iéoiie  des  fonctions  de  variables  com- 
plexes, selon  la  théori»'  de  C.auchy  ;  d'autre  part  aux  pi'incipes 
combinaloiies  des  subslitullons,  (|ui  régissent  la  formation  des 
fondions,  et  conduisent  ii  la  résolution  des  é([uati()ns,  tlaprès  les 
méthodes  de  LatrraiiiJ-e ,  Abel  et  C.alois,  ce  (|ue  nous  avions 
annonce  pour  la  troisième  partie  de  l'Algèbre  (non  publi<'e). 

Mais  dans  cette  étude  directe  dr  l'Algi'bre  ,  ([ui  forme  son 
exposition    didactif[ue,  on   eu   rencontre    une   autre,     ([ui    dirige 
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les   niisoimcmcuts    el  sigiiiilc  les  diverses   allures   de  la   seieiiee. 

L'ouvrage  Criticd  jj  sinlesis  del  Ali^ebra  fi888)  répond  ii  cet 
ordre  d'idées. 

Kuiiimer,  et  Dedekiiid  avec  ses  nombres  idéaux  et  ses  idéaux, 
ont  enrichi  les  domaines  explorés  par  Cîauss. 

La  conlinuité  est  étudiée  dans  les  lonelions,  notamment  depuis 
Cauchy. 

La  qualité  obtient  sa  représentation  sensible  par  les  travaux 
d'Argand,  Monrey,  b'aure,  Vallès  ;  sa  théorie  s'agrandit  dans  le 
mémoire  Sur  les  quantités  géomêtrifjiies  de  Cauchy  et  arrive  à  la 
double  périodicité  représentée  dans  les  travaux  de  Liouville  et 
d'IIermite  ;  et  la  quantité  complexe  parvient  à  sa  représentation 
dans  la  surface  de  Riemann.  ]Mais  la  discontinuité  acquiert  une 
importance  supérieure  dans  les  travaux  de  MM,  Darboux,  Weiers- 
trass,  Dedekind,  Cantor,  du  Bois-Reymond,  où  est  aussi  étudiée 
la  continuité  dans  de  très  diverses  circonstances  ;  on  y  rencontre 
tout  ce  qui  a  conduit  aux  développements  modernes  sur  les  singu- 
larités dans  les  fonctions  et  dans  les  courbes  ou  les  surlaces. 

D'autre  part ,  la  combinatoire  progresse  à  partir  de  la  nou- 
velle étendue  du  concept  d'opération,  due  a  Boole  et  à  Grass- 
mann  ;  elle  trouve  un  vaste  champ  d'application  dans  l'Algorithme 
des  formes  développé  par  Cayley  et  concrète  par  Ilamilton  et  par 
Grassmann. 

D'autre  part,  Carnot,  Poncelet,  Cournot,  Duhamel,  etc.,  ont 
expliqué  les  anomalies  des  résultats  des  é(iuations  dans  leurs 
rapports  avec  les  données  imposées  a  prioi-i  dans  les  (Mioucés  des 
problèmes. 

Et,  après  que  ^  anderjuonde  eut  créé  TAlgorithme  des  substi- 
tutions, perfectionné  par  Cauchy,  la  théorie  des  équations  algé- 
briques fut  édifiée  sur  cette  base  par  Lagrange,  Abel  et  Galois. 

Un  autre  ouvi'age  plus  élémentaire,  Prohlemas  de  Aritniètica 
y  Al^ehra,  nous  a  jxMinis  de  faire  une  synthèse  de  rArithmétique 
dans  le  livre  premier,  contenant  les  principes  généraux  de  la 
méthodolou'ie  ;  cela  nous  conduit  i»  une  classilieation  des  lU'o- 
blêmes  de  l'Algèbre  élémentaire  ;  nous  terminons  pai'  rexjiosition 
des  principes  généraux  de  la  teehnie  algebii(|ue.  où.  d  apri's  les 
rapports  entre  la  realite  du  monde  physique  et  les  concepts  intel- 
lectuels, nous  arrivons  aux  discussions  des  problèmes,  à  la  corrcs- 
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poiulanec  entre  les  concepts  de  nombre  et  (ItHentlne,  en  utilisant 
les  conceptions  de  (.ainot  sur  les  systèmes  corrélatils  pour  les 
appli([uei'  aux  corrélations  algtd)ri([ues. 

La  deuxième  édition  de  notre  Géométrie  (i888j,  s'est  accrue 
des  principes  de  la  Géométrie  de  Chasles,  fondée  sur  le  rapport 
anharmonique,  ou  le  double  rapport  des  Allemands  ;  cette 
branche  forme  une  continuation  des  éléments  d'Kuclide,  comme 
C^hasles  le  démontra  dans  son  ouvrage  Lea  trois  livres  de 
Dorisincs  d' Enclide.  en  les  rétablissant  d'après  les  lemmes  de 
Pappus  ;  nous  donnons  une  grande  importance  dans  notre  ouvrage 
à  cette  dépendance  ([ui  permit  à  l'illustre  géomètre  français 
d'édifier  sa  nouvelle  Géométrie  sur  les  travaux  du  géomètre 
grec  ;  mais  nous  croyons  utile  et  juste  d'exposer  aussi  les  prin- 
cipes de  la  méthode  de  Staudt  qui  traduit  en  constructions  gra- 
phi(|ues  le  rapport  anharmoni([ue  de  Chasles. 

La  Géométrie  étant  si  riche  en  raison  de  la  variété  de  ses 
méthodes  ([ui  suggèrent  des  manières  différentes  d'opérer  pour 
parvenir  au  même  but,  nous  avons  fait  aussi  une  exposition,  non 
seulement  histori([ue,  mais  criti([ue  et  didactique,  des  principaux 
systèmes  géométri([ues  ;  euclidien,  trigonométri([ue,  barycen- 
trique  (de  MObius)  ;  celui  des  projections  (de  Poncelet),  rapport 
anharmoni(jue  (de  Chasles)  ;  de  la  projectivitë  des  formes  harmo- 
niques (de  Staudt).  Kt,  parmi  les  méthodes  analytico-géonié- 
tri(jues,  nous  signalons  celles  d'Argand,  de  Bellavitis,  de  Hamilton 
et  de  Grassmann,  tout  ce  qui  fait  l'objet  de  notre  (lêomêtrie  gène- 
raie,  ainsi  ([ue  les  Géométries  non  euclidiennes  dans  leurs  traits 
fondamentaux,  sans  négligei'  la  nouvelle  blanche  élémentaire 
appelée  Géométrie  du  triangle,  ([ui  a  enrichi  la  littérature  mathé- 
mati([ue  à  ce  point  de  vue,  grâce  aux  travaux  de  mathématiciens 
français,  anglais  et  allemands. 

Ces  importantes  généralisations  de  la  Géométrie  ([ui  arrivent 
jus<[u'à  la  Géométiie  /?-diinensionnelle,  sont  aussi  exposées  dans 
notre  brochure  Las  niodernas  generalizaciones  expresadiis  por 
el  Al^ebra  simùolica^  las  geoinetrias  euclideas  ij  et  conceplo  de 
Uiper-espaeio  (i8c)()),  mais  avec  une  plus  haute  gf'Mn''i'alisatioii. 
Eu  effet,  ces  théories  sont  étudiées  non  seulenienl  tlans  la  Géo- 
métrie, mais  aussi  dans  l'Algèbre  à  //  unités  complexes  d<^ 
Weierstrass  et  Dedekind,  et  dans   les    Algèl)ies   syinboli([ues  de 
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Pciici'  ol  (!<•  (!;ivl('v:  ciilin,  ri  siiiloiil,  les  rrcfiits  tiiivniix  de 
MM.  Lie,  Klein  et  l'oiiiciiic,  nous  onl  permis  de  pi't'senfer  un 
lîiécis  des  piineipes  loiuhinienhinx  de  la  théorie  des  groupes  de 
transfornuitictns,  où  le  eonei-pl  Iccctnd  de  la  projectivité  a  sa  plus 
haute  portc'e. 

Nous  avons  e\])osé  avec  ti'op  d Ctcndue  peut-«"'li'e  le  contenu  de 
nos  propres  ouvrages;  c  est  ([ue  ceux-ci  sont  soumis  à  un  ])lan 
pédagogi([ue  et  non  purement  c.rposilif.  (/est  ce  dei-nier  point  de 
vue  ([ui  domine  dans  la  ma|oiit(''  des  (euvres  écrites  poui"  la  pré- 
paration de  la  jeiniesse  tlans  un  hut  déterminé,  et  non  pas  avec  la 
préoccupation   de    la   culture   mathémati((ue   générale. 

(Hielques  travaux  sur  divers  sujets  niathémati([ues  ont  été 
puhliés  dans  plusieurs  recueils. 

Lu  Revista  de  los  pro^vesos  de  las  ciencias,  publié  jus([u  à  une 
époque  ([ui  remonte  à  une  vingtaine  (Lannées,  contient  (juel([ues 
travaux  très   intéressants   de   M.   Kcheffarav  sur  la  théoiie   de    la 
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lumière,  le  déterminisme  mécani(|ue  de  M.  Boussines([.  et  sur 
Télectro-statique  et  rélectro-dvnami([ue,  dans  lescjuels  ce  savant 
a  monti'é  sa  fécondité  et  ses  vues  oiiginales  sur  ces  sujets.  Ce 
Recueil  contient  aussi  l'exposition  des  travaux  géodésiques  dirigés 
par  le  regretté  général  D.  Carlos  Ibanez.  Les  revues  techniques 
Mémorial  de  Artilleria ,  Mémorial  de  Inge?iieros ,  Revista  de 
Obras  puhlicds.  Annales  de  la  Constriiccion  ( ')  contiennent  des 
travaux  de  mathemati([ues  appli([uees  ;i  diverses  professions  tech- 
ni([ues.  et  ({uel(|ues  travaux  de  Mathémati([ues  pures.  J3e  même 
les  anciennes  revues  :  /{ei'isla  de  los  profesores  de  Ciencias, 
publiée  il  y  a  une  vingtaine  tFannc'e  ii  Madrid,  et  la  Crôniea 
cienti/ica,  pul)liee  à  Barcelone,  consacrée  principalement  aux 
sciences  physi([ues,  chimiipws  et  naturelles,  ont  inséré  ([uebpies 
ailicles  sur  les  Math('Mnali([ues  :  mais  la  seule  lîevue,  avant  poui' 
(tbp't  la  Mathemati([ue  pure  est  le  Proi^feso  malemadco.  publié 
depuis  i8ç)j,  avec  la  collaboration  de  tri's  distingués  mathémati- 
ciens   et    avant     un    caracti-i'e    inteinational. 

A  cette  Revue  succéili'rent ,  pour  une  courte  période  :  El  Aspi- 
rante, public''  a  Tolède,  destiuf'  principalement  ii  la  jeunesse  »pii 
se  prépare  aux  éludes  sj>eciales,  et  hj  Arcltivo  niateniatieo. 


\')  (le  (loriiior  Rc:'Ui'il  ;i   co-isi'  i.'o  i);ir;iili  o, 
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La  création  dv  ([m'l([ut's  cuiiis  do  Mathémati([ii('s  à  1  AllK-néc 
cU-  Madriil  tciul  à  hivorisoi'  les  ('tiulcs  nialht'malicjiit's  parmi  nous. 

M.  Krhcnaïay  a  ItTiniiu-  son  i('mai'(|uable  cours  sur  la  Rc.so- 
liicio/i  de  lus  cciiaclones  ij  (coriti  de  (jcilois,  ([u'il  a  publié,  ainsi 
que  nous  lavons  cléjii  dit.  Le  savant  professeur  et  ingénieur 
D.  Kdnardo  Saavedra  a  coninienc(''  aussi  un  cours  sur  la  Hisloria 
de  las  mateinaticd  desde  su  orii!;en  lutsta  la  êpoea  de  Xeiv/on  ;  et 
nous  avons  donné,  cette  année,  un  cours  sur  La  moderna  orsiani- 
zacion  de  la  Matenialica ,  comprenant  un  pi'écis  sur  les  théories  : 
des  nombres,  des  Géométries  euclidiennes  et  non-euclidiennes, 
et  de  la  Géométrie  ii  a  dimensions  comprenant  Vanalt/sis  sidis; 
sur  les  Algëbres  ordinaiic,  svml)()li(|ue.  des  formes  et  de  la  logi- 
que ;  sur  la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes;  sur  la 
théorie  des  groupes  de  transformation  ;  et  sur  l'unification  des 
concepts  de  la  Mathémati([ue  dans  le  siècle  actuel. 

Ce  <jue  nous  venons  d'exposer  rt^sume  ce  (|ui  a  été  fait  en  Espa- 
gne dans  les  diverses  l)ranches  mathématicjues. 

Des  réformes  capitales  s'imposent  dans  les  Facultés  des  sciences, 
et  on  doit  attendre  une    nouvelle  orcranisation  sur  une    meilleure 
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base  pour  ([ue  les  progrès  se  lassent  sentir. 

Il  faut  reconnailre  la  nécessité  de  distinguer  les  hautes  spécula- 
tions mathémati([ues,  qui  conviennent  à  1  Université,  des  Mathé- 
mati(jues  ('■tudiées,  par  ler.is  a[)plications,  dans  les  écoles  spéciales; 
et  cette  contusion  a  empêché,  à  notre  avis,  un  plus  rapide  déve- 
loppement de  ces  études  parmi  nous.  C'est  ce  ([ue  nous  avons 
exposé  d<'jà  dans  noire  mémoire  La  e/ise/hi/iza  de  la  eieneia 
mateinatica  en  la  Universidad .  publié  dans  le  tome  W  du  Pro^reso 
matcniatieo. 

Z.-G.    ui-    Ci.\Li)t:ANO   (Saragosse). 
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En  mathématiques,  le  choix  des  juots  (ju  on  einploic  pour 
représenter  les  faits  ou  les  idées  a  certainement  une  grande 
iinpctitance.  L'uuifoiniité  des  termes  serait  profondément  dési- 
rable ;  il  n'est  pas  rare,  en  efïet,  de  rencontrer  dans  des  mémoires 
diflerents  (et  parfois  dans  le  même  mémoire:  plusieurs  mots  pour 
représentei'  la  même  chose  ;  et  réciproquement  un  seul  mot  est 
souvent  employé  pour  représenter  un  certain  nombre  de  choses 
dilïerentes.  De  là  résultent  souvent  une  obscurité  et  des  diffi- 
cultés que  ne  comporte  pas  en  lui-même  le  sujet  traité.  Ces  dif- 
ficultés et  cette  obscurité  s'accroissent  encore  lorsqu'il  s'agit  de 
l'étude  d'un  sujet  déterminé,  dans  des  travaux  écrits  en  diverses 
langues.  Le  sens  de  certaines  locutions  échappe  parfois  totale- 
ment ;  une  expression  usitée  dans  une  langue  déterminée  devient 
intraduisible  dans  une  autre  ;  et  1  on  se  trouve  de  la  sorte  arrêté 
par  des  obstacles  purement  artificiels. 

Si  grands  (pie  puissent  être  ces  inconvénients,  on  peut  dire 
cependant  qu'ils  n'existent  pas  en  matière  de  science  pure,  si  on 
les  compare  ix  ceux  qui  résultent,  dans  l'enseignement,  de  cette 
confusion  du  langage.  Un  mathématicien  consommé  peut,'  en 
ellel,  liiiii-  par  conqirendre,  au  prix  de  ([uehpies  edorts  supplé- 
mentaires. Il  a  le  loisir  de  se  renseigner,  prend  le  temps  néces- 
saii'e,  met  ii  profit  ses  connaissances  antérieurement  acquises. 
L  ('lève  au  contraire  ne  le  peut  pas  ;  le  temps  dctiil  il  dispose  lui 
est  rigoureusement  mesuré  ;  les  notions  (pi'il  s'agit  de  lui  incul- 
quer pénèti-ent  dans  son  cerveau  pour  la  première  fois,  et  elles 
nv  pénètrent  que  par  rintermédiaire  des  mots.  Ces  mots,  sur- 
tout s  ils  sont  un  peu  (lappants  et  expressifs,  jouent  dans  rensei- 
gnement un  rùle  beaucoup  plus  considéi'abb'  (ju On  ne  le  soup- 
çonne (1  ordinaire.  A  tous  les  deirrès,  il  se  rencontie  un  assez 
b(»M  nombre  délèves  qui  s  v  allaeheni  a\  ce  une  ai'deur  excep- 
tionnelle, et  sembb'nt  avoir  plus  de  souci  tle  les  connaître  et  de 
les  répéter  que  celui  de  raisonner  avec  précision  et  méthode.  Or, 
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les  premières  impressions  reeues  sont  les  plus  inellaetii^les.  Si 
nous  devons  admirer  la  belle  et  protonde  pensée  morale^  si  élo- 
quemment  exprimée  par   le  poète  ('l  dans  ees  vers  bien  connus  : 

Le  cœur  d'un  homme  vierge  est  un  vase  profond  ; 
Lorsque  la  première  eau  qu  on  y  verse  est  impure, 
La  mer  y  passerait  sans  laver  la  souillure, 
Car  labîme  est  immense  el  la  tache  est  au  fond. 

il  tant  l)ien  se  pénétrer  de  ceci  :  c'est  qu'on  peut  avec  autant  de 
justesse  au  moins  transporter  cette  réflexion  dans  le  domaine 
inlellcetuel  ;  et,  pour  renseignement  des  sciences  mathémati([U('s 
notamment,  il  s'ensuit  que  la  responsabilité  des  premiers  éduca- 
teurs de  l'enfance  et  de  la  jeunesse  a  quelque  chose  d'efïVayant. 
J'emploie  cette  expression  avec  préméditation,  et  avec  la  cons- 
cience de  n'exagérer  en  rien. 

Si  dans  ces  cerveaux  tout  neufs,  instruments  admirables  pour 
recevoir  facilement  des  empreintes,  on  jette  des  notions  confuses 
enveloppées  dans  un  langage  barbare  et  compliqué,  le  nombre 
sera  faible  de  ceux  qui  sauront  plus  tard  rectifier  les  idées 
fausses,  mettre  de  l'ordre  et  de  la  clarté  à  la  place  du  chaos,  et 
qui  deviendront  ainsi  capables  de  comprendre,  de  raisonner, 
d'associer  leurs  idées. 

Pour  en  revenir  au  sujet  essentiel  que  nous  traitons,  c'est-à- 
dire  à  l'usage  des  termes,  comment  veut-on  que  des  enfants  ou 
des  jeunes  gens  étudiant  pour  la  picinièrc  lois  la  science  malhé- 
mati(|ue  puissent  arriver  à  se  reconnaître  dans  un  vocabulaire 
compli<[ué,  parfois  absuide  et  échappant  à  toute  logi([ue  .' 

Pour  me  boi-nei-,  car  je  ne  présente  ici  <jue  des  observations 
rapides,  je  citerai  seulement  un  petit  nombre  d'exemples  em- 
pruntés à  la  langue  française,  et  méritant  ii  mon  avis,  et  à  des 
titi'cs  divers,  de  provo([uer  quel([(u:'s  observations. 

¥a\  Arithm(''ti([ue,  dans  ranclen  français,  les  trois  nombres  jo, 
80,  yo  s'expiimaient  soplanlc,  oc/a/ile,  noiuuile  ;  c'était  logi([ue, 
raisonnable,  et  absolument  eonlorme  aux  principes  fondamentaux 
de  la  nnuK-ration  décimal»'.  Il  m'a  «'te  jusipriei  impossible  de 
di'couvrir  sous  (juelles  influences,  à  ([uelle  épo([iu'  précise  s'est 
intioduit  renq)loi  insensé  des  appellations  aujouidhui  en  usage  : 

l'i   A!(r,'<l  .rc  Musset. 
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.soi.V(inlc-(/i.i\,  (jiKitre-viiiiils^  fjiiti(/-('-vin^/-(/i.f  ;  mais  ce  (jue  je  peux 
bien  dire,  c'est,  que  ce  lut  un  grand  pas...  eu  anière.  Ce  que  je 
peux  ajouter,  c'est  qu'il  rendrait  un  service  signalé  à  son  pays, 
le  ministre  <|ui  aurait  le  courage,  par  une  ciiculaire  aux  institu- 
teurs de  France,  de  prescrire  impérativement  le  retour  aux  appel- 
lations d'autrefois.  Ce  qui  l'empêchera  peut-ètie  atout  jamais,  c'est 
riialntudc  ([ue  nous  avons  prise  de  parler  si  souvent  des  immor- 
tels principes  de  (juatre-^'ingt-ncnf  ;  remplacer  cette  expression  par 
oclan(e-neiif\\i'\\c\\àvA\l  peut-être  trop  cruel  pour  un  grand  nom- 
bre de  mes  compatriotes.  Kt  cependant,  pour([uoi  ne  dirions-nous 
pas  ti-ois-(>ingls  pour  exprimer  60?  Pour(|uoi  pas  trois-vingl-dix 
aussi  bien  que  soixante-dix'^  Mais  dans  le  domaine  de  l'absurde 
et  de  l'incompréhensible,  il  est  oiseux  de  demander  pourquoi. 

Toujours  en  Arithmétique,  il  n'est  pas  rare,  dans  des  ouvrages 
classi([ues,  de  rencontrer  un  peu  au  hasard  les  expressions  de 
sous-multiples,  diviseurs,  parties  aliquotes.  Croit-on  ([u'il  soit 
bien  facile  à  un  jeune  enfant  de  se  reconnaître  dans  ce  dédale  ? 

En  algèbre,  à  propos  de  l'équation  ax'  -\-  bx -\-  c^^  0,  plusieurs 
auteurs  ou  professeurs,  depuis  un  certain  nombre  d'années,  ont 
adopté  l'usage  de  désigner  la  ([uantité  b'  —  ^ac  sous  le  nom  de  réa- 
lisanl.  11  serait  tout  aussi  raisonnable  de  l'appeler  imaginarisant^ 
puisque  les  racines  sont  réelles  quand  h  -  —  ^ac  >  0  et  imaginaires 
Iors([ue  //-  —  4rtr  <  0.  Si  l'on  tenait,  pour  la  brièveté  du  lan- 
gage, à  employer  un  mot  spécial,  pourquoi  ne  pas  prendre  alors 
celui  de  discriminant^  ([u'on  retrouvera  plus  tard  dans  les  é({na- 
tions  de  degrés  supérieurs  et  (|ui  seml)le  avoir  concpiis  droit  de  cité  .' 
C'est  ce  que  font,  du  reste,  beaucoup  d'excellents  prolesseurs. 

Dans  la  théorie  de  la  représentation  géométri([ue  des  imagi- 
naires, on  a  introduit  le  mol  déplorable  cVaf/ixe,  qui  ne  sert 
exactement  à  rien,  sinon  à  fausser  les  idées,  et  sur  lequel  les 
auteurs  mêmes  ([ui  l'emploient  n'arrivent  pas  il  se  mettre  d'ac- 
cord. l\nir  les  uns,  l'allixe  de  l'iuiaginaire  a  -\- hi  est  le  point  M, 
de  coordonnées  a,  h  ;  pour  d'autres,  c'est  rimaginairi'  ([ui  est 
l'affixe  du  point  ;  comment  le  malheureux  commeneant  arrivei'a- 
t-il    il    avoii'    des  id(M's  piécises  au  milieu  d'un  tel  galimatias.' 

.le  r<'nonce  ;i  iiuli(|uer  sculeuienl  les  iiuioml)rai)les  acceptions 
du  mot  module  en  mathémali([ues. 

Kn   Géométi'ie,  doit-on  dii-e  cercle  ou  circonférence  en  parlant 
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de  la  lionc  circulaire .'  Les  vieux  auteurs  ont  attaché  une  extrême 
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importance  à  cette  distinction.  Beaucoup  de  modernf  s  v  renoncent, 
et  à  mon  avis  ils  font  bien.  Est-ce  que  l'on  fait  usage  de  deux 
mots  diflerents  pour  distinguer  l'ellipse  (ligne)  et  la  portion  du 
plan  comprise  à  l'intérieur  de  cotte  ligne?  Nulle  confusion  n'est 
possible  ;  et,  s'il  s'agit  des  ([uestions  de  mesure,  on  distinguera 
toujours  facilement  entre  les  aires  et  les  longueurs. 

A  propos  de  cette  expression  d'^/z-e,  il  serait  bien  désirable  de 
s'v  tenir,  et  de  ne  pas  alternativement  s'en  servir  ou  la  remplacer 
par  surface,  comme  ou  le  fait  trop  souvent,  ce  ([ui  conduit  à 
attiibuer  à  ce  dernier  mot  une  double  signification,  et  ce  (jui 
empêcherait  de  comprendre  les  notions  les  plus  simples  de  Géo- 
métrie, si  l'on  cherchait  à  v  mettre  un  peu  de  logl(|ue  et  de 
raison.  La  sphère,  en  efl'et,  est  une  surface  ;  et  si  Ion  dit  lu  sur- 
face d'une  sphère  ,  cela  é([uivaut  à  lu  surface  d' une  surface. 
Libre  à  ([ui  voudra  d'admirer  un  semblable  langage. 

Ne  devrait-on  pas  s'en  tenir  à  une  règle  fixe  dans  la  classifi- 
cation des  surfaces,  et  non  pas  mèlei'  au  hasard  et  comme  à 
plaisir  les  expressions  ordre  et  degré,  en  les  emplovant  dans  le 
même  sens  .'  Degré  est  une  expiession  algél)ii([ue  bien  précise. 
{.'ordre  d  une  surlace,  c'est  le  degré  de  son  é([uation  ponctuelle^ 
et  la  classe,  c'est  le  degré  de  son  équation  (angenlielle  ;  on  voit 
combien  la  confusion  de  l'ordre  et  du  degré  est  déplorai)le. 

L'usage  a  prévalu  de  désigner  sous  le  nom  de  fjuadrifj/ws  les 
surfaces  du  second  oi-dre;  avec  mon  ami  11.  Laurent,  ([ui  indi([ue 
ses  motifs  dans  un  article  de  ce  Recueil,  je  le  regrette  piofon- 
dément,  sans  trop  espérer  une  réforme,  tellement  est  invétérée 
l'habitude  vicieuse  dont  il  s'agit. 

Enfin,  tlans  la  (léométrie  du  trianob»,  un  volume  sufhrait  à 
peine  pour  énumérer  les  appeUations  usit<''i's  par  les  divers 
auteurs,  et  la  surabondance  des  noms  propres  dont  on  a  lait 
usage.  Les  choses  en  sont  venues  l\  ce  point  que  l'anecdote  sui- 
vante est  absolument  authentique  ;  sous  son  a])parenee  phiisanle, 
elle  est  profondément  instructive. 

In  mathématicien,  avant  renconti*'-  l'expression  point  de  A... 
dans  des  travaux  de  ('i(''(>m(''lrie,  et  ne  trouvant  pas  la  définition  île 
cet  élément,  imagina  ne  [)ouvoir  mieux  faire,  pour  sorlii'  d'embai- 
ras,  t[ue  de  s'adi-esser  directement   ii  M.  N natbématicien  fort 
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distingué,  et  de  qui  je  tiens  le  récit.  Et  M.  X...  se  vit  contraint  de 
répondre  à  son  correspondant  :  «  Je  me  suis  jadis  un  peu  occupé 
du  triangle  ;  j'ai  vaguement  appris  (jue  mon  nom  avait  été  attiibué 
par  (|uel([ues  auteurs  à  un  certain  point  remarquable  :  voilii  fout  ; 
je  vous  prie  de  m'excuser  si  je  me  vois  hors  d'état  de  vous  len- 
seigner,    mais  j'ignore  totalement  ce  que  c'est  que  mon  point.   » 

En  cette  dernière  matière,  il  v  a  du  reste  de  larges  circons- 
tances atténuantes.  Il  s'agit  d'une  branche  toute  récente. de  la 
Géométrie,  et  peul-êire  les  auteurs,  dans  cette  période  d'enfan- 
tement, ne  pouvaient-ils  guère  s'v  prendre  autrement  ([u'ils  ne 
l'ont  fait.  Mais  aujourd'hui  un  débroussaillement  est  devenu  néces- 
saire ;  certaines  parties  de  la  Géométrie  du  triangle  offrent  un  assez 
grand  intérêt  pour  justifier  leur  introduction  dans  l'enseigne- 
ment ;  et  c  est  pour  ces  ([uestions  classi([ues  (juune  nomenclature 
précise  et  rigoureuse  est  maintenant  tout  à  lait  indispensable. 

Du  reste,  je  tiens  beaucoup  h  ce  qu'on  ne  se  méprenne  pas 
sur  la  portée  des  ci'itiques  que  je  iormule.  11  est  parfaitement 
compréhensible,  à  mon  avis,  il  est  même  assez  légitime  qu'un 
auleur  rencontrant  une  notion  nouvelle  emploie  un  mot  nouveau 
pour  l'exprimer  en  évitant  de  longues  périphrases.  Si  le  vocable 
est  heureux  et  utile,  l'emploi  pourra  s'en  généraliser,  la  science  et 
l'enseig-nement  en  tireront  pi'ofit  ;  dans  le  cas  contraire,  il  méri- 
tera de  tomber  dans  l'oubli  ;  mais  de  toutes  façons  peisonne  n'éprou- 
vera de  ce  lait  de  difficultés  sérieuses  îi  comprendre  un  travail  où 
les  termes  employés,  fussent-ils  nouveaux,  sont  l)ien  définis.  Ee 
malheur,  surtout  (jiiand  l'inventeur  de  l'expression  est  un  géomc- 
tie  de  valeur  et  jouit  d'une  assez  grande  notoriété,  c'est  que  les 
imitateurs  ou  commentateurs  surviennent,  s'emparent  de  l'expies- 
sion,  bonne  ou  mauvaise,  sans  la  préciser,  sans  se  demander  si  elle 
est  bien  justifiée,  et  commencent  ainsi  à  la  répandre  ;  d'autres  les 
suivent,  qui  font  de  même  ;  et  un  beau  jour  la  langue  scienti- 
fi([ue  est  enrichie  (.'^  d'un  mot  de  plus.  Celui  qui  l'avait  lancé  pour 
la  première  fois  est  souvent  le  jjremierà  en  éprouver  du  i'egr(>t. 

.l'ai  hâte  d'arriver  aux  concliisioiis  (jui  résultent  des  l'cniarcpies 
précédentes.  Ea  première  de  foutes,  c'est  qu'il  faudrait  une  grande 
prudence  dans  l'enqjloi  des  mots(jue  l'on  peut  inventer,  et  une  pi'u- 
dence, poussée  plus  loin  encoit',  dans  la  réédition,  sans  critique  ni 
examen  pn-alable,  des  ex|)ressions  nouvelles  inventées  par  aufiui. 
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De  plus,  jVspiM'C  on  avoir  dit  assez  pour  faire  compi-endre  lini- 
poitance  du  sujet,  et  pour  piovoquer  des  études  nouvelles,  moins 
sommaires  et  moins  généiales  que  ce  rapide  apereu  ;  c'est  avec 
crrande  satisfaction  que  nous  accorderons,  dans  V Enseiiincntcnt 
matJiêm(iti([ue ,  Thospitalité  la  plus  large  à  des  articles  consacrés 
à  ces  questions,  au  point  de  vue  des  diverses  langues  en  usage. 
Dans  le  même  ordre  d'idées,  j'insiste  sur  l'intérêt  capital  ([ue 
présenterait  une  sorte  de  vocabulaire  comparatif,  fùt-il  d'abord 
incomplet,  dans  lequel  figureraient  en  regard  les  mots  cùissifjnes 
du  langage  mathémati([ue  ([ui  se  correspondent  bien  exactement 
et  rigoureusement  d  une  langue  à  une  autre.  Un  tel  tableau, 
limité  à  l'allemand,  l'anglais,  l'espagnol,  le  français,  l'italien, 
rendrait  déjii  de  très  grands  services. 

Kn  dernier  lieu,  il  me  semble  nécessaire  de  ne  pas  me  borner 
il  de  vaines  critiques,  et  de  montrer,  à  côté  du  mal,  ([uel  est, 
(s'il  en  est  un!,  le  remède  possible.  Personne,  en  effet,  ne  peut 
empêcher  quelqu'un  d'employer  des  expressions  vicieuses  ou 
absurdes,  surtout  si  l'habitude  a  consacré  l'emploi  de  ces  expres- 
sions. Il  n'v  a  pas  de  sanction,  et  l'on  cherche  en  vain  ([uelle  serait 
l'autorité  morale  (jui  pourrait  intervenir  avec  assez  de  puissance. 
C^est  à  peu  près  la  même  (jnestlon  que  pour  lOrthographe.  Mais, 
pour  nous  en  tenir  i»  l'exemple  de  la  France,  si  l'Académie  fran- 
çaise codifie  de  loin  en  loin  la  langue  en  se  bornant  à  peu  près  à 
consacrer  l'état  des  choses  plutôt  qu'à  décréter  arbitrairement  des 
lois,  on  ne  saurait  guère  exiger  de  l'Académie  des  sciences  (ju'elle 
se  détournât  de  ses  travaux  ordinaires  pour  s'attacher  à  la  con- 
truction  d'une  langue  mathématique  correcte. 

I>a  dillV-rence  est  d  ailleurs  essentielle  :  tandis  <{ue  la  <|uestion 
de  l'orthographe  concerne  une  seule  nation,  celle  du  vocabulaire 
mathémati([ue  intéresse  les  savants  et  les  professeurs  de  tous  les 
pays.  Elle  est  profondément  internationale,  et  c'est  précisément 
cette  remar([iie  (jui  nous  lait  entrevoir  la  possibilité  d'une  solu- 
tion. C'est,  il  notre  avis,  dans  linstitution  des  Congrès  interna- 
tionaux ([lion  doit  la  rechercher.  Au  congrès  de  /iirich  [(181)7) 
([ui  lut  une  sorte  de  session  d  organisation,  la  ([iiestion  ne  lut 
pas  discutf'e  et  ne  pouvait  pas  l'être;  c'est  à  peine  si  elle  fut  posée 
en  quelques  mots.  Il  n'y  avait  là,  du  reste,  ni  une  section  de  ter- 
minologie,   ni  uiu'  section  d'enseignement.   H  j)araîl   à  peu    près 
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décidé  qu'au  congrès  de  Paris  (1900)  il  y  aura  une  section  d'en- 
sei^nenient,  ce  dont  tout  le  monde  devra  se  féliciter.  Quant  \\ 
une  section  de  terminologie,  la  création  en  serait  ii  mon  avis 
pour  le  moins  inutile;  arrivant  de  tous  les  points  du  monde, 
réunis  pour  (juelques  jours,  les  membres  de  cette  section  se  trou- 
veraient saisis  de  ([uestions  sur  lesquelles  beaucoup  d'entre  eux 
n'auraient  pas  eu  le  loisir  de  réfléchir  à  lavance,  et  qui,  pour 
être  bien  résolues,  exigent  qu'on  ne  livre  lien  h  l'improvisation. 

Mais,  autant  une  section  spéciale  aurait  peu  notre  approba- 
tion, autant  nous  semblerait  intéressante  et  utile  la  création  d'une 
commission  inteinationale,  destinée  sûrement  ii  devenir  perma- 
nente, et  qui  comprendiait  des  prolesseui's,  des  philosophes,  des 
historiens,  des  philologues  appartenant  au  monde  mathéniati([ue. 
Deux  ou  trois  séances  de  cette  commission,  tenues  au  lendemain 
du  congrès,  suffiraient  pour  établir  le  plan  d'ensemble  des  tra- 
vaux; et  ceux-ci  se  poursuivraient  ensuite  méthodiquement  et  sans 
difficulté  sous  forme  de  correspondances  entre  les  divers  membres. 
Dans  les  années  qui  s'écouleront  entre  le  congrès  de  1900  et  le 
suivant,  on  serait  ainsi  parvenu  à  réunir  les  matériaux  nécessaires 
il  la  prépaiatlon  d'un  tri's  intéressaist  rapport,  partiel  ou  total; 
la  ([uestion  aurait  lait  un  grand  pas  en  avant.  Les  congrès  suivants 
achèveraient  l'œuvre  entreprise  ;  on  y  mettrait  tout  le  temps  ([u  il 
faudiait  :  dix  ans,  vingt  ans  peut-être.  Mais  on  (inirait  par 
arriver  au  but.  Le  vocabulaire  international  ([ui  représenterait  la 
conclusion  d'un  semblable  travail  ne  pourrait  èti-e  imposé  \\  per- 
sonne; mais  il  aurait  une  telle  autorité  morale  qu'il  s'imposerait 
(le  hii-mème;  et  l'on  serait  peut-être  alors  d«''livr(''  de  la  (h'-plo- 
lable  anarchie  de  huiaaue  dont  j'ai  essavé  de  hiiie  ressortir  les 
rnult qdes  inconvénients. 

V.u  attendant  cette  solution  idéale,  un  peu  lointaine  ;t  coup 
sûr,  c'est  un  devoir  pour  les  professeurs,  pour  les  mathémati- 
ciens, de  la  prépaie)'  en  veuillant  bien  port(>r  un  ()eu  leur  atten- 
tion sur  la  terminologie.  La  publication  de  leurs  observations, 
les  échanges  d'idées  aux(jiieis  ces  observations  ne  nuiiu[ueront 
pas  de  conduire,  contribueront  dans  une  laru»'  mi'sure  ;i  ame- 
liorer  progressivement  l'état  présent  des  choses. 

("..-A.     I.AISANT. 
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J.es  termes  de  pédagogie  scientifique,  de  pédagogie  expérimen- 
tale, de  pédologie  sont  employés  iiidifïeremmeiit  aujoiircriiui 
pour  désigner  un  mouvement  tout  nouveau  de  recherches  ([ui  se 
produit  depuis  ([uel([ues  années  dans  le  monde  pédagogique;  ce 
mouvement,  dabord  timide  et  incertain,  a  pris  dans  ces  tout  der- 
nières années,  une  très  grande  extension  en  Améiiqueet  en  Alle- 
magne; l'Italie  et  TAngleterre  n'y  sont  pas  restés  indifférentes; 
quant  à  la  France,  je  crois  bien  que  sa  participation  principale  est 
celle  de  mon  laboratoire  de  la  Sorbonne,  quoique  j'aie  appris  tout 
dernièrement  qu'un  laboratoire  de  recherches  analogues  vient 
d  être  tonde  i»  I>ille  ;  mais  je  man([ue  de  renseignements  sur  ce 
point. 

La  pédagogie  nouvelle  s(^  distingue  surtout  de  l'ancienne  par 
la  très  large  place  ([u'<dle  entend  faire  ii  l'observation  et  l'expé- 
rience ;  elle  cherche  h  remplacer  les  allirmations  a  priori  par  des 
résultats  précis  et  par  des  chiffres.  Cette  révolution,  si  elle  s'opère, 
ne  sera  que  la  consé([uence  logitjue  de  celle  qui  s'est  accomplie 
en  psychologie,  et  qui  est  en  voie  de  s'accomplir  dans  toult^s  les 
sciences  dites  morales,  où  l'on  voit  peu  à  peu  lapéiiode  de  la  ver- 
bologie  remplacée  par  la  période    des   observations.   Je    compte 


(')  Nous  tenons  à  exprimer  nos  plus  sincères  remerciements,  pour  son  remar- 
quable article,  à  l'éminenl  directeur  <lu  Laboratoire  de  psychologie  phvsiolog-ique 
de  la  Sorbonne. 

Quelques  lecteurs  trouvci'ont  pcul-èlrc  <jue  notre  Recueil  s  éloigne,  eu  publiant 
des  travaux  de  cette  nature,  d»i  domaine  mathématique.  A  notre  avis,  ce  serait 
une  erreur  de  leur  part  ;  ces  belles  recherches  sont  dignes  d'attirer  l'attention  la 
plus  sérieuse  des  mathématiciens  à  un  double  point  de  vue.  D'abord,  l'enseigne- 
ment mathématique  à  tous  les  degrés,  qui  exige  chez  les  élèves  de  grands  efl'orts 
cérébi'aux,  est  intéressé  au  perfectionnenient  de  méthodes  pédagogiques  dont  le 
but  final  est  d'arriver  à  un  maximum  de  résultats,  avec  un  minimum  de  fatigue. 
En  second  lieu,  l'esprit  mathéniatitpie  peut  être  appelé  à  apporter  le  plus  utile 
concours  aux  progrès  des  méthodes  en  question  :  nous  avons  besoin  des  physiolo- 
gistes et  des  psychologues;  les  physiologistes  et  les  psychologues  ont  besoin  de 
nous;  d'une  cudlaboration  mutuelle  pourront  résulter  de  grands  avantages  pour 
les  progrès   de  rctiscignemeiil  et  <le  la  science. 

Li:s  niKEcrriKs. 
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bien  que  dans  un  avenii'  prochain  on  seia  élonné  de  liie  ceitaines 
revues  péda<'ooi([ues,  cjui  ])aiaissent  encore  en  ce  moment,  et  ([ui 
conlicnnent  comme  documents  inléressanl  la  science  de  l'édu- 
cation, des  discours  de  ministres!  Actuellement,  on  ne  peut  laire 
un  cours  de  pédagogie  que  si  on  a  un  certain  talent  oratoire  :  cest 
un<^  pi'euve  de  misère;  une  science  doit  en  ([uel([ue  sorte  sesuttirc 
à  elle-même  et  ne  pas  avoir  besoin  d'élo([uence  pour  s'enseigner. 
Les  recherches  de  pédagogie  expérimentale  avancent  très  len- 
tement ;  pour  bien  des  raisons  qu'il  est  facile  de  deviner,  l'expé- 
l'imentalion  dans  ce  domain(>  est  extrêmement  délicate.  Il  y  a  des 
dilficultés  qui  tiennent  surtout  à  la  nouveauté  des  ([uestions 
posées.  On  peut  dire  ([ue  les  grandes  voies  du  pays  ne  sont  pas 
encore  tracées  ;  il  tant  inventer,  avoir  des  idées  que  personne  n'a 
eues  jusqu'ici.  (Quelle  curieuse  pensée,  par  exemple,  curieuse  el 
inattendue,  (jue  celle  de  mesurer  la  fatigue  mentale  par  le  degré 
d'obtusion  ([ue  cette  fatigue  produit  dans  le  sens  du  toucher  ! 
L'espril  ([ui  a  conçu  celle  première  idée  d'expérience  devait  être 
doué  dune  origmdité  bien  rare. 

Il  est  clair  ([ue  la  pédagogie  expérimentale  ne  se  lait  pas  dans 
le  cabinet,   ni  dans  If   laboratoire  ;  elle  exige   une  «'Inde    directe 
des    enlanls.   l^ar  conséquent,  elle  devrait   èlre    faite  surtoul  par 
les    maîtres,    ({ui    sont    en    contact    continu    avec    les   élèves,    .le 
coniple  beaucoup,  pour  I  avenir,   sur  le  concours  (jne  les  institu- 
teurs pourront  nous  apporlei-  ;    mais  il  faudra   faii'e  d'abord  une 
sélection,  et  ensuite  il  sera  n(>cessair<'  de  leur  donner  une  direc- 
tion   piécise.   L'observation    et    rexperinuntation    sont    de    veii- 
lables  pii'ges   jiour    ceux    ([ui  ne   s'y  sont    j)as    r()nq)us   de    bonne 
heure  ;   le  meilleui'  instituteur  peut,  de  tri's  bonne  toi,  aboutir  à 
des  l'ésultats  entachi's  d'cMieur,  parce  ([u'il  n'est  pas  suflisamment 
an  coûtant  de  ce  ([iiil   faut  «'vitei'.  Bien  souvent,  dans  mes  visites, 
j'ai  remar([ué  très  discrètement  combien  certaines  en<[uêtes   oHi- 
cielles   sont   puérilement    conduites  !    Je  ne  voudrais   citer    aucun 
nom,    je  ne  veux  decoui'ager  personne  ;  mais  je  vais  prendre   un 
exemple  th(''()ri(|ne.  In  adininistiateur  se  demande,   par  exi-mple, 
si  l'exercice  de     la  natation  ptnit    lavoi'iser  le  ileveioppement  îles 
études  int(dlectuell(>s  ;  on  prendra  donc  comme  matière  a  expéri- 
mentation   niie  premier*'  classe   d  école  primaire,    (huit    lés  élevés 
se  préparent   au   ceitilicat  dCtudes  ;  on   enverra  ces  élèves  le   plus 
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souvenl  possil)lc  aux  bains  de  Seine,  quand  la  saison  le  permettra; 
ils  i'eront  leuis  exereices  sous  l'a^il  d'un  pi'otesseur  éniérite  de 
natation;  et  au  mois  de  juillet  on  peut  être  eertain  (jue,  si  l'admi- 
nistration a  cru  a  priori  que  la  natation  est  un  exercice  salutaire, 
une  torte  majorité  de  ces  excellents  nageurs  passera  brillamment 
leur  cei'tificat  d'études.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'apprécier 
ce  qu'il  y  a  de  complaisance  dans  une  semblable  enquête. 

Je  citerai  un  second  exemple,  ([ui  est  d'un  genre  tout  différent, 
je  me  hâte  de  le  dire.  Dans  un  département  du  Midi,  un  inspec- 
teur primaii'e  loi't  intelligent  a  eu  l'idée  ingénieuse  de  deman- 
der à  ses  instituteurs  une  étude  détaillée  sur  l'intellio-ence  et  sur 

o 

le  caractère  moral  de  ([uel([ues-uns  de  leurs  élèves.  Les  institu- 
teuis  ont  répondu  à  cet  appel  ;  ([uand  l'appel  vitMit  d'un  supi'- 
rieur,  on  y  répond  toujours  ;  les  descriptions  de  caractère  ont  été 
faites  longuement  et  minutieusement,  et  on  les  a  même  monti'ées 
un  jour  à  un  haut  fonctionnaire  en  tournée,  qui  a  feuilleté  un 
moment  ces  cahiers  et  a  daio-né  rendre  hoinmaii'e  ii  ces  essais  de 

o  o 

pédagogie  expérimentale.  Est-ce  l)ien  là,  demanderai-j*»,  dt^  la 
pédagogie  expérimentale,  et  ces  documents  pourront-ils  servii-  ii 
quelque  chose?  Certes,  ils  ont  l'utilitf^  d'attir<'r  l'attention  des 
instituteurs  sur  leurs  élèves;  certains  maîtres  v  prendront  le  goût 
de  l'observation  et  de  l'analvse  ;  mais  des  descriptions  de  carac- 
tèie,  des  descriptions  jnires  et  simples  sont-elles  des  documents 
pouvant  servir  ii  la  science  .'  Je  ne  le  crois  pas.  II  mainpie  ici,  à  ces 
ex(M'cices,  pour  constituer  des  documents  utilisables,  ce  ([ueUjue 
chose  dont  un  expérimentateur  ou  un  savant  peuvent  seuls  avoir 
l'idée.  La  matièic  ;i  laquelle  je  touche  en  ce  moment  est  si  riche  ([ue 
je  ne  puis  vraiment  la  traiter  en  ([uel([ues  mots.  Je  conclurai  sim- 
plement en  disant  ([ue  si  les  instituteurs  doivent  être  utilises,  pour 
les  pi'ogrèsdela  pédagogie  expérimentale,  on  devrait  laire  d'abord 
leur  éducation  scieHtifi([ue  :  j'entends  par  l;i  ([non  devrait  leur 
apprendre  comment  on  doit  observei"  et  expérimentei'  ;  cet  ensei- 
gnement piati(jue  n'est  donné  nulle  paît,  je  crois,  d'une  ma- 
nièi'e  régulière  ;  certains  esprits  sujx'iienis  s'en  passent  :  la  plupart 
se  l'assimilent  en  voyant  travailler  leurs  maîtres,  ou  en  travaillant 
en  collaboration  avec  eux  ;  ce  sont  les  plus  lortunc's.  J'ai  souvent 
pens(''  il  cette  lacune  tle  notre  enseignement.  Dans  nos  nniv«M'sités, 
([u  appreinl-on    aux    (deves    de    renseignenK'Ul   supeiienr,  comme 
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méthodes  de  traviiil  .'  On  leur  apprend  ii  découviir  un  nerf  sur 
un  chien,  :i  nolicii'  un  cNlindre.  ou  it  colorer  une  pi(''p:iiation  : 
c'est  fort  bien,  mais  ce  n'est  lii([u  une  toute  petite  partie  de  notre 
métier.  Il  faudrait  aussi  leur  apprendre  c[uel  travail  on  ne  doit 
pas  entreprendre,  (|uelle  recherche  est  pres([ue  inutile,  eoumient 
on  doit  éviter  telle  cause  d'erreur,  (juel  degré  de  précision 
com])orle  telle  étude. 

Les  méthodes  de  la  pédagogie  expérimentale  sont  an  nombre 
de  trois  principales  :  la  première  est  le  ([uestionnaire  ;  la  seconde 
est  l'observation,  la  troisième  est  l'expérimentation.  Ces  distinc- 
tions sont  un  peu  scolasti([ues,  car  elles  sont  loin  de  s'appliquer 
exactement  ;i  toutes  les  circonstances  ;  nous  les  conserverons, 
parce  ([u'elles  lournissent  un  cadre  commode  ii  lexposition. 

La  méthode  des  ([uestionnaires  doit  être  surtout  considérée 
comme  une  méthode  préliminaire  ;  elle  a  lavantage,  quand  elle 
est  bi(Mi  organisée,  de  ])rovo([uer  un  giand  nombre  de  léponses 
([ui  donnent  une  impression  d  ensemble  sur  le  sujet.  On  rédige 
d  abord  des  questions,  le  plus  clairement  possible,  en  se  gardant 
bien  d'indiquer  la  réponse  qu'on  attend,  et  on  adresse  ce  ques- 
tionnaire aux  personnes  compétentes.  Cette  méthode  de  question- 
naire a  été  employée  sur  une  vaste  échelle  en  Améri([ue  ;  et 
dernièrement  Stanley  Hall,  président  de  l'université  de  Clark, 
en  a  but  une  application  gigantesque  :  ]\Ionroe,  un  observateur  de 
l'enfance,  vient  d'entrer  dernièrement  dans  la  même  voie  qiu' 
son  conqKitrlote.  11  faut  parler  avec  respect  d'elForls  ([ui  doivent 
couler  un  ItMups  considérable"  :  chacun  ]>eut  se  rendre  conq)te 
du  travail  nécessaire  pour  lire,  apprécier,  juger,  classer,  analyser 
mille  réponses  h  une  ([uestion  ;  cela  exige  un  vrai  dévouement,  .b' 
demandei-ai  seulement  c[ne  les  thèmes  de  ces  ([uestionnaires,  par 
1  mqiorlanee  des  ([ueslions  soulevées,  soient  ;i  la  liauttMir  tle  ce 
labeui'  :  et  je  ne  sais  vraiment  pas  si  on  a  eu  raison  de  faire  porter 
ces  énoi-mes  ([Uestionnaires  américains  sur  des  ([ueslions  comme 
C(dles  des  causes  du   rlic  et   du   clKilouillement   chez   les  enlanis. 

Ayant  prali([u«'  moi-même,  ii|)lusieurs  ie[jrises,  la  méthode  des 
((uestionnaires.  j'ai  constaté  ([ue  le  succi's  de  ces  en(|uètes  diqxMid 
d  une  loule  de  cireonslanees  tri's  com|)lexes.  .lai  lait  j)ar  exem[)le 
une  en(|iiélesur  le  jeu  (rcchees  ;i  1  aveugle,  el  je  me  suis  adn^ssé 
a  (1rs  joueurs  t'uieri  les.  doni   lanioni-propie  ctail   justcmenl  liai  lé  , 
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cl  ((iii  se  sont  par  (•(>nst''([ii<Mit  empressés  de  me  répondre.  Mais 
lors([iroii  sadresse  au  grand  public,  pour  des  ([uestions  (jui  ne 
réveillent  aucune  espi'ce  de  vanité,  le  stimulant  n'est  plus  le 
même.  Je  ne  m'étonne  pas  (pn'  M.  Marillier  ait  obtenu  un  si  petit 
nombre  de  réponses  dans  son  enquête  sur  les  hallucinations  des 
personnes  saines,  .l'ai  lait  une  enquête  sur  le  caractèi-e  des  eidants, 
et  la  publication  des  ([ueslions  dans  le  Peli(  Jour/uil  et  dans  le 
Temps  m'a  donné  \n\  résultat  dérisoire.  Maintenant,  loi's([ue  je 
m'adresse  aux  instituteurs,  je  suis  sur  d'avance  ([ue  pres([ue  per- 
sonne ne  me  répondra  ;  je  les  excuse,  du  reste,  du  meilleur  de 
mon  cœur,  d'autant  plus  (juil  y  a  un  moyen  bien  plus  expédilil 
pour  obtenir  des  réponses  :  c'est  de  prendre  l'intermédiaire  de 
MM.    les  inspecteurs  d'académie. 

-  La  pratique  de  la  méthode  des  questionnaires  nous  enseigne 
non  seulement  quelle  voie  il  huit  suivre  pour  arriver  aux  corres- 
pondants bénévoles,  mais  encore  comment  les  c[uestions  doivent 
être  posées  pour  être  comprises.  Je  recevais  dernièrement  un 
intéressant  opuscule  italien,  dont  l'auteur  a  lait  de  longues  et  con- 
sciencieuses recherches  anthropologicjues  dans  les  écoles.  11  va 
dans  ce  travail  des  parties  excellentes,  surtout  celles  qui  ont  trait 
il  l'analomie  de  la  tête  ;  il  v  a  aussi  une  partie  psychologi([ue,  et 
c'est  beaucoup  moins  bon.  L'auteur  était  curieux  de  connaitre 
l'état  de  la  mémoire,  du  jugement,  l'esprit  d'observation  chez  un 
certain  nombre  d'élèves.  Xous  étudiojis  en  ce  moment  ces  (|ues- 
tions  dillieiles  dans  nos  laboratoires,  nous  savons  (pi  il  laul  les 
regarder  de  tiès  près.  L  auteur  italien  a  emplové  le  ([ueslionnaire  ; 
par  éciit.  il  a  simplement  demandé;!  ses  collègues  :«  VosiMi'ves 
ont-ils  une  mémoire  bonne,  movenne  ou  mauvaise  .'  Ont-ils  un 
esprit  d'observation  bon.  moven  ou  mauvais.'»  C'est  très  simple  ; 
on  pourrait,  avec  cette  formule,  mettre  en  questionnaire  toutes  les 
facultés  de  l'esjirit.  A  quoi  aboutiiait-on  ?  (^uel  atome  de  vérité 
espère-t-on  glaner  .'  Il  est  clair  que  les  réponses  ne  signifient  ji;is 
grand'chose,  car  elles  dépendent  étroitement  de  l'appréciation  ^\y\ 
correspondant,  l  ne  réponse  n'est  utilisable  ((ue  si  elle  renlerme 
un   lait   d  observai  ion ,  on   une  ap[)recialion   conl  riMable. 

La  inelhode  d'observation.  (|ue  j  ai  dislingiii'e  plus  liaul  de  la 
nii'thode  il  expérimentation,  ne  fait  en  réalité  ([u  un  avec  elle  ; 
car  observer  et  expérimenter  ne  sont  ([ue  des  degrés  d'une  même 
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on(|uèf('.  Leur  inérilo  est  siiiiout  de  iiietlre  robservaleur  en  pié- 
seiU'O  Je  reniai)  I.  et  de  lui  donner  une  vision  directe  des  laits,  lui 
jjeiinellant  de  se  laiie  une  opinion  personnelle.  Les  visites  des 
écoles,  Ivcées  et  collèges,  et  institutions  de  toutes  sortes,  par  des 
pédagogues  expérimentateurs,  ne  sont  pas  encore  entrées  dans 
nos  mœurs,  si  j'en  juge  par  rétonnement  qu'elles  provoquent  de 
la  part  des  élèves  et  aussi  des  professeurs.  En  ce  (jni  concerne  le 
primaire  à  tous  les  degrés,  des  autorisations  nous  sont  très  libéra- 
lement données  par  le  conseil  municipal  de  Paris  (')  ;  mais  j'ai 
le  l'egret  de  constater  que  jns([u  ici  la  porte  de  tous  les  établisse- 
ments d'enseignement  secondaire  reste  sévèrement  close.  Je  parle 
seidemeiit  de  la  France,  bien  entendu  ;  car  il  en  est  tout  dille- 
reniment  en  Amérique  et  en  Allemagne.  Dans  ces  pays,  on  a  com- 
piis  (le|)uis  longtemps  ([u'il  v  a  un  grand  intéièt  ii  admettre 
dans  les  écoles  secondaires  des  personnes  compétentes,  faisant 
des  recherches  de  pédagogie  ;  ce  n'est  que  dans  ces  écoles  qu"on 
peut  trou\(>r,  en  léalitc*.  le  moven  dé'tudier  les  lormes  litt'Maires 
de  l'intelligence,  car  la  culture  des  lettres  n'est  j)as  poussée  aussi 
loin  dans  le  primaire.  .Te  puis  citer  un  cas  tout  récent  qui  va 
mon  lier  eonibieu  cett(>  défense  den  l'er  dans  lenseifjnenKMit 
secondaire  a  nui  ;i  nos  éludes,  et  aussi  au  progi'ès  de  la  pédagogie. 
—  ce  (|ui  l'evient  :i  dire,  en  somme,  à  lintérct  des  élèves.  Au 
cours  de  nombreuses  rechei'ches  dans  les  écoles  normales  d  ins- 
liluieurs,  et  nolaninicnl  ;i  celle  de  Melun.  oii  |  ai  Irons»'  un  aceufil 
si  <Mnpress(''  aupri's  de  M.  fvoube,  inspecteur  d  académie,  et  de 
M.  franeois,  direeleui'  de  1  école,  j'avais  remar([n(''  (|ue  pour 
certaines  ('-preuves,  des  élèves  réputes  intelligents  donnaient  des 
résultats  t(uil  ii  lait  médiocres  ;  et  en  examinant  la  ([uestion  de 
plus  près,  en  interi'ogeanl  les  professeurs  sur  les  aptitudes  de  ces 
élèves,  je  me  convainquis  (ju  il  s'agissait  de  jeunes  gens  avant 
surtout  des  qualités  lilt('M'aires.  .lavais  donc  trouve  par  hasard 
des  épreuves  —  nous  disons    des  tcsls  —  ([ui    niellaient    bien  en 


(')  Jo  proCilo  (11'  colle  (iccasioii  i^nir  .•ulrossi-i'  mes  plus  vifs  reniercinionts  au 
Conseil  niiiiiicipal  do  Paris,  à  M.  do  Solvos,  jjrôl'ol  do  la  Soino,  ot  à  M.  lîôdoroz. 
dirooloiirdo  roiisoi^-iioiiKMit  priniairo.  La  pôdajjo'jio  cxiiôriiuonlalo  fraïu-aiso  lour 
doit  boaucoii]).  J  adrosso  aussi  do  siucôros  roinoroiiiioiits  à  M.  lo  dirootour  do  l'on- 
scijriionierit  primaire  au  niinislèi-e  i\i^  l'Iii-ilrni'lioii  |)ul)liimo.  ol  à  MM.  les  Inspec- 
teurs  dacadéuiio  de  jjrovi  tice. 
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lumière  certaines  ([ualités  et  certains  délauls  d'espril,  et  j'avais 
lespérance  de  pouvoir  distinguer  l'esprit  litt('raire  et  l'esprit 
scientifique.  Cette  espérance,  je  la  conserve  ;  mais  comment  con- 
tinuer une  recherche  ([ui  donnait  de  si  belles  promesses  .'  Pour 
étudier  des  élèves  appaitenant  ii  un  type  franchement  littéraire, 
il  Faudrait  avoir  accès  dans  les  lycées  ;  mais  les  lycées  nous  fer- 
ment leurs  portes  1  X'oilii.  je  pense,  l'exemple  le  j)lus  lopi([ue 
que  je  puisse  citer  des  dommages  ([ue  certains  relus  d'autorisa- 
tion causent  à  nos  études.  llemar(juons  bien  ([u'il  s'agit  d'épreuves 
attravantes,  avant  un  caractère  pédagogique,  capables,  j'en  ai 
la  preuve,  d'intéresser  vivement  les  élèves  ;  au  besoin,  on  pour- 
rait demander  l'autorisation  des  parents,  et  comme  il  s'agit  de 
recherches  destinées  ;i  rendre  des  sei'vices  aux  élèves  en  préci- 
sant leurs  aptitudes,  il  est  bien  certain  ([u'aucun  parent  ne  refu- 
serait son  autorisation.  N'importe  ;  il  y  a  une  barrière,  on  ne 
peut  pas  passer. 

Observation  et  exp('Mim<'ntati()n  peuvent  se  lair<'  sui'  les  élèves 
de  deux  manières  dillerentes  :  individuellement  et  collective- 
ment. La  forme  collective  est  moins  précise,  mais  beaucoup  plus 
rapide,  et  il  me  semble  que  c'est  par  elle  qu'il  faut  commencer, 
il  V  a  un  an  ([ue  j'ai  fait  par  cette  méthode  avec  mon  collaborateur 
M,  Vasclîide  une  étude  tle  plus  de  4o  épreuves  sur  c)o  élines 
d'école  primaire  éh-mentaire  ;  il  est  vrai  ([ue  nous  avions  le  con- 
cours d'un  directeur  d'école  <jui  s'est  prêté  toujours  ;i  nos 
recherches  avec  le  /.i'ic  dun  collaborateur  véritable,  M.  .Michel. 
C^es  épreuves  collectives  prennenl  peu  de  temps,  en  général  un 
quart  d'heure  ;  la  distril)uli(Ui  des  copies  et  l'explication  prennent 
environ  5  niimites  et  l'expi-rience  pr()|)rement  dite  dui'e  lo  mi- 
nutes. Kn  Allematrue,  on  a  surtout  em|)lové  cette  méthode  c(»llec- 
tive  pour  étudier  rinlluenc*-  de  la  fatigue  scolaire;  on  laisait  faire 
aux  élèves  une  dictée  ou  des  exercices  d  addition  (I  de  multi|)li- 
cation,  et  on  comptait  le  nombic  de  fautes  commises  suivant  les 
heures  de  la  jouinee  ou  suivant  la  tlurée  du  travail  mental  ayant 
précédé  cet  exercice;  ou  a  \u  (|ue  ces  méthodes  permettent  de 
d(''celer  la  fatigue  dans  des  cas  oii  un  n'en  aurait  eu  (|u'un  soupçon 
vague.  Toutes  ces  ([uesl ions  se  trouvent   rc-sumées  dans  le  livre  (') 
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que  jai  (H-iit  avec  M.  Victor  Ileiui,  un  de  mes  plus  assidus  coUa- 
l)oi'at('uis,  cl  où  nous  avons  essavé  de  mettre  au  point  les  méthodes 
capables  de  lésoudie  la  ([uestioii  du  suriuniage  iutellcctiifl .  (jues- 
tion  (jui  a  été  débat  lue  ius([u"ici  par  tant  d  auicms  d  une  manière 
oiseuse. 

La  méthode  d  Observation  individuelle  est  inliniiui'nt  plus  lente 
que  la  méthode  collective,  et  il  ne  faut  v  avoir  lecours  dans  les 
écoles  qu'avec  discrétion,  car  on  est  oblige  avant  tout  de  ne  pas 
faire  perdre  à  renfant  un  temps  précieux  ;  la  méthode  d'observa- 
tion individuelle  a  le  giand  avantaue  d"une  étude  laite  de  très 
pri's  ;  on  interroge  directement  lentant^  on  apj)récie  la  nianière 
dont  il  comprend  les  questions,  on  lait  une  analvse  Ijien  plus  fine 
(pie  dans  les  épreuves  collectives.  Il  v  a  des  expériences  qui  ne  se 
prêtent  pas  à  cette  méthode,  ce  sont  celles  (qu'une  indiscrétion 
peut  lausser  ;  car  si  on  pose  \\  lenfant  isolé  certaines  questions, 
toute  l'école,  au  l)out  dune  heure,  connaît  ces  questions,  et  les 
enfants  qui  arrivent  ensuite  auprès  de  l'expérimentateur  sont  ins- 
truits d'avance  de  ce  qu'il  faut  rc'pondre.  .l'ai  vu  le  lait  se  produire 
dune  manière  plaisante  pendant  une  en([uéte  qu'un  de  mes  col- 
lègues laisait  sur  l'audition  colorée  dans  une  école  primaire.  11 
appelait  les  enlants.  un  ii  un,  dans  le  cabinet  du  directeur,  et  leur 
posait  quelques  questions,  du  leste  très  habiles,  sui-  les  couleurs 
des  lettres  et  sui-  les  schèmes  visuels.  Au  début  de  la  recherche, 
ti'ès  peu  d'enlants  accusaient  de  l'audition  colorée;  mais  au  bout 
d'une  heure,  tous  les  enfants  (pi'on  appelait  affirmaient  hardiment 
qu'ils  en  avaient.  Cependant,  il  n'v  avait  pas  eu  de  récréation  dans 
I  iiiteivalle  :  les  C()idid(>nces  se  faisaient  en  classe  et  suitoul  dans 
1  escalier.  Je  suppose  (pie  c'est  ii  cette  cause  d'erreur  (pi'on  doit 
d  avoir  rencontré  dans  certains  milieux  scolaires  un  pourcentage 
si  élevé  d'audition  colorée. 

Nous  réservons,  par  convtMition  de  langage,  le  terme  d'expéri- 
mentation \\  toute  étude  de  pédagogie  (|ui  se  lait  :i  laide  d'instru- 
ments. Appoiter  des  instruments  avec  soi  dans  une  école  soulève 
S(»nvenl  un  léger  t'-nioi.  11  v  a  beane(»n|>  de  citriosilé  de  la  j)ail  des 
éb'ves,  el  de  certains  professeurs,  ({ui  d'habitude  admiicnl  daulanl 
plus  un  instrument  (pi'il  est  plus  complicpu'  ;  mais  la  majorité  des 
j)édagogues  reste  en  njefiance,  et  (piekpies-uns  sont  même  allés 
pjs(pi'a  dire  (dans  une  anaUse  de  notic  ouvrage  sur  la  fatigue  inlel- 
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lectuellf)  ([lie  c'est  lii  une  pédagogie  de  \  «'li-rinaiie.  Reiulons- 
leiir  leur  inépi'is,  avec  usui'e,  et  passons.  11  v  a  un  certain  nombre 
diiistiiunents  (jui  devraient  laii'e  partie  du  matériel  de  toutes  les 
écoles,  et  dont  tout  les  pi'd.igogiies  devraient  se  servir  :  c  est  la 
toise,  la  balance,  le  dvnamomètre  et  le  ruban  métricjue  ;  ces  ins- 
truments très  simples  soni  ceux  <[ui  indupirnl  le  mieux  le  déve- 
loppement phvsi([ue  dun  enlant.  A  ([ui  reste-t-il  à  ap[)rendrc 
aujourd'hui  ([ue  le  développement  physique  tles  enfants 
d'école  devrait  être  surveillé  sévèrement  de  mois  en  mois,  pour 
que  le  maître  put  se  rendre  compte  des  retards  et  des  précocités 
que  peut  subir  ce  développement  ?  Des  notions  de  ce  genre  doivent 
exercer  une  influence  énoiine  sur  la  direction  des  études  ;  cer- 
tains cas  de  paresse.  d"in(liseij)line  même  ne  peuvent  être  jugés 
sainement  ([ue  si  on  les  rapproche  des  phases  de  développement 
physicjue  (|ue  parcourt  leulant  incriminé  ;  de  même,  certaines 
questions  de  surmenage  individuel  sont  singulièrement  éclaireies 
par  la  balance  ([ni  accuse  des  pertes  île  poids.  Je  métonne  tou- 
jours (|ue  dans  notre  épo({ue  de  sports  et  de  bicyclette,  les  pères 
de  famille^  dont  Tatlention  est  si  souvent  attirée  vers  l'impor- 
tance de  Teducation  phvsi(nie,  n  aient  jamais  demandé  ([ue  le 
développement  phvsi([ue  de  leurs  enlants  lui  suivi  et  contrôlé 
dans  toutes  les  écoles.  11  y  aurait  la  une  innovation  bien  simple  à 
accomplir,  bien  peu  coûteuse,  et  le  personnel  nécessaire  serait 
vile  trouvé  et  instruit.  Je  me  plais  ii  rappeler  il  ce  propos  (|u  une 
étude  aussi  complète  ([ue  possible  a  été  laite  par  moi  l'an  dernier 
avec  M.  Yaschidedans  lécole  normale  d'instituteurs  de  Versailles, 
oii  nous  avons  lrou\c  un  accueil  si  s\  nq)athi(pn'  aujni's  de  M.  lins- 
pecteur  d  Académie  Pestelard,  de  M.  le  directeur  Plâtrier,  et  de 
MM.  les  prolesseui-s  l'rovosi  et  Marlin.  (lette  étude  nous  a  fourni 
un  certain  nombre  de  méthodes  nouvelles  (jui  nous  permettent 
aujourd  hni  d  apprécier  avec  rapidité'  le  développement  physi([ue 
d'un  élève,  en  contrôlant  les  plus  importantes  de  ses  Ibnctions 
organi([ues.  l*etlagogie  de  veli-rinaire,  dira  latilre  •  eh  l)ien  soit  : 
il  ne  serait  pas  mauvais  (|iir  iimis  lissions  la  même  attenlion  au 
dévelo|)pemeiil  corporel  de  nos  enlants  (|ue  les  éleveurs  ii  celui  de 
leurs  animaux. 

Je   termine    ici    ces   simples    notes  ;     je    n  ai    pas   voulu    Irailer 
svstématiipM'inenl     un    poini    particulier,    mais    donner,   pai'    une 
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coiivrisatloii  il  hâtons  rompus,  une  vue  d  cnscml)!*'.  (le  <ju  il  l;uit 
icicnir,  c'est  que  la  psvehologie  expérinieiitale  existe,  (ju  elle  a 
déjii  produit  des  travaux  importants,  et  ([ue,  malgré  les  obstacles 
(jue  la  routine  met  sur  son  chemin,  elle  tait  des  progrès  inces- 
sants, surtout  à  l'étranger.  Puis([ue  cette  Revue  est  appelée  ii 
circuler  dans  renseignement  secondaire,  je  fais  appel  au  concours 
de  tous  les  professeurs  de  cet  enseignement  auxquels  j'aurai 
réussi  à  donner  un  peu  de  curiosité  et  de  sympathie  pour  nos 
iirorts. 

Alfred  Binet  ^Paris  , 

Dii'i'cteur  du  l;iboratoire  de  psvcliologie  physiologique 
de  la  Sorbonno    Hautes  h^ludes  . 


COXSIDKRATIOXS 
SUR  L'ENSEIGXEMEXT  DES  MA  IHÉMA  IIQLES 

DANS    LES    CI>ASSES   DE    SPl-XIALES  ]:X  KIIAX'CE 


I/étiule  des  Mathémati([ues  est  ii  juste  titre  considérée  comme 
une  excellente  gvnuiasti([ue  de  l'esprit,  mais  elle  présente 
d'autres  avantages  ;  c'est  une  arme  puissante  pour  la  lutte  dans 
la  vie.  Par  le  lem])S  (jui  court,  h^  besoin  de  se  créer  une  situation 
est  (Irvriui  iiupiM-ieux  pour  la  plupart  des  jeunes  gens,  la  lortune 
de  leuis  parents  ne  leur  permettant  pas  de  jouir  de  la  vie  sans 
(b-plover  un   travail  opiniâtre. 

11  (Ml  r('siilte  (jue  renseignement,  celui  des  MatheinatKjues 
en  pai'tieuli<'r,  doit  être  ulililniic.  \'a\  réalit»',  il  ne  1  est  pas,  et 
les  élèves  de  la  classe  de  matliémati([ues  spéciales  dont  je  vais 
m'occuj)er  dans  cet  article  sont  instruits  et  élevés  comme  si  t«)us 
devaient  devenir  des  professeurs,  l/enseignement  semble  donné 
uni(juement  en   vue   dOrner  le  cceur  et    1  esprit    ties  jeunes  gens. 

(Test,  dit-on,  la  faute  des  programmes  tl  admission  ii  1  l-]eole 
p(»l vteelini(iue.  —  .le  ue  prétends  ici,  ni  attaquer,  ni  délendre, 
ni  eiili(pier  ces  progiammes  ;  cette  critique  a  été  laite  ailleurs  par 
(les  hommes  d'une    haute  valeur  s('leiitili(pu>.    cl    les  convenances 
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m'interdisent  lélooe  aussi  bien  que  le  blànie.  —  Mais  ce  que  je 
veux  clémontrei'.  c'est  qu'avec  les  programmes  existants,  non 
seulement  il  est  possible  de  donner  un  enseignement  utilitaire, 
mais  qu'il  est  possible  de  diriger  en  même  temps  cet  enseigne- 
ment de  nianièie  ;i  di'velopper  les  laeultés  intellectuelles  des 
élèves. 

Quelques  mots  avant  d  entrer  en  matière  :  les  professeurs  de 
nos  classes  de  mathèmati(pies  spéciales  sont  agrégés  et  même 
docteurs,  ils  ont  subi  de  rudes  é[)reuves  pour  conquérir  leurs 
grades  universiraires  ;  ce  sont  des  hommes  d  une  rare  distinction; 
je  serais  désolé  que  l'on  put  croii'e  <[ue  je  veuille  diminuer  leur 
mérite  scientifique  ;  il  me  sera  cependant  permis  de  dire  qu'il 
leur  man([ue  quel([ue  chose.  Leur  éducation  a  été  trop  théorique, 
ils  ont  toujours  vécu  dans  les  aI)straclions,  et  pour  être  de  par- 
laits  éducateurs,  ils  auraient  besoin  de  passer  un  an  dans  une  école 
d'application  ou  dans  un  atelier  de  construction  ;  ils  n'auraient 
plus  alors  cette  tendance  a  lairede  leurs  élèves  de  lufurs  pro- 
fesseurs. Sans  doute  nous  avons  besoin  de  professeurs  ;  mais  il  v 
en  a  bien  assez  ;  il  y  en  a  même  trop,  car  on  ne  sait  comment 
emplover  les  licenciés  que  les  Facultés  foui-nisscnt  à  foison.  Mais 
nous  avons  besoin  aussi  d  ingénieurs,  et  c  est  ce  ([ue  Ton  oublie. 

Maintenant  j  arrive  à  mon  sujet  :  il  est  entendu  ([ue  la  classe 
de  spf'ciales  est  une  classe  piéparatoire  \\  l'iù'ole  ])olvtechni(pie  ; 
son  piogiamme  est  tout  tiacé,  c'est  celui  des  examens  ii  1  lù'oîe 
polytechni(|ue  ;  on  [)rétend  (|ue  ce  programme  est  trop  chaigé, 
que  Ton  arrive  ;i  grand'peine  à  le  développer  complètement  pour 
le  moment  où  coininencent  les  examens,  et  que  cela  donne  lieu 
a  un  sunneiiagc  edVaxant. 

Jamais,  depuis  icSj-^,  les  programmes  n'ont  été  moins  chargés  ; 
(piel<[ues  anciens  élèves,  pères  ou  grands-pères  de  candidats,  sont 
ellVayés  dr  \()ir  les  déterminants  clans  le  programme  ;  cette  cri- 
tique, n'est-ce  pas,  n'est  pas  sérieuse,  j Cn  prentls  les  candidats 
les  bons,  bien  entendu  pour  juges  ;  voudraient-ils  s(''rieusement 
([u'on  les  empêchât  de  laire  usage  de  ces  merveilleux  instruments 
([ui  vieiiiK'iil  il  elKupic  instant  alb-giT  leur  mémoire  et  facililrr 
les  calculs  .'  L  introdiiclioii  tles  tlél<'iiniiiants  lourmt  nu  travail 
supplémentaire  m'-galil  aux  candidats,  et  Ton  peut  dire  sans 
crainte  d  être  di-meiiti,  (jiic  jamais  le  programme  de  llùide  polv- 
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tcchniqiio  depuis  lîSja,  n'a  été  moins  chargé.  Xos  fils  sont  moins 
surmenés  ([lie  nous  ne  l'avons  été,  surtout  si  Ton  veut  bien  consi- 
dérer (jue  les  méthodes  se  sont  tenemeiit  siniplifices  (jue  des  pro- 
Ijh'mes  considérés  comme  piesque  insohiljles  par  nos  prolesseurs, 
sont  aujourd'hui  iacilement  résolus  par  des  élèves  médioci-es. 

\  oici  (juelqnes  exemples  à  l'appui  de  ma  thèse  :  quand  nous 
avions  un  lieu  de  sommets  à  chercher,  il  lallait  être  extrêmement 
ingénieux  ;  aujourd'hui  on  a  des  iormules  toutes  prêtes  qui 
donnent  l'ensemhle  des  équations  des  axes. 

De  mon  tenq)s,  on  n  aurait  jamais  songé  à  demander  un  lieu  de 
sections  principales  ;  aujonrd  hui  on  a  une  loiniule  très  simple 
et  très  svmétri<[ne  ([ui  lait  connaître  rensenil)le  des  trois  plans 
principaux  d  une  suilace  du  second  ordre  ;  et  ces  déterminants, 
si  maudits  par  les  papas  des  candidats,  permettent  de  retenir  la 
lormulc  sans  efVort  :  on  voudrait  l'oublier  après  l'avoii'  vue  une 
fois,  on  ne  le  pourrait  pas  ! 

\ou[  a  été  sinq)lifi(''  et  éclaiici,  les  thf'ories.  les  discussions,  les 
notations  et  jusqu'aux  dénominations  des  choses  ;  ainsi  on  a 
débaptisé  les  conrb(»s  et  les  sui  laces  du  second  ordre  pour  en  faire 
des  coniques  et  tles  ([uadiiqm's  ;  ce  dei'uier  mot.  disons-le,  n'est 
pas  heureux,  il  ne  sent  pas  le  bon  français  et  s'il  fallait  absolu- 
ment changer  le  nom  des  surfaces  du  second  ordre,  j'aurais  pré- 
léré  le  mot  conicoïde  au  mot  quadrique  ;  on  dit  ellipse,  ellip- 
soïde :  hvpi'iljole,  hvperboloïde  :  parabole,  paraboloïde  ;  donc  on 
ilevrait  dire  :  coni([ue,  conicoïde. 

Si  donc  en  i8,")y  on  était  prêt  à  passer  ses  examens  en  juin,  il 
diiit  en  rire  de  même // /ô/7/(>/7  au  |(>u  1(1  hui.  f.nfin,  les  prolesseurs 
(|ui  se  plaignent  d  avoir  de  l;i  peine  ;i  terminer  le  cours  (mi  tenqis 
utile  trouvent  le  moyen  de  parler  des  coordonnées  non  carté- 
siennes, de  l'involulion,  de  1  homographie,  des  points  singuliers, 
des  ])oints  à  linlini.  elc.  toutes  choses  très  intéressantes,  j'en 
conviens,   mais  (pii  ne  st>nt  pas  denunulées  aux  examens. 

Donc  :  i"  pour  loiites  ces  raisons,  on  a  pins  de  tenifts  (jii'H  n'est 
nèeessdire poiii-  (erniiner  le  cours  en  /e/Nj)s  utile. 

Le  cours  de  spéciales  devrait  commencer  par  une  lionne  revi- 
si(»n  de  la  paitie  élémentaire  des  matiuMuatiques,  surtout  des 
principes,  car  ce  sont  les  principes  tpie  les  élèves  ne  connaissent 
pas  :  ou   ne  les    leui-  ensi'igne  pas    dans  les  classes  élémeulaiics. 
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parce  que  c'est  troj)  abstrait,  on  ne  les  enseigne  pas  en  spéciales 
parce  que  les  élèves  sont  censés  les  connaître  ;  cercle  vicieux  ; 
conclusion  :  les  principes  loudanieiitaux  de  la  science  ne  seront 
sus  et  conqiris  (pie,  de  ceux  ([ui  après  avoir  terminé  leurs  études, 
voudront,  ii  ([uarante  ans  peut-être,  piiilosopher  sur  ce  qu  ils 
auront  appris  dans  leur  jeunesse.  Les  principes  sont  cependant 
une  vigoureuse  gymnastique  pour  l'esprit  !  Bien  compris,  ils  laci- 
litent  singulièrement  le  travail  ultérieur. 

Enfin  en  faisant  de  fortes  élémentaiies  on  acquiert  l'hahilude 
du  calcul  et  le  sens  du  raisonnement  bien  mieux  qu  en  dévelop- 
pant des  formules  de  Géométrie  analytique. . 

Donc  :  2"  ce  n'est  pas  du  temps  perdu  (jue  celi/t  (jiii  est  consacré 
à  hien  se  faniiliariser  avec  les  éléments. 

Le  piogramme  est  muet  au  sujet  de  la  notation  ii  emplover 
pour  représenter  les  dérivées  ;  les  professeurs  avaient  le  choix 
entre  les  fluxions,  démodées,  que  l'on  ne  connaît  plus,  mais  qui 
avaient  du  hou  ;  la  notation  des  accents  de  Lao'ranoe,  née  d  une 
idée  fausse,  notation  barbare,  rejetée  par  tous  les  peuples  civilisés, 
rejetée  par  Lagrange  lui-même  qui  n'en  a  jamais  fait  usage  dans 
ses  nifinoires.  et  la  notation  des  difleientielles  de  Leibniz,  uni- 
verselleuient  emplovée  comme  étant  la  plus  simple,  la  plus 
expressive,  la  plus  commode.  Eh  bien  !  le  croirait-on  .'  C'est  la 
notation  de  Lagrange  que  la  plupart  des  professeurs  ont  adoptée  ! 
Et  tout  cela  pour  é'conouiiser  une  demi-heure  !  Mais  ct^tte  demi- 
heure  est  largement  rattrapée  par  la  facilité  avec  hu[uelle  on 
expose  les  doctrines  avec  la  ntoation  difrcM-entielle.  Ce  n'est  pas, 
je  pense,  ici  (ju  il  convient  de  montrer  combien  la  nofalion  dille- 
rentielle  est  plus  commode  que  celle  des  dérivées  ;  c'est  aux  gens 
compétents  que  je  m'adresse  et  non  à  des  élèves,  et  je  pense  que 
personne  ne  contestera  la  haute  portée  philosophique  de  la  doc- 
trine dlircriMiticlle. 

Donc  :  .j"  ce  n'est  pas  du  ten/j)s  perdu  (jue  celui  (jui  se  passe  à 
enseii;/ier  la   notation  différentielle. 

La  premit'i-e  partie  de  ma  démonstration  est  faite  :  on  a  If 
tenq)s  d'enseigner  les  math(''mali((ues  élémentaires  et  la  notation 
différentielle,  et  cela  sans  abaisser  le  niveau  intellectuel  des 
élèves,  au  contraire. 
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Au  point  de  vue  utilitaire,  on  y  gagne  ceci  ;  c'est  que  la  partie 
la  ])lus  utile  des  Mathémati([ues,  :i  savoir  les  mathéniatifjues  élé- 
mentaii'es  et  le  Calcul  difïV'ientiel,  sont  ii  peu  près  sues  et  ([ue  les 
deux  tiers  des  élèves,  ceux  qui  ne  sont  pas  reçus  à  l'Kcole  poly- 
techni(pie,  ont  cependant  acquis  des  connaissances  solides  et 
capables  d'être  utilisées. 

i,es  progiammes  exigent  que  les  élèves  sachent  résoudre  un 
tiiangle  et  faire  des  calculs  numériques  ;  j'avoue  que  ces  travaux 
pratiques  ne  sont  pas  faits  pour  développer  l'intelligence,  mais 
ils  exercent  l'attention,  (acuité  ([u'il  n'est  pas  mauvais  de  déve- 
lopper. C'est  sui'tout  sui-  ce  point  (|ue  les  professeurs  devraient 
insister;  un  bon  calculateur  trouve  presque  toujours  ii  gagner  sa 
vie.  Oi",  c'est  avec  le  plus  prolond  mépris  (jue  l'on  considère  les 
exercices  numériques  ;  je  puis  affirmer,  sans  crainte  d'èti-e 
démenti,  qu'il  n'v  a  pas  un  seul  élève  dans  nos  classes  de  spé- 
ciales capable  de  résoudre  cette  question  très  simple,  éminem- 
ment utile,  e1  ([uc  l'on  a  besoin  de  résoudre  ;i  cha([ue  instant 
dans  la  praticjue  : 

Les  données  d'un  problènie  étant  connues  avec  une  appro.iinni- 
tio/i  donnée,  entre  (jue/les  limites  seront  comprises  les  erreurs  des 
inconnues  ? 

J'ai  pu  me  convaincre  que  d'anciens  élèves  de  l'Ecole  polytech- 
ni(jue  et  de  l'Kcole  normale  étaient  absolument  incapables  de 
résoudre  cette  question,  et  ces  jeunes  gens  étaient  candidats 
à  des  fonctions  ((ui  exigeaient  des  calculateurs  exercés  1 

(^uand  donc  apprendra-t-on  à  résoudre  cette  question  impor- 
tante^ si  ce  n  est  en  spéciales  et  comme  premii're  application  du 
calcul  différentiel  ?  X'est-ce  pas  pres([ue  un  crime  ([ue  de  ne  pas 
enseigner  à  résoudi'e  une  ([uestlon  aussi  simple  et  aussi  indispen- 
sable.'On  enseione  bien  les  théorèmes  de  Desarnues,  deCarnot... 
(|ui  ne  servent  à  rien  et  qui  ne  sont  pas  demandés  aux  examens. 

On  trouve  les  calculs  numériques  fastidieux  ;  je  n'en  ai  jamais 
fait  pour  mon  plaisir,  et  j<'  suis  de  l'avis  des  professeurs  et  des 
éli'ves  il  cetégard;  mais  enfin.  11  faut  savoir  calculer,  c'est  utile, 
c'est  indispensable.  Ne  pourrait-on  pas  lenilre  les  exercices  de 
calcul  nu)lns  arides  en  leur  donnant  un  but  utile  .'  Les  applica- 
tions intéressantes  ne  inaïujucnl  pas,  soit  en  C'ieodesi(\  S(tit  tlaiis 
les  opciallons  financières,  soit  en  l*h\sl([ue. 
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J'ai  réservé  pour  la  fin  l'examen  du  procrrainme  de  Géométrie 
descriptive.  Il  ne  faudrait  jamais  perdre  de  vue  l'objet  de  cette 
science  ou  plutôt  de  cet  art,  car  c'est  l'art  d'effectuer  sur  le  papier 
les  constructions.  f[u'il  serait  difficile  d'effectuer  dans  l'espace, 
et  d'indi([uer  sur  le  papier  les  constructions  que  des  ouvriers, 
n'avant  (jue  des  connaissances  élémentaires,  auront  à  exécuter 
dans  l'espace. 

Il  n'est  donc  pas  nécessaire  en  Géométrie  descriptive  de  faire 
intervenir  les  propriétés  des  surfaces  du  second  ordre  que  les 
ouvriers  ne  connaissent  pas  et  qui  ne  sont  pas  exigées  dans  les 
programmes.  Je  voudrais  que  les  premières  épures  eussent  pour 
but  la  représentation  de  quel([ues  assemblages  de  bois  avec  leurs 
ombres  et  que  les  élèves  fussent  exercés  à  copier  de  petites 
machines  simples  en  relief.  Ils  auraient  alors  à  chercher  des  inter- 
sections de  cvlindres,  de  cônes,  de  surfaces  de  révolution  avant 
une  existence  réelle  ;  et,  crovez-le  bien,  ces  questions  pratiques 
feraient  surgir  des  difficultés  théoriques  souvent  difficiles  ;i 
vaincre  et  qui  exerceraient  l'intelligence  des  élèves  autant,  sinon 
mieux,  que  la  i-echerche  de  l'intersection  d'un  tore  (^]lipti([ue 
avec  un  cône  d<>  fantaisie. 

En  résumé,  tel  qu'il  est,  le  programme  (jue  les  professeurs  de 
la  classe  de  mathémati(jues  sp('>ciales  sont  chargés  de  développer 
ne  contient  pas  trop  de  matières  ;  on  peut  l'interpréter  de 
manière  à  ne  pas  transformer  en  déclassés  les  deux  tiers  des 
élèves  pour  lescpiels  ne  s'ouvient  pas  les  portes  des  écoles  du 
gouvernement.  L'enseignement,  tout  en  prenant  un  caractère  plus 
prati([ue,  ne  diminuei-ait  en  rien  le  niveau  des  intelligences. 

JMu'oi'e  un  mot  avant  de  terminer  :  il  seiait  bon  ([ue  les  élèves 
eussent  ijuelques  noti(»ns  historiques  sur  les  parties  de  la  science 
qu'on  leur  enseigne;  mais  je  ne  suis  pas  exigeant  ;  j'accorde  ([ue 
cela  nest  pas  nécessaire,  on  ne  demande  pas  cela  aux  examens  et 
l'on  a  raison  ;  enfin  cela  n'est  pas  immédiatement  utile.  Mais  ce 
que  l'on  est  en  droit  de  demander,  c'est  de  ne  pas  donner  aux 
jeunes  gens  des  notions  histori([ues  fausses  ou  saugrenues.  Il 
ne  fauili'ait  pas  leui'  laisser  croire  ([ue  Newton  est  linvenf fur  de 
la  fornuib'  du  binôme,  surtout  pour  le  cas  où  l'exposant  est  entier 
t't  positif  ;  il  ne  faudiait  pas  leur  laisser  ci'oire  ([ue  Xej)er  a 
invcntf  les  logaritlimes,  ou  les  logaiithmes  in-péiiens,  (pic   llolle 
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a  donnô  le  théorème  (|ul  porte  son  nom ,  sous  lu  lorme  sous 
huiuelle  on  l'énonce,  etc.  ;  autant  vaudrait  dire  avec  Tauteur  d'un 
dictionnaire  célèbre  :  Volta  est  rinventeiir  d'une  pile  et  d'un 
pistolet.  Ot  homme  était  sans  doute  armurier  ! 

Jai  rencontré  de  bons  élèves  qui  croyaient  sérieusement  que 
le  calcul  difïerentiel  avait  été  créé  de  toutes  pièces  par  Lagrange, 
ce  calcul  se  résumant,  pour  eux,  dans  le  calcul  des  dérivées. 

On  me  permettra  maintenant  une  rétlexion  suggérée  par  ce  qui 
précède  :  j'ai  dit  que  les  deux  tiers  des  élèves  de  la  classe  des 
spéciales  échouait  aux  examens  des  écoles  du  gouvernement. 
Parmi  eux  se  trouvent  un  bon  nombre  de  boursiers  et  de  jeunes 
oens  pour  lesquels  les  ramilles  ont  lait  dénormes  sacrifices,  se 
privant  presque  du  nécessaire  dans  l'espoir  de  voir  leur  fils  arriver. 
Je  suis  un  vieux  libéral,  républicain  et  fils  de  républicain,  et  je 
déplore  la  facilité  avec  laquelle  on  accorde  les  bourses  aux  fils  de 
prolétaires;  il  v  a  là  un  libéralisme  à  rebours;  autant  il  est  du 
devoir  de  l'état  de  faciliter  à  ceux  qui  peuvent  se  distinguer, 
l'accès  des  carrières  libérales,  autant  il  est  de  son  devoir  d'empê- 
cher ceux  qui  ne  sont  pas  capables  de  réussir,  de  perdre  leur 
temps  et  leur  argent  à  courir  après  un  but  qu'ils  ne  peuvent 
atteindre.  Non  seulement  il  ménage  de  cruelles,  déceptions  \\ 
ceux  qu'il  protège  sans  discernement,  mais  en  outre  il  crée  des 
déclassés  incapables  de  faire  de  bons  ouvriers  qu  ils  auraient  pu 
devenir.  On  ne  devrait  accepter  les  jeunes  gens  dans  une  classe 
de  spéciales  qu'après  un  sérieux  examen  constatant  qu'ils  pour- 
ront profiter  de  l'enseignement  qui  leur  sera  donné.  On  y  trou- 
verait plusieurs  avantages:  i"il  v  aurait  moins  de  lamillos  déçues 
dans  leurs  espi-rances  ;  2"  les  classes  de  spéciales,  moins  nom- 
breuses et  plus  homogènes,  seraient  mieux  dans  la  main  des  pro- 
fesseurs (pii,  sui'tout  il  Paris,  connaîtraient  leurs  élèves  et  \ivrai(Mit 
mieux  dans  leur  intimité;  3°  les  examinateurs,  ayant  moins  de  non- 
valeurs  il  interroger,  pourraient  consacrer  plus  de  temps  h 
examiner  un  même  candidat,  ce  (jui  rendrait  les  classements 
moins  ab-aloires. 

11.    l.AiiiKNT    iParisK 
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Parmi  les  clidV'renlcs  hraïu'hi's  drs  malh(''inali([ties  éli-niciitaifcs, 
la  I  lij^oiioiiK'tric  est  crilaiiiciucnt  cfllc  ([iii  se  plie  le  [)liis  lacile- 
nient  aux  exigences  (jui  résultent  de  la  nature  même  de  rensei- 
gnement secondaire  ').  Dans  presque  tous  lespavs,  la  Trigonomé- 
trie est  au  nombre  des  brandies  d'études  des  Ivcées,  gvmnases 
ou  collèges.  I']n  l'rance,  toutefois,  elle  ne  figure  pas  dans  le 
programme  de  renseignement  classi([ue,  tandis  ([u'elle  occupe 
une  place  jXMit-èlre  exagi-rée  (Unis  les  classes  de  malbemali([nes 
élémentaires  et  de  nialbeniali(|ni's  spi-ciales. 

C'est  ([u'on  peut  concevoir  celte  «Mude  de  diverses  manières. 
On  peut  en  quel([ues  leçons  initier  les  élèves  à  la  résolution  des 
triangles  -i.  On  peut  aussi  présenter  la  Trigononiétrie  comme 
«  uuo  science  purement  arlilicielle,  sans  corps,  sans  doctrine,  et 
lal)ri(piée  unicpiemen!  pour  les  besoins  de  l'enseignement  et  (Tun 
enseignement   peu  rationiu'l    d     '  . 

Pour  l'f'lève,  1  enseignement  de  la  Irigonomel  in-  se  j)r<'senle 
à  un  moment  où,  possédant  dé'jii  les  premif'res  notions  de  Oéo- 
mi'tric  et  d  Algèbre,  il  se  trouve  cui'ieuv  d Ctudes  nouvelles  et  en 
même  iiiups  prépare  ii  les  entreprendre.  Le  premier  devoir  iln 
professeur  est  donc  de  maintenir  ces  bonnes  dispositions  et  de 
chercher  ii  ("veiller  de  plus  (mi  plus  l'intérêt.  11  v  parviendra  s'il 
s'cfï'orce  d'abord  de  taire  conslater  an\  ('levés  la  lacinie  (pie 
vient   combler   la     Trigonométrie    dans   les    connaissances    pi('C(''- 


(')  Snus  lo  nom  ;i'(!'iii''i'iil  d'i'iisoiji'nonicnf  spciuifliiirc  nmis  entciiduns  inissi  liii-n 
l'enseignoiniMil  classique  (juc  r(Mis('ij»-iioiiiciil  mixlcrnc  (Beat  schutenj  ou  le(!huù|ur> 
finalhi-m.   spéciales). 

"i  Coiisullcr,  par  «'Xcniijlc,  1  cxccllciil  luainuldc  M.  \sixt\i.R.  ('<iii/ s  tli-  (jcamctrif . 
p.  a-îS-^iSo  ;  et  parmi  les  oiivruj^es  iiUeiuamls,  ci-lui  de  .M.  HoLZMi'i.Li;ii,  F.  le  ment  a  r 
Muiliciualik .  \.  I  el  II.  <!l  c»diii  do  .M.   K.  Seul  i./.i;.  I.fiifaticit  </*•/■  '/'iii(onoiiic/ric. 

')  L\ls.v.\T.  An  }frif/iriii(t/i(/iii'  :  ]'/ii/fisi'/ihir.   Kiisri^iicnirii/ .  p    -i-f.H-vf.if.  Paris.  |H<,8. 
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deiiiinoiit  ac<[uis('s  ;  puis  de  leur  faiic  saisir  le  l)ut  clf  cette  étude  ; 
et  surtout  s'il  évite  de  conimeucer  jDar  des  considéiatlons  d'ordre 
tliéori(|U('  dont  la  place  est  au  début  d'un  traité  ou  d'un  cours 
destiné  aux  initiés.  Il  y  a  bien  un  ensemble  de  conventions  (jui 
sont  indispensables  à  la  généralité  et  à  la  rigueur  des  démons- 
trations, mais  elles  ne  doivent  être  présentées  que  lorsfjue  l'élève 
en  comprend  la  nécessité. 

La  Trigonométrie,  limitée  à  son  objet  principal,  c'est-i>-dire  ii  la 
résolution  des  triangles,  doit  faire  suite  à  la  Géométrie  plane. 
Nous  examinerons  ici,  dans  ses  grandes  lignes,  le  programme  à 
pareouiir  ;  suivant  les  établissements,  ce  pi'ogramme  pourra  être 
plus  ou  moins  développé. 

La  notion  de  similitude  permet  de  définir  très  simplement  les 
ionctions  trigonométri(jnes.  On  se  boiiie  d  abord  au  cas  d  un 
angle  aigu,  et  on  présente  ces  fonctions  comme  étant  les  rapports 
des  côtés  d'un  triangle  rectangle  pris  deux  à  deux.  De  cette 
manière  on  fait  ressortir  très  nettement  qu'à  chaque  angle  corres- 
pondent six  nombres  constants  :  le  sinus,  le  cosinus,  la  tangente, 
la  cotanoente,  la  sécante  et  la  cosc'cante.  Dans  la  suite,  on  se  limi- 
tera  ii  ICmploi  des  ([uatre  picmières  fonctions,  qui  seules  sont 
d  un  usage  courant.  L  élt-ve  calculera  lui-nième  ces  rapports 
pour  l(>s  cas  les  plus  simples  ;  puis  il  passera  à  I  étude  des  rela- 
tions fondamentales.  Il  abordera  ensuite  la  résolution  des 
triangles  et  les  applications  aux  triangles  isoscèles  et  aux 
polyones  réguliers. 

Les  pi-emiers  calculs  doivent  être  faits  uni([uement  à  l'aide 
des  tal>les  trigonométricjues  (').  On  doit,  en  efVet,  l'enoncer  pour 
le  début  il  l'emploi  des  logarithmes,  et  il  n'v  a  là  aucun  iiic(»n- 
vénienl  si  l'on  se  borne  à  des  exenqjles  num(''ri(|ues  simples. 
Voici  ce  (|ue  dit  à  ce  sujet  lloiiel  dans  ses  intéressantes 
Re/?/ar(jues  sur  renseignement  de  la  Trigonométrie  (-)  :  «  L'usage 
pi<''iualure   des  logarithmes  trig()nométii([ues,   dans  un  enseigne- 


(')  Il  serait  l'iicilc  do  (Iminor  cos  tal)lt's  dans  les  inaiiiii'ls  <lo  (loonictrio  ol  di» 
Trigonométrie,  ol  dans  les  tables  de  logarithuies  ;  voir,  |)ar  exemple,  les  manuels 
pi'écilés  de  Schl'LZK  el  d'AxDoYUK,  et  les  Talflcx  à  cùi</  Jfiiinati's  <lt'  Dupiiis. 

(*}  Ces  Remarques  se  trouvent  à  la  fin  de  ses  Corisidei it/ioiis  eteoieiituires  sur  ta 
gencralisalton  <te  t'idre  <le  ijuuntite.   Paris,   i88J. 
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ment  saclrossanl  ii  des  jeunes  gens  encore  peu  experts  dans  la 
pratique  du  calcul,  ne  peut  (jue  retarder  leuis  progrès  dans  cet 
art  et  leur  en  lernier  lintelligence.  Le  mal  est  grave  surtout 
lorsqu  on  met  dans  leurs  mains  novices  les  grandes  tables  qui 
conviennent  seulement  au>;  praticiens  exercés,  et  dont  le  manie- 
ment n'apprend  rien  de  plus,  au  point  de  vue  de  la  théorie,  que 
celui  des  tables  à  trois  ou  à  ([uatre  figures.  »  Je  dois  ajouter  que 
ces  conseils  ont  été  suivis  dans  beaucoup  détablissements. 

En  ce  qui  concerne  les  applications  numériipies,  il  est  indis- 
pensable que ,  surtout  au  début,  les  élèves  soient  appelés  h 
vérifier  les  résultats  obtenus  en  ayant  recours  à  une  résolution 
graphique  ;  tout  calcul  de  triangle  doit  être  accompagné  de  la 
iigure  dessinée  à  une  échelle  convenable.  Il  est  regrettable  que 
ce  moyen  de  contrôle,  si  simple  et  si  utile  en  Géométrie,  soit 
négligé  dans  beaucoup  d'établissements  ;  aussi,  certains  élèves 
finissent-ils  par  croire  que  la  règle  graduée  et  le  compas  n'ont 
leur  place  que  dans  les  écoles  techiU([ues. 

Une  lois  ces  premières  notions  bien  établies  et  appliquées  à 
de  nombreux  exercices,  on  pourra  sans  peine  aborder  leur  géné- 
ralisation. On  montrera  comment  l'introduction  de  deux  axes 
rectangulaires,  sur  lesquels  on  tait  choix  d'un  sens  positif,  per- 
met d'étendre  à  un  angle  ({uelcon([ue  les  définitions  des  fonctions 
trioonométri([ues,  limitées  jusipie-lii  au  cas  d'un  angle  aigu.  Le 
choix  du  signe  dont  on  afl'ecte  chacune  des  fonctions  s'impose 
ainsi  avec   beaucoup  de  clarté. 

C'est  ici  seulement  (ju'il  convient  d'avoir  recours  à  la  considé- 
ration du  cercle  pour  1  étude  des  fonctions  trigonométriques. 
En  effet,  l'élève  conçoit  alors  aisément  que,  pour  étudier  la 
variation  de  la  fonction,  il  est  avantageux  d(.'  conserver  dans  le 
rapport  consitléic  un  dénominateur  constant. 

(]ette  généralisation  des  pi-emières  notions  peut  se  faiie  d  une 
manièie  plus  ou  moins  complète  suivant  les  classes.  Elle  peul 
être  très  restreinte  si  l'on  se  borne  aux  applications  les  plus  élé- 
mentaires, tandis  que,  si  l'on  a  en  vue  une  étude  complète,  il  faut 
la  présenter  dans  toute  sa  généralité  en  comprenant  les  formules 
d'addition  et  leurs  applications. 

11  en  est  de  même  de  la  résolution  des  triangles  quelconques. 
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[.c  problème  iloil  d  al^ord  rtic  traité  le  ]>lus  simplrinnit  possible 
sans  l'aide  des  transformations  ([ue  l'on  intioduit  ponr  faeiliter 
l'exécution  du  calcul,  mais  par  hnjuellc  la  solution  piend  —  aux 
yeux  des  élèves  —  un  caractère  artificiel.  Si  ensuite  le  ienips  et 
la  préparation  des  élèves  le  pernieltenl  .  on  coinpli-fera  cette 
étude  en  utilisant  les  simplifications  les  plus  impoitantes.  1"oute- 
lois  on  exagère  souvent  la  jiortée  de  ces  transformations  ([ui  per- 
mettent de  rendre  les  formules  calculables  par  logarithmes,  et 
on  peut  dire,  ainsi  que  le  montre  lloiiel  mémoire  cité,  p.  63) 
«  <jue,  la  plupart  du  temps,  la  simplicité  apparente  des  valeurs 
aux(|uelles  on  parvient  n'est  qu'un  leurre  et  une  illusion  dop- 
ti([ue  ». 

Je  me  Ixtrne  i»  ces  indications  générales  au  sujet  du  programme 
des  éléments  de  Trigonométrie,  tel  (piil  convient  an  plan 
d'études  des  établissenrents  secondaires,  sans  examiner  de  plus 
près  le  degré  de  développement  qu'il  comporte  suivant  la  nature 
des  établissements.  Ce  programme  a  déjà  été  adopté,  dans  ses 
lignes  générales,  par  bien  des  institutions  ;  mais  il  est  désirable 
qu'il  devienne  d  un  emploi  plus  lépandii.  On  lui  reprochera  peut- 
être  son  man(|ue  d  unité  ;  c  est  ainsi  ([ue  certains  ])rofesseurs 
pi'éfi'icul  pr(»c<''der  d  abord  :i  une  f-liub'  complète  des  ioiietions 
trigonom(''tri(pu^s,  afin  de  traiter  la  résolution  des  triangles  en  nu 
seul  chajHtre.  Mais  ce  procédé  a  1  inconvénient  de  laisser  trop 
longtemps  les  élèves  en  présence  de  fonctions  don!  ils  ne  con- 
çoivent ])as  encore  l'importance.  l''t  lions  n'hésitons  pas  un  ins- 
tant à  sacrifier  la  satisfaction  d'une  unité  purement  logi(jue  ii  la 
nécessité  première  de  aaffuer  et  de  maintenir  l'intérèl  des  éli'ves 
en  les  mettant  dès  le  de-but  en  mesnie  de  pénétrer  le  sens  de  la 
branche  enseiçi'nee. 

o 

Tout  tlepend  d  ailleurs  (!<•  la  linion  dont  les  |)remières  notions 
sont  présentées.  Les  détails  que  comporte  le  plan  du  cours  doi- 
vent être  laissés  à  l'appriM-iatu)!!  peisonnelle  du  prolesseui'.  Plus 
celui-ci  aura  d  initiative  dans  lapplicalinn  ilu  |)r()granuue  (|ui  lui 
est  imposé,  plus  renseignenienl  sera  Ai\anl  :  mais  entnie  laiit-il 
qu'on  lui  Idissc  cette  initiative. 

Avec     le     d(>veloppemenl    si     considi-rable     ([ue     prennent     les 
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sciences  et  leurs  applications,  la  nécessité  d  un  enseignement 
mathéniati(|ue  lationiK'l  s  impose  Je  plus  en  plus.  Les  connais- 
sances oénéiales  <[ne  la  vie  moderne  exige  actuellement  des 
jeunes  gens  et  dont  1  étendue  augmente  d'année  en  année,  com- 
i)rennent,  entre  autres,  une  éducation  mathémati([ue  très  solide. 
Si  Ton  veut  (|ue  les  élèves  retiennent  ([ueltpie  chose  des  notions 
londamentales  acquises  pendant  leurs  études  secondaires,  il  huit 
présenter  ces  notions  de  la  (açon  la  plus  propre  à  en  hui'c  res- 
sortir la  valeur  essentielle,  et,  s'il  convient  sans  doute  de  montrer 
le  développement  ([u'elles  ])euvent  recevoir  au  point  de  vue  de  la 
science  puie,  il  importe  aussi  de  ne  pas  perdie  le  contact  avec  la 
science  appli([uée.  il  suffit  pour  cela  d'accompagner  les  exemples 
theoil([ues  de  (piel([iies-uns  des  prohlèmes  (|ue  lournit  le  vaste 
champ  des  applications  prali([ues  I^Physicpie ,  Cosmographie, 
Topographie,  etc.  .  Sans  tomber  dans  un  utilitarisme  exagéré, 
et  tout  en  conservant  un  caractère  philosophiciue.  l'enseignement 
mathématique  doit  entrer  plus  intimement  en  contact  avec  la 
vie  moderne. 

A  ce  point  de  vue.  la  Trigonométrie  joue  pri'clsémenl  un  rôle 
inq)ortant  dans  les  niallu'niati([ues  élémt>ntaires  :  dégag<''e  de  la 
(orme  dogmati([ue  qu'on  lui  donne  (juel([uerois  dès  les  premières 
leçons,  elle  vient  com|)léter  les  éléments  de  (léouK'trie  et 
d'Algèhi-e  avec  les([uels  elle  lorme  un  premier  cycle  d'études; 
elle  prépare  en  même  tem])s  aux  méthodes  g<'nérales  tle  la 
Géométrie  analvti([ue  ;  d'autre  pari  elle  constitue  un  lien  tout 
naturel  entre  la  science  abstraite  et  les  applications  techniques. 

n.    I'i:nit. 


SUR    i;  ENSEIGNEMENT 

DE   LA  THÉORIE   DES   VECTEURS 


1.  — On  peut  exposer  la  théorie  des  quantités  eomplexes  et  la 
théorie  des  <[uaternions  indépendamment  de  toute  notion  géo- 
métrique, et  se  proposer  ensuite  d'en  faire  l'application  à  la  Géo- 
métrie. On  interprète  a  -)-  hi  dans  un  plan  qui  a  deux  dimen- 
sions, a  et  h  étant  les  projections  d'un  vecteur  sur  deux  axes 
rectangulaires  ;  on  interprétera  a  -j-  hi  -j-  cj  -)-  dk^  symbole  à 
(luatre  termes,  dans  un  espace  ([ui  n'a  <[ne  trois  dimensions,  au 
moven  d'un  ensemble  («,  OMi  constitué  par  un  nombre  a  et  un 
vecteur  OM  dont  les  projections  sur  tiois  axes  lectangulaires  sont 
i,  c,  d  :  il  me  semble  <[ue  Ton  devrait  donner  un  nom  à  cet 
ensemble,  par  exemple  celui  de  scal-vecteur,  qui  rappelle  Vt^x- 
viYQs^àoncownufj partie  scalaire.  Un  pareil  mot  est  peut-être  encore 
plus  utile  si.  comme  je  le  suppose  ici,  et  comme  il  v  a  avantage 
il  le  faire  pour  gagner  les  commençants,  on  expose  la  théorie  géo- 
UK'trique  avant  la  théorie  analyt  i([iie. 

Par  délinition.  le  rapport  de  d<'nN  vecteurs  OA  et  OB  est  nn 
scal-vecteur  [a,  OC),  que  l'on  délinit  aisément  en  partant  du  cas 
où  les  vecteurs  sont  rectangulaires  :  c'est  même  ainsi  ([ue  la  notion 
de  l'ensemble  [a,  OC)  se  présente  (juand  on  ne  part  pas  des  qua- 
ternions  ;  mais  la  notion  de  cet  ensemble  doit  être  d(''gagé'e  de 
la  notion  de  rappoi-t  de  deux  vecteurs  i»  propros  de  la([uelle  on  la 
présente;  si  l'on  n'écrit  pas  „  .  =  (//.OC),  si  l'on  n'a  pas  un  mot 
pour  désigner  l'ensemble  obtenu,  l'esprit  s'arrête  ;i  la  notion  de 
rapport,  et  ne  va  pas  |us(|u  à  la  notion  de  I  ensemble.  L  esprit 
s'arrête  d  autant  mieux  ii  la  notion  de  ia])])ort  (jue  Ton  donne  ini 
nom  il  ce  rapport  :  on  I  apjx'llc  une  biradnde  ;  cette  expression 
est  inutile  puistju  ou  peu!  dire  le  rapport  -^yv  .  elle  coiuliiit  a  par- 
ler m:il  en  eonroiulaiil  parfois  sous  le  même  nom  le  ia|)porl  dont  il 
s'agit  et  la  figure  ([uc  ce  lapporl  coneenie.  et  l'Ile  a,  \v  le  repète, 
riiieonv('nienl  de  trop  arrêter  la  pensée  sur  une   notion  <|iii.   pour 
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tMii-  utile,  u  on  est  pas  moins  secoiulaiie  ;  on  pourrait  la  siippri- 
nit'r.  J  "ajoute  ceci:  à  propos  du  rapport  de  deux  vecteurs  rectan- 
gulaires, OA  et  OB,  on  dit  parfois  que  l'on  représente  ce  rap- 
port jr-r- ,  cette  hiradiale  rectangle  si  l'on  veut,  par  un  vecteur  OC 
perpendiculaire  au  plan  AOB  ;  c'est  un  langage  incorrect  :  ce 
rapport  est  un  Nccteur,  pai'  ticlinition. 

Réciprociuement.   toul  scal-vecteur  (a,  OCi    est    le  rapport   de 

OR 

deux  vecteurs  OA  et  OB,  el  peut  être  mis  sons  la  forme  -ç-y  ,  la 
figure  xVOB  pouvant  se  déplacer  dans  son  plan... 

Cela  est  important,  parce  qu'on  en  déduit  ja  définition  de  la 
somme  et  du  produit  de  deux  scal-vecteurs,  somme  et  produit 
(lui  sont  des  scal-vecteurs  ;  on  démontre  d'ailleurs  ([uc  l'addition 
de  deux  scal-vecteurs  se  lait  en  opérant  séparément  sur  les 
nombres  et  sur  les  vecteurs  :  on  pourrait  avantageusement  la 
définir  ainsi  pour  ne  pas  rompre  l'analogie  entre  la  définition  déjà 
donnée  de  l'addition  des  vecteurs  et  la  définition  de  l'addition 
des  scal-vecteurs  ([ui  sont  l'extension  des  vecteuis,  ([uelle  (jue 
soit  d'ailleurs  l'origine  ([uon  leur  a  donnée  :  et  l'on  di'monlreiait 
,     .         OB  OC  OB  +  OB 

'^'  '■•''''*^^^"   oT  +-ÔX-= ÔÂ 

La  multiplication  des  scal-vecteurs  ne  peut  être  définie  géomé- 

OB  OC  OC  .    ,,         ,    . 

trnjuement  que  par  la  relation  x   ^    ■  =  :  mais  l  emploi 

des  biradiales  n'est  ici.  (ju' un  moijen,  et  l'on  opèie  en  réalité  sur 
des  scal-vecteurs  ;  les  commençants  ne  le  voient  pas  toujouis. 
parce  qu'ils  s'attachent  à  la  biradiale  auxiliaire  qui  porte  un  nom, 
et  oublient  le  scal-vecteur  ([u'on  ne  leur  a  pas  nommé  :  ils  peu- 
vent croire  f[ue  la  théorie  ([u On  leur  expose  est  construite  avec 
deux  ('li'meiits,  le  vecteur  polir  1  addition,  la  biiadlale  pour  la 
multiplication,  tandis  ([urlh*  est  construite  avec  un  seul  élément, 
le  scal-vecteur,  réduit  ii  un  vecteur  au  déi^ut  de  lexposition.  Ivela- 
tivement  ii  la  division  des  scal-vecteurs,  définie  par  la  relation 
diviseur  y<^  (jitotienl  ^=  (lii'iden(U\  ou  par   la   relation    (Mjnivaleiite 

OC        OB         OC     .,  .  ,      ,     ,•  •         i  I  .•      »    I 

:  -z-—-  =  ■  U  importe  de  faire  observer  que  le  ([uofient  île 

deux  vecteurs  est  un  scal-vecteur  identi<[ue  \\  celui  ([u'on  a  défini 
comme  étant  h;  rapport  des  deux  vecteurs. 

II.  — Le  calcul   des  (|uateriii()ns  compicnd    erhii  des  (|nantit(''S 


n  G.    FOSTEM-: 

complexes;   mais  comiiK'   nous  iuteiprétoiis  <7 -j- A/  dans   un  plan 

nyaiit  deux  dimensions,  et  a  -f-  bi  -)-  cj  -\-  dk  dans  un  espace  qui 

n'en  a  que  ti'ois,  la  seconde  théorie  oé()ni(>tii([iie  ne  conijjicnd  pas 

la  première  comme  cas  particulier,    (!"est   ainsi   (|uc  la   hiradiale 

-^YY    tlê  la  tlK'orie  plane  est   un  vecteur  du  plan     naturcllcmcnl   . 

OR 
tandis   (rue   la   hiradiale  --— -  de    la  lh('oii(>  frénéi'ale  est  un  scal-vec- 
'  OA  ^ 

teur,  dont  le  vecteurt  est  d'ailleurs  perpendiculaire  au  plan  AOH. 
Un  commençant  doit  être  averti  que  si  Ton  eflectue  deux  calculs 
analogues,  l'un  sur  les  vecteurs  auxipiels  donnent  lieu  n  points 
(1  un  ])lan.  I  autre  sur  les  vecteurs  auxcjuels  donuiMit  lien  //  points 
de  Tespace,  on  n'obtiendia  pas  deux  lli(-ori'mes  de  géométiie  ana- 
Ictgues,  supposé  que  la  multiplication  inteivienne  ;  si  le  lhéorèm<' 
plan  a  un  analogue  dans  l'espace,  le  calcul  vectoriel  qui  dtMiion- 
trera  ce  dernier  théorème  sera  tiès  diderent  du  calcul  vectoriel 
([ui  a  donné  le  pi-emiei-.  l.a  formule  de  Bellavitis  pour  le  qua- 
drangle  plan  quelconque,  DAxBC  +  DBxCA 4-DCxAB  =  (), 
donne  un  théorème  dont  l'énoncé  ge()m('trique  ne  ressemble  en 
rien  ii  lénoncf'  du  théorème  auquel  conduit  l'étude  du  premier 
membre  de  cette  l'ormule  lorsque  ABCD  est  un  tétraèdre,  et  ce 
dernier  théoième  n'a  même  aucun  sens  pour-  le  (juadrangle  plan 
{Noiwelles  Annales  de  Mathématiques,  1878,  p.'  l54o,  question 
1801)  ;  d'autre  part,  le  théorème  plan  (jui  résulte  de  la  formule 
de  Bellavitis  a  son  analogue  dans  l'espace,  comme  il  résulte  d'une 
Xote  que  je   me  propose  (h' publier  dans  le  journal  cite  plue   haut. 

(î.   l'ONTExi':    Paiis). 

Non:  Di;  la  IJiki.ctio.n.  —  Dans  !.■  caiciil  vccloi-iol  basé  sur  la  m'-lltade  de 
lira.s.siitaiin,  les  iiiconvéïiioiils  que  signale  M.  P'oulené  ne  se  préseiilenl  pas  ; 
aussi  croyons-nous  utile  de  signaler  celle  nuHliode.  Voir  à  ce  sujel.  les  œuvres 
du  grand  géomètre  alleinaud.  Ilcriuaiin  Cras.smami  s  gesanuiieltc  ]\'<'rke{i  vo- 
lumes parus)  el  les  ouvrages  de  W.  S(.Mi.i;r.i:i..  Sysfriii  dor  liaumlcluo  {  1872-7  ))  : 
de  Pi-A.No.  Calrolo  i((HJiiii'liira  (1888).  édition  allemande  ^iSyi):  de  F.  KisArT. 
Aljiiss  des  lif'oiiiclri.sr/ir/i  KtilAiils  (i8<))  ;  e(  d(>  Bukali-Fokti.  Introduction 
à  1(1  Ci'unirtrif  dl/frri-/itir//f  (i(S<(7). 


CHRONIQUE 


Congrès  de  Dusseldorf.  Septembre  1898  ('). 

Au  point  de  vue  dt's  (|U('sti()ns  de  renseignement,  lu  -<>''  réunion  des 
naturalistes  et  médecins  allemands  a  été  dun  grand  intérêt  par  le  fait 
même  que  dans  rassemblée  dOuverture  commune  à  toutes  les  sec- 
tions on  avait  fait  place  à  une  conférence  de  M.  le  professeur  F.  Klein, 
sur  V/(in\'('i-siic  et  Ivcolc  tcclinifiiie  supérieure.  Dans  un  hrilhuil  exposé, 
le  savant  professeur  de  Goettingue  montre  quelles  sont  les  tendances 
communes  aux  deux  établissements  et  intervient  en  faveur  dun  rap- 
prochement quant  à  leurs  méthodes  de  travail,  leurs  conceptions  et 
leurs  connaissances.  I^es  écoles  techniques  supérieures  ont  besoin, 
pimr  le  développement  de  leur  enseignement  spécial,  d'institutions 
analogues  aux  institutions  universitaires;  quant  à  celles-ci,  elles  ne 
doivent  pas  se  tenir  plus  longtemps  à  1  écart  des  progrès  de  la  science 
de  lingénieur.  Le  moment  semble  venu  de  jeter  un  pont  sur  le  fossé  qui 
existe  entre  ces  deux  sortes  d  établissements  supérieurs,  sans  porter 
atteinte  à  leur  but  propre.  Le  discours,  dans  lequel  l'orateur  a  aflirmé 
la  solidarité  des  deux  institutions  d'une  manière  aussi  libérale  et  sans 
la  moindre  partialité  en  faveur  de  la  tendance  théorique  de  la  science, 
a  été  vivement  applaudi. 

Les  communications  présentées  à  la  section  i6  (enseignement)  se 
rattachent,  pour  la  plupart,  aux  questions  générales  de  l'enseignement 
ou  à  celui  de  la  physique.  M.  le  professeur  D'' SchA\albe  (  de  IJcrliu 
parle  des  ouvrages  d'enseigiiemeTit  de  l'étranger:  il  s'ensuit  une  dis- 
cussion bien  nourrie  sur  le  mode  d'inti'oductioii  d(  s  livres  nouveaux. 
On  reconnaît  (|u'il  n'est  possible  d'apprécier  la  valeur  d  un  manutd 
qu  après  1  avoir  s(uiiiiis  à  un  long  examen  pendant  renseignement,  et. 
qu  à  la  monopolisation  pai'  TLtat,  on  doit  préférer  la  liberté  de  lOpi- 
nion  personnelle  et  la  multiplicité  des  ouvrages.  Le  même  conféren- 
cier lait  ensuite  une  communication  sur  la  nu'thode  dans  1  expérimen- 
tation.   A   signalei- encore  la  lommunicatinn  de  M.  Pi'iniu":  (de  Mi'inster 


(')  Los  mathéinaticieiis  ulleiiiiiiids  se  joif^iu'iil  chaqno  iiiinée  au  <'ongTÔs  qup 
tiennent  les  naturalistes  et  médecins  de  1  Knipire.  Leurs  travaux  se  répartissent 
en  ])lusieurs  sections  parmi  lesquelles  il  en  est  une  qui  intéresse  tout  jiarticu- 
lièrement  nos  let-leurs.  C'est  celle  de  Y Eiisi'iifucrneiil  </e.i  nciciires  nialhc/nd/ir/iics  ri 
naturelles  (sec-lion  i()).  M.  le  D"^  ^L^urer  qui  présidait  cette  section  a  bien  mmiIh 
nous  adresser  le  rapide  compte-rendu  de  ce  congrès  que  nous  sommes  limii'ux 
de   ixiuviiir  diniiier  ici.  \.\   dikrction. 
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in  W.),  sur  le  poteiiliel  clans  renseignement  ('Iriticnlaire;  celle  de 
M.  le  professeur  Simon  (de  Strasbourg)  sur  1  liypocvcloïde  steine- 
rienne  à  trois  pointes;  et  celle  de  M.  Thoma<!  d  Elherfeld)  sur  les 
photogrammes  à  projection  dans  le  domaine  de  la  botanique. 

La  séance  commune  aux  sections  i  (mathématiques)  et  lO  (ensei- 
gnement) a  été  particulièrement  intéressante.  \j  enscignemeitt  des 
iiialhrinaliqiics  à  ri//u\'crsilr  a  fait  lObjet  d  un  important  débat.  A 
cette  occasion,  M.  le  professeur  F.  Klein,  répondant  au  rapport  pré- 
senté par  M.  Pringsheim  à  la  Gy''  réunion,  tenue  à  Brunswick,  exa- 
mine les  améliorations  à  réaliser  dans  ce  domaine  :  renseignement 
doit  tenir  compte  du  développement  historique  de  la  science,  il  doit 
devenir  phylogénétique  ;  au  lieu  de  commencer  par  des  notions  abs- 
traites dune  logique  irréprochable,  1  enseignement  doit  d  abord  avoir 
un  cai'actère  concret  et  éveiller  dune  manière  tangible  la  i-onception 
des  choses.  La  géométrie  doit  précéder  l'algèljre.  Il  doit  être  du 
devoir  du  professeur  universitaire  de  faciliter  la  compréhension  des 
mathéuialiques.  L  orateur  critique  surtout  d  une  laçon  sévère  la  prépa- 
ration souvent  étroite  et  exclusive  des  candidats  à  renseignement  ;  il 
désirerait  les  voir  acquérir  des  connaissances  de  géométrie  descrip- 
tive, de  géodésie  et  de  mécanique  pratique.  A  ce  débat,  prennent  part 
principalement  des  maîtres  des  collèges;  ils  se  plaignent  du  peu  de 
pai-li  que,  dans  la  })ratique  pédagogique,  on  peut  tirer  de  certaines 
ccMiceptions  mathématiques  et  des  lacunes  que  présentent  les  méthodes 
praticpies.  Et  cependant,  indépendannuent  du  talent  propre  à  chaque 
maître,  il  nest  possible  d  éveiller  l'intéi'èt  de  la  jeunesse  pour  les 
sciences  mathématiques  qu  en  ayant  recours  à  des  interprétations 
siuqiles  et  à  des  applications  pratiques. 

Dans  cette  même  séance,  ^L  le  professeur  Pict/.ker  (de  Xordhauscn) 
parb;  de  linterprétation,  daprès  Diîhring,  des  solutions  imaginaires 
d'un  problème  de  géométrie;  et  M.  le  1)''  Schotteii  (de  Ilallej  présente 
une  notice;  historique  sur  les  cours  de  mallit'iiialiepu's  donnés  à  1  l  ni- 
versité  de  Halle  depuis  un  siècle. 

D'  Mai  iîi:r  (l)iisseldorf). 

La  Société  italienne  «  Mathesis  ». 

Grâce  à  riuitialivc  prise  par  M.  le  professeui'  15ctlaz/i.  auipiel  s  élaic  nt 
associés  le  regretté  professeur  Lugli  et  le  soussigné,  (Ui  anncuiçait  sur 
la  couvei'ture  du  M''  fascicule  luars-avril)  du  Prriodico  di  Mntln'iiialica, 
(le  Tannée  iH(j"J,  la  [)roposition  de  fonder  une  Société  d  études  parmi 
les  professeurs  de  malhématicpu's  des  écoles  secondaires  italiennes. 
Celte  proposition  reçut  aussitôt  un  accueil  si  favorable  (pic  sur  la  c(Ui- 
vei'ture  des  III''  et  1\'''  fascicules  réunis  lUiai-juin  et  juillcl-aoùt  l  on  put 
lire  les  noms  de  ','-  adhérents,  ainsi  cpiune  invitation  les  engageant  à 
nniiniier  un  comilé  provisoire;  dans  les  \'  <'t  \  11''  iascicules  réunis 
(^Sf|>leMd)re-octobrc  cl  iiovcml)re-(l('C(MNbr('),  pages  i»)'|-iî)''-   ""   P>'l*l>i^ 
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les  statuts  rédigés  par  le  coiiiilé  provisoire  réuni  à  Ilouie,  les  16,  i-  et 
18  septembre,  pendant  les  fêtes  destinées  à  rappeler  le  vingt-cinquième 
anniversaire  de  la  date  méniorahle  qui  donna  à  l'Italie  sa  glorieuse 
capitale. 

]/ol)jet  de  la  Société  est  déterminé  par  1  article  premier  des  statuts  : 

«  Une  Société  sous  le  nom  de  Mat/irsis,  société  d'études  entre  les 
«  professeurs  de  inntli  ématiques  des  écoles  moyennes .  est  fondée  j)armi 
«  les  professeurs  des  écoles  secondaires  italiennes.  Son  but  est  lamé- 
«  lioration  de  l'école  et  les  perfectionnements  des  professeurs  au 
«   double  point  de  vue  scientifique  et  didactique.    » 

La  Société,  qui  fonctionne  depuis  le  i*"'  juillet  i8(j6,  sous  la  prési- 
dence de  M.  le  professeur  Bettazzi,  à  Turin,  eut  ])ientôt  l'occasion  de 
prouver  la  pureté  de  son  idéalisme  en  empêchant,  à  ses  propres  frais 
et  grâce  an  concours  de  M.  le  professeur  Fiîattixi,  la  disparition  du 
Periodico  di  Mat/ieniatica,  si  important  })our  renseignement  moven, 
après  la  mort  de  son  savant  directeur  Lucli,  décédé  à  1  âge  de  qua- 
rante-trois ans.  le  ■!'  mai  i8()G. 

Pour  ce  qui  concerne  les  discussions  scientiliques  et  didactiques, 
faites  par  les  sociétaires  dans  des  notes  spéciales  ou  dans  des  réu- 
nions diverses,  on  peut  consulter  le  BoJlettino  dclla  Socicta  «  Mal/icsis  », 
dont  on  a  publié  quatre  numéros  en  i8()(3-i<S()-,  six  en  i8(j^-i898et 
dont  on  continuera  à  publier  six  numéros  par  an  dans  les  fascicules 
du  Periodico  di  Matlieniatica,  actuellement  dirigé  par  M.  le  professeur 
Lazzkui  et  qui  est  devenu  l'oi'gane  de  la  Société. 

Cette  année,  à  l'occasion  de  l'exposition  qui  a  eu  lieu  à  Turin,  la 
Société  Mat/iesis,  comme  sous-section  du  congrès  pédagogique,  a  tenu 
plusieurs  séances  dans  le  château  du  Valentin.  Pour  ce  qui  se  rap- 
porte à  ces  séances  ainsi  qu  à  deux  conférences  données  à  cette  occa- 
sion par  MM.  les  professeurs  Loria  et  Peano,  le  tout  sera  publié  dans 
un  volume  qui  pourra  servir  en  même  tenqis  de  préparation  à  un 
congrès  des  professeurs  de  niathémati(jucs,  qui  aurait  lieu  en  1900  ou 
en  i<)oi  (le  siège  du  congrès  restant  à  fixer)  pour  y  tiail(  r  des  (pies- 
tions  concernant  l'enseignement  moyen  ('). 

l'\  CiiiDicE  ((îènes), 

-Ntomhii' (lu  iiiiiiiti'  rJirccIfur  do  la   Sociéli'-  Md/Iirxi's. 


Les  programmes  de  l'enseignement  intérieur 
de  l'École  polytechnique  de  Paris. 

Nous  avons  itcu  r(''cciiiiiient  commuiiicalioii  des  prograiiiiiirs  de  l'en- 
seignement iiilériviir  à  llù-ole  polytecliiiicpie.    (le  (loiiiiiiciil.    (pii  |>orte 


(')  Le  Bolletf .  dclla  asmic.  Mathcsix  f]»  aimi"-i\  n»  •>..  p.  \'t)  a  di-jà  aminnc.'  la 
publication  dp  V Rn.ieigncmvnl  mathématique  do  la  façon  la  plus  ainiabli-.  La 
direrliori  «"xprinio  à  ci-  sujet  à  l'association  Mathe.sis  tous  ses   rrup-i'cienicnls. 


"»6  ciino.MQri-: 

la  dale  de  i(S()8,  esl  pi'écfklr-  d  ini  rapport  du  conseil  de  perlectionne- 
ment  au  ministre  de  la  guerre.  Nous  nous  réservons  de  faire  connaître 
ultérieurement  à  nos  lecteurs  ce  rapport  et  les  parties  des  progrannnes 
qui  concernent  les  sciences  mathématiques.  L'élaboration  de  ces  pro- 
grammes étant  toute  récente,  la  question  dont  il  s'agit  présente  un 
caractère  d  actualité  et  pourra  donner  matière  à  d  utiles  ol)servations. 

Nous  serions  heureux  de  pouvoir  en  faire  autant  pour  un  certain 
nond)re  de  grands  établissements  d  instruction  similaires  des  autres 
pays;  en  particulier,  nous  espérons  être  à  même  de  publier  bientôt 
des  documents  intéressants  sur  1  organisation  de  l'enseignement  du 
Poli/icc/iniciim  de  Zurich. 

Nous  ci'oyons  devoir  profiter  de  cette  occasion  pour  présenter  une 
remarque.  On  ne  devra  pas  s  étonner  si  tout  d  abord  les  questions  se 
rapportant  à  la  l'i'ance  et  à  la  Suisse  paraissent  tenir  dans  notre 
recueil  une  place  particulièrement  inqiortante.  C  est  tout  naturel,  car 
c'est  principalement  sur  ces  deux  pays  que  les  directeurs  sont  plus 
spécialement  renseignés.  Mais,  une  fois  établie  une  collaboration  régu- 
lière, qui  ne  saurait  s  inqiroviser  dès  les  premiers  temps,  nous 
accueillerons  avec  un  égal  empressement  les  communications  prove- 
nant de  toutes  les  nations  où  se  cultivent  et  s'enseignent  les  sciences 
mathématiques.  Nous  invitons  donc  tous  nos  correspondants,  tous  nos 
lecteurs,  même  lorsqu  ils  n  ont  pas  le  loisir  d  écrire  un  article  ou 
d  adresser  une  lettre  destinée  à  être  publiée  dans  la  «  Correspon- 
dance »,  à  nous  faire  connaître,  par  des  notes  de  quelques  lignes,  par 
de  simples  extraits,  au  besoin  par  un  envoi  de  docunients,  tout  ce  qui 
pourra  leur  sembler  intéressant  au  point  de  vue  de  l'enseignement 
mathématique. 

La  variété  même  de  ces  petites  notes  conti'ibuera  à  donner  à  notre 
chronique  le  caractère  qu  elle  doit  avoir  selon  nous.  Ce  sera  une  accu- 
mulation de  renseignements,  de  faits,  de  nouvelles  rapidement  don- 
nées. Plusieurs  de  ces  notes  pourront  utilement  être  reprises  ensuite 
et  donneront  matière  à  d'intér(»ssanles  études. 

Récents  traités  classiques  de  Géométrie  en  Italie  et  en  France. 

On  trouvera,  ci-a[)i'ès,  dans  la  «  bibliographie  »  du  présent  numéro, 
une  analyse  consciencieuse  du  livre  de  MM.  Lazzeri  et  Bassani,  sui- 
laquelle  iu)us  attirons  l'attention.  ]*'n  France,  dans  ces  derniers  mois, 
trois  nt)uveaux  traités  viennent  d'ètri'  publiés,  coup  sur  coup  pour 
ainsi  dire.  Kn  voici  les  litres  : 

[a'coiis  de  <rroiiirlric  élcinciilairc  i  •^(■oniclric  plane i^  par  AL  Jacques 
Hadanuird,  maître  de  conlérences  à  la  l'acuité  des  sciences  de  Paris, 
|)r()i'<'sseur  suppliant  au  (Collège  <le  l'rance;  Pari<.  Armand  (^)liu 
et  C'''.  Cet  ouvrage  fait  pai'tie  du  cours  complet  de  iiiatliematiipies 
élémentaires  publié  sous  la  dinctinn  de  M.  hailMuix.  doyen  de  la 
Faculté  des  sciences  de  l^aris. 
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Traité  de  goomélric,  par  M.  C  (iuichard,  professeur  à  irniversité 
de  Glermont;  première  partie  :  géométrie  plane  el  géométrie  dans 
l'espace;  Paris.  Xony  et  G'''. 

Cours  de  géométrie  élémentaire,  à  1  usage  des  élèves  de  mathéma-» 
tiques  élémentaires,  de  matliématiques  spéciales  ;  des  candidats  aux 
écoles  du  gouvernement  et  des  candidats  à  1  agrégation;  par  MM.  B. 
Niewenglowski,  inspecteur  de  lAcadémie  de  Paris,  docteur  es 
sciences,  et  L.  Gérard,  professeur  au  lycée  Ampère  ('),  docteur  es 
sciences;  géométrie  plane;  Paris,  G.  Carré  et  C.  Naud. 

Nous  nous  réservons  ultérieurement  de  rendre  compte  de  ces 
ouvrages,  qui  présentent  les  uns  et  les  autres  de  lintérèt  à  des  titres 
divers.  Ici,  nous  les  signalons  seulement  et  nous  nous  bornons  à  une 
simple  remarque.  Quand  on  se  rappelle  qu'il  existe  déjà  en  France  un 
traité  classique  et  universellement  apprécié,  celui  de  MM.  Rouché  el 
de  Condierousse,  n"est-on  pas  en  droit  de  voir  dans  cette  éclosion 
sinudtanée  l'indice  de  la  nécessité  d  une  transfoi'uialioii  dans  cette 
partie  de  renseignement.' 

Congrès  international  des  mathématiciens  de  1900. 

Ce  congrès,  (pii  doit  avoir  lieu  à  Paris,  est  préparé  par  les  soins  de 
la  Société  i/iat/iématitjtie  de  France.  Elle  a  constitué  à  cet  elfet  un  comité 
d'organisation,  qui  s  est  lui-même  divisé  en  deux  commissions  :  une  com- 
mission administrative  et  une  commission  des  travaux  scientitiques. 
11  a  déjà  été  décidé  que  le  congrès  aurait  lieu  du  (>  au  12  août  iijoo, 
«pie  la  carte  de  inend)re  du  congi'ès  serait  du  ])rix  de  îo  francs,  avec 
la  possiltilité  de  certaines  réductions  spéciales  pour  le  cas  des  per- 
sonnes accompagnées  par  un  ou  plusieurs  membres  de  leur  famille. 
Une  première  circulaire  a  été  adressé<'  à  un  grand  noinbre  de  mallié- 
maticien  pour  faire  conuaîlre  ces  premières  rés()liili(iii>  cl  (pielques 
autres.  Ceux  de  nos  lecl<'urs  qui,  n  avant  pas  reçu  cette  circulaii'e, 
désireraient  en  avoir  connaissance,  n  auront  (pi  à  s'adresser  à  1  admi- 
nistration de  \  lùiseignement  mathématique. 

Ajoutons  que  le  congrès  doit  comprendre  une  section  d  mseigne- 
menl  el  méthodes.  Nous  nc^  pouvons  ({ue  l('li(itei'  !<■>  orgaiiisalciirs  île 
cette  excellente  résolution. 

Les  moyens  physiques  dans  le  calcul. 

\ji!  numéro  d  octobre  i<S(j(Sde  \  American  .loitriial  of  /i/'il/ieii/nlics  con- 
tient un  curieux  article  de  M.  Micbel  Pelrovitcb  (lîelgrade).  sous  le 
titie  ;  "  Sur  l  intégrali(jn  livdraulique  des  é<|ualit»ns  dilIV-rentielles.  »  l'.n 
le  signalant  ici.  nous   nous  rappelons  avoir   lu.   il  n  v  a  pas   bien  long- 
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temps,  dans  le  journal  belge  Mathesis  (avril  i8(j8j,  une  «  Résolution 
hydrostatique  de  1  équation  du  troisième  degré  »,  par  M.  Demanet.  Il  y 
a  quelques  années,  M.  F'élix  Lucas  a  fait,  iiotauiment  à  la  Société  inatité- 
inatifjiie  de  France,  d'intéressantes  communications  sous  le  titre  de 
«  Résolution  électrique  des  équations  ».  Enfin,  en  dehors  des  machines  à 
calculer  fort  nondn'euses  qui  ont  pour  objet  les  calculs  arithmétiques,  on 
connaît  les  ingénieuses  recherches  auxquelles  sest  livré  M.  Torres,  en 
Espagne,  pour  construire  une  machine  destinée  à  résoudre  les  équa- 
tions algébriques.  11  y  a  là  tout  un  ensemlde  de  travaux  très  dignes  de 
retenir  l'attention.  Non  seulement  quelques-uns  de  ces  dispositifs  peu- 
vent devenir  d  un  précieux  secours  au  point  de  vue  pratique,  au  prix 
de  quelques  perfectionnements  dont  l'avenir  se  chargera  sans  doute  ; 
mais*,  en  outre,  lexposé  des  principes  sur  lesquels  reposent  ces 
nioyens  est  souvent  de  nature  à  frapper  1  esprit,  à  fixer  la  mémoire  et 
à  concentrer  lattention  de  lélève  sur  certaines  théories  qui  deviennent 
ainsi  plus  visibles,  pour  ainsi  dire.  Il  y  a  là,  au  point  de  vue  pédago- 
gique, un  ensemble  de  questions  dont  les  professeurs  auraient  toi't  de 
se  désintéresser. 

La  Bibliothèque  mathématique  des  travailleurs. 

S'il  est  une  décentralisation  qui  mérite  tous  les  encouragements,  cest 
celle  du  travail  et  de  la  recherche  scientifiques.  Partout  où  un  cerveau 
vit,  la  pensée  humaine  peut  évoluer,  et  ce  qu'on  appelle  les  centres  scien- 
tificpies  ne  sont  jamais  que  des  centres  d'émulation  et  de  ressources 
matérielles  très  estimables  en  réalité,  mais  auxquels  nombre  de  tra- 
vailleurs isolés  ne  saci'ifieraient  pas  leur  calme,  leur  recueillement  et 
leur  sereine  indépendance. 

Ces  ressources  matérielles  sont  certainement  le  bien  le  plus  précieux 
des  grands  foyers  intellectuels.  Les  laboratoires,  les  muséums,  les  col- 
lections de  toutes  sortes  ne  peuvent  se  trouver  que  là,  et  même  dans  un 
domaine  où  lexpéi'ience  et  1  observation  ne  sont  pas  d  utilité  quoti- 
dienne, dans  le  domaine  mathématique,  nul  tx'availleur,  si  modeste  soit- 
il,  ne  saurait  se  passer  d'une  Bibliothèque. 

Certes,  un  des  attraits  puissants  de  la  science  mathématique  est  pré- 
cisément que  nmni  de  votre;  seul  cerveau...,  dune  ardoise  et  d  un 
crayon,  vous  pourrez,  où  que  vous  soyez,  imaginer  un  pi'oblème,  en 
poursuivre  la  solution,  rechercher  telle  démonstration,  reconstituer 
comme  Pascal  des  suites  de  théorèmes.  Il  y  a  là  évidemment  un  grand 
intérêt  spéculatif;  mais,  si  Ion  peut  ainsi  dire,  quelque  peu  égoïste.  Ce 
n'est  pas  de  cette  sorte,  sauf  accidents  heureux  et  rares,  que  la  science 
progi'essera. 

Avec  1  énorme  travail  aujouid  luii  at  «(Uiipli  dans  les  matiiématiques 
—  et  en  tous  pays,  —  nul  ne  peut  se  vaiitir  d  être  sur  un  terrain  inex- 
ploré, d'avoir  r/c'cowi't'/7  un  filon  l)itii  à  lui.  d  étdairer  un  coin  encore 
obscur  ;  nul  n<' peut  pousser  pluï-   avant    ses   investigations,    s'il    nest 
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conslJiinment  muni  de  la  littérature  spéciale  aux  recherches  qu'il  pour- 
suit. Et  quipourrait  songer  à  réunir,  pour  son  unique  usage,  seulement  le 
centième  de  la  littérature  mathématique  existant  en  lan  de  grâce  1898  ! 

C'est  pour  aider  les  travailleurs  isolés  (piont  été  créées  les  Bil)liothè- 
ques  circulantes,  dont  les  étrangers  nous  ont  donné  l'exemple  suivi  par 
nous  avec  quelque  lenteur.  Pour  les  mathématiques  en  particulier,  nous 
ne  croyons  pas  qu  il  n'en  ait  existé  d  autres,  avant  celle  que  nous  avons 
organisée  en  189J  sous  les  auspices  de  plusieurs  savants  autorisés,  et 
sous  l'inspiration  d  un  vœu  exprimé  à  Caen  au  Congrès  d(^  l'Association 
française  en   i8(j|. 

La  BibliotlicqKc  nialhcniatiquc  des  travailleurs  a  pour  but  unique  de 
mettre  des  livres,  concernant  les  mathémathiqnes  pures  et  appliquées, 
à  la  disposition  des  abonnés. 

Elle  accepte  des  adhérents  en  France,  en  Algérie,  en  Espagne,  en 
Portugal,  en  Italie,  en  Suisse,  en  Allemagne,  en  Auti'iche-Hongrie,  en 
Belgique,  en  Hollande  et  en  Angleterre. 

C'est  une  œuvre  de  solidarité  scientifique  au  premier  chef  ;  le  prix  de 
l'abonnement  (réduit  annuellement  de  i\  à  12  fr.  )  a  pour  uni([ue  ojjjet 
de  couvrir  les  frais  inhérents  à  une  telle  organisation  —  si  siuiplifiés 
qu'en  soient  les  détails  —  et  les  rapports  de  la  Direction  avec  ses  abon- 
nés ont  toujours  été  et  ne  peuvent  être  que  ceux  de  collaborateurs, 
simplement  désireux  de  sentr'aider  pour  une  œuvre  qui  leur  est  chère. 

C'est  même  évidemment  là  la  caractéristique  de  cette  fondation,  et  à  ce 
point  de  vue  le  résultat  ne  nous  a  pas  tnunpé. 

Des  points  de  France  les  plus  éloignés  et  d  ailleurs,  les  conseils,  les 
dons  d  auteurs  ou  de  personnes  qui  pouvaient  se  dessaisir  de  certains 
ouvrages,  les  encouragements  de  toutes  sortes  ne  nous  ont  pas  mampié. 
Nous  avons  délnité  avec  3oo  volumes;  nous  avons  publié  en  i8()")  un 
catalogue  qui  en  comprenait  G'Jo  —  et  nous  en  préparons  un  aujour- 
d  hui  qui  va  au-delà  de  i  100. 

On  y  trouve  des  Ouvrages  et  des  Mémoires  rares  tels  cpie  les  deux 
volumes  du  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  lîertrand,  des  recueils  de 
publications  de  savants,  ([ui  n'existent  nulle  part  dans  le  commerce,  et 
des  périodiques  dont  les  collections  complètc^s  sont  bien  onéreuses, 
quand  elles  ne  sont  pas  introuvables. 

Bref,  c'est  une  collection  précieuse  et  iilib',  (|iii  n  a  [)as  la  pn'tcnlion 
d'être  complète,  mais  (pii  sagraiulit  cliacjue  jour  })ar  nos  ell'orls  d  par 
de  généreuses  libéralités. 

L  a'uvre  est  maintenant  fondée  ;  elle  l'end  chaque  jour  des  services, 
elle  fonctionne  et  progi-esse  depuis  plus  de  trois  ans.  Nous  lui  avons 
donné,  sans  compter,  tous  nos  soins  et  le  meilleur  de  notre  teuq»s.  Le 
succès  obtenu,  et  le  sentiment  intime  d'avoir  apporté  une  petite  conlri- 
bution  au  progrès  de  la  science  ?iiathémali(iue.  nous  l'écompensenl  lar- 
gement. 

Nous  sera-l-il  pernii>  ([<•  drinandcr  à  tous  ceux  qui  nous  connaissent 
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déjà  el  qui  savent  l(;s  cfforls  accomplis,  le  (•(iiicoiiis  d  iiiic  [)i'()j)ay;aiidc 
sans  laijiu'llc  nous  ne  saurions  progresser  .' 

La  modicité  de  nos  ressources  doit  être  i-aclietéc  par  le  nondjre  de 
nos  adhérents  ;  la  Bibliotlirrinr  mallicniatiqnc  des  travailleurs  n  est  pas 
une  entreprise  coujmercialc  ;  nous  ne  voulons  ni  ne  pouvons  faire  au- 
cune réclame,  el  nous  comi)lons  unicpienient  sur  1  appui  de  nos  adhé- 
)"ents,  el  sur  les  services  déjiu  rendus,  pour  faire  coiuprendre  ceux  (pie 
nous  soiiinics  à  méiiic  de  rendre  encore. 

l'hicorc  laul-il  pour  cela  cpie  noire  exisleuce  soil  ctuinue.  C'est  dans 
ce  but  (|uc  nous  avons  accepté,  avec  une  grande  reconnaissance,  1  hos- 
])ilalilé  (pie  nous  offrait  gracieusement  V /:/isei<>/ic/iicnt  mathcmatùjiic, 
pour  rappeler  à  grands  traits  1  organisation  de  celte  véritable  coopéra- 
tion scieiilili(pie,  à  lacpielle  nous  sommes  si  profondément  attaché  ('). 

D'   llii.MA.w  (Paris). 

Brevet  de  l'enseignement  secondaire  supérieur  en  Prusse. 

Le  nouveau  rèarlement  relatif  aux  examens  des  candidats  à  1  enseigne- 
ment  secondaire  supérieur  en  Prusse  contient  une  série  de  réformes 
cpii  marquent  un  ])i-()grès  sérieux  dans  lOrganisation  de  linstruclion 
pul)lique.  Outre  le  changement  qu'il  ajjporte  dans  la  composition  de  la 
commission  des  examens  et  dont  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  ici, 
il  entraîne  d  inq)oriantes  modilications  pour  plusieui's  bi-anchesd  études. 
Nous  nous  bornons  à  signaler  celles  qui  concei'iieiil  spécialement  les 
mathématiques. 

Jusqu'ici  la  carrière  de  l'enseignement  n'était  ouverte  qu  à  ceux  qui 
avaient  suivi  les  éludes  (•lassi(pies  dans  un  gvmnase  allemarul,  et  cpii. 
après  trois  ans  d'études  dans  une  univei'sili'  allemande,  avaient  subi 
avec  succès  les  examens  dn  brevet. 

Le  règlement  du  i  ■>.  se|ileiiibre  icSj^d  ('laigil  le  (■ei'cie  des  eandidals  en 
ce  qu  il  admet  aussi  les  jeunes  gens  qui  ont  passé  par  les  Obcrrcalsr/iiilcn. 
c'est-à-dire  par  renseignement  moderne.  Kn  outre,  sur  les  six  semes- 
tres d'études  universitaires,  les  eandidals  à  l'enseio-nement  des  mathé- 
matiques,  de  la  physique  ou  de  la  ehimie,  /ir/n-cnt  en  /lassrr  fro/^;  dans 
une  école  techni<pie  sui)érieure  alleniiiiide. 

Ce  sont  là  les  deux  modilicalious  les  [)lus  im|)ortanles.  l^a  première 
s  imposait  depuis  longtemps,  (^uant  à  la  seconde,  elle  répond  également 


(')  Le  D''  lliibiiiinn,  l'H  iiK'iuc  l(Mnj)s  (|u'il  mms  envoie  son  iiitéressiiiit  arliclc, 
nous  fîiil  .sav<iir  ({tic  la  J}il>lio(liri/iie  niutltvniatiqiie  des  travaillviirs  recevra,  avec 
une  rt'duction  de  :")0  p.  loo  ,soit,s('.r  francs  par  an  au  lieu  de  douze)  les  abonne- 
ments des  personnes  (|ui  sont  en  même  temps  abonnées  à  l'Enscii^nenient  niathc- 
ma/i(/uc  el  qui  habiteiil  1  un  îles  pavs  desservis  |)ar  la  Bibliolîièque.  Nous  lui  eu 
exprimons  ici  Inule  noln'  ricdniiaissauci^,  et  nous  rcicimmandcuis  instamment  cette 
organisation    si  inlcrcs-^aiilc   m   I  iiI  Iriilioii  dr  im-^   liMloiir-. 
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aux  exigences  de  notre  époque.  Elle  pernjet  de  délivrer  un  cei'tilicat  de 
rapacité  pour  renseignement  des  Mathématiques  appliquées.  J.e  pro- 
gramme de  ce  nouveau  certificat  comprend,  outre  les  Mathématiques 
pures  :  la  Géométrie  descriptive  jusqu'aux  méthodes  de  la  projection 
centrale  (inclusivement)  et  le  tracé  des  épures  ;  la  connaissance  des 
méthodes  mathématiques  employées  en  Mécanique  appliquée,  en  par- 
ticulier de  la  Statitiue  graphique  ;  la  connaissance  des  éléments  de  Géo- 
désie et  de  la  théorie  des  erreurs. 

Nous  n  insistons  pas  sur  les  avantages  qu  une  })areillc  préparation 
peut  présenter  pour  les  maîtres  de  renseignement  secondaire.  Mais  ce 
sont  surtout  les  écoles  techniques  secondaires  ou  supérieures  qui  pro- 
fiteront de  la  liberté  qu'on  laisse  au  candidat  dans  le  choix  de  la  direc- 
tion de  ses  études.  En  effet  le  nouveau  diplôme  procurera  à  ces  établis- 
sements un  personnel  l>ien  qualifié  pour  donner  un  enseignement  dans 
lequel  on  a  principalement  en  vue  les  applications  techniques. 

Ces  transformations  répondent  à  une  série  de  vœux  qui  ont  été 
exprimés  ces  dernières  années  dans  les  réunions  de  mathématiciens 
allemands  et  que  1  on  retrouve  dans  les  Rapports  (')  rédigés  par 
MM.  HoLZML'LLEU  et  ScHWALBE.  Elles  favorisent  également  le  rappro- 
chement entre  l'université  et  l'école  technique  supérieure,  préconisé  par 
M.  le  professeur  Klein  dans  son  discours  de  Diisseldorf. 

Société  mathématique  de  France. 

Dans  sa  dernière  séance,  du  4  janvier  1899,  la  Société  mathématique 
de  France  a  procédé  au  renouvellement  de  son  bureau  pour  la  présente 
année.  M.  Guyou,  membre  de  llnstitut,  a  été  nommé  président. 
M.  Lecornu,  président  sortant,  a  exprimé  à  la  Société  sa  reconnais- 
sance pour  le  concours  qui  lui  a  été  apporté  dans  l'accomplissement 
de  sa  tâche. 

A  cette  séance  assistaient  deux  des  memiircs  de  notre  comité  de 
patronage,  MM.  Ziwet  (Etats-Unis)  et  Greenhill  (Grande-Bretagne), 
ce  dernier  de  passage  à  Paris.  M.  Laisant  a  présenté  à  la  Société  un 
spécimen  de  l  Enseignement  inathéniatique ^  et,  sur  la  demande  qui  lui 
en  était  faite,  il  a  exposé  sommairement  le  but  cl  le  plan  général  de: 
cette  Revue  nouvelle. 

M.  Painlevé  a  fait  une  communication  fort  intéressante  sur  l'appli- 
cation des  groupes  de  transformations  de  ^f.  \Àv  à  la  théorie  des 
équations  différentielles. 


(')  Le  rapport  do  M.  Hoi,z.mvi,i.i;k  a  été  inséré  dans  la  Zeilschrifï  fiir  math.  it. 
nntiinv.  l'nterricltl.  année  iHy<),  p.  4'^'^-48o,  r>38-549,  et  dans  fc  Zeitsclirifl  fiir  la- 
teinloxc  hoehere  Svliuleu.  t.   VII. 

Cclni  de  M.  SciiWALBE  a  été  reproduit  dans  \c  Ja/iresberir/it  dcr  Deuischen  Mat/ic- 
nintihcr   Vci  i-inii^iing,   t.   V.   p.  25-)'2,    l8i)(l. 
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Les  Él('ments  de  Géométrie,  dont  deux  savants  professeurs  de  1  acadi'mie 
navale  d'Italie,  MM.  Lazzeri  et  Bassani,  viennent  de  publier  la  2'  édition 
(la  première  a  paru  en  1891),  sont  établis  d'après  des  prineipes  entièrement 
nouveaux,  résultant  de  deux  idées  fondamentales. 

La  première  est  la  nécessité  de  rendre  1  étude  de  la  géométrie  indépen- 
dante de  rArithmétiqiie  et  de  l'Algèbre.  Les  auteurs  pensent,  avec  les  émi- 
ncnts  professeurs  Sannia  et  d'Ovidio,  que  c'est  le  moyen  le  plus  propre  à 
ramener  à  l'antique  pureté  renseignement  de  la  Géométrie  élémentaire,  que 
Legendre  et  ses  imitateurs  avaient,  disent-ils,  obscurci  en  employant  sou- 
vent le  calcul  arithmétique  à  démontrer  des  vérités  que  quelques  arguments, 
fondés  sur  la  simple  intuition,  servent  suffisamment  à  faire  accepter  d'une 
manière  plus  directe  et  plus  appropriée.  Ils  observent  d'ailleurs  que  cette 
nécessité  a  été  depuis  longtemps  reconnue  par  tous  ceux  qui  s'occupent  de 
l'enseignement  classique,   par  exemple  par  Houel  et  par  Duhamel. 

La  seconde  idée  f()ndamentale,  —  et  peut-être  la  plus  importante,  — 
consiste  dans  l'application  franche  à  renseignement  de  la  fusion  intime  et 
systéniittifjue  de  la  géom<'trie  plane  avec  celle  de  1  espace.  Cette  fusion, 
dont  l'idée  n'est  pas  nouvelle,  a  été  tenti'e  pour  la  première  fois  en  Italie, 
par  de  Paolis,  dans  ses  Elénienlfi  de  (Géométrie,  publiés  en  1884.  Klle  était, 
disent  les  auteurs,  considérée  comme  une  utopie  à  lépoque  de  la  publication 
de  la  première -édition  de  leur  livre  :  niais,  en  peu  d'années,  lidée  a  fait 
beaucoup  de  chemin.  Les  auteurs,  qui  professent  deptiis  douze  ans  la  géo- 
métrie d  après  celte  idée  à  lacadt-mie  navale,  ont  rallié  à  elle  un  grand 
nombre  de  professeurs  italiens.  L'Association  Mathesis  pour  renseignement 
des  mathématiques  dans  les  écoles  secondaires  italiennes  a  proposé  à  fous 
les  professeurs,  comme  thème  de  discussion,  l'opportunité-  de  la  fusion  des 
deux  géométries.  et  le  vœu  qu'il  soil  ])ris  une  dé-cision  à  cet  <'>gartl  est 
expi'imé,  dans  le  rapport  présenté'  an  nom  de  ladite  association,  en  mai  1897. 
an  ministre  de  1  instruction  jjubliqne.  par  le  professeur  Betlazzi. 

I''n  Allemagne,  la  question  de  la  fusion  des  deux  géomé'li'ies  commence 
('•gaiement  à  s'agiter,  comme  le  j)rouve  le  rappoi'l  fait  jjar  le  l)""  Rohn  à  la 
/(  i"^  réunion  des  |>hiloi()gues  et  professeurs  aUeinands.  tenue  à  Dresde 
en   1897. 

En  Kranee,  i  du  est  moins  a\aiiC('  et  la  ([iieslion  ne  semble  pas  avoir 
jK'nétré"  jusqu'à  présent  dans  les  sphères  (dlicielles.  Il  convient  cependant 
de  rappeler  une  tentative  Jri'ès  curieuse  faite  en  iH(i.  Xous  avons  entre  les 
mains,  clcpnis  ioiii;l<'iiip^  di'jà,  \\\\  volume  devriiu  rare.  iiitituK-  :    (>    Les  Anolo- 
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«  giesdela  Géomrtrie  élémentaire,  on  lu  Géométrie  dans  l  espace  ramenée  à 
«  la  Géométrie  plane,  oiivrago  conçu  de  manière  que  tout  élève,  après  avoir 
«  compris  une  proposition  quelconque  de  Géométrie  plane,  pourra,  de  lui- 
«  même,  s'élever  iininédiatemenl  et  presque  sans  effort,  à  tous  les  cas  seni- 
«  blables  de  la  géométrie  dans  1  espace  »,  par  A.  Mahistri;,  licencie''  es 
sciences,  profeseur  de  niallu-mafiques,  etc.   (Paris,  Hachette.  i84i). 

Le  titre  un  peu  long  de  cet  ouvrage,  qui  a  «Hé  autorisé  le  i  J  mai  iSiî  par 
le  Conseil  de  1  instruction  publique,  montre  bien  que  son  principe  était  le 
deuxième  principe  fondamental  de  MM.  Lazzeri  et  Bassani.  Le  livre  de 
Mahistre  comprend  deux  parties  :  i  "  Géométrie  plane  et  ses  analogies  a^'ec 
la  Géométrie  dans  l'espace,  exposée  en  261  pages  :  u»  Géométrie  dans 
l'espace  ipnrtie  indépendante  1,  exposée  en  9  pages.  Ces  nombres  2G1 
et  9  (ou  29  et  i)  ne  sont  peut-être  pas  loin  d  exprimei-  la  proportionnalitt- 
vraie  de  la  Géométrie  élémentaire  fusionnée  et  de  la  G<''onn''li-ie  de  lespacc 
indépendante. 

MM.  Lazzeri  cl  Bassani  font  remarquer  d  ailleurs  (|ue  la  fusion  des  deux 
Géométries  n  est  pas  en  réaliti-  une  nouveauté.  Son  utilité  est  reconnue  sans 
contestation  pour  la  Géométrie  projective.  Monge  est  le  premier  qui.  dans 
son  Traité  de  Géométrie  descriptise,  en  a  donné  des  exemples,  en  démontrant 
à  1  aide  des  ligures  à  trois  dimensions,  un  grand  nombre  de  théorèmes 
relatifs  aux  figures  planes,  avec  une  simplicité  et  une  évidence  desquelles 
on  resta  bien  loin  quand  on  voulut  faire  usage  des  seuls  éléments  du  plan. 
Beaucoup  d'autres,  notamment  Brianchon  et  Poncelet,  suivirent  les  traces 
<le  Monge,  et  aujourd'hui  l'on  voit  la  méthode  de  fusion  universellement 
applic|uée  eu  Géométrie  projective  et  en  Gé-omi-trie  supérieure,  et  préco- 
nisée par  les  plus  illustres  Géomètres,  comme  Chasles.  Bellavitis  et 
(^remona. 

Si  la  Géomt'tr-ir  .•IcMiiculaire  a  ('li'  la  dernière  à  utiliser  celle  mélliode,  ce 
nest  pas  qu'elle  soit  moins  susceptible  d'en  tirer  parti  ;  mais  cela  tient 
peut-être  à  ce  que  les  géomètres,  attirés  par  les  questions  neuves  qui  se 
préseiitenl  eu  foule  à  la  suite  des  extraordinaires  développements  de  la 
Géomé-trie  supt'iMeure,  ont  trouvé  une  plus  grande  satisfaction  dans  la 
recherche  de  nouvelles  propriétés  ijue  dans  l'étude  des  moyens  de  perfec- 
tionnei-  les  mcHluxles  d  enseignement  :  et  peut-être  aussi  à  ce  ((ue  les  an- 
ciennes lra(iiti(iiis  cl  lliabitude  de  plus  de  vingt  sièclrs  oui  l'ii-  un  obstacle 
à  une  transfoiMuatiou  radicale  de  ces  méthodes.  Mais  luliliu'  de  la  nu'>lhode 
de  fusion  n'en  esl  pas  moins  certaine  pour  la  Géométrie  «'■b'iuenlaire,  comme 
pour  toutes  les  autres  branches  de  la  (Géométrie. 

L'ouvrage  est  divisé  en  cinq  livres.  Dans  les  trois  premiers  sont  exposées, 
d'une  manière  absolumonl  ind(''pendante  de  l'idi'e  i\v  nonihre,  l(>s  propriétés 
de  position  et  de  grandeui-  des  (i^uics  du  plan  el  de  I  is|jaci',  qui  dérivent 
de  la  notion  fondamentale  fie  {égalité  :  le  (|uatriènu'  livre  <''tablil  la  théorie 
des  grandeurs  étjuisalentes.  abstraction  faite  également  de  toute  idée  de 
nombre:  enlin,  le  cinquième  livre,  qui  s<'ul  impliipie  celle»  idéi-,  expose  la 
théorie  dos  grandeurs  proportionnelles  et  de  la  mesure. 

Quehpies  préliminaires  (b'dinissent  la  proposition,  les  diverses  variétés 
•  •t  interprétations  que  ce  mot  comporte,  jjuis  le  problème  et  ses  opérations, 
it  montrent  que  la  découverte  d'un  théorème,  la  n'-solution  d  un  problème 
ou  la  di'inonstration  d'une  ])roposiliou  énoncée  se  ramènent  à  trois  nn'lhodes 
principales  :    i"  I  analyse  :   ■.."  la  synthèse  ;  'î^'  la   r.'duclion  t'i  l'absurde. 
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Le  chapitre  i"^''  du  livre  P'  drlinit  \c^  figures  géontétriqucs  et  aborde  leur 
étude  par  celle  de  la  droite  et  du  plan.  Les  auteurs  établissent  sept  postu- 
latums.  de  l'éuoncé  desquels  ils  déduisent  ensuite  des  defrrritions  :  puis, 
quand  il  y  a  lieu,  des  corollaires,  tln^orèmes  ou  propriétés.  La  forme  pos- 
iuUttum.  à  laquelle  les  auteurs  ont  recours,  n'est  autre  que  l'application  du 
premier  principe  qu  ils  ont  posé  :  «  Supprimer  toute  dépendance  de  l'arith- 
métique et  faire  accepter,  par  quelques  arguments.  fond('s  sur  la  simple 
intuition,  les  vérités  primordiales  de  la  Géométrie.   « 

Le  chapitre  ii  du  livre  P""  étudie,  d'après  les  mêmes  principes,  et  au  moyen 
de  deux  nouveaux  postulatums,  dont  1  un  est  attribué  par  les  auteurs  à 
Archimède  (*),  les  segments,  les  angles  et  les  dièdres.  Le  chapitre  m  est 
consacré  aux  premières  notions  sur  le  cercle  et  sur  la  sphère.  Le  chapitre  iv 
(Hudie  les  droites  parallèles,  la  droite  parallèle  à  un  plan  et  les  plans 
parallèles  :  il  repose  sur  un  dixième  poslulatum  qui  n'est  autre  que  le 
poslulatum  d'Euclide  (-).  Enfin  le  chapitre  v  expose  la  théorie  des  droites  et 
plans  perpendiculaires,  et  le  livre  P'"  se  termine  par  les  énoncés  de 
"4  exercices  proposés . 

Il  nous  parait  inutile  de  donner  autant  de  détails  sur  le  livre  II  (Poly- 
gones :  angles  polyèdres  :  polyèdres  :  distances  :  \>ol  exercices),  sur  le 
livre  III  [Relations  entre  la  droite,  le  plan  et  la  sphère  :  relations  des 
polygones  avec  un  cercle  et  des  polyèdres  avec  une  sphère:  géométrie  sur  la 
sphère:  surfaces  et  solides  de  rotation:  '?9i  exercices),  et  sur  le  livre  IV 
(Théorie  générale  de  l'équivalence  ;  équivalence  des  polygones  et  surfaces 
polyédriques:  équivalence  des  polygones  sphériques  et  pyramides  sphériques  : 
équivalence  des  prismes  :  grandeurs  limites  :  équivalence  des  polyèdres  : 
équivalence  du  cercle  et  des  corps  ronds  ;  235  exercices).  Ces  sommaires  et 
l'index  que  l'on  trouvera  ci-après  donnent  une  idée  suffisante  de  l'étendue  et 
de  la  variété  des  matières  traitées  et  de  l'unité  du  plan  de  l'ouvrage.  Nous 
rappelons  seulement,  parce  que  cela  est  essentiel,  que  ces  quatre  premiers 
livres  sont  complètement  indépendants  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre. 

En  ce  qui  concerne  le  livre  V  [Théorie  des  proportions  :  homothétie  et 
similitude:  mesure  des  longueurs,  aires  ou  volumes:  applications  de  l'al- 
gèbre h  la  géométrie  :  '2?7  exercices),  les  auteurs  se  sont  préoccupés  de 
l'objection  qui  pourrait  leur  être  faite,  qu'ils  ne  se  sont  pas  conformés  à 
leur  premier  principe  fondamental,  puisqu  ils  font  dépendre  les  théories  de 
ce  livre  de  la  théorie  des  proportions  num(''ri(jues  ;  ils  ont  expost-  pourquoi, 
après  de  mûres  réflexions,  ils  ne  croient  nullement  être  en  contra«liotion  avec 
cjix-mèmes.  Les  très  intéressantes  considérations  qu  ils  présentent  à  cet 
égard,  dans  leur  prt'face,  peuvent  se  résumer  ainsi  :  il  est  dangereux  el 
erroné,  au  point  de  vue  didactique,  de  démontrer  les  propriétés  relatives  à 
la  position  et  à  l'équivalence  des  figures  par  des  considérations  arithmé- 
tiques, parce  que,  on  employant  un  tel   système,  l'idée  de  nombre,  qui  leur 


(!)  Ce  poslulatum,  «(uo  nnus  roiiroiluisons  à  c;uisc  de  son  imporlancf,  el  aussi 
pour  donner  un  exemple  de  la  manière  dont  les  auteurs  entendent  la  fusion,  est  le 
suivant  :  «  Si,  sur  un  segment  (ou  angle  ou  dièdre),  on  porte  une  suite  do  segments 
(ou  angles  ou  dièdres)  égaux,  de  manière  que  chacun  deux  soit  adjat-cnt  au 
précédent  et  que  le  premier  ait  une  extrémilt;  ;<<u  un  i-iMé  ou  une  face)  en  i'oniniun 
avec  celui  qui  est  donné,  on  finira  par  trouver  un  point  (ou  un  ctMo  ou  inie  l'ace) 
qui  tombera  en  dehors  du  segment  (ou  angle  ou  dièdre)   donin-.  » 

(')    Par  un  point  ou  ne  peut  mener  (piune  droite  parallèle  à  inic  droih»  donnée. 
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fst  conipK'tomeut  élrangère,  fait  perdre  de  vue  leur  véritable  signilicalion. 
.Mais  une  proportion,  quel  que  soit  l'aspect  sous  lequel  on  la  considère,  exprime 
on  substance  que  le  résultat  de  la  comparaison  de  deux  autres  grandeurs 
homogènes,  faites  suivant  une  certaine  loi,  est  égal  à  celui  de  la  comparaison 
de  deux  autres  grandeurs  également  homogènes,  faite  suivant  la  même  loi. 
Ces  résultats,  considérés  en  eux-mêmes,  peuvent  être  exprimés  complète- 
ment et  clairement  par  l'idée  de  rapport,  qui  implique  incontestablement 
celle  de  nombre,  et  ne  peuvent  être  exprimés  d'une  autre  manière. 

La  2'^  édition,  actuellement  publiée,  ne  diffère  de  la  première  que  par 
quelques  modilications,  dont  la  principale  est  le  développement  donné  au 
postuiatum  d  Arciiiniède  (ci-dessus  énoncé)  et  à  ses  conséquences,  et  par  la 
suppression  de  quelques  matières  qui  ne  s  enseignent  pas  ordinairement 
dans  les  écoles,  suppression  faite  dans  le  but  de  réduire  l'étendue  du 
volume.  Telles  sont,  par  exemple,  les  propriétés  des  centres,  axes  et  plans 
radicau.x  et  des  centres  de  similitude,  que  les  auteurs  déclarent  d  ailleurs 
n  avoir  retranchées  qu  à  regret,  parce  que  les  chapitres  y  relatifs  étaient  une 
des  preuves  les  plus  manifestes  du  grand  avantage  que  présente  la  fusion 
de  la  Géométrie  plane  avec  celle  de  l'espace. 

En  résumé,  le  livre  de  MM.  Lazzeri  et  Bassani,  bien  pensé,  écrit  avec 
méthode  et  rigueur,  nous  paraît  devoir  appeler  l'attention  la  plus  sérieuse 
de  toutes  les  personnes  qui  s'intéressent  à  l'enseignement.  Le  principe  de  la 
fusion  des  deux  Géométries,  considéré  hier  encore  comme  une  utopie, 
aujourd'hui  devenu  une  idée  dont  létude  s'impose,  est  destiné  peut-être 
à  se  transformer,  dans  un  avenir  rappi'oché.  en  méthode  classique  pour 
renseignement  de  la  Géométrie  élémentaire,  en  attendant  son  adoption  dans 
toutes  les  branches  delà  Géométrie  (') .  Si  ce  progrès  se  réalise,  le  livre  des 
professeurs  de  1  académie  navale  italienne,  déjà  appuyé  jiar  douze  années 
d'enseignement,  y  aura  puissamment  contribue''. 

L.   RiPF.KT  (Paris). 

I  .\  D  E  X 

Pkéli.mi.n.vikks.  —  LIVRE  I'-'.  —  Ch\p.  i"''".  Les  fî-nurcs  géoinétru/ties.  Droite 
et  plan.  —  Ciiap.  ii.  Segments,  angles  et  dièdres.  —  Chai>.  m.  Premières 
notions  .sur  le  cercle  et  sur  la  sphère. —  C^uap.  iv.  Droites  parallèles.  Droite 
parallèle  a  un  plan.  Plans  parallèles.  —  Ciiai>.  v.  Droites  et  plans  per- 
pendiculaires.   ExKRCICF.S. 

LIVRE  H.  —  CuAi'.  i''.  Polygones.  Egalité  des  triangles  et  des  polygones. 


(')  Dans  un  ouvrage    p.-iru  à   peu  près  en   iiièini-  tomps  (jui-  celui  iluut    il  est  ici 
rendu   compte.   c)ii  lit:    n  On    comproud    que   la    ]>lnp:ii't    des    notions   générales  de 

»   Géométrie  analytique surtout  en  ce  qui  touche  la  niéthode  des  coordonnées 

»   cartésiennes,  sont    susceptibles  d  uiu'  extension  à  la  Gi'oniétrie  de  l'espace 

»  L'analogie  est  tellement  manifeste,  surtout  au  point  de  vue  du  calcul,  qu'il  est 
"  permis  de  se  demander  s'il  n'y  aurait  ])as  un  véritable  intérêt,  dans  une 
»  exposition  doctrinale  un  peu  complète  de  la  Géométrie  analytique,  à  présenter 
»  l'ensemble  des  théories  essentielles  concurremment  dans  le  plan  et  dans 
"  1  espace,  et  en  s'élcvant  tout  naturellement  dune  notion  à  l'autre:  de  rares 
»  tentatives  ont  été  timidement  laites  jiisqu  ici  dans  cet  ordre  d  idi'-es  :  nous 
»  serions  étonné  si  quelque  jour  elles  no  finissaient  pas  jiar  produire  des  résultats 
■  ellicaces,  sous  l'intîuence  d'efforts  nouveaux  et  plus  énergiques.  »  |C.-.\.  Laisani, 
l.a  .Val/iéiiia/ifjiie,  Phihsophif.  Enseignement,  p.   112;  Carré  et  Naud,   189S.I 
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(^onslructions  des  liian^ks  et  des  polygones.  Quadranglcs.  —  Ciiaj-.  ii. 
Angoloïdes  (angles  polyèdres).  Egalité  dos  trièdres  et  des  angoloïdes. 
Construction  dos  trièdres  et  des  angoloïdes.  —  Chap.  m.  Polyèdres.  Pyra- 
mide. Prisme.  Parallélipède. —  (^inAi-.  \\ .  Distances.  Quelques  problèmes. — 

li.VKKCICKS. 

LIVPiE  III.  — C\\K\>.  jf^'.  Relations  ^'ulre  droites,  plans  et  sphi'res.  Rela- 
tion d  une  droite  avec  un  cercle  et  d'un  plan  avec  une  sphère.  Piclalions  des 
angles  avec  un  cercle.  Helations  de  deu.v  cercles  dans  un  plan  ou  sur  une 
sphère.  Quelques  problèmes.  —  Chai'.  ii.  Relations  des  polygones  avec  un 
cercle  et  des  polyèdres  avec  une  sphère.  Polygones  réguliers.  Polyèdres 
réguliers.  —  Chap.  m.  Géométrie  sur  la  sphère.  Angles  et  polygones  sphé- 
riqucs.  Cercles  sur  la  sphère.  Polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  un  cercb' 
sur  la  sphère.  —  Chap.  iv.  Surfaces  et  solides  de  révolution.  Surface  coni- 
que et  cône.  Surface  cylindrique  et  cylindre.   —  Exercices. 

LIVRE  IV.  —  Chap.  i'"'.  Théorie  générale  de  l'éf/uivalence.  —  Chap.  ii. 
Equivalence  de  polygones  et  surfaces  polyédriques.  Tiansforraation  des  poly- 
gones en  rectangles  équivalents  d  une  même  série.  Relation  des  rectangles, 
ou  carrés,  construits  sur  les  côtés  d  un  triangle  ou  d  un  quadrilatère.  Quel- 
<jues  problèmes.  Equivalence  de  quelques  surfaces  polyédriques. —  Chap.  m. 
Equivalence  des  polygones  sphériques  et  des  pyramides  sphériques.  — 
(]hap.  TV.  Equivalence  des  prismes.  —  Chap.  v.  Grandeurs  limites.  — 
(hiAP.  VI.  équivalence  des  polyèdres.  —  Chap.  vu.  Equivalence  du  cercle 
et  des  corps  ronds.  Equivalence  du  cercle.  Equivalence  du  volume  et  de  la 
surface  du  cylindre.  Equivalence  de  la  surface  et  du  volume  du  cône  romi 
(droit).  Equivalence  de  la   surface  et  du  volume  de  la  sphère.  —  Exercices. 

LIVRE  V.  —  Chap.  i' '.  Théorie  des  proportions.  Grandeurs  commensu- 
rables  et  incommensurables  et  grandeurs  proportionnelles.  Proportionnalité 
des  segments,  des  surfaces  et  des  volumes.  —  Chap.  ii.  Homothétie  et 
similitude.  Figures  hoinothétiques.  Figures  semblables.  Quelques  pro- 
blèmes. —  Chap.  m.  Mesure.  Unité  de  mesure.  Circonférence  du  cercle. 
Aires  des  surfaces.  Volumes  des  solides. —  (^map.  iv.  Application  de  l'al- 
gèhre  à  la  Géométrie.  Relations  alg«'?briques  des  éléments  d  un  triangle, 
d  un  quadranglc  inscrit  dans  un  cercle  et  d  un  tétraèdre.  Mesure  des  côtés, 
des  apothèmes  et  de  la  surface  de  quelques  polygones  réguliers  inscrits 
ou  circonscrits  à  un  cercle  en  fonction  du  rayon.  Mesure  des  surfaces  et 
des  volumes  des  jjolyèdres  réguliers.  Calcul  du   nombre  t.  —   E.xercices. 

L.   R. 

P.  Appell,  membre  de  llnstiiui.  Eléments  d'analyse  mathématique  'i 
l'usage  des  ingénieurs  et  des  physiciens.  Cours  professé  à  1  Ecoh'  centrale 
des  Arts  et  Manufactures.  Prix  i  J  l'r.;  Paris,  Ceorges  Carré  et  C.  Naud. 
éditeurs,   i,  rue  Racin(>  :   1898. 

Le  style  général  des  trail<''s  maliu'iualiqMcs  de  noire  t'poque  a  été  lixé  par 
les  li'avaux  de  Lagrange,  Laplace.  Legendre,  Lacroix,  Poisson  et  d  autres 
mathématiciens  français.  Ils  y  ont  introduit  toutes  les  ressources  de  puis- 
san((^  et  de  délicatesse  dont  la  langue  française  est  si  bit-ii  pour\ue.  \iOur 
exprimer  clairement  et  logiquement  les  idées. 

Les  traditions  de  ces  écri\ains    sont  conservées   .icluellemeiit    avec   tant  de 
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soin  que  Ions  les  Iravaux  qui  concorneiil  les  inéliiodes  <i  iiistiuctioii  dcs- 
liiiées  aux  nialhéinatieiens  français,  comme  le  livre  dont  nous  voulons  parler, 
sont  étudiées  avec  ardeur  par  les  étrangers,  soucieux  et  désireux  d'en  pro- 
titer  dans  leur  propre  intérêt. 

I>a  première  chose  qui  nous  frappe,  c'est  le  grand  avantage  que  possède 
I  t'-ludiant  français,  d'avoir  été  initié,  dès  ses  premiers  pas  en  Algèbre,  à  la 
conception  fondamentale  dune  quantité  variable  et  de  ses  dérivées.  L'auteui- 
est  ainsi  dispensé  d  une  foule  de  définitions  préliminaires  ;  il  n'a  pas  besoin 
d'expliquer  de  nombreuses  notations,  et  se  trouve  en  état  de  procéder  dès 
l'abord,  avec  raffinement,  aux  démonstrations  fondamentales,  ce  qu  il  ne 
saurait  faire  s  il  s'adressait  à  un  commençant. 

Il  est  niallieureux  que  la  tradition  newtouienne  ne  soit  pas  encore 
éteinte  chez  nous,  en  Angleterre:  il  en  résulte  que  nos  étudiants  ont  été 
jusqu  ici  détournés  d'une  étude  du  calcul  infinitésimal  par  trop  de  proposi- 
tions géométriques  préliminaires,  dans  la  méthode  d  enseignement  suivie 
pour  éviter  le  calcul  ;  on  a  1  idée  de  les  amener  à  reconstituer  la  suite  géo- 
métrique des  raisonnements  employés  par  Newton. 

Une  recherche  dans  les  documents  de  Newton,  effectuée  par  feu  le  profes- 
seur J.-C.  Adams.  a  révélé  que  Newton,  ainsi  que  chacun  de  nous,  employa 
la  méthode  analytique  comme  moyen  d  invention  :  et  que  ses  démonstrations 
furent  reprises  sous  une  forme  géométrique  grecque,  pour  donner  satisfac- 
tion au  pédantisme  académique  de  son  temps;  ainsi  se  trouve  entièrement 
justifiée  cette  critique  de  Laplace,  reproduite  par  Schopenhauer.  que  les 
d(''monstrations    newloniennes  innnquent  de  siitcérifi'. 

La  remarque  historique  de  la  page  7.  qui  fait  ressort ii'  la  pi'iorilt'  lir  la 
notion  de  l'intégrale  sur  celle  du  coefficient  différentiel,  est  d  un  giaud 
intérêt  :  cela  montre  à  la  fois  1  un  des  côtés  singuliers  de  1  esprit  humain,  et 
1  importance  de  la  métliodc  moderne  suivie  dans  ce  livre,  où  l'on  traite 
simultanément  le  calcul  intégral  et  difTérentiel,  de  préférence  à  l'ancien  plan, 
liivisant  ces  deux  sujets,  à  part,  dans  des  volumes  sépares.  Les  progrès 
de  la  science  ne  se  constatent  qu'à  la  longue  :  c  est  ainsi  qu'il  est  aisé  de 
reconnaître  la  croissance  d  une  plante  ou  d'un  arbre  après  une  certaine 
période  de  temps  ;  au  contraire,  la  vitesse  actuelle  de  croissance  est  imper- 
(■eptible  à  nos  sens,  à  moins  qu  on  ne  la  représente  par  une  série  de  photo- 
graphies dans  un  cinématoscope,  avec  une  échelle  réduite  des  tein])s.  connut» 
li's   ph(jtographies  astronomiques  de  ^L  Flammarion. 

L  auteur,  snivani  M.  Bertrand,  débute  d  après  la  manière  conventionnelle 
par  l'exposé  des  inlininxMit  petits  :  mais  je  dois  avouei-  cette  opinion  h<''reli(|u<', 
(]ue  celle  méthode  laisse  certainement  dans  plusieurs  esprits  limpression 
(jue  les  résultats  atleints  sont  seulement  approchés.  Dans  la  dénionsl ra- 
tion du  numéro  8,  ou  1  on  prouve  que  l'intégrale  représente»  une  aire,  la 
preuve  peut  être  rigoureusement  faite  sans  1  introduction  des  infiniment 
petits,    an    moyen    des  Lemmcs  I  et  II  des  Principes. 

Vient  maintenant  la  notion  d  un  coeffîc'ent  différentiel,  ou  dérivée;  ce  nom 
français  de  dérivée  est  préférable  à  notre  désignation  plus  longue  de  coeffi- 
cient différentiel,  qui  n'a  aucun  sens  au  point  de  vue  ('(ymologique.  à  moins 
de  1  interpréter  comme  le  coefficient  qui  allect<»  la  différentielle  (h-  la  variable 
indépendante  dans  le  développement  de  la  variable  dé-pendante,  ('es  dilf('- 
rentielles,  lorsqu'il  y  a  plusieurs  variables,  et  qu  elles  varient  isolément, 
sont    les    vitesses   'virtuelles   de   Lagrange    si    nous    les    supposons  qualifiées 


68  BIBLIOGIiAl>niE 

par  une  dénomination  syml)oliquc  dt.  et  leurs  coefficienls  sont  les  dérivées 
partielles  définies  au  numéro  i8.  Ijn  desideratum  à  formuler  dans  cette  par- 
lie  du  sujet  est  une  notation  plus  définie  pour  les  divers  sens  qu'on  peut 
donner  à  oc,  selon  les  variations  de  la  variable  qui  lenajendre,  spéciale- 
ment quand  on  eflectue  un  changement  ayant  pour  effet  de  passer  à  de 
nouvelles  variables  indépendantes  ;  les  exemples  tirés  de  la  théorie  méca- 
nique de  la  chaleur  servent    à   montrer  cette  nécessité. 

On  a  plaisir  h.  trouver  régalité  de  flj^  et  fy^.  présentée  presque  comme  un 
axiome  :  «  On  démontre,  dans  les  éléments  de  l'algèbre,  que  ces  deux 
quantités  sont  égales  »  (p.  iG).  Trop  souvent  on  donne  une  très  longue 
démonstration,  comme  pour  permettre  de  considérer  certains  cas  excep- 
tionnels qui  ne  se  rencontrent  jamais  dans  les  applications  pratiques. 

Il  est  curieux  pour  nous  que  la  notation  sin~'a:-,  cos~'.r,...  que  nous 
employons  pour  arc  sinjc,  arc  cos.r,...  n  ait  jamais  été  adoptée  en  France  ; 
elle  est  justifiée  par  son  usage  dans  la  théorie  des  substitutions,  et  présente 
l'avantage  d'être  applicable  à  toutes   les  fonctions:  ainsi,  lorsque 

fx  z=.  y,  on  a  x  =  f''^  J- 

Par    exemple,     la     transformation    de    M.    Hermite    t  = —    -— .  où  X  est 

une   fonction  quartique,  et  H  son  hessien,  montre  que  nous  pouvons  écrire 

rdx  I       -1/        H\ 

l'intégrale  elliptique  générale  de  première  espèce  :  l    -pr  =;  — p        I  —  "r^  ). 

formule  où  p  représente  la  fonction  de  V»  eierstrass.  M.  Clifford  emploie 
couramment  les  fonctions  inverses  des  fonctions  elliptiques  de  Jacobi.  Par 
exemple, 

^•^'  r  i 

=  fci  ^  su-  'j-, 


ii 


i: 


,  \/[[i  —  x-'){i~h'-x-^)] 

formule    ou  Fo    est  1  intégrale  de  Legendre,  et  où  x  ^  siu  o. 

La  notation  est  utile  pour  les  fonctions  inverses  des  fonctions  hyperbo- 
liques Ch  X,  Sh  .1-,...  lorsqu'on  emploie  lécriture  adoptée  dans  les  «  Fonctions 
elliptiques  »  de  MM.  Tanncry  et  Molk;  elle  permet  de  présenter  les  résultats 
des  intégrales  élémentaires  d  une  manière  plus  systématique  ;   par  exemple, 

dx                              X            /*'          dx                              X 
rr  cos—  ' ,         I  —  :=  C,h~  '   ; 

V>'  —  •«•')  "  J.'      s  ;•>■-—  rt-)  " 

toute  analogie    se    perd    si    l'on    exprime  le    second   résultat    sous    la    foi'nie 

logarithmique   log  "—Il — '. ,  et  la  notation  est  beaucouj)  plus  condensée 

a 

(lue  spcl,  ros  hyp.  — ,  employée  dans  le   o    (Calcul  intégral  >■  de  M.  Bertrand. 

Si  1  on  pi'énd  l(>s  expressions  de  Faire  di'  I  ellipso'ide  de  révolution,  cher- 
ciiée  au  n"  65,  elles  sont  contenues  dans  la  suivanli'  : 

;  -l,i    -L.  '^~"''''  f  OS-    '      /'  (   '  ) 

V  {(I-  *%  //-)  ^•''  '     " 


(i)   I.,a   iii)latii>n  (r^\/>'  rcprésoiilo  lu  valour  absolue  do  a' — 1>' . 
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la  formule  efroctivo  dovaiil  être  choisie  suivant  que  Jt  est  plus  pedt  ou   ])liis 
grand  que  a. 

On  a  encore  (p.  21). 

C        dx  I      ,         .i»v  /  I  /   x 

J    X-  —  /•-  2  k  X  —  /,•  /.■  \    A- 

On  pouiTail  mentionner  plusieurs  autres  applications,  spécialement  (x-Iles 
qui  concernent  la  cliaînette  :  qu  il  nous  soit  permis  de  citer  encore  la  subs- 
titution 

fix-  -f-  2 /y.)'  -j-  c 
•'■  —    Ax2  a-  .^B.»-  +  C 

appliquée  à  1  intégrale  générait'  (chajj.  v) 

H.»:  +  K 


/■ 


(A.r2  +  2B.r  -f-  C)  \^ax'^ +  ihx -\- 
qui  la  décompose  eu  deux  parties,  des  formes 


dx 


/dy  r  dy 

V'[,V'',v,  —  v)j  J  \  [y  [y  —  V, 


oii  V,  et  v^  représentent  le  maximum  et  le  minimum  de  y.  ces  int(Vr;des 
sont  données  par  les  fonctions 

2  cos— '  y/ ^ — >     '^'"       '•   sin-iy/^ — .  et      •■«.  Ch— *V/  -: — ,    ou     aSh— 'W — : — : 

nous  supposons  AC — B-  positif,  pour  assurer  la  réalité  de  v,  el  i\,. 
Dans  la  notation  que  je  recommande,  on  a  pour  1  intégrale  (p.  139) 

j  sec    xdx-^  Ch~  '  sec  ,r, 

et  Ion  établit  ainsi  un  lien  entre  les  valeurs  numériques  des  fonctions 
hyperboliques  el  les  tables  des  fonctions  circulaires  :  par  exemple,  au  moyen 
de  la  table  des  parties  méridionales  dans  la  projection  de  Mercator.  employée 
par  M.  le  capitaine  Guyou  dans  son  nouveau  système  de  navigation.  T/inlé- 
gi'ale  plus  g(''n(''rale  où  séc  .}•  est  remplacée  par 


(I  -j-  h  cos  ,/•  -j-  <•  sin  r  '  a  -\-  1/  Ch  .r  -\-  c  Sh  .v 

est  immédiatement   réduite  à  une  simple  intégrale   type   par  la  substitution 
<1  une  nouvelle  varialjle  v  à  I  une  ou  1  autre  de  ces  expressions. 

Les  intégrales  elliptiques  Ec  et  Fo  de  Legeiulre  sont  introduites  dans  le 
chapitre  vi,  la  secfinde  intégrale  elliptique  Es  (bien  que  la  |)remière  dan^ 
1  ordi'e  liistorique)  d(jnnant  la  longueurde  lare  elliptique  :  et  la  première  inté- 
grale elliptique  Ko,  dans  le  traité  de  Legendre,  donnant  le  temps  des  oscil- 
lations linies  d  un  pendule.  M.  Appell  n'a  pas  cru  devoir  introduira  bs 
fonctions  elliptiques  d  Abc!  et  de  Jacobi  :  nous  le  regrettons,  car  nous 
perjb)ns  ainsi   sa    belle    illustration    mécanitjue  de    la   double  p(''rio<licité   des 
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fonctions  (■llipti(iucs  ;  ctttt;  jjciiodieilé  devient  piali([uomcnt  réalisaljlc  jinr 
Taddilion  ou  la  soustraction  do  poids  au  pendule,  à  la  lin  d'une  oscillation, 
de  manière  à  obliger  le  centre  d'oscillation  à  passer,  d'un  côté  à  l'autre  du 
centre  de  suspension  à  la  même  distance. 

La  résolution  d'une  fonction  arbitraire  en  ternies  d  une  série  de  Kou- 
rier  est  considérée  au  chap.  vu.  Cette  partie  est  d'un  grand  intérêt  pratique 
pour  les  élèves  de  M.  le  professeur  Appell,  en  ce  qui  concerne  les  projets  de 
machines  à  rotation  rapide,  telles  que  les  exige  l'électricité,  ou  la  propul- 
sion des  navires  à  vapeur  ;  le  succès  ou  l'insuccès  dépendant  de  la  somme  des 
vibrations  produites.  Les  ingénieux  instruments  employés  dans  1  analyse  des 
marées  pour  effectuer  mécaniquement  les  intégrations,  mériteraient  d'être 
mentionnés,  spécialement  ceux  qui  ont  été  récemment  perfectionnés  par 
M.  le  professeur  Michelson,  de  Chicago. 

Les  applications  géométriques,  dans  les  ciiapitres  ix  à  xv.  donnent  la  liiéorie 
des  tangentes,  des  normales  et  des  plans  tangents  ou  normaux  au.x  courbes 
et  aux  surfaces  :  et  la  théorie  de  la  courbure,  comprenant  en  même  temps 
celle  des  maximums  et  minimums  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  Nous  rencontrons  ici  plusieurs  nouveautés  élégantes,  telles  que 
1  hélice  osculatrice  d'une  courbe  gauche,  le  tore  osculateur  d'une  surface, 
aussi  bien  (jue  le  paraboloïde  osculateur  ordinaire  :  les  ligues  asymptoli- 
ques  d'une  surface,  et  enfin  (p.  3i3)  la  définition  du  point  central,  que.  par 
exemple,  j  avais  vainement  cherchée  dans  la  Géométrie  cinématique  de  M.  le 
colonel  Mannheim.  Ce  dernier  ouvrage  est  spécialement  attrayant  dans  les 
parties  concernant  la  théorie  de  M.  Dari)oux  sur  la  polhodie.  l'herpolhodie 
et  ses  inflexions,  et  l'hyperboloïde  articulé  déformable  associé,  au  sujet 
duquel  M.  Mannlieim,  partant  des  travaux  géométriques  de  Poinsot,  se 
trouve  conduit  à  l'étude  approfondie  de  questions  dynamiques. 

La  théor-ie  de  la  tourbui'e  géodésiquc,  développée  ici  au  n"  J07,  appliquée 
à  1  herpolhodie  et  au  cône  de  l'Iu^rpolliodie,  éclaire  la  méthode  purement 
géométrique  de  M.  .Mainilieim 

La  distinction  entre  la  difféi-entiello  exacte  et  1  intégrale  prise  le  long 
d  une  conrhe.  si  importante  dans  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  est 
discutée  dans  le  chapitre  xvii,  avec  des  exemples  et  des  diagrammes  appro- 
priés :  et  dans  le  chapitre  suivant,  les  diagrammes,  illustrations  d'une  intégra- 
tion double  ou  tri|)l(>,  montrant  comment  un  solide  est  considéré  dans  le 
calcul  intégr-al  comme  composé  de  briques  infinilésimales,  sont  dessinés 
avec  un  grand  soin.  La  question  se  pose  de  savoir  s  il  est  avantageux  de 
représenter  de  tels  diagrammes  d'une  façon  stéréoscopique,  comme  il  est 
possible,  avec  un  peu  de  pratique,  et  d'obtenir  1  elTet  de  relief  sans  le  secours 
du  stéréoscope.  De  grandes  vues  siéréoscopiques  projetées  sur  un  mur. 
selon  1  idée  de  M.  d'Ocagne,  donneront  l'impression  de  la  figure  solide  si  les 
yeux  se  portent  sur  un  point  à  moitié  distance;  on  voit  quelle  peut  être  l'uti- 
lité de  ces  images  dans  les  démonstrations  de  la  géométrie  solide.  Considé- 
rant l'importance,  en  électricité  et  en  magnétisme,  du  théorème  de  Grcen  et 
la  simplicité  de  son  interprétation  physique,  1  auteur  a  bien  fait  de  consacrer 
quelques  pages  à  la  (in  du  chapitre  xviii.  k  la  démonstration  des  principes 
essentiels  ;  l'extension  aux  espaces  à  connexions  mulliples  se  fait  aisément 
et  est  rendue  intelligible  par  les  analogies  hydrodynami(|ues. 

Nous  avons  conseivé  peu  de  place  pour  rendre  comj^te  des  i'>o  ))ages 
restantes   du    livre,    lescpn  ll(>s  sont   consacrées   aux    l'qualions  dinVrenliclles. 
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sujt'l    poussé    aussi    loiu    cjii  il    est     vraisciiiliiahieuioiil    iK't't'ssairc    ]i<jur   les 
clèvcs  de  rauleur. 

La  méthode  grapliitjue  indiquée  au  11''  J5G.  pour  prouver  1  exislcuce  de  l'inté- 
grale de  l'équation  dillérentielle  générale  du  premier  ordre,  a  été  employée 
pratiquement,  avec  une  échelle  et  un  pivot  mobile,  inventés  par  M.  C.-V.Boys. 
pour  tracer  des  courbes,  inabordables  analytiquement.  comme»  la  courbe 
élastique  (p.  610).  la  courbe  capillair<^  et  les  trajectoires  d'un  projectih'  avec 
la  loi  de  résistance  quadratique,  en  représentant  graphiqnemeni  les  tables 
dressées  dans  la  Théorie  balistique  d  Euler.  Les  ellipses  de  Lissajous.  avec 
les   hyperboles  associées  (lig.  199)  donnent   une  interprétation  gé'oin(''triqu<^ 

dx  (il/ 

élégante  de  1  équatio)i  dillérentielle  —z=    -\-  — =:.  z=z  o. 

\X  \  Y 

La  i'eniarc|uo  de  la  p.  îjj.  que  "  les  courbes  representé-es  pai-  une  équation 
dillérentielle  homogène  du  premier  ordre  sont  homolhétiques  par  rapport  à 
1  origine  »,  aide  à  élucider  la  tht'orie  :  de  même,  les  équations  dilléi-enlielles 
«lu  quatrième  lypo  (u"  364)  représentent  une  famille  de  courbes  telles  que 
toutes  les  tangentes  pour  une  même  valeur  de  .r  passent  par  un  même  point. 

Dans  la  tliscussion  (chap.  xxi)  des  équations  dillerentiellcs  linéaires  à 
coeflicients  constants.  les  termes  extraits  de  la  théorie  des  engins  à  vapeur 
et  des  dynamos  aident  à  donner  des  idées  concrètes  aux  étudiants  techniques 
et  aux  électriciens.  Ainsi,  par  exemple,  une  simple  dillérentialion  ou  int('gi-a- 
lion  de  cos  iii.r  donne  une  (tvaiirc  ou  un  retard  d  un  angle  droit,  et  niuilipiie 
ou  divise  1  amplitude  par///;  lope-ration 


d 
'lu 


+  '' 


d 
d.v 


+  ^ 


sur   cos  iii.r,    multiplie    rani|)lilu<i<'    par  y  («"/"^  +  '■*"),  cl   donm»    um'   avance 
delang""'  — - —    :  et  «Jivist;  1  amjiiiludc  par  \  {r-in- -\- d'-)    (-1    <l(nnie   un  rctai'd 

de  laug  "  '  — T-  ;    semblablenieul    i)Oiir    les    \  ibralions  avec    un    moduli»    d'ex- 
d 

tinction,  représenté  par  ('~J''-  ccjs ///.r,   comnn»    dans   ré'(|nalioH    du    galvaTio- 
mèlri»  de  la  page  6i'>. 

Les  équations  générales  fie  la  Dynamique  sont  exposées  dans  le  cha- 
pitre XXII  et  dans  le  chapitre  xxiii,  qui  donne  la  solution  de  1  «''qualion  aux 
dilleriMitielles  parlielles  du  premier  ordre  Xj)  -(-  Yc/ r=  Z  :  on  montre  com- 
ment on  repré'scnte  les  surfaces  engendrées  par  les  courbes  domn-es  par 

d.r    _    dy    _    dz 

^IT  ~'^  ~  ~17' 

avec   «les  ai>|)licati<)ns   sp<''cial(s  aux  cvlin<lres,   aux    cônes   et  aux   surlaces  <le 
révolution. 

Le  dernicM-  chapitre,  xxiv,  donne  la  théorie  de  la  ipiadrature  et  de  la  cuba- 
lure  approximatives,  telle  c|UO  1  exigent  l'art  de  1  ing<'iiieur  civil  et  cidui  <l<' 
1  Architecture  navale,  et  le  livre  se  termine  jjar  une  éh'-ganle  (h'-monslration 
de  la  théorii'  des  planiinèires.  Pour  écarter  toute  trace  île  doute  des  esprits 
dont  j  ai  [)arl(''  pins    haut,    qui    \w   sont    pas    convaincus    jiar   la    luéthode    ries 
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inCiniiuciit  petits  et  qui  disputent  sur  le  motif  en  vertu  duquel  on  inflige 
rélémcnl  BB'B"  dans  la  ligure  218,  il  est  bon  détendre  la  méthode  employée 
dans  la  ligure  217,  appliquée  aux  aires  finies,  au  planimètre  d'Amslor.  en 
prenant    un   contour   fini    qui    est    décrit  par  le  mouvement  des  articulations 

0  et  A,  isolément. 

Une  modification  du  planimètre  d  Amsier  a  été  récemment  intioduite 
d'Amérique  :  c'est  1  invention  de  M.  Lippincott  ;  dans  cet  instrument,  la 
roulette  est  libre  de  glisser  sur  une  barre  graduée  fixée  à  angle  droit  sur 
le  bras  AB,  de  sorte  que  le  mouvement  de  cette  roulette  sur  le  papier  est  un 
pur  roulement,  sans  aucun  glissement  latéral  (ou  dôrapas^e).  par  conséquent 
plus  doux  :  le  inoiivcnifiit  de  la  roulette  sur  la  liari'c  graduée  enn-gistrc 
l'aire. 

C'est  avec  un  grand  jjlaisir  que  j  ai  parcouru  consciencieusement  les  clia- 
pitres  de  ce  livre  suggestif,  et  que  j'ai  noté  les  nombreuses  nouveautés  de 
cette  exposition  :  trop  nombreuses  assurément  pour  qu'on  puisse  les  citer 
foutes  dans  ce  compte  rendu  ;  le  petit  nombre  de  celles  que  j  ai  choisies 
pour  la  discussion  servira,  il  faut  1  espérer,  à'  indiquer  le  but  général,  fort 
intéressant  et   utile,  de  M.  Appell. 

A. -G.  Grkknhili.  (Woolwich). 
Artillory  Collège. 

G.  Oltiîamare.  —  Calcul  de  généralisation;   i  vol.  gr.  in-8'.  Prix  :  6  fr  : 
Paris.  Hermann,  1899. 

Depuis  de  longues  années  déjà,  l'éminent  doyen  de  la  faculté  des  sciences 
de  Genève  a  consacré  ses  efforts  à  répandre  les  principes  du  calcul  de 
généralisation  créé  par  lui,  et  à  montrer  l'étendue  et  la  fécondité  des 
applications  de  ce  procédé  analytique.  Il  nous  le  présente  aujourd  hui  sous 
une  forme  définitive.  Nous  ne  saurions  mieux  faire,  pour  eu  donner  une  idée 
générale,  que  d'emprunter  quelques  extraits  à  sa  courte  préface. 

«  Le  calcul  de  généralisation,  dit-il,  a  pour  base  la  représentation  des 
fonctions  uniformes,  sous  une  forme  symbolique  telle  que  l'on  puisse 
effectuer  sur  ces  Ibnclions  les  principales  opérations  auxquelles  elles  sont 
soumises,  comme  leur  différentiation  et  leur  intégration,  à  l'aide  d'un  calcul 
algébrique  très  simple  à  effectuer...  Un  des  principa\ix  avantages  qu  il  pré- 
sente consiste  dans  l'application  qu'on  en  peut  l'aire  à  l'intégration  des 
équations. 

«  Après  avoir  établi  quelques  principes  généraux,  nous  nous  sommes 
appliqué  à  détermiuer  une  intégrale  particulière  de  toute  équation  dilTé- 
rentielle,  ou  aux  différences  et  différentielles  partielles  linéaires  à  coeffi- 
cients constants  avec  un  second  membre  :  nous  nous  sommes  également  occupé 
de  1  intégration  des  équations  simultanées,  des  équations  aux  différences 
mêlées,  et  de  certaines  classes  d'équations  aux  différentielles  partielles  avec 
coefficients  variables  ;  enfin  nous  avons  reconnu  que  dans  plusieurs  cas  on 
pouvait  déterminer  la  fonction  qui  figure  dans  une  intégrale  définie  dont  la 
valeur  est  donnée. 

«  En  résumé,  le  calcul  de  généralisation  nous  semble  devoir  occuper  une 
place  importante  dans  l'analyse  supérieure.  L'uniformité  et  la  simj)licité  di- 
ses procédés,  son  apjilication  à  la  solution  d'une  multitude  de  questions 
d  une  grande  importance,  nous  font  espérer  qu  il    pourra  trouver  place  dans 

1  enseignement    et    se    suhstilutM-    avec    avantage     aux    différentes    méthodes 
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beaucoup  plus  compliquées  auxquelles    il  tant  avoir  recours  dans  les  ques- 
tions que  le  calcul  difFérentiel  et  intégral  est  appelé  à  résoudre.  » 

Nous  ne  pouvons  que  joindre  nos  vœux  à  ceux  qu'exprime  1  auteur,  et 
nous  croyons  que  son  nouvel  ouvrage  pourra  contribuer  dans  une  large 
mesure  au  résultat  qu  il  poursuit.  Il  est  vrai  de  dire  que  les  habitudes  d'ensei- 
gnement ne  se  transforment  pas  d'un  jour  à  l'autre  ;  mais  ce  qui  serait  dési- 
rable, et  ce  qui  pourrait  se  faire  immédiatement,  ce  serait  au  moins  l'initia- 
tion aux  premiers  éléments  du  calcul  de  généralisation,  à  côté  des  méthodes 
en  usage.  Quelques  applications  bien  choisies  permettraient,  sans  aucune 
perte  de  temps,  bien  au  contraire,  de  juger  en  connaissance  de  cause  du 
«iegré  de  puissance  de  cet  instrument  nouveau,  digne  assurément  d  attirer 
1  attention  des  mathématiciens. 

C.-A.  Lais.vnt. 

L'Education  mathématique,  journal  publié  par  J.  Griess  et  H.  Yuibert, 
paraissant  le  i''  et  le  ij  de  chaque  mois  :  i'^'^  année,  1898-1899;  prix 
d  abonnement  annuel  :  France.  5  fr.  :  Etranger,  6  fr.  Paris.  Nony. 

Voici  un  Recueil  dont  le  titre  ressemble  bien  au  nôtre,  et  cependant  il  n  y 
a  eu,  chez  les  fondateurs,  aucune  connaissance  réciproque  de  leurs  projets 
respectifs.  Du  reste,  si  le  but  à  atteindre  n'est  pas  sans  analogie  de  part  et 
d  autre,  les  moyens  mis  en  œuvre  sont  bien  différents,  comme  on  va  s  en 
rendre  compte.  La  création  de  VEducation  mathématique  a  pour  raison 
d  être  l'abandon  actuel  des  classes  de  mathématiques  en  France,  et  l'abais- 
sement du  niveau  moyen,  qu  on  peut  malheureusement  constater  avec  trop 
de  facilité.  Ainsi  qu  ils  le  disent  eux-mêmes,  les  rédacteurs  voudraient,  par 
leur  publication  «  seconder  l'action  éducative  du  professeur  de  mathéma- 
tiques ».  \j  Education  mathématique  s'adresse  aux  élèves,  en  restant  dans  le 
domaine  exclusivement  élémentaire  ;  elle  publie  surtout  des  questions  et 
des  exercices,  et  en  outre  des  articles  dont  les  professeurs  pourront  souvent 
tirer  un  utile  profit.  Nous  signalerons  par  exemple,  dans  le  premier  numéro, 
de  très  judicieuses  «  Remarques  générales  sur  la  démonstration  des  théo- 
rèmes de  Géométrie  ».  Enfin,  le  nouveau  Recueil  se  propose  de  faire  une 
petite  place  à  1  histoire  des  mathématiciens  célèbres. 

Nous  croyons,  en  résumé,  qu  il  y  a  là  une  tentative  utile  cl  toit  inlt'res- 
sante.  à  laquelle  nous  souhaitons  très  sincèrement  le  succès  qu  elle  niéiile. 

Annuaire  pour  l'an  1899.  imblié  par  le  bureau  des  longitudes  :  avec  des 
notices  scientifiques,  i  vol.  in-i8  de  VI-78  j  p.,  2  cartes  magnétiques. — 
Prix  :  I  fr.  5o  ;  Paris,  Gauthier-Villars. 

Ce  petit  volume  com[)a(t,  (|ui  vient,  comme  chaciue  année,  de  paraître 
dans  le  courant  du  mois  de  décembre  dernier,  contient  une  foule  de  rensei- 
gnements indispensables  à  l'ingénieur  et  à  l'homme  de  science.  Parmi  les 
notices  de  cette  année,  signalons  tout  spécialement  celle  de  l'ingénieur 
constructeur  P.  Galtier.  sur  le  Sidérostat  à  lunette  de  liH  mètres  de  forer 
et  de  I'",  iî  d'ouscrture  (qu  il  construit  pour  lexpositiou  de  1900)  ;  la  notice 
sur  les  liallons-sondes  par  .M.  Bol<ju":t  de  la  Grye:  et  la  notice  sur  la  (îéo- 
désie  moderne  en  France,  par  le  colonel  Bassot. 
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Journal   fiir    reine    und   angewandte    Mathematik,    gei^rihidcd    von 

A.-L-  Ckkli.i;,  hcrausf^i'goben  von  li.  Ficus.  I'ii\  d  abonnement  anniiol  : 
li  marks,  t.  CX.  n"    \.  soplemhrc  1H9S.  Bei-liii.  Roinicr. 

Mathematische     Annalen.      herausgegebcn    von     F.    Klein.     W.    Dyck. 

Ad.  .M.vviK.  l'iix  daboniicment  :  20  marks  le  volnnio  (4  numéros)  ;  il  paraîl 
c-haqiu-   année    4-'J    numéros,  t.  LI,  n"   2,  octobre   1898.    Leipzijî.   Teubnei-. 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  undPhysik,  begriindel  dnrchO.  ScHi.oMii.cn. 
Iiei-aiisiicgidicn  \(ni  D'  R.  .Mihmki  und  D''  M.  (>an  rOK.  Prix  fi  abonne- 
inenl   :   jo  mar-ks  (6  nunn'ros),   I.  XLIII,  1898.  Leipzig,  Teubner. 

Zeitschrift  fur  mathematischen  und  natur-wissenschaftlichen  Unter- 

richt,    lierausgegeben     von     .î.-("..-\.     Hoiimann  :   j()''    anu<'T,    i8()8.     l'rix 
d  abonnenn-nl  annuel  :   i  j  marks  (8  numéros)  :  n"  8.  décembi-e   1898.  Leip- 
zig, ïeulmer. 
C'est  l'organe   le  plus  imporlanl  publié  t-n    Allemagne  sur    1  enseignemenl 

des  sciences  exactes.  La   collection  des  vingt-huil   volumes  parus  renferme 

l'histoire  du  développement  de  celle  branche  d  enseignennul    dans  les  pays 

allemands  dejjuis  une  trentaine  d  années. 

Les  numéros  7  et  8  donnent  un  compte-rendu  du  congrès  de  Diisseldorf  : 

le  n"^  7,  reproduit  in  exienso  la  conférence  de  M.  le  pi'otcssiMir  F.  Ki.rin  sur 

VUnis'cisih'  <•!  l  Ecole  trrhnif/iir  stij)érieiivo . 

Zeitschrift  fur  lateinlose  hœhere  Schulen,  lie  rausgegeben   von   l'roL 

l)i'.    (i.  lloi./.MLi.i.i.i;  :    10°  année,    189S-1899.     l'iix    d'abonnement    annuel  : 

10  marks  (\}.  numéros);  n°   '>,  décembre   1898.   Lci|i/.ig.  Teubuer. 

Cette  revue  sert  de  bulletin  à  l'association  pour  lavancement  «le  I  ensei- 
gnement secondaire  modei'ue  id  à  la  société»  des  maîtres  des  écoles  ri'-ales 
en  Sax(\ 

X"  '5.  —  M.  D.-.l.   Ili;it.\ii;s.  Sur  la  n'partition  du  |irogi-amme  de  renseigne- 
ment    niath(''matique    tians    les    classes    moyi'nnes.    — ■    M.    Prol.   ¥.  Ki.kix 
L'uni versit(''  et  r(''Cole  techniiiue  supérieure  (Congrès  de  Di'issehlorF  . 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei.  auno  CCXCV,  1898.  série  5*  : 

Rendiconti  ;  \n\.  \'ll.  fasc.  XI.  i  «lieenibra  ;  Uoma,  tipogr.  clidia  R.  ace. 
dei  Lincei. 

Rendiconti  dei  Circolo  matematico  diPalermo,  t.  -Ml.  1898.  l'alerme. 

Fasc.  G,  novembre-détvinbre.  —  Ciinici:  Introduzione  aile  eoordinate 
triangolari  c  leiraedriche.  —  Proi.isi  :  Snl  innvimenlo  di  un  punlo  pesonte 
sopra  una  supeilicie  di  rivoluzione. —  l*iit\\  ;  Limmaginario  i  et!  i  numori 
allernali  /,/,/•  nello  studio  délie  deforuia/.ioni  délie  curvi"  piane  e  (telle 
eui-ve  storte. 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences.  1.  C.XXVII, 

Paris,    (iautliior-Villars,    1898. 

>'"  u3  (5  décembre).  —  J.  Bolssim:s«^  :  Aperçu  sur  la  théorit>  de  la 
bicvclctle  :  équilibre  du  cavalier.  —  P.  Paim.kvé  :  Sur  les  équations  dif- 
l'érentielles  du  second  ordre  à  points  critiques  fixes.  —  Lk  Roy  :  Sur  les 
points  singuliers  d  une  fonction  délinie  par  un  développement  de  Taylor.  — 
C.-J.  DE  L.\  V.VLLÉE-Poussix  :  Siu"  la  réduction  des  intégrales  multiples. 

>'°  24  (12  décembre).  —  E.  Borkl  :  Sur  les  recherclu-s  des  singularités 
d'une  fonction  délinie  par  un  développement  de  Taylor.  —  J.  Beldon  : 
Sur  les  systèmes  d  équations  aux  dérivées  partielles  réductibles  aux  équa- 
tions différentielles  ordinaires.  —  E.  M.xii.lei-  :  Sur  la  détermination  du 
groupe  des  équations  numériques.  —  D.  Gravé  :  Sui-  les  lignes  compo- 
sées de  parties  rectilignes.  —  L.  Lecoknu  :  Sur  lisochronisme  pratique 
des  régulateurs. 

.\"  2j  (19  décembre).  —  Séance  publicpic  aiiiiiu'lle  alhicutiou  île 
.M.  C.  ^Von•  ;  prix  décernés  ;  prix  proposés. 

X"  26  (26  décembre).  —  Riquier  :  Sur  les  systèmes  dillér-enliels  dont 
lintégration  se  ramène  à  celle  d'équations  diflerentielles  totales.  —  A. 
(].\.HEN-  :  Sur  les  équations  différentielles  de  premier  ordre,  —  .\.  (iur.»- 
liERG  :  Sui"  les  équations  aux  dilféi-enlielles  totales  linéaires. 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 2'   si  rie.    i'^  caliier.  Paris,  Gautluer- 

Villars.   1898. 

A.  Boul\ngi:k  :  Conlribuliou  à  lélude  des  équations  différentielles 
linéaires,  homogènes,  inti'-giables  algébriquement.  —  E.  Colliuno.n  : 
Note  sur  la  détermination  de  l'heure  du  passage  du  soleil  dans  un  jilan 
vertical.  —  Rabvt  :  Théorie  des  invariants  universels.  —  M.  n  Ocagm-:  : 
Monographie  :    une    lecou     sur    les    (liagi'amnies    cotés  ou  abatpies. 

Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  journal  des  candidats  aux  écoles 

s|)éciaU's.  à  la  liceiu'e  et  à  I  agtM'galion.  dii'igé  par  C.-A.  I^aisant  et 
X.  A.NTOMAKi,  'V'  série,  I.  XVII,  1898,  t.  XVIII.  1899.  Prix  dabonnenicMil 
annuel  :  Paris,  i  5  fr.  :  départements  et  union  postale.  17  fr.  :  autres  l)ays, 
20  fr.;  Gauthier- Villars. 

Décembre  1898.  —  E.-M.  Lénikuav  :  Sur  le  calcul  des  i-aciiics  des  ('ijua- 
lions  par  approximations  successives. —  K akagia.n.mdès  :  Sur  une  exlensit)n 
dune  f\)rmule  fie  M.  Léauté.  —  Cw.  Iîn)i:ui:  :  Sur  les  coniques  ipii  sont  les 
projections  d  un  cubique  gauche.  —  Dl.nhi.m  :  Reniarciue  sur  lapplication 
à  la  logique  de  la  théorie  des  régions. 

Janvier  1899.  —  II.  Dcport  :  Démonstration  «le  (|Mrl(|iies  lli(''orènies  de 
cinématique.  — C.  Candido  :  Formules  pour  1  étude  dune  figui-e  remar- 
quable.—  Gn.    Hiocui:  :  .Sur  les  (|naclric]Mes  circnnscriles  à   un  li'traèdi'e. 

Journal  de    mathématiques    élémentaires,    publié'    ])ai'    11.    Vuimitr, 

■jj'  aniiiT,  1  S98- 1  (Sij(_).  Prix  il  alioMiirnicut  annuel  :  Ki'ance,  ">  fV.  :  l']trangi-r. 
f)  fr.  :   I'-''  octobre  1898.   Paris,    .Nony. 

Revue  de   mathématiques   spéciales,   rédigée  par  .\I.\1.  M.  IIu.MHiiir  ei 

G.  Pai'i  iiiK  ;  I)  anmc.  18118-1891).  Pri\  il'abt)nuenirul  annuel  :  France, 
8  fr.  ;  Etranger.    9  fi-.  Paris.  Nony. 

N"  I  (octobre  1898).  —  M.  i)"Oi:a(;m;  :  .Voie  sur  la  formule  de  Taylor.  — 
G.   .Maii-in  :  .Vole  sur  le  jiroblèini-  dWilrianus  Roiuauus. 
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N"  2  (novombro  1898).  —  Bondiku  :  Note  sur  la  miiltiplication  cl  la  divi- 
sion des  ares. 

N"  3  (décembre  1H98).  —  G.  T>ai'oi.\ti;  :  Xole  sur  1  é(|ualion  du  second 
<!egré  en  S  <]Mi  pei'niel  de  déterniiiici"  les  axes  d  une  section  plan(î  d  une 
([uadri([ue. 

MathesiSr  Recueil  mathématique  à  1  usage  des  écoles  spikiales  et  des 
établissements  d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansion  et  J.  Xku- 
BERG  ;  2"  série,  t.  YIII,  1898.  Prix  d'abonnement  annuel  :  Belgique, 
7  f"r.  5o  ;  Etranger,  9  fr.  ;  Gand,  A.  Hoste  ;  Paris,  Gauthier-Yillars. 

X'^  de  décembre  1898.  —  Gino  Lokia  :  La  strophoïde  est  >ine  seclricc  et. 
une  duplicatrice,  —  F.  Dalgi:  Sur  la  Jirnilc  d  un  certain  triangle 
Lobatcliefskien. 

Journal  de  mathématiques  élémentaires  ;  journal  de  mathématiques 

spéciales.  pul)liés  par  M.  J.  Makiaud  ;  a  î<^  année,  1898-1899.  Prix  d  abon 
nement  annuel  ;  Départements  :  élénn^ntaires.  7  fr.  :  spéciales.  9  fr.;  Paris. 
Ch.  Delagrave. 

Bulletin    de   sciences    mathématiques    et    physiques    élémentaires, 

publié  par  1^.  Gi'.kakd,  G.  de  Longcha.mps  et  B.  Xiewenglowski  :  î''  année. 
1898-1899.  Prix  d'abonnement  annuel  :  France,  5  fr.  ;  Etranger,  6  fr. 
Paris,  Société  d'éditions  scientifiques . 

Bulletin  de  mathématiques  spéciales,  publié  ])ar  L.  GÉuAnn.  G.  m: 
Loxgchamps  et  B.  Niewknglowski  ;  5*^  année,  1898- 1899.  Prix  d'abonne- 
ment annuel  :  Franc(\.  5  fr.  ;  Etranger,  6  fr.  ;  Paris.  Sociét(''  d'éditions 
scientillques. 

E.    Cesaro.  —  Elementi  di  Calcolo  infinitésimale  cnu  nuuierose  appli- 

cazioni  geometriche  ;  i  vol.  gr.  in-8",  ioo  p.  ;  Prix  :  )  L.  i  i  :  .Xaples, 
L.  Alvano,   1899, 

C.  Lycortas.  —  Le    mouvement    universel:    ihéoiii-   nouvelle:  vol.   i. 

Athènes,  Beck  :  Paris,   l,c  Souiller,  1898. 

E.  Mougin.  —  Nouvelles  tables  de  logarithmes   à  ciu([  di'cimales  poui- 

les  nombres  cl  les  ligues    Irigonouiélritiucs  :   pr.  i  tr.   '5  :  Blois.   1898. 

M.  Nasso.  —  Algebra  elementare  ad  uso  dei  Licei  c  degli  Tstitmi 
tecnici  ;   i  vol.    jif)  p.:  prix  :    !  L.   i   1  :  Turin,  libreria  Salesiana,  1898. 
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IVENSEIGXEMEXTMATHEMATJQLE  EN  RI  SSIE 

APERÇU    HISTORIQUE 


Des    liaviiiix    inath('Mn;iti([iies ,    sous     la    loi'ine    de    I  et  iule    de 
rArithniéli({U(>    pratique  et   de   l'art    priniitil    dr    la     mesure    des 
lio-nes,  des  aires  et  des  volumes,  existaient  en  Russie  depuis  bien 
longtemps.    IMusieurs  ouvrages   qui  nous   sont  parvenus    en  sont 
les  témoins.   Le  plus  ancien  d'entre  eux  (en  i  i.'i4)l"ut  conqiosé  par 
Kirique.  moine   de  Xovgoiod,  et  consacré    aux   calculs   chronolo- 
giques et  au  comput.  I/auleur  y  lait  mention  d'autres  amateurs  de 
l'art  du  calcul  :  il  n'en  parle  du  reste  qu'en  passant  et  en  termes 
vagues.  Le  penchant  national  pour  létude  et  Ic^xploration  des  ma- 
lhémati([ues  dans  la  direction  arithmético-algéhri(|ue  se  manifesta 
surtout  par  la  tentlance  ii  dépassai'  dans  les  travaux  arithméti([ucs 
les  limites  établies  ])ar    les  besoins  de  la  vie  (quotidienne.    Cette 
particulai'ité  constitue    la  i-essend)lance  des  Russes,  non  avec  les 
Grecs,    leurs   premiers  maîtres,    mais    avec   les    Hindous,   nation 
([ui  n'a  jamais  eu  de  relations  immédiates  avec  les  Russes.  Citons 
les   laits  où  ct'llc    tendance  s'est  manilestée.    La    numc-ration    cpii 
au    \i^'    siècle     n'atteignait    (jne     loooo    lut     piolongée    juscpi  a 
looooooo  au    xii''  siècle,   cl.   aux  xiii''-xvi'\  jus(|u'à    loooooooo 
d  abord,   puis   jusqu  aux  nnilc-s  d Ordres    i.),    /]H,  49  ^^  enfin   5o. 
Avec  cet    élai'gissemcMl    du    domaine    exploité    par    le  calcul,    se 
développait  d  une  lacon   remaïquable    le  princi])e  elévatoire    ser- 
vant   il    exprimer    par   éciil    les    multiples  des    unités   des  divers 
ordres,     et    [)r()\  l'iiani     lui-même    du     piincipe    dindieation    des 
mêmes    multiples     par     des    lettres.     Ce     dernier     principe    lut 
emprunté  aux    Grecs   pai'  les  Slaves.  Dans  le  dé\  eloppement  des 
fractions  du  svsli'me  binaire  employées  en  Russie  avant  Pierre  1'  "^ 
dans  les  mesures  agraires  cl  dans  celles  d»  s  matières  sèches,  on 

atleiunait  l'unilc'  du    i  o'    ordre  ( ri-    l-'   même,   ;i  une  (•ponue 
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plus  reculée,  dans  l'tjuvrage  de   Kiri([ue  menlionne  ci-dessus,  on 
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rencontre   sous    le    nom    «  cl  lieures  iractioiinitires  »  les    siiWdivi- 
sioas  d  une  heure   d  après   le  svslème  (juinalre  atteignant    lunité 

du  -''  ordre  (— ~\. 

Le  clergé  gréco-bulgare  qui,  après  rado[)tion  du  christianisme 
iMi  Russie,  y  fonda  les  premières  écoles,  ne  jugea  pas  nécessaire 
d'v  introduire  l'enseignement  de  1  Arithméti(jue,  pas  même  sous 
la  forme  de  son  application  au  comput,  si  important  pour  ll^glise. 
On  enseignait  dans  ces  écoles  Talphahet  slavo-ecclésiastif[ue  et 
récriture  ;  ensuite  on  passait  à  la  lecture  et  à  l'étude  des  livres 
du  service  divin  :  bi'éviaire  et  psautier,  (^l'est  sous  cette  forme 
<[ue  l'enseignement  continua  ii  se  pratiquer  dans  les  écoles  insti- 
tuées par  le  clergé  russe,  jusqu'il  la  seconde  moitié  du  xvii"  siècle. 
Ces  écoles  profitaient  seules  de  lappui  matériel  direct  ou  indi- 
rect de  ri^tat,  de  sorte  que  les  Russes  ne  pouvaient  appieiulre 
l'Arithmétique  et  lArpenlage  ([u'ii  1  aide  des  livres,  ou  verbale- 
ment, grâce  au  concours  des  hommes  instruits.  Ce  deiiiler  mode 
d'instruction  amena  la  ciéation  des  écoles  privées,  (pii  vivaient 
avec  leurs  propres  ressoui'ces,  entièrement  méconnues  par  le 
<'lergé  et  par  l'Etat.  Il  n'v  a  que  quelques-uns  des  écrits  anciens 
parvenus  à  nous  qui  fassent  mention  de  ces  écoles,  et  encore  sous 
une  (orme  trt's  vauue.  Seul.  1  ouviaoe  écrit  en  i66o  sous  le  nom 
d'Asboukovnik,  sorte  d'encyclopédie  de  l'étude  dans  1  éc(de,  en 
fait  une  mention  plus  exacte.  Grâce  h  cet  ouvrage,  nous  appre- 
nons que  les  objets  de  ItMiscignement  de  ces  écoles  embrassaient 
les  sept  ails  lil)éraux  du  moven  âge  (sept<Mn  aitcs  lilx'rales,  ou 
le  triviuni  et  le  (piadrivium),  rangés  selon  les  opinions  tradi- 
tionnelles sur  !rur  inqjortance  relative  dans  l'ordre  suivant  : 
1)  Grammaire  ;  11)  Dialecti([uc  ;  III  i  Rhétoii([ue  ;  W  Musi(|ue  ; 
\)  Arithméti([ue  ;  VI  Géométrie  (entendue  dans  le  sens  d'Aipen- 
tage^;  et  Vil;  Astronomie.  îj'Asboukovnik  ne  contient  ([ue  des 
introductions  sur  les  ails  libres.  ^lais  (ra[)rès  la  lessiMublancf 
com[)lète  de  larticle  consacré  ii  rArilhmclicpn^  avec  les  introduc- 
tions de  plusieurs  manuscrits  arithméti([ues  (pii  nous  sont  parve- 
nus, il  n'y  en  a  (pi  un  ou  deux  ap|)arl('nanl  au  \\  i''  sii'cle  :  les 
;uiti'es  appartiennent  au  wii'  .  l!mplo\aiil  picsipic  exclusivement 
la  numération  écrite  des  Hindous  Iranspoilee  en  llussie  de  llùi- 
rope     occidentale,   ces    manuscrits    contiennenl   :   la     numération 
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écrite  et  la  numération  parlée  ;  les  opérations  sur  les  nombres 
entiers,  exécutées  par  écrit  et  au  moyen  de  jetons  ou  ii  1  aide 
des  bouliers  ;  les  connaissances  principales  di'  la  métiolooie 
russe  et  étrangère,  avec  les  opérations  sur  les  nombres  concrets  ; 
les  opérations  sur  les  tractions  ;  les  règles  de  trois  ;  les  règles 
de  société  ;  les  questions  relatives  aux  alliages  ;  la  règle  de  fausse 
position,  et  les  problèmes  arithmétiques  plaisants.  L'exposition 
purement  dogmati(|ue  est  privée  d'explications  et  de  démons- 
trations (pielcoiicpies.  La  règle  exprimée  en  forme  d'ordonnance 
est  suivie  ou  précédée  immédiatement  de  sou  aj)pliealit»u  aux 
exemples  ou  aux  problèmes.  Tout  cela  devait  être  appris  par 
cœur  à  l'école,  aussi  bien  (jue  dans  le  travail  personnel  indépen- 
dant, et  ensuite  applicpn';  niécaniquement  aux  exemples  et  aux 
problèmes.  L'étude  de  rArithmétique  d  après  les  livres,  ii  cause 
de  l'aide  insulfisante  des  prolesseurs,  devint  la  base  de  rensei- 
gnement de  celte  science.  Dans  plusieurs  manuscrits,  à  rArithmé- 
tique se  joignirent  rArpentage.  ([uehpies  connaissances  dAstro- 
uomle  et  le  comput,  comme  objets  d'études  complémentaires.  On 
leur  consacrait  du  reste  les  manuscrits  particuliers  (jui  nous  sont 
parvenus  en  nombre  assez  considérable.  De  même  ([ue  ])our 
l'Arithmétique,  l'enseignement  el  lélude  perscuinelle  indéj)en- 
dant<%  d'après  ces  manuscrits,  de\alent  avoir  lien  conlormciniMil 
au  caractèi'e  de  leur  exposition. 

L"élud<^  de  rArIthm(''ti([ue,  ib'  lArpentage  et  tbi  comput.  au 
moven  des  écoles  et  pai'  th's  travau.x  indépendants  à  laide  des 
llvies,  avait  du  succès.  En  cas  de  l)esoin.  le  clergé  et  le  gou- 
vernement trouvaient  toujours  parmi  les  llusses  des  hommes 
conq)étents  dans  ces  sciences,  ([UoI([ue  quebiuefols  ce  ne  fût  r»as 
sans  difliculté.  Il  s'ensuit  (juen  i4y^,i  i'  l'i  hii  de  la  période  pour 
laquelle  les  calculs  m'cessaiies  pour  le  comput  avaient  été  faits, 
et  alors  cpie  se  manitestait  le  besoin  di'  nouveaux  calculs  pour  la 
nouvelle  j)érIotle,  plusieurs  peisonues  aborch'rent  avec  succès  la 
solution  de  ce  problème.  Lu  [)iemier  Heu,  le  métropolite  Zos- 
slma  exécuta  les  calculs  pour  les  \  lugt  premières  années.  L  évècitie 
de  Perm,  l^hil(q)hé,  les  v<'illia.  ICusuite  le  même  travail,  mais 
pour  soixante-dl.xans,  fut  accompli,  ilapri-s  l'ordre  chi  concile,  par 
l'archevêque  de  Novgorod,  Ilennady.  Son  ouvrage  lui  vahil  i)lu- 
sieurs  coniinualeurs  (jul  lii'ent  les  calculs  pour  les  années  suis  antes. 
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Pai'im  leurs  tia\;ni\,  li'  plus  icniuiquablf  iut  le  cuinjjut  ecclé- 
suisti([ue  d  un  prèhc  ilc  Novgorod,  Agatlioii,  en  ij4<>-  Plus  tard, 
iiolamment  veis  la  seconde  moilié  du  xvi'"  siècle,  le  "ouverne- 
meut  entreprit  tie  grands  travaux  en  vue  d'arpenter  et  d'enre- 
gistrer les  terres  d'Mtaf  et  celles  des  particxdiers,  et  d*ac(|uitter 
exactement  les  ])aits  lenitoriales  lixt'cs  pour  l'entretien  des  gens 
de  guerre.  Parmi  ceux  cpii  dans  ce  but  lurent  recrutés  par  le 
gouvernement,  plusienrs  possédaient  des  connaissances  spé'ciales 
puisées  dans  les  manuscrits  d  arpentage  menlionnés  plus  haut. 

^Malgré  ces  laits,  prouvant  la  nécessité  urgente  d'hommes  ins- 
truits en  Arithmétique,  en  Arpentage  et  en  comput,  le  gouverne- 
ment et  le  clergé  supérieur  ne  se  souciaient  point  d'organiser 
renscionement  de    ces  sciences  dans   les  écoles   russes.    L'ensei- 

o 

gnement  des  mathématiques  fut  ainsi  négligé  jusqu'à  ce  que 
1  impoitancc  de  la  réorganisation  de  larmée  et  de  la  création  de 
la  flotte  sur  \v  modèle  de  1  Kui't)pe  occidentale  vint  ;i  être  l'econ- 
nue.  Alors  l^ieire  T'  lit  fonder,  au  commencement  du  xvm'" 
siècle,  plusieurs  écoles  spéciales  oii  renseignement  des  mathé- 
maliijues  dut  prendre  une  place  bien  mar([uante.  La  principale 
de  ces  écoles  était  celle  des  sciences  inathémati(|ues  et  de  navi- 
gation, fondée  ii  Moscou  '  ijoi).  avant  linstitution  d'autres  éta- 
blissements d'instruction.  Destinée  ;i  préparer  des  marins,  elle 
donna  cependant,  dès  les  premières  années  de  son  existence,  des 
travailleurs  d  autres  prolessions  :  ingénieurs,  aitilleurs,  arpen- 
teurs, employés  civils  et  mèm  >  copistes.  Cette  variété  îles  pro- 
lessions provenait  cerlaineiuenl  ili'  niamjue  dOi'ganisation  de 
l'enseignement  public  ;i  ICpoijne  précédente.  L'école  devait 
embrasser  trois  formes  tlenseignement  :  piimaire,  secondaire  et 
supérieur.  Dans  1  ('cole  pi'imaire,  appelée  russe,  on  n  enseignait 
([ne  la  lecture  et  lécriture,  car  la  plupart  des  élèves,  souvent 
même  recrutés  par  force,  étaient  illettrés.  Dans  lécole  secon- 
daire, «  école  des  chKÏ'res,  »  on  enseignait  l'Arithméticpie.  Lécole 
supérieure  cinisistaii  en  plnsieuis  classes  oii  Ton  enseignait  la 
Cléométrie  théori([ue  et  prati«[ue,  les  Logarithmes,  la  Trigono- 
métrie, la  Géographie  mathémalitpie,  le  comput  et  la  Navigation. 
Le  dioit  de  passer  ilans  les  classes  sujiéiieures  appartenait  seule- 
ment aux  noldes.  Les  jeunes  gens  d'autres  l'^tats,  après  avoir 
tenaille   les    eliules  de   1  école  des  cliifVres,    étaicMit    obliffi'S  d'oc- 
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oupor  des  emplois  inlériours  au  service  de  1  Etat.  Les  premiers 
maitres  de  lécole  des  sciences  mathémati([ues  et  de  navigation 
fuient  le  savant  russe  Léontius  Philippovislh  Magiiitzlvy  et  les 
Vnolais  enoaoés  par  Pierre  V  :  llenrv  Farowarson,  professeur 
de  niathémati([ues  it  runiversilé  d'Aberdeen,  Stephen  CiAvyn  el 
llicliard  (iries.  Magnitzky  enseignait  rArithméticfue,  d'après  son 
propre  niaïuiel,  imprimt'  en  170.'];  Fargwarson,  les  autres  parties 
des  mathémati(pies  et  la  navigation  thêori([ue  ;  Cwyn  et  Cries, 
la  navigation  prati([ue.  Dans  la  personne  de  Magnitzky  la  torm(> 
nouvelle  de  1  école  russe  était  encore  étroitement  liée  ;i  Tecole 
ancienne;  c'est  ([u'il  n'avait  acquis  toutes  ses  connaissances 
(lu'en  Russie.  Avant  étuilié  dans  les  manuscrits  malhémati([ues 
russes  tout  ce  ([uil  avait  pu  v  trouver,  y  ajoutant  ses  connais- 
sances du  latin,  du  grec,  de  l'italien,  de  l'allemand  et  peut-être 
même  du  hollandais,  accjuises  à  l'Académie  slavo-gréco-latine  de 
Moscou,  et  encore  d'autres  ressources,  il  pouvait  compléter  et 
perlectionner  ses  connaissances  dans  le  domaine  des  malht-ma- 
ti([ues.  [.e  manuel  d  Arithméti([ue  ci-dessus  mentionné  en  lut  le 
résultat.  Peut-être  même  ce  manuel  était-il  composé  avant  la 
fondation  de  l'I^lcole  des  sciences  mathématiques  et  de  navigation. 
\a'  titre  di>  ce  livie  n"e.\|)rime  pas  complètement  son  contenu; 
car,  outre  rArithm»'"tI([ue  dans  le  sens  propre  du  mot,  il  com- 
prend les  articles  suivants  :  des  progressions  ;  extraction  de  la 
racine^  carrée;  extraction  de  la  racine  cubique;  applications 
géométriques  de  ces  t>pérations  ;  des  opérations  algéhri([ues  ; 
extraction  des  racines  de  degré  ([uelcon([ue  ;  applications  ilu 
calcul  nuniéri([ue  à  la  gi'onu-ti'ie  ;  des  é([uations  du  premier,  tlu 
second  et  du  troisième  degré  ;  des  é(|uations  du  quatrii'me  degré 
ramenées  à  celles  du  second  :  problèmes  de  calcul  numéri(|ue 
concernant  le  triangle  et  le  ceicle  :  introduction  au  calcul  des 
tables  trlgonométri([ues  ;  ([uclques  pai  ties  de  la  géographie  ma- 
thémati<jue  et  de  la  navigation,  (hiant  ii  la  paitie  du  livre  consa- 
crée il  rArithméti<jue  seule,  elle  comprend  :  la  numération  ;  les 
opérations  sur  les  nombres  cnticis:  les  tables  mi'l  i()logi([ues  el 
les  (q)ératioiis  sur  les  nombres  concrets  :  les  operatnuis  sur  li's 
tractions  ;  les  règles  de  trois  avec  un  recueil  de  probb-mes  :  les 
règles  de  fausse  position  et  les  |)roblèmes  arithmétiques  plaisants. 
Parmi    les    groupes    de    problèmes,    constituant   le    icc'ueil    men- 
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tioiiné,  se  troiiveni  ceux  (|iii  concernent  les  partages  propor- 
tionnels, les  règles  de  société  et  les  (|uestions  relatives  aux 
alliages.  A  l'exception  peut-être  du  gymnase  fondé  près  l'Acadé- 
mie des  sciences  de  Saint- Pétersl)ourg,  l'Arithmétique  de  Ma- 
gnitzkv  fut  runicjue  manuel  employé  dans  les  écoles  russes 
pendant  la  jiremière  moitié  du  x\iii''  siècle.  Aux  manuscrits 
arithmétiques  de  répo(|ue  précédente,  le  manuel  de  ^lagnitzky 
se  rattachait  non  seulement  par  le  noml)rc  considérable  de  pro- 
blèmes V  enqiruntés,  mais  encore  par  la  méthode  dogmatique 
d'exposition  des  règles.  Cette  méthode  excluait  toutes  les  expli- 
cations et  les  démonstrations  ;  il  ne  lallait  qu'apprendre  par  cœur 
les  règles  et  ensuite  les  appliquer  mécaniquement  à  la  solution 
des  problèmes,  d'après  les  modèles  donnés.  Cette  méthode  était 
adoptée  sans  aucun  changement  par  les  maîtres  anglais,  à  en 
juger  d  apri's  les  manuscrits  ([ui  nous  sont  parvenus  et  qui  con- 
cernent les  objets  de  leur  enseignement  dans  IMcole,  c'cst-a-dire 
la  Géométrie,  la  Trigonométrie  et  la  Navigation.  Les  procédés 
de  renseignement,  engendrés  par  cette  méthode,  forçaient  le 
maître  à  ne  les  pratiquer  qu'en  lisant  ses  propres  cahiers  ou  le 
livre  accepté  comme  manuel,  ou  en  les  dictant  aux  élèves. 

Les  élèves  devaient  apprendre  par  cœur  pour  la  leçon  suivante 
tout  ce  qui  avait  été  lu  ou  dicté  par  le  maître.  Les  résultats  de  la 
dictée  furent  moins  mauvais  (jue  ceux  de  la  lecture,  2>iH'<-"<-'  que 
les  auditeurs,  en  écrivant  ce  ({ue  le  professeur  lisait,  introdui- 
saient souvent  dans  leurs  notes  des  lacunes  et  des  erreurs  ;  celles- 
ci  par  leur  absurdité  et  par  la  nécessité  de  les  apprendre  par 
cœur,  embarrassaient  non  seulement  ceux  <jui  les  avaient  com- 
mises, mais  encore  ceux  qui  leur  succédaient,  faute  de  livres  et 
faute  de  progrès  dans  l'enseignement.  Les  hommes  capables  de 
s'occuper  de  recherches  scient iliques  personnelles  ne  pouvaient 
se  développer  au  moyeu  d'un  pareil  enseignement.  Il  ne  taisait 
que  préparer  des  hommes  capables  d'ap]di(|uer  ii  la  pratique  les 
règles  et  les  procétlés  a]q)ris  par  etrur.  C  est  j)récisement  ce  (pie 
le  gouvernement  avait  eu  en  vue,  en  instituant  llù'ole  des  sciences 
mathématiques  et  de  Navigation  de  Moscou.  L'activité  de  cette 
école  atteignait  parfaitement  U*  but.  Durant  cpiinze  années  à  partir 
de  sa  londation,  elle  réussit  ;i  chtnnei'  à  li-tal  nne  ([uantité  tloili- 
ciers  de  marine,  des  aitilleurs,  îles  in<"<''nieurs,  des  h\  droor;n)hes 
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et  des  topographes,  qui  tous  étaient  bien  instruits  dans  leurs  arts. 
Les  hydrographes  et  les  topographes  donnèrent  une  bas*?  solide 
à  l'étude  de  la  Russie  et  aussi  à  sa  description.  Grâce  à  leur 
activité,  accompagnée  d'une  al)uégation  reniarcjuable  dans  la  lutte 
contre  des  ol)stacles  imposés  non  seulement  par  la  nature,  mais 
souvent  par  les  hommes,  ils  surent  parvenir  jusqu'aux  endroits  les 
plus  éloignés  et  les  plus  sauvages.  Ils  y  dressaient  les  cartes  des 
côtes,  des  mers  et  des  contrées  entières,  s'occupaient  de  l'explo- 
ration des  fleuves,  trayaient  les  chemins,  composaient  les  descrip- 
tions des  forêts,  etc.  C'est  en  s'appuyant  sur  leurs  travaux  qu'on  a 
dressé  la  première  carte  générale  de  l'Empire  russe  et,  en  ijaG 
on  commença  l'édition  de  Y  Allas  imperii  Riissici,  qui  malheureu- 
sement ne  lut  pas  achevée.  On  employait  aussi  les  élèves  de  cette 
même  école  comme  maîtres  de  l'école  d'ingénieurs  et  de  celles 
d'amirauté  et  des  chiflres  où  on  enseignait  rArithméti([ue,  la  Géo- 
métrie et,  dans  plusieurs  d'entie  elles,  la  Tiigonométrie  plane. 
Ces  écoles  existèrent  sous  forme  indépendante  à  partir  de  leur 
fondation  (1714)  jusqu'à  ijsS.  Depuis  lors  on  a  commencé  ii  les 
unir  avec  les  écoles  ecclésiastiques  établies  dans  les  mêmes  villes. 
Ainsi  l'Ecole  des  sciences  mathémati([ues  et  de  Navigation  de 
Moscou  jus([u";i  171a,  année  de  la  londatiou  de  l'Académie  de 
marine  à  Saint-Pétersbourg,  non  seulement  était  ii  la  tête  de 
l'enseignement  mathématique  en  Russie,  mais  encore  lui  commu- 
iii([uall  la  forme,  le  caractère  et  la  direction  acceptés  par  elle- 
même.  L'emploi  exclusif  de  ces  moyens  dans  les  écoles  russes 
exista  jus([u'à  1726,  et  plus  tard  conserva  la  prédominance  Ijien 
longienq)s  encore.  A  partir  de  1715,  l'école  de  ^Moscou  descendit 
au  lang  duiu;  école  secondaire,  où  Ton  n'enseignait  (j[ue  l'Aiith- 
mélicjue,  la  Géométrie  et  la  Trigonométrie. 

L'Académie  de  la  Marine  fut  instituée  comme  école  du  même 
tvpc  ([ue  rik'ole  de  Moscou  ;  elle  reçut  d'ailleurs  paiini  ses  pro- 
lesseurs  ([uelques-uns  des  maîtres  (Fargwarson  etGwyn)  de  cette 
dernière  et  ([uehjues-uns  de  ses  anciens  élèves  ;  ils  n'étaient 
certainement  pas  en  état  d'v  introduire  un  changement  dans  le 
système  de  l'enseignement  malhématiqne  déjà  mis  en  usage.  Les 
rélormes  tondamentales  dans  la  direction  et  dans  le  ])Ut  tle  cet 
enseignement  turent  produites  en  Russie  par  la  fondation  du 
Gymnase  et  de  1  Université  [)iès  l'Académie  des  Seioncesde  Saint- 
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l^élorshoiirg,  ([ui  eut  lien  <"ii  ij:>.').  Le  but  de  ces  élablissenients 
était  de  former  des  tiavailleurs,  non  seulement  pour  les  profes- 
sions prali([ues  conuno  auhelois,  mais  en  vue  de  la  science  puic  : 
l<>s  plus  capables  d'enfre  eux  pouriaient  devenir  un  jour  acacb'-- 
iniciens.  LeClymnase  se  subdivisait  en  cinq  classes  ;  on  enseignait 
la  Géométrie  dans  deirv  classes  supérieuies.  la  Géographie  avec 
sa  partie  mathémati([ue  dans  trois  et  rArithinétif[ue  dans  quatie. 
Les  premiers  maîtres  de  ces  sciences  lurent  les  licencié-s  de 
l'Université  de  Tubingue,  Weitbrecht  et  KrafFt,  engagés  en  Allf- 
magne  pour  entrer  à  l'Lniversité  instituée  près  l'AcadiMnic 
comme  étudiants,  (^uand  ils  quittèrent  le  Gvmnase  en  l'-acS, 
leurs  successeurs  étaient  de  même  des  étudiants  de  l'Université. 
<pii,  laute  d  expt'rience  et  souvent  laute  de  connaissances  su  (li- 
santes, durent  bien  souvent  quitter  leurs  fonctions.  Pemiant 
treize  ans,  ii  partir  de  la  fondation  de  ce  Gvmnase,  renseignement 
des  mathémati(|ues  se  pratiquait  sans  manuels  :  cette  absence 
de  livres  jointe  aux  cbMauts  des  niaitr(^s  déjii  mentionnés,  rendait 
renseignement  bien  diilicile.  Aussi,  en  l'-Sa  ;  KrafVt,  nomim" 
inspecteur  du  Gymnase,  jadis  maître  dans  cet  établissement  «>t 
depuis  ij3i,  académicien  et  professeur  de  mathématiques  et  de 
physicjue,  composa  deux  manuels  :  Kiatze  Einleitiinif  zur  maf/ie- 
nidlischen  und  nali'irlicJien  (jeoiira/)/iic,  nehsf  devi  (ichraKc/i  dcr 
Erd-k/ii^e/n  und  l^and-Chartcn ,  ziim  Xiilzcn  de;-  russ'sc/icn  s/ii- 
direnden  fiigcnd  (Sinut-Pétershourg,  ij38,in-4''.  :••.().")  p.  et  Kiirlzc 
Einleilung  zur  theorctischcn  Géométrie,  zaïn  Gehrauclic  der  studi- 
rjnde/i  Jui^end  in  deni  (jj/mnasio  hefi  der  Académie  dcr  Wissens- 
chaften  in  Sainl-Pclcrshur^-  i  -  fo,  in-8'\  r>-o  p. .  avec  i4planchesi. 
Ces  deux  manuels  lurent  traduits  en  lusse  v\  ensuite  imprimés:  le 
premier  en  ij.'k)  et  en  i -64!  et  Je|'second  en  ij|8et  en  1-62.  Le 
manuel  d  Arilliniclicpii'  jxtur  le  Cixninase  lui  C(>nq)Osé  par  le 
célfdjre  Léonard  lùder  sous  le  litre  :  J'.inleilung  zur  Rechen- 
Kunsi,  z/f/n  Gehrauch  des  G///nnasii  heij  der  Kui/serlic/ien  Acadé- 
mie der  W'issenschaflcn  in  Saint-Petersburii  1  ""  ])artie,  i^^S. 
2°,  vm  -f-  •>--  p.;  ■/'  |):titir.  1  -  10,  in-<S'\  xxix -f-  l'.sS  p.  .  La  pre- 
mière partie  de  ce  livr(>  lut  traduite  en  russ(>  daprès  le  manusciil 
de  17.5-,  |»ai  ladjoinl  de  lAcadiMuie  Adodouroll".  La  traductit>n 
de  ce  manuel  lui  ini|)rimi''e  et  publiéi'  en  i-jo.  La  même  année 
Adodourdir  prit    rrnseignenient    de    l'Arithnieticpie  et    de  la  (it'O- 
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inétrie  au  Cvmiiase.  La  sccomlc  partie  lut  traduite  par  létudiant 
de  rUnivcrsité  académique  Kou/netzofï"  et  publiée  eu  i-(3o.Ces 
deux  parties  ensemble  ne  laisaleut  (jue  la  moitié  de  louvrage 
d'abord  entrepris  par  lùiler.  11  avait  le  projet  de  publier  encore 
deux  parties  qui,  par  suite  de  son  départ  pour  Berlin,  ne  lurent 
point  écrites.  D'après  le  plan  exposé  dans  la  préface  de  la  pre- 
mière paitie  et  exactement  exécuti'  dans  les  deux  j)remi('res  ; 
la  troisième  devait  comprendre  les  règles  de  trois,  les  rè- 
gles de  société,  les  questions  relatives  aux  alliages,  etc.;  et  la 
([uatrième,  les  opérations  sur  les  Iraelions  déeinaales,  l'extraction 
des  racines  et  les  logarithmes.  Parmi  les  parties  imprimées,  la 
première  contenait  la  numération  et  les  opérations  sur  les  nom- 
bres entiers  et  sur  les  fractions,  et  la  seconde  contenait  les  opé- 
rations sur  les  nombres  concrets.  Le  prinel])Ml  Init  ([ue  pour- 
suivait le  célèbre  auteur  dans  cette  œuvre,  était  de  donner  a  la 
jeunesse  russe  un  manuel  d'Arithméti(jue  dans  lequel,  en  regard 
des  éléments  de  la  science,  on  trouvait  d<'s  démonstrations  claires 
et  exactes  et  les  explications  des  règles,  avec  l'éclaircissement 
de  ces  dernières  au  moyen  d'exemples.  Les  étudiants  enseignant 
rArlthméti(|ue  au  Cîvmnase  étaient  cependant  hors  d'état  d'en 
profiter,  de  sorte  qu  il  fallait  les  renqilaeer  par  Adodourod. 

Dans  ses  manuels,  Krailt  poursuivit  le  même  but  (priùder. 
Ainsi,  <;ràce  aux  travaux  de  ces  deux  savants,  l'enseionement 
mathémati(|ue  au  Cvmnase  lut  entièrement  ramené  dans  une 
voie  fructueuse  et  nouvelle.  I"n  suivant  cette  voie  on  pouvait  pré- 
parer les  travailleurs  de  la  science  pure.  Il  faut  remarquer  pour- 
tant ([ue  le  (îvmnase  n'exerçait  pres({ue  aucune  influence  sur 
rcuseiguement  malh(''mali(|ue  dans  les  antres  elablissements  d'ins- 
truction, il  cause  des  tléfauts  de  sa  propre  organisation,  et  aussi 
il  cause  des  opinions  de  la  sociét(''  ii  son  égard.  L'enseignement, 
confié'  aux  étrangers  (pu'l(picl(»is  ])i'U  cMpabies  d  accomplir  celle 
tâche,  ne  sachant  guère  le  russe,  ou  aux  étudiants  russes  m;in- 
quant  d'expérience  et  des  connaissances  i>('n(''iales.  ne  se  prati- 
(juait  (jue  lort  mal.  L  ai'gent  aceorch-  pour  ICnl  relien  iln  (iymnase 
n'était  pas  sullisant  ;  par  consé([uenl  on  nian(|uail  du  nécessaire. 
La  société  russe  ii  demi  instruite  de  ce  temps  elail  hors  d'état 
d'apprécier  l'importance  du  (îvmnase  comme  (•lablissemenl  d'ins- 
truction  générale  avant   pour  lui!    printipal   de  préparer  îles  tra- 
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vaillcurs  du  la  science  pure,  et  par  conséquenl  on  s'en  désintéres- 
sait. Le  type  de  l'école  publi([ue  précédente  développa  dans  la 
société  la  conviction  du  besoin  de  connaissance  exclusivement 
utilitaires  ;  on  ne  considérait  (jue  l'application  des  sciences  nia- 
theinati(|ues  dans  la  guerre  et  dans  la  paix.  Avec  cette  manière 
d  envisager  les  choses  le  ncunhre  d'élèves  (jui  enlraieiit  au  Gvm- 
luise  n'était  pas  grand  ;  après  l'institution  du  cor[)s  des  cadets 
nobles  de  terre  [170 1)  il  diminua  encore.  A  la  création  du  Gymnase 
on  comptait  1 1  :>.  élèves  et  eu  iy3~  on  n'en  comptait  que  19  dans 
toutes  les  classes.  Malgré  toutes  ces  conjonctures  défavorables  le 
Gymnase  réussit  pourtant  à  préparer  quel([ues  membres  de  l'Aca- 
démie ;  les  adjoints  pour  les  mathématiques  :  xVdodouroU',  Golo- 
vine,  Kononoff  et  l'académicien  Kotelnikoff. 

L'Université  instituée  en  1J2G  près  l'Académie  des  sciences  de 
Saint-Pétersbourg,  raut(;  d'auditeurs  préparés,  n'était  qu  un  éta- 
l)lissement  prématuré.  La  première  année  de  son  existence  on 
invita  huit  jeunes  gens  d'Allemagne  à  v  suivre  les  cours.  Plu- 
sieurs d'entre  eux  ayant  déjii  le  grade  de  licencié  furent  bientôt 
nommés  adjoints  de  l'Académie  et  ensuite  académiciens.  Quatorze 
prolesseurs,  qui  leur  faisaient  les  leçons,  aliu  (|ue  les  bancs  ne 
lussent  pas  vides,  s'écoutaient  les  uns  les  autres  pendant  les 
cours.  D'après  le  premier  catalogue  des  leçons,  publié  le 
i4  janvier  1826,  le  professeur  de  physiologie,  Daniel  Bernoulli, 
enseignait  les  éléments  des  mathématiques  avec  ses  applications 
il  la  médecine  ;  son  frère,  professeur  de  mathématiques,  Nicolas 
Bernoulli,  enseignait  la  Mécanique  et  les  parties  des  mathéma- 
ti(|ues  ayant  une  connexité  avec  la  physique  ;  a  professai- priina- 
/iiis  et  Malheaeos  subLlniioris  »,  Jacques  llermann  enseignait 
d'abord  l'Analyse  générale  et  l'Algèbre  avec  les  a|)plications  à  la 
solution  des  problèmes,  et  ensuite  l'Analyse  inlinitcsimale  avec 
les  ap[)lIcatious  ;  le  prolesseur  extraordinaire  de  mathématiques 
Mayer  enseignait  les  éléments  des  mathématit|ues  ;  le  professeur 
de  pliysi(|ue  exj)érimentale  et  théorique,  Bullllnger,  enseignait  la 
physi([ue  ;  le  professeur  d'Astronomie,  Joseph-Nicolas  de  llsle, 
enseigmiit  l'Astronomie  et  exerçait  les  auditeurs  aux  c»bserva- 
tions.  Chacun  des  professeurs  (aisait  (|uatre  leçons  par  semaine 
lundi,  mercredi,  jcuili.  samedi  .  Deux  parmi  eux  intliquaient  les 
livres  dont   ils  se    servaient,  (les  prolesseurs  étaient  :  Maver.  lai- 
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sant  ses  leçons  dapiès  les  ttuvrages  de  (Chrétien  ^^  oUl",  et  Biïllliu- 
ger  se  servant  des  Iimlitiilionihus  phHosoj)liiae  Xewtonianae,  par 
Gravesande.  I/année  suivante  on  n  invita  plus  d  étudiants  étran- 
gers ;  les  professeurs  étaient  presque  entièrement  privés  daudi- 
teurs.  Alors,  on  essava  les  leçons  publiques,  mais  sans  succès. 
Du  petit  nombre  d'auditeurs,  bientôt  il  ne  resta  presque  per- 
sonne, l^ainii  les  professeurs  de  sciences  physico-mathématiques, 
Bulllinger  seul  prenait  part  ii  cet  essai.  Il  avait  l'intention  de  faire 
un  cours  populaii'e  de  physi(|ue  expérimentale.  Les  laits  expéri- 
mentaux démontrés  attirèrent  d  abord  un  nombre  assez  considé- 
rable d'auditeurs,  mais  pour  un  temps  très  court.  Après  cet  essai 
qui  réussit  mal,  les  professeurs  furent  contraints,  pendant  une 
dizaine  d'années,  de  se  borner  à  publier  par  année  les  catalogues 
des  leçons,  et  d'enseigner  à  domicile  aux  étudiants  entrés  séparé- 
ment à  l'Université.  La  plupart  de  ces  étudiants  étaient  des  étran- 
gers ou  des  personnes  envovées  par  quel([ue  institution  de  l'Etat 
pour  étudier  une  science  particulière.  On  ne  commença  ii  profes- 
ser les  cours  qu'il  partir  du  mois  de  juin  ijiiH,  lorsque  la  trans- 
lation des  élèves  du  Gvmnase,  capables  de  suivre  les  cours  de 
l'Université,  fut  enlin  établie.  En  cas  d'insulllsance  du  nombre 
d'élèves  du  Gymnase,  on  invitait  les  meilleurs  étudiants  des  sémi- 
naires ecclésiasti([ues  et  de  l'Académie  ecclésiastique  de  ^Moscou. 
D'après  le  nouveau  catalogue  des  leçons  publié  à  l'occasion  de 
leur  renouvellement,  Léonard  Euler  enseignait  la  Logique  et  la 
haute  Analvse  ;  lleinsius,  T  Astronomie  ;  de  llsle,  T  Astronomie 
pratique,  travaillant  avec  les  étudiants  ii  l'observatoire  de  l'Aca- 
démie ;  ^\insheim,  la  Géographie  malhcmali([U('  el  phvsupie  et 
Krallt,  la  M<^taphvsi(|ue  et  la  Phvsi(j[ue.  C  est  en  l'j^'j.,  i\yxQ  lu 
division  de  renseignement  de  certains  professeurs  en  enseigne- 
ment public  et  privé  fut  introduite  pour  la  première  lois  dans  le 
catalogue  des  leçons  pour  cette  même  année.  D  après  ce  cata- 
logue radjoinl  Moula  enseignait  l'Algèbre  avec  ses  applications 
mathématiques  ;  lleinsius  enseignait  la  Géométrie,  la  Trigonomé- 
trie plane  et  sphéricpie  el  lAstronomic  ;  ^\  inslieim  achevait  son 
cours  de  Géographie  ;  Kraflt  enseignait  publiquement  la  Phy- 
sique expérimentale,  el  en  outre,  aux  amateurs,  l'Algèbre  el  le 
Calcul  diUerentiel  et  intégral  avec  leurs  applications  en  général 
et  ])articulièienu'nl  ii  la  IMixsique  ;  lliehnunin  enseignait  la  Phv- 
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si(|iie  théorique  cr;ij)r('s  le  livr<' de  \\  olll' ;  ladjoiul  [^oinoiiossol, 
la  (icographic  j)hysl([ii('  d'après  le  inanin'l  de  Krafl't,  ladjoiiit 
Gellert  cnseignail  pul)li([ucmcnt  la  Logique  et  la  Métaphvsicjue. 
la  Physique  et  les  Malhématiques  particulièremeut.  Bien  qu'alors 
les  étudiants  se  trouvassent  cojistainment  ;i  riiiiv  ersité,  ils  v 
étaient  en  noiuhre  peu  considcMahie  ;  dans  la  nièni(^  année  iyi'2, 
les  i!5  professeurs  n'avaient  (|ue  i  :>.  auditeurs;  en  ijo^i,  il  yen 
avait  20,  18  en  ij.^.'î,  16  en  1754  5  avec  un  si  petit  nomhre  d'audi- 
teurs, les  prolesseurs  ne  faisaient  pas  vidonliers  leurs  cours,  et 
ils  en  manquaient  souvent  plusieurs  ;  parmi  eux,  ([uelques-uus 
même  ne  les  commençaient  pas.  De  lii,  des  mécontentements  con- 
tinuels ;  les  professeurs  se  plaignaient  du  manque  d'auditeurs  et 
les  étudiants  reprochaient  aux  prolesseurs  leur  négligence,  ^hd- 
gré  tous  ces  obstacles,  l'impossibilité  de  la  division  en  facultés, 
faute  d'un  nombre  suflisant  de  professeurs  et  d'étudiants,  le 
manque  de  ressouices,  les  défauts  et  (juehpiefois  même  l'absence 
complète  de  l'enseignement,  la  première  Université  russe  réussit 
néanmoins  Ix  préparer  une  série  de  savants  considérables  pour  la 
Russie  d'alors,  comme  Lomonossof,  Roumovsky,  Inochodzof  et 
d'autres.  C'est  elle  aussi  <[ui  donna  plusieurs  professeurs  à  la 
seconde  Université  russe,  celle  de  Moscou. 

Après  l'essai  infructueux  de  Lomonossof  (1^58-176,'))  cpii  avait 
pour  but  de  ranimer  l'Université  académi(jue  et  de  la  réorganiser 
d'après  le  modèle  allemand,  elle  commença  à  s'acheminei-  rapi- 
dement vers  sa  chute  dédinitive.  La  cause  principale  venait  des 
proiesseui's  académiciens,  qui  nv  voulaient  pas  abandonner  leurs 
recherches  scientifujues  pour  professer  les  cours  de  sciences,  de 
sorte  que  l'enseignement  fut  pres([ue  entièrement  al)oliii  l'Univei- 
sité  et  que  les  étudiants  lurent  ajjandonnés  ;i  eux-mêmes.  Par 
suite,  leur  nonibr<'  dimimiail.  I",n  i -(k')  ils  étaient  ()  et  en  ijS.Î 
il  n'en  restait  (jue  •>..  L  l  iiiversité  e\|»ira  peu  île  ienq)s  avant  le 
commencement  du  nouveau  siècle. 

Le  progrès  de  renseigiienienl  mal hi'nuili(|ue  dans  les  établis- 
sements d'instruction  de  lanclen  l\pc  consistait  surtout  iluranl 
le  second  (piart  du  xviii''  siècle,  dans  les  anudiorations  particu- 
lières des  programmes  des  cours  et  non  pas  ilans  le  perlectionne- 
mtnt  des  nuMlioiles.  A  1  Ai-adcniie  dv  marine  lut  introduit  ren- 
seignement  de    la    Trigonométrie   spl\t''rit|ue    el    île    rAslionomie 
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sphérique,  sans  les  joinclie  à  la  Xavigatiou  comme  autrelois,  mais 
sous  la  foi'me  de  seieiioes  séparées;  eu  outie  renseignement  de 
la  Géodésie,  de  l'Aitillciie  et  de  la  l'ortitieation.  Dans  le  Corps 
des  cadets  nobles  de  terre,  en  enseignait  l'Arithmétique,  la  Ciéo- 
métrie,  la  ^lécani(pie  et  la  Fortification,  et  on  y  pratiquait  les  pro- 
cédés de  renseignement  d'autrefois.  Par  exemple  nous  appre- 
nons par  des  documents  itlVieicls  ([ue  le  maître  de  Géométrie,  de 
.Mécani([ue  et  de  l'ortitication  de  ce  même  Corps,  le  capitaine-lieu- 
tenant von  Dam  composa  un  manuel  de  Géométrie  en  allemand  ; 
en  lenseionant.  les  maîtres  le  dictaient  aux  élèves  allemands  en 
original  et  aux  élèves  russes  en  traduction.  Comme  la  plupart  des 
professeurs  du  Corps  étaient  allemands  36  sur  42)  et  comme 
lAcadémie  des  sciences  prenait  part  à  Torganisation  de  rensei- 
gnement, il  s  ensuit  (jne  les  mêmes  procédés  se  prati(|naienl 
dans  les  établissements  institués  près  l'Académie  même.  Lin- 
troduction  de  renseignement  des  mathématiques  dans  les  écoles 
ecclésiasti([ues  fut  un  événement  dans  l'histoire  du  dévelo])pe- 
ment  de  l'étude  des  mathématiques  en  Russie.  De  sorte  ([u'en 
I  j4^?  It's  supérieuis  de  Laure  de  la  Trinité  se  trouvèrent  obligés 
d'introduire  dans  le  séminaire,  institué  près  d'elle,  l'enseignement 
dr  1  Arithméti([Lie,  de  la  Géométrie  et  de  la  Trigonométrie  pour 
les  amateurs.  Le  prolesscur  de  ces  sciences  l'enseigne  Jean  Uas- 
mislof,  envové  du  Collège  d  amirauté,  y  ajouta  encore  de  son 
initiative  la  Géographie  et  le  tracé  des  cartes. 

Le  manuel  d'Algèbre  par  1  ingénieur  capitaine-lieutenant  Nico- 
las Mouravief  fut  le  second  essai,  après  Kuler,  dans  la  littérature 
russe  des  mathémati([ues  élémentaires,  qui  remplaça  l'ancienne 
méthode  dogmaticjue  par  la  mcthoile  démonstrative,  exigeant  les 
démonstrations  et  les  explications.  Publié  en  ijV'.,  il  lut  le  pre- 
mier manuel  d  Algèbie  en  langue  russe,  sans  comj)ter  bien 
cnftMulu  les  chapitres  de  V ArillinicUcjtic  de  !\lagnitzkv  traitant 
aussi  1  Algt'bie.  Après  ce  remar(juable  livie  lurent  publiés  bientôt 
deux  manuels  prati([uant  1  ancienne  méthode  dogmati(|ue.  C>es 
manuels  étaient  certes  ineonq)arablemenl  intérieurs  au  manuel  de 
Mouraviet.  Le  premier  ilCntie  eux,  Arilliniclique  itnis'emcUe,  lut 
publié  en  1  jjjpar  MicolasKourganol,  prolesscur  de  .Mathémati(|ues 
cl  de  .Navigation  au  Corps  tles  cadets  nobles  de  nniiine,  qui  rem- 
plaça l  ancit.'nne  .Veadémie  de   nraiiiie.  L'autre  \\\dn\u-\,  (ji'oniêtric 
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pratique,  eu  deux  parties,  fut  publié  en  ij6o  par  ringénieur- 
enseicfue  Fltienne  Nasavolau  service  du  (>orps  des  cadets  nobles 
de  terre.  Le  premier  qui  contenait  l'Arithmétique  et  TAlgèljre, 
bien  (rue  n'offrant  pas  de  démonstrations  des  propositions  et  des 
rèo-les,  faisait  ([uand  même  un  laiblc  effort  pour  s'approcher  de 
la  méthode  dénionstiative,  en  donnant  ([ueUpiefois  les  explications 
des  règles.  Le  second  ne  contenant  ([ue  les  définitions  et  les  pro- 
blèmes. aA-ec  les  i-ègles  et  les  solutions,  sous  raucienne  forme  et 
avec  lancienne  ordonnance,  était  tout  ii  lait  fidèle  a  la  méthode 
dogmatique,  l^ourtant,  l'enseignement  mathémati<[uc  dans  les 
étal)lissements  d'instruction  était  si  peu  eu  état  d'accepter  la  mé- 
thode démonstrative,  que  le  manuel  de  Mouravief  ne  s'employait 
pas,  tandis  ([ue  celui  de  Kourganof  remplaça  au  Corps  des  cadets 
nobles  de  marine  Y Arillimétique  de  Magnitzkv,  qui  jusqu'alors 
s'v  prati([uait  exclusivement,  (^uant  au  manuel  de  Xasarof,  il  fut 
destiné  spécialement  au  Corps  des  cadets  nobles  de  terre. 

Le  développement  ultérieur  des  établissements  d'instruction  eu 
Russie,  en  vue  de  préparer  les  travailleurs  de  la  science  pure,  se 
manifesta  parla  fondation  de  l'Université  de  Moscou  le  \>.  jan- 
vier I -,").").  Les  auteurs  de  son  premier  règlouKint,  Lomouossof  et 
Chouvalof,  prêtant  bien  attention  à  tout  ce  qui  se  rattachait  à 
1  Université  académi([ue.  et  profitant  des  circonstances  de  sou 
histoire,  oarantirent  la  nouvelle  université  du  triste  sort  de  sa 
devancière  ;  mieux  encore,  ils  réussirent  ii  la  lendre  susceptible 
d'un  développement  ultérieur  et  continuel.  Les  moyens  aux([uels 
ils  recoururent  consistaient,  premiÎMement  dans  la  séparation 
radicale  de  iTuiversité  et  de  l'Académie,  par  la  restriction  des 
devoirs  officiels  des  professeurs  ii  l'enseignement  seul;  seconde- 
ment, dans  la  division  de  l'enseignement  universitaire  en  trois 
taciilti's  :  philosophi(iue,  juiidi([ue  et  nK'dicinale  ;  troisièmement, 
et  j)our  conqtléter  ITniversité  par  un  nombre  suflisaut  d  auditeurs, 
dans  l'institution  de  deux  gymnases  près  cette  l  niversité  :  1  un 
pour  les  nobles  et  l'autre  ptuir  les  jeunes  gens  d'autres  états. 
Ln  i-j8,  il  ces  deux  Civmiuises  on  eu  a  ajouté  encore  un  troisième, 
fondé  a  Kazan.  Cha([ue  Civmnasc  se  conq)Osait  de  <{uati'e  écoles  : 
russe,  latine,  celle  des  ])r«Mniers  éléments  des  nuithémati([ues  et 
d'autres  sciences,  et  celle  des  piincipales  langues  de  l'iùirope.  La 
troisième  école  consacrée  en    [)artic'  à   renstMguemenI   mafhéma- 
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ti(juo  était  subdivisée  en  ciiKj  élusses  :  dans  la  première  on  cnsei- 
«nait  les  quatre  règles  de  rArithinéti([ne  sur  les  nombres  en.tiers. 
abstraits  et  eonerets;  dans  la  seeonde,  les  opérations  sur  les  irae- 
tions  et  Textraetion  des  raeines  carrées  et  cubiques  ;  dans  la  troi- 
sième, les  proportions,  les  règles  de  trois,  les  progressions,  et 
les  locrarithmes  ;  dans  la  (luatrième,  la  Géométrie  et  la  Trio()_ 
nométrie  plane;  et  dans  la  cinquième,  l'Algèbre,  la  Trigonomé- 
trie sphérique  et  la  Géométrie  curviligne.  En  outre,  au  Gymnase 
des  noiiles,  on  enseignait  la  Géodésie  avec  les  exercices  pratiques 
en  Arpentage.  lArchitecture  civile,  la  F«)rtifu'ation  et  laPhysu[ue. 
Anitschkoi,  licencié  de  l'Université  de  Moscou,  débutant  comme 
maître  en  176:'.,  enseignait  dans  les  Gymnases  la  Trigonométrie 
et  l'Algèbre.  11  se  servait  des  manuels  de  ^^(•idler,  quil  traduisit 
du  latin  en  russe  et  publia  en  1  j6j  sous  les  titres  :  Arithniéliqiie 
théorique  el  pratique  '.\  édit.,  en  1765,  1787  et  1795);  Algèbre 
(2  édit..  en  1 7().")  et  177H  ;  Trigonométrie  plane  (2  édit.,  en  1766 
et  17781  ;  Géométrie  théorique  et  pratique  (inédit.,  en  1760,  1776 
et  1787)  ,  Architecture  /nilitaire  ou  Fortification  (1766.  Ces  ma- 
nuels, aussi  l)ien  ([ue  ceux  ([ui  lurent  composés  plus  tard  par 
AnitsclikoT  lui-même  ('  d'après  les  manuels  tle  \\  eidler  et  d'après 
ceux  de  A\oll,  non  seulement  enqilovaient  la  méthode  démonstra- 
tive, mais  tâchaient  même  de  la  lormuler  sous  le  titre  de  :  C Ordre 
de  l'étude  des  mathématiques .  Dès  lors  la  méthode  démonstrative 
pouvait  passer  pour  être  déKnitivement  aflermie  dans  la  littéra- 
ture russe  des  mathématiques  élémentaires. 

Le  nombre  d'élèves  aux  Gymnases  de  l'Université  de  Moscou 
surpassa  blentôl  celui  tlu  G\ninas('  de  1  Académie.  1)  après  les 
données  ollicielles,  en  1787  ce  nombre  atteignit  ius(|uii  1  010  et 
en  180!)  mêinr  jus([u":i  ,'5  iioo.  Bien  entendu,  cette  nouvelle  Uni- 
versité était  moins  riche  en  étudiants.  Les  premières  années  elle 
en  lut  aussi  pauvre  que  1  Uiiiversitc'  aeadémicpie.  A  sa  lontlation 
en  17J.")  on  ne  comptait  ([ue  ij  auditeurs  libres.  J'.n  1-8-,  elle 
avait  8''.  étudiants,  et  dans  la  période  de  1800  à  i8o3,  j)as  plus 
de    loi'.  cluKiue  année. 


{')  Artlltineiiquc  ilicoiiqite  et  i>ruliquc  (4  ôdilions  cii  i7<>i,  177"'.  \->^^i  ol  i7'j.i;  . 
Géométrie  tlteoiique  et  praliquc  (178(1)  :  Tri^onomctrie  llicoriqiie  et  prullqiie  (2  tel. 
en  1780  et  1787^  ;  EIcmciils  d'atifèbie.  ou  d' uritlimélique  tillerule  h -s  11  ;  I^timents 
de  foiliftcation,  ou  d'arc/iiieclurc  niitilaiie   (1787). 
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.liis(|uii  ij-X),  l()i'S([ii('  lt"s  Ci viiiiiascs  doiiniMcnl  pour  la  pi-r- 
mii're  lois  (juchjues  étudiants  à  irniviTsité,  les  aiuliti-iirs  avaient 
été  excliisivcnicnt  les  élèves  des  séminaires  et  des  académies 
eoelésiasti([ues.  Faute  d'auditeurs  et  aussi  de  professeurs  (il  n  y 
en  avait  que  !'.  en  l~^^  et  .")  en  ijjfi  on  \\v  put  ouère  diviser 
ILniversité  en  facultés  ((u  a  partir  de  ij.^Q-  Pendant  les  deux 
premières  années,  on  n'enseignait  pas  du  tout  les  sciences  phy- 
sico-mathématiques. Aupremier  semestre  de  ijS^j  on  n'enseignait 
que  le  cours  public  de  Phvsi(|ue  expérimentale  professé  en  fran- 
çais par  l'abbé  Francosi.  Au  second  semestre,  à  ce  cours  se  joigni- 
rent :  le  cours  de  Mathéniati([ues  fait  par  le  professeur  Barssof. 
le  cours  de  Cléographie  par  le  licencié  Sawitsch,  et  les  cours 
privés  do  Mécanique,  de  Fortitication,  dArchitecture  civile, 
d\\rithméti<j[uc,  de  Géométrie  et  d'Algèbre,  faits  par  le  protes- 
seur  Rost.  Les  mêmes  sciences  étaient  enseignées  en  ijjcS,  en  y 
joignant,  durant  le  second  semestre,  la  physi([ue  théoii([ue  et 
expérinienlale  professée  d'après  les  Anfangsgriïnde  der  PJnjsik  von 
^^'inkler  i  Leipzig,  ij-kÎ  et  ij-k")),  par  le  professeur  Kerschtens 
arrivé  cette  même  année  d" Allemagne.  A  la  crc-ation  de  la  faculté 
philosophi([ue  en  i7.)9,  aux  cours  précédents  ou  atljoignit  TOp- 
lique,  professée  par  le  licencié  Sawitsch.  A  partir  de  1762, 
l'enseignement  des  sciences  physico-mathématicjues  se  parta- 
gea entre  deux  professeurs  :  Anitschkof,  enseignant  les  Mathéma- 
tiques pures  d'après  les  manuels  de  ^Veidlor  et  ensuite  d'après 
ses  propres  livres,  et  Rost,  enseignant  les  Mathématiques  appli- 
(|uées  d'après  les  parties  correspondantes  du  livre  de  \\  ei- 
dler('^,et  laphvsique.  Rost  dépassait  souvent  les  bornes  de  ce  livre 
et  enseignait  ii  ses  auditeurs  la  Géométrie  souterraine  d'après  le 
manuel  de  N'ooel  :  Ceu/i/c/ria  sitùlerrancti .  la  Cu'odésie,  1  Artillei-ie. 
le  fi'ottemeul  et  r!lvdt()U'chni(pie.  Après  la  mort  d'Anitschkol  eu 
ij(S8  et  de  Rost  en  171)1,  Arsclienewsky  enseignait  les  Malhéma- 


(')  Insiitiitioiws  Mat/ieseos  selcfiis  obseifaiioiiibas  il/iistra/ae  in  iisiiiii  arat/eniica- 
rum,  divisées  en  parties  suivantes:  Prolegoniona  ;  Arilhnielii-a  ;  Gconielria  :  Tri- 
gDiionielria  plana  ;  Oplica  propiie  diitu  ;  Ais  perspeeliva  :  Catoplrioa  ;  Dioptrie, 
liigoiioiuctria  spiiaoïiea  ;  Aslrononiia  splucriea.  Aslidiumia  tlieoiiea  :  Googiaphia 
goncralis  ;  Ctironolog-ia  ;  Gnoinoiiiea,  Moelianiea.  Hvilfa'laliea.  Aëroinelria  ;  Hj- 
drauliea  ;  Areliiteetuia  eivilis  ;  .\ichiteeUira  uiililaiis  ;  ,\nalysis  speeiosu  sive 
Algcbra  ;  Taljle  des  logarillinies.  pour  les  nombres  naUirels.  depuis  l'unité  jusqu'à 
laoo  ;  Tables  des  sinus  ol  tangentes  et  des  logaiilbuies  des  sinus  et  des  tan- 
gentes. (l'Àlitio  (ininla.   ^'itelnbergae,    \~mj.   in-ia.  7.')(i  p.; 
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ti([ues  pnios.  l'aiiUow  iisch  les  M;itlu'inatu[iit>s  appllcjuccs  et  Stvaii- 
chof  la  IMivsique  oxpi-iimcntali'.  Jiis([u'à  1800,  ArschcMiewsUy  en- 
seiffiia  les  MatluMualicpics  pures  avec  la  inrinc  (Mciuluc  (jiie  son 
maître  Anitsclikol  el  daprrs  les  mêmes  manuels  di-  Weidler.  11 
professait  son  conis  pendant  trois  années  dont  la  preniièi'o  «''tait 
destinée  ;i  Texposi'  dr  l'ortlrc  tir  Tt-tude  des  Matin-mat i(|Ufs  el  de 
rArithnu'li(]ue  civile,  la  seconde  à  la  Géométrie  ('h'mentai  re  el 
la  troisième  à  la  Trio-onoméi  rie  plane  et  à  rAlgi'bre.  A  paiiir 
de  1800  il  ajouta  il  la  troisième  section  de  son  cours  l'exposé  des 
propriétf's  des  courhes  el  en  j)articulier  des  sections  conicjues, 
dont  la  considération  u  entrait  pas  dans  le  livre  de  A\  eidler  et 
dans  les  manuels  dAnitschkof.  Pankewitscli  lui  le  premier  ipii 
introduisit  dans  11  niversilé  de  Moscou  rAstronomie.  (pi  il  ensei- 
gnait, de  même  que  les  aulres  sciences  de  sa  chaire,  sulvani 
rexemple  de  son  maître  Rost  d'après  le  li\'i'e  de  \\  eidler.  Plus 
tard  il  utilisa  plusieurs  auteurs  modernes  el  même  introduisit 
dans  son  enseignement  l<>s  calcula  si/pci'ieiirs,  c'est-a-dire  1  ana- 
Ivse  infinitésimale,  qui  ne  se  trouvait  pas  dans  le  livre  de  \\  ei- 
dler et  ([ui  ne  lut  pas  ens(>igné<*  à  l'Université  de  Moscou.  Sui- 
vant son  exemple,  Arschenewskv  enseigna,  il  partir  de  l'année  180.") 
et  peut  être  encore  |)lus  tôl,  la  (ïéométrie  supérieure  d  apri's  le 
manuel  de  Burja  t'I  d  autres  meilleurs  auteurs  modernes.  Dans 
les  leçons  consacrées  ii  cette  science,  il  montrait  l'utilité  el  1  em- 
])loi  du  calcul  dillerfMilitd.  I^ankewitsch  professait  tous  les  cours 
de  sa  chaire  durant  trois  années;  la  première,  il  enseignait  la 
Mécani(|ue.  l'Il ydrau!i([ue  et  l'Aérométrie,  avec  l'explication  de- 
là t-onsi  ruelion  (h-s  machim-s  ;  la  seconde  anm'-e,  rOpfKjtie,  la 
J^erspeclive.  la  (latoptiepu-  t-t  la  Dioplricpic  :  la  troisième  année, 
la  TrigonoiiK-l  rie  sphéi-i(pie,  lAstronomie  sphéri«[ue  et  théori(jue, 
la  Ciéographie  malhémati([ue  et  la  Navigation.  Le  professeur  Stra- 
clîol  de[)nis  1(-  commenci-menl  de  son  enseigneuK-nl  ch-  IMivsi([ue 
expt'-rinienlale  enseignail  d  apri-s  l'ouvrage  de  lirisson  Trailc 
èlènientiiire  ou  principes  de  lilu/sùjne  \Z  volumes),  (ju'il  traduisit 
en   russ(-   el  ])ul>lia  (-iisuitt-     1801-1 8<):>.). 

I.a  pr(-mi('i't-  tentative  pour  répandre  les  lumières  dans  le 
p(-iipl(-,  laile  p;ir  Pierre  l''''  sous  la  forme  des  écoles  <les  chilli-es, 
<pii  oui  (-l(-  nienl  ionm-es,  n'eul  ]»as  d<-  succès.  I.a  secoiuh-  teuta- 
tivi-ayanl  le  même  Ixil,  mais  encon-  plus   si'-rieuse    eul    lieu    peu- 
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clant  le  règne  de  Catherine  11.  D'après  son  initiative  et  sa  colla- 
boration on  ouvrit  dans  la  période  de  lySi  à  1786,  dans  deux 
capitales  et  dans  24  chef-lieux  de  gouvernements,  des  écoles 
publiques  principales,  et  dans  plusieurs  villes  des  districts  de 
petites  écoles  publiques.  Les  premières  se  composaient  de  quatre 
classes,  les  secondes  de  deux,  qui  ne  se  distinguaient  des  deux 
classes  inférieures  des  écoles  publiques  principales  que  par  l'ab- 
sence de  renseignement  des  langues  étrangères.  L'enseignement 
de  l'Arithmétique  commençait  dans  la  seconde  classe,  oii  on 
enseignait  la  numération  et  les  quatre  règles  d'Arithmétique,  sur 
les  nombres  entiers,  abstraits  et  concrets.  Dans  les  deux  classes 
supérieures  on  enseignait  les  opérations  sur  les  fractions  ordi- 
naires et  décimales,  l'extraction  des  racines  carrées  et  cubiques; 
les  rapports  et  les  proportions  ;  les  règles  de  trois  ;  la  règle  de 
société  ;  les  questions  relatives  aux  alliages  et  les  règles  de  fausse 
position.  Dans  la  troisième  classe  on  commençait  l'étude  de  la 
Géographie  politi([ue  par  le  chapitre  de  la  Géographie  mathé- 
matique, traitant  des  points  et  des  cercles  sur  le  gloire.  Dans  la 
quatrième  classe,  où  les  élèves  devaient  rester  deux  ans,  outre 
l'Arithmétique  et  la  continuation  de  la  Géographie  mathématique 
on  enseignait  la  Géométrie,  la  ^Mécanique,  la  Physique  et  l'Ar- 
chitecture. La  commission  de  l'institution  des  écoles  publiait  les 
manuels  particuliers  pour  chaque  science,  en  partie  traduits  de 
l'allemand,  en  partie  composés  par  les  savants  russes.  La  méthode 
employée  dans  ces  manuels  représente  la  lorme  transitoire  entre 
la  méthode  dogmatique  et  la  méthode  démonstrative. 

Dans  le  Manuel  de  V Arithmétique,  on  ne  trouve  point  les 
démonstrations,  mais  on  rencontre  quelquefois  des  éclaircisse- 
ments courts.  Dans  le  Petit  Manuel  de  (xéoniétrie,  divisé  en  trois 
sections  (sur  la  mesure  des  longueurs;  sur  la  mesure  des  aires; 
sur  la  mesure  des  solides),  sont  annoncés  et  démontrés  16  théo- 
rèmes; le  reste  est  composé  de  définitions  et  de  problèmes  pour 
la  plupart  pratiques  et  exposés  dogmatiquement.  Les  élèves, 
guidés  par  le  maître  et  aidés  par  ses  éclaircissements,  appre- 
naient pendant  la  leçon  les  paragraphes  du  manuel  dans  leur 
ordre  successif.  Kn  1786,  en  vue  de  préparer  les  maîtres  des 
écoles  publiques,  on  institua  le  Gymnase  des  maîtres,  (|ui  était 
réorganisé  en   i8o4,    en   Institut   pédagogique.    Parmi  les  élèves 
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de  la  première  sortie,  se  trouvait  le  mathématicien  OssipolsIvN , 
fameux  pour  son  temps  en  Russie  et  qui,  en  qualité  de  profes- 
seur de  l'Université  de  Kharkow,  lut  le  maître  d'Ostrogradsky. 

Le  svstème  isolé  des  écoles  pidjliqucs  fut  réorganisé  par  le 
statut  de  i8o4.  qui  les  lia  étroitement  à  l'Université  et  aux 
écoles  préparatoires,  c'est-à-dire  aux  Gymnases.  D'après  ce 
statut,  les  petites  écoles  publiques  se  trauformèrent  en  écoles 
paroissiales  et  les  écoles  publiques  principales  en  celles  des  gou- 
vernements, c'est-ii-dire  en  Gymnases.  La  position  intermédiaire 
entre  ces  deux  lormes  d'écoles,  fut  prise  par  l'école  de  district, 
récemment  instituée  par  le  nouveau  statut.  L'école  paroissiale 
préparait  les  élèves  pour  l'école  de  district;  celle  de  district  pré- 
parait ses  élèves  au  Gymnase  et  le  Gymnase  à  l'Université.  En 
outre,  pour  ceux  (|ui  ne  voulaient  pas  pousser  plus  loin  leur 
instruction,  chacune  de  ces  écoles  devait  donner  un  ensemble 
déterminé  de  connaissances  conforme  au  degré  quelle  occupait. 
Les  écoles  de  district  étaient  formées  de  deux  classes.  Dans  la 
première,  on  enseignait  l'Arithmétique  avec  l'étendue  du  cours 
de  la  seconde  classe  des  petites  écoles  publiques  d'autrefois;  dans 
la  seconde,  les  autres  parties  de  l'Arithmétique,  les  règles  élé- 
mentaires de  la  Géométrie  et  l'abrégé  de  Physique.  Les  gymnases 
étaient  lormés  de  ([uatre  classes.  Dans  les  deux  classes  intérieures 
oji  enseioiuiit  l'Algèbre,  la  Géométrie  et  la  Trio'onométrie  plane; 
dans  b>s  seconde  et  troisième  classes,  la  Mécanique.  l'Hytlrau- 
lique  et  la  Phvsi([ue  expérimentale.  Il  survenait,  quoi([ue  bien 
rarement,  des  modifications  dans  ce  programme.  Ainsi,  en 
i8ii-i<Si(S,  au  Gymnase  de  Saint-Pétersbouig,  on  enseignait  : 
dans  la  pitinière  classe,  l'xVrithmétique  et  l'Algèbre  jusqu'aux 
équations  du  troisième  degré  ;  dans  la  seconde  classe,  la  Géomé- 
trie et  la  Trigonométrie  plane;  dans  la  troisième  classe,  1  appli- 
cation de  l'Algèbre  ti  la  Géométrie  et  les  sections  conicjues;  dans 
la  (juatrlème  classe,  les  applications  pratitpies  de  Géométrie  et 
de  Trigonométrie  ii  la  Physi(|ue.  Chaque  école  avait  le  devoir  de 
préparer  des  maîtres  pour  l'école  inlérieure,  cpii  la  précédait 
dans  le  système  scolaire.  Les  Universités,  à  l'aide  des  instituts 
pédagogifjues  établis  près  l'Université,  devaient  préparer  les  pro- 
fesseurs univeisilaires  et  les  maîtres  des  Gymnases.  A  Saint- 
l'étersbourg,   faute  d'Université,  ces  fonctions  étaient  transmises 
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il  1  Institut  |)t'(l:!g()ii;i(Hit'  (ivmiuise  des  inaiti-es  d  ;uitr<'l<»is; . 
(".oninie  il  Jcvait  repiôscntcr.  du  moins  pendant  les  prcniiei-s 
temps  de  rexistence  du  nouveau  svstème  des  écol<s.  1  uui(|ue 
institution  destinée  à  ])i-épaier  les  maîtres  des  Gvmnases.  on  y 
prêtait  une  attention  particulière  ii  lOroanisation  de  lenseij^ne- 
ment.  (  )n  v  enseignait  les  mêmes  sciences  ([u  aux  (lyiunases. 
mais  avec  une  étendue  ])eaucoup  plus  large.  On  recommandait  de 
professer  les  cours  de  Mathémati([ues  pures,  d"apr<»s  «  le  (!ours 
de  Mathématiques  »,  ])ar  Ossipolskx .  contenant  dans  son  pr<'- 
mier  volume,  rArithmétique  et  l'Algèbre,  et  dans  le  seccmd, 
la  Ciéométrie,  la  Trigonométrie  plane  et  sphéri([ue  et  l'introduc- 
tion à  la  Géométrie  curviligne.  La  section  de  ce  livre,  consacrée 
à  r.\.lo-èl)re,  outre  les  articles  ordinaires,  lenferiualt  les  pro- 
priétés  et  la  résolution  numérique  des  é({uations  de  degr('s  supé- 
rieurs, les  é({uations  indéterminées  du  second  degré  et  des  degrés 
supérieurs;  la  sommation  des  séiies  et  les  développements  en 
séries.  L'introduction  ii  la  Géométrie  cuiviligne  i-enlcuniait  les 
sections  coniques,  la  cissoïde  de  Diocll's,  la  spirale  d  Archimède, 
la  (juadatrice  de  Diuostrate,  la  cycloïde  et  la  théorie  des  déve- 
loppées des  courl)es.  Pour  renseignement  des  ^h\thémati{[ues 
appli({uées,  on  recommandait  le  cours  de  Kiistner,  en  le  complé- 
tant par  les  additions  empruntées  aux  cours  de  ^^  olfl",  Zollinger, 
Melzhourg  et  d'autres.  Kn  Phvsi([ue.  on  pioposait  d  ('tudier 
d'après  les  notes  composées  par  le  maître.  Le  mancjue  de 
manuels  en  langue  lusse,  qu'on  a  remar(jué  déji»  pendant  1  orga- 
nisation de  l'enseignement  supérieur,  était  le  côté  iaihle  du  nou- 
veau svstème  des  écoles.  Pour  l'enseignement  de  l'Arithmétiipie, 
de  la  Ciéométrie  et  de  la  Géographie  mathémati<ine  dans  les 
écoles  de  district,  on  utilisait  les  manuels  composés  pour  les 
écoles  pul)li([ues  d'autici'ois.  On  les  r<'inq)iiniait  durant  trente 
ans  sans  prescpie  les  changer.  i\»urtant.  dans  les  nouveaux 
Gvmnases,  on  ne  pouvait  se  contenter  des  manuels  composés  |)oui' 
les  Gvmnases  d'autreiois  (pie  pour  ([in-hpie  tiMups.  tandis  (|ue 
les  nouveaux  manuels  se  comj)osaient  avec  une  lenteur  extrême. 
Parmi  les  manuels  consacrf's  aux  sciences  physico-matluMuatiiiues. 
le  premier  parut  en  i.So--iSo<S.  C'était  une  trailuction  considé- 
rablement auu'inenti'i'  du  li\re  de  Schiader  u  (irundriss  der 
|-"NpiMlmcntal-Natuil('hre   »,   ilonl    la    preniii're  |)aitir    renlei'uiait 
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l;i  Stati(jue,  la  ^I('oani([iu\  IIIn  drostalicjuc  et  rilvdiauli(jue,  et 
la  seconde,  la  Physique.  Miisuite,  paiiirenl  «  les  l'Hémenls  des 
mathématicjues  pures  »,  pai' Nicolas  Fuss,  acadiMuicieii  et  nienihre 
de  rAdmiuislration  principale  des  écoles.  Ils  se  subdivisaient  en 
trois  parties,  dont  la  première  renfermait  «  les  éléments  dAl- 
gt'hre,  extraits  des  londements  de  cette  science  établis  pai'  le 
célèbre  l'uler  »,  la  seconde  «  les  éléments  de  déométrie  »  et  la 
tr()isième,  1  ap])lication  de  lAlgèbre  a  la  Géométrie,  la  Trigo- 
nométrie plane,  les  sections  coni(|ues  et  les  éiémeiUs  du  Calcul 
différentiel  et  intégral.  La  méthode  d  exposition  dans  cet  ouvrage 
est  strictement  démonstrative.  Malgré  l'anéantissement  définitil 
de  la  méthode  dogmatique  dans  renseignement  mathémati<[ue 
secondaire,  les  procédés  engendrés  par  elle  demeuraient  ol)stiné 
ment,  même  dans  l'institut  pédagogique,  comme  cela  résulte  de 
son  nouveau  règlement,  publié  en  1816,  et  qui  défendait  la 
dictée  des  leçons.  Mais  dans  les  Gymnases,  l'Administration  de- 
vait lutter  encore  plus  contre  ce  mal  et  néanmoins  sans  succès. 
De  même  la  lutte  du  ministère  de  l'instruction  publique  contre 
l'habitude  d'apprendre  par  cœur  les  manuels,  n'atteignit  pas  son 
but.  Cette  habitude  demeurait,  même  apri's  l'introduction  de  la 
méthode  démonstrative  dans  les  écoles  russes. 

La  liaison  établie  entre  les  Lniversités  et  tout  le  système  étendu 
des  écoles  primaires  et  secondaires  fut  la  cause  de  la  fondation 
de  nouvelles  Universités  à  Kazau  et  Kharkov,  en  iSoj,  et  ii  Saint- 
Pétersbourg,  en  i8it);  elle  entraîna  aussi  quelques  modifications 
dans  les  règlements  des  l'niversités  fondées  antérinirement  i» 
Moscou,  ;»  \  ilna  et  à  Dorpat.  La  faculté  philosophi([ue  daufre- 
lois  lut  divisée  en  deux  facultés  :  celle  des  sciences  phvsiques 
et  mathématicjues  et  celle  des  belles-lettres.  Kn  perl'ectionnant 
en  général  renseignement  des  sciences  phvsico-matlu'maticpies, 
cette  division  1  élargissait  considérablement.  A  trois  chaires 
d'autrefois,  celles  de  .Matfi<'mati(pies  pures,  de  Mathématl([ues 
appli(juées  et  de  Physique,  était  ajoutée  la  chaire  d'Astronomie. 
L'analyse  infinitt'simale,  dont  l'enseignenKMit  dans  l'iiiiversité 
de  Moscou,  avant  i8o.").  ne  faisait  l'objet  ((ue  de  piemières  ten- 
tatives, encore  bien  limitées,  occupa  tout  de  suite  sa  place  con- 
venable. Son  enseignement  dans  l'Université  de  Moscou  lui  par- 
tagé entre  deux  |)rol'esseurs.  Id.'-,  appelé  de  Gottingue,  enseignait 
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les  éléments  du  C.iilcul  différentiel  et  ses  applications  à  la  Géomé- 
trie supérieure  :  Arschenevski,  le  Calcul  différentiel  et  intégral 
et  ses  applications  analytiques  et  géométriques.  A  l'Université  de 
Kazan,  le  professeur  de  Mathématiques  pures,  Bartels,  ami  de 
Gauss,  éleva  l'enseignement  du  Calcul  infinitésimal  à  la  même 
hauteur  qu'il  occupait  dans  les  universités  allemandes.  Le  cours 
de  Calcul  infinitésimal  du  prolesseur  Ossipolsky,  à  l'Université 
de  Kharkov,  se  distingua  aussi  par  son  grand  mérite  et  son 
ampleur.  Pour  préparer  les  maîtres  du  Gymnase  et  les  profes- 
seurs universitaires  conformément  au  nouveau  statut  des  écoles, 
on  fonda  des  instituts  pédagogiques  près  les  Universités,  où 
devaient  entrer  les  étudiants,  qui  se  destinaient  à  la  profession 
pédagogique.  Cependant  cette  institution  n'était  pas  adaptée  aux 
conditions  naturelles  qu'elle  devait  remplir  et  par  conséquent 
elle  ne  put  avoir  de  succès.  C'est  pourquoi  l'Institut  pédagogi([ue 
de  Saint-Pétersbourg  prit  la  première  place,,  et  en  1816,  sous  le 
nom  d'Institut  pédagogique  principal,  reçut  une  nouvelle  orga- 
nisation. La  confusion  précédente  de  l'enseignement  des  diverses 
sciences  dut  céder  la  place  à  la  division  en  trois  sections.  Les 
sciences  physico-mathématiques  furent  enseignées  dans  la  seconde 
section  ;  de  même  qu'à  l'Université,  elles  furent  représentées 
par  quatre  chaires,  celles  de  Mathématiques  pures  et  en  particu- 
lier d'Analvse  supérieure;  de  Mathématiques  appliquées,  princi- 
palement dans  les  parties  théoriques  ;  d'Astronomie  et  de  Phy- 
sique. Plusieurs  des  savants  étrangers  invités  en  nombre  consi- 
dérable pour  occuper  les  chaires  dans  les  universités  nouvelles, 
de  même  que  pour  compléter  le  personnel  de  PL^niversité  de 
Moscou,  signalèrent  le  penchant  des  Russes  pour  les  travaux  des 
sciences  niathémati([ues.  Ainsi,  le  professeur  Bartels,  après  avoir 
quitté  l'Université  de  Kazan,  pour  enh-er  à  celle  de  Doipat,  se 
souvenait  avec  regret  de  la  perte  des  élèves  pleins  de  talent, 
qu'il  avait  ii  Kazan.  l'"t  le  prolesseur  Romniel.  ([ui  était  directeur 
de  l'Institut  pédagogique  pi-ès  ITuiversilé  de  Kharkov.  disait  que 
«  en  général,  parmi  les  Russes,  se  manifestait  partout  le  pen- 
chant prédominant  pour  les  objets  d'application  prati([ue,  et 
surtout  pour  les  Mathématiques,  où  ils  faisaient  des  progrès 
étonnants:  <HKml  ;i  l'organe  de  rrnlrri(hMn<Mil  de  la  haule  philo- 
sophie et  de  la  philologie»,  ils  seinl)lai<M)t  n Cn  pt)inl  avoir  ». 


L'ENSEIGyEMEXr  MATHÉMATIQUE   ES   RISSIE  99 

Les  teiulances  civilisatrices  de  répo([ue  clAlexaiulre  1"  exer- 
cèrent leur  influence  sur  les  établissements  ecclésiasticjues,  (jui 
lurent  aussi  réforinés  en  iHoc).  V.n  niènie  temps,  renseionemenl 
des  sciences  mathématiques  y  prit  pour  la  première  lois  une 
situation  solide  et  bien  déterminée.  Conformément  au  règle- 
ment des  écoles  laïques,  les  écoles  ecclésiastiques  se  divisaient 
en  ([uatre  catégories  :  les  écoles  paroissiales  ecclésiastiques, 
celles  de  district,  celles  de  diocèse  ou  les  séminaires,  et  les  aca- 
démies. Dans  l'école  paroissiale  ecclésiastique,  subdivisée  eu 
deux  classes,  on  enseignait  les  (juatre  règles  d'Arithmétique,  sur 
les  uomI>res  entiers.  Dans  l'école' de  district,  subdivisée  eu  ([uatre 
classes,  on  enseignait  les  autres  parties  du  cours  secondaire  de 
TArithniétique.  Dans  les  séminaires,  formés  de  quatre  classes, 
on  enseig-nait  l'Algèbre  élémentaire,  la  Géométrie  élémentaire, 
les  éléments  de  Mécanique,  la  Géographie  mathématique  et  le 
comput.  Dans  les  Académies  ecclésiastiques,  d'après  le  premier 
plan,  on  devait  enseigner  «  les  parties  supérieures  des  Mathéma- 
tiques pures,  et  aussi  des  mathématiques  appli([uées  ;)  ;  mais  le 
manque  de  connaissances  nialhémati([ues  chez  les  élèves  des  sémi- 
naires, révélé  par  lexpérience,  fit  introduire  dans  les  académies 
la  répétition  de  renseignement  des  Mathéniati([ues  élémentaires, 
qui  Taisaient  l'objet  du  cours  des  séminaires.  Ainsi,  dans  le  cours 
des  sciences  physico-mathématiques  des  Académies  entraient  : 
rArithméti([ue,  l'Algèbre  élémentaire,  la  Ciéométrie  élémentaire, 
la  Géométrie  supérieure,  les  éléments  du  Calcul  din'érentiel  et 
intégral  avec  ses  applications  à  la  Géométrie,  les  éléments  de  la 
Mécanique  des  corps  solides  et  fluides,  l'Opticpu',  l'Astronomie 
sphéri([ue  et  théorique,  la  Mécanique  céleste  et  la  Mécanicjue 
générale.  Ce  cours  étendu  des  sciences  mathématiques  n'était 
pourtant  pas  obligatoire  pour  tous  les  étudiants  de  T Académie. 
Ils  pouvaient  choisir  à  leur  volonté  les  sciences  mathématiques 
ou  histori([ues.  Kn  i844,  cette  liberté  du  choix  fut  supprimée  et 
les  étudiants  durent  étudier  aussi  bien  les  sciences  mathéma- 
tiques <|ue  les  sciences  hlstorl(|ues.  ]']n  vertu  de  la  dlspositliMi  de 
la  même  loi,  le  cours  de  sciences  mathémati(|ues  lut  borné  seule- 
ment aux  Mathématiques  élémentaires,  j^nlln,  d'a[)rès  le  ri'glc- 
ment  de  1869,  les  sciences  physlco-niallK'matKpics  lurent 
entièrement  exclues  tles  couis  des  académies  ecclésiasli([iios.  Les 
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luamicls  (rAiitliiiU'li(|uc,  dAlnt'l)!-,.  (.f  d,.  Cli'omrtric'.  coiiiposr's 
par  plusifiirs  piolrsseuis  dos  Aciulr-mics,  pour  les  écoles  et  les 
séiniiKiires  ecclésiasli([ues,  se  seivaieiit  sans  exception  de  la 
méthode  démonstrative.  Pointant  cela  n'empêcha  pas  la  vieille 
méthode  de  lester  en  vigueur,  d'apj)reudre  les  manuels  par  cœur 
bien  longtemps  dans  les  écoles  ecch-siasticiues. 

Le  système  l'ondé  en  i8o4  i)ar  le  statut  des  écoles  du  Ministi-re 
de  l'instruction  pnl)li([ue,  exista  jus([u'en  i8:>.8.  D'après  le  statut, 
nouvellement  puhli*-,  les  écoles  paroissiales  et  celles  de  district 
ne  préparaient  phis  leurs  élèves  aux  (lymnases;  elles  lurent  des- 
tinées exclusivement  à  la  propagation  de  l'instruction  primaire. 
Aux  Gymnases  furent  ajoutées  trois  classes  inférieures.  Avec  ces 
changements,  le  nouveau  statut  élargit  les  hornes  de  renseigne- 
ment mathémati<iue  des  Gymnases,  en  y  introduisant  les  éléments 
de  la  Géométrie  descriptive,  lapplicalion  de  rAlgèl)re  ii  la  Géo- 
métrie et  les  s(>ctious  coni(pies.  Les  modilicalions  d\\  plan  d'ins- 
truction des  gymnas(^s  qui  eurent  lieu  plus  tard,  ne  conser- 
vèrent pas  ces  accroiss(Mnents  de  l'enseignement  mathématique, 
de  sorte  <|u'il  dut  rentrer  dans  les  bornes  d'autrefois. 

Quant  aux  changements  cpii  se  produisirent  de  temps  en  temps 
dans  les  règlemiMits  des  universités,  il  faut  remarcpier  (juils  ne 
touchaient  que  légèrement  l'enseignement  mathémati([ue.  Ils  lui 
permiient  de  se  tlévelop|)er  indépendamment,  mais  j)as  toujours 
en  conformité  suffisante  avec  les  progrès  delà  science  elle-même. 
On  n'attenta  (lu'une  seule  fois  ii  l'indépendance  de  l'enseigne- 
inenl  matlu'mal  i([ue  dans  les  nnlversilc's  russes,  au  cours  de  toute 
son  histoire:  ce  lui  justemenl  pendani  la  seconde  moitié  du 
règne  d'Alexandre  1'';  certains  niysl  i(|ues  qui  s'étaient  empaï'és 
du  Ministère  de  rinsiruction  piddicpu'  lirent  cette  tentative. 
Leur'  activité  ohscuie  s'est  manilesl('e  de  la  manii'i-e  la  plus  grave 
dans  la  [)ersécution  contre  ILniveisité  de  Kazan,  (juils  miicnt  ii 
deux  doigts  d'une  destruclion  complète  ;  c'est  à  la  niême  iniluence 
<|u  il  laul  attribuer  la  démission  iju  malhénnit icien  GssipoisUv, 
I  un  des  meilletiis  professeurs  de  11  iiiversite  île  Kharkov. 

\  .  A  .    BoiïVMN      Moscou  . 


Sril    l".\    PAIIADOXI'. 
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><  lui  aritlunétitjue,  dans  1  ancit'n  Iranrais,  les  trois  nombres 
'-(),  80,  c)o  s'expriaiaient  soptanle,  ocUtnlc,  noiKinle  ;  c'était  looi- 
([ue,  raisonnable,  et  absolument  conlorme  aux  principes  tontla- 
mrntaux  de  la  numération  décimale.  11  ma  été  ius([u  ici  impos- 
sible lie  découvrir  sous  cpielles  inliuences,  ii  quelle  épocpie 
précise  s'est  intioduit  l'emploi  insensé  des  appellations  aujour- 
dliui  en  usaae  :  soi.ni//tc-iif.i\  f/a(il/c-i'/ni>{s,  (ii/(///-e-i'ini>/-df.r  ; 
mais  ce  t[ue  je  peux  bien  dire,  c'est  ([ue  ce  lut  un  grand  pas  en 
arriére.  »  \o\ A' EnseiiineiueiU  m(ilJièi)itili(jiie  an  i,")  janvier  i<Sc)e), 
article  de  (].-A.  l-aisanl  sur  les  ipu'stions  de  Terminologie. 
p.    ^>  cl  •>.^., 

SYSTi;.Mi;  \  m;in  ri;siMAi,.  —  îUiand  on  oppose  le  néttlogisme  a 
l'archaïsme  on  se  place  ;i  un  point  tle  vue  de  chronologie  toute 
relative,  comme  le  lont  les  géologues  ii  propos  de  1  âge  des 
roches.  Septante,  octante  et  nouante  sont  archa'njues  par  rap- 
port a  nous  ;  mais  ils  correspondent  ii  une  rélorme  et  [)ar  consé- 
([uent  il  une  innovation  antérieure.  La  iaice  de  Patelin,  au  temps 
de  (diarles  \  111,  nous  iait  connaitie  ii  satiété  ([ue  i7.r-e//?^'/.v  est 
la  viaie  cxpressi()U  de  1  '.0,  attendu  ([ue  la  conlusion  entre  les 
.s7.r-viN(;Ts  inoutons  et  les  six  ainks  de  drap  souligne  ;i  clnupie 
instant  le  caractère  de  l'unité  semi-concrète,  'o,  et  le  caractère 
tout  il  l'ait  abstrait  du  coeriicient,  (i. 

l  n  peu  plus  tôt,  sous  j,ouis  IX,  nous  vovons  cpic  1  In'tpila] 
loudé  pour  ijoo  aveugles,  [)orte  le  nom  de  u  ([uinze-vingts  n,  nom 
([U  il  a  conserv»'  oiriciellement  rt  ([u  il  gardera  toujours,  (les 
deux  laits  permettent  de  penser  «pir  Ton  disait  également,  p(mr 
les  nombres  iiilcrmciliaires   .s<'jj/-\'i/is^/s,  Imil-vintils...    etc..    Lue 
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cnqutHe  directe    justifie  ce   soupçon,  au  moins  pour  les  nombres 
i4o  et  i6o,  et  jette  un  eeiiain  jour  sur  80  =  (juatre  vingtaines. 

Quoique  les  auteurs  spéciaux  lassent  venir  le  mot  a  quintal  » 
de  l'arabe  (jnintàr  signifiant  un  poids  de  100  ilivi-esou  kilogr.', 
il  y  a  lieu  de  rapprocher  (piinlal  des  mots  (jiiinltdis  et  qnintus, 
finalement  de  quinque,  et  par  consé([uent  de  cinq-vingts.  — 
Xous  y  reviendrons  tout  ;i  l'heure. 

Système  quixqual.  —  La  seule  inspection  des  chiffres  romains  I, 
II,  III,  IIII,  V,  a  porté  certains  savants  ii  supposeï' que  ces  chiffres 
sont  la  représentation  schématique  des  ([uatre  doigts  et  de  la 
main.  Dans  ce  cas  les  chiffres  VI,  VII...  etc..  signifiaient  :  main 
et  un  doigt  de  l'autre  main  =  6  ;  main  et  deux  doigts  de  l'autre 
main  =  j...  etc..  jusqu'il  ce  qu'on  arrive  à  dire  :  deux  mains  = 
10  =  X.  Car  le  signe  X  n'est  plus  dès  lors  que  l'association 
symétrique  des  deux  V. 

Si  nous  n'avions  aucun  document  supplémentaire,  cette  con- 
ception resterait  ii  l'état  de  théorie  ingénieuse  et  l'ingéniosité 
n'est  pas  un  critère.  C'est  une  autofécondation  ([ui  abcnilit  à  la 
stérilité  ! 

Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  :  car  nous  savons  positivement  c|ue 
tous  les  mots  indo-européens  qui  signifient  ciiiq^  sont,  quoique 
plus  ou  moins  déformés  par  l'altération  phonétique,  très  proches 
parents  du  grec  t:svt£  et  du  zend  pendji,  de  l'aria  pe.ntcha  = 
«  Main  ».  Tout  le  monde  sait  d'ailleurs  ce  que  c'est  que  le  Pend- 
jab indien  et  peut  s'assurer  de  i'ifiu  de  l'aspect  caractéristi<[ue 
de  ce  fleuve.  D'autre  part  les  renseignements  nombreux  que 
nous  possédons  aujourd'hui  sur  les  idiomes  non  aryens,  nous 
amènent  encore  plus  nettement  au  système  pentadactyle  envisagé 
comme  base  du  décimal,  et  en  passant  par  la  phase  intermé- 
diaire fort  curieuse  du  vigintésimal.  —  ^oici  ([uehjues  exemples  : 

Les  tribus  habitant  le  cours  inférieur  du  Murrav  nont  que  les 
deux  mots  /i/np  et  poUli,  un  et  deux^  pour  aller  jus([u";i  dix. 
Pour  cin([  ils  disent  /"/////>  nuiriuiiii^in  ou  une  main  ;  et  pour  dix 
politi  iHiinumi^in.  ^Beveridge.  Trans.  of  ihe  roi/a/  Sue.  of  Vietu- 
ri(t ,  vol.  ^  1 ,  p.    1  T)!.) 

Le  prix  d'un  bœuf,  chez  les  Dammaras,  est  généralement  de 
dix  rouleaux  de   tabac   A   cluujue  marché,    le   vendeur  se    met   à 
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plat  ventre,  étend  ses  larges  mains  par  terre  et  l'acheteur  lui 
met  un  rouleau  de  tabac  sur  cha([ue  doigt.  (Galton.  Tropkdl 
Soiitlt  afri.d .  \>.  \'^1.) 

Les  indiens  Zamuca  et  Muysca  traduisent  cinq  par  une  locu- 
tion =  «  main  finie  »  ;  six  par  «  un  de  l'autre  main  »  ;  dix  par 
«  deux  mains  finies  »  ;  onze  par  «  pied-un  «  ;  douze  par  «  pied- 
deux  »  ;  quinze  par  «  un  pied  fini  w,  et  r//?^>/  par  «  les  deux  pieds 
finis  )).  (lïumboldt.  Personal  vesearches,  vol.  II,  p.   iij-i 

Ce  qui  est  le  plus  remarquable,  c'est  que,  pour  abréger,  ces 
indiens  nomment  le  pied  et  sous-entendent  par  lii  que  l'œuvre 
des  mains  est  épuisée,  de  sorte  c[ue  «  quicha  »  =  pied,  est  syno- 
nvme  de  l'autre  expression  «  mains  finies  ».  Enfin,  au  lieu  de 
«  les  deux  pieds  finis  »  il  disent  :  un  honinic  ! 

Or  ce  svstème  se  retrouve  aussi  chez  les  Esquimaux,  chez  les 
Jaruroes,  chez  les  indiaènes  de  la  Guvane,  chez  les  Caraïbes... 
etc..  bien  que  les  structures  lexicogéniques  et  les  grammaires 
difTèrent  absolument  dun  peuple  à  l'autre.  Il  s'agit  là,  à  n  en 
pas  douter,  d'une  méthode  intuitive,  antérievirc  aux  origines 
mêmes  du  langage  formel  :  d'un  svstème  ([ue  l'on  pourrait  appe- 
ler «  hominal,  bimane   et  bipède  »  ! 

Systîcme  ukcimai.  i'rophemext  dit.  —  Le  paradoxe  rappelé  par 
M.  Laisant  nous  conduirait  à  examiner  les  expressions  singulières 
de  dix-sept,  dix-huil  et  dix-neuf.  —  Voici  pourquoi. 

Les  enfants  de  l'école  primaire  s'amusent,  ou  du  moins  s'amu- 
saient jadis,  à  faire  dire  aux  nouveaux  (en  manit're  de  colle  : 
«  dix-un,  dix-deux,  dix-trois...  dix-six,  dix-sept,  dix-huit,  dix- 
neuf,  vingt.  » 

Si  mes  vieux  souvenirs  ne  me  trompent  pas,  je  me  rappelle 
avoir  guetté  plus  d'une  fois  sur  le  visage  des  petits  paysans  naïfs 
une  légère  surprise  au  moment  où  ils  arrivaient  sans  s'y  attendre, 
à  I  j,  i8  et  ic).  On  les  vovait  aloi-s  recommencer  la  série  et  s  ef- 
forcer de  comprendie  la  raison  en  vertu  de  laquelle  cette  série 
de  teiincs  f'uu.v  au  début)  passait  brus<puMncnt  ii  des  termes 
/unies  et  authentiques...  ! 

Lu  jour  (que  l'on  me  pardonne  ce  petit  bout  de  biographie 
vaniteuse)  j'eus  la  fantaisie  de  présider  la  brimade  et  de  pio- 
noncer   un  gi-and   discouis   de   dix    minutes,  pt»ur   ixj)li([Mer  au\ 


conscrits  ([lie  désoiiiKiis  noire  iiuiili-e  <réeol<^  iivall  reiioiiC(''  aux 
vieilles  loiitiues.  et  (|ue  l'on  conipleiait  ainsi  :  un.  deux,  trois, 
([uatre...  huit,  neuf,  iiixinlc  ;  unante-un,  unanlc-deux,  unanle- 
Irois...  unante-huit,  unante-neuf,  diiante:  duante-un,  duante- 
deux...  Ii-ianle...  (jUdrdiilc.. .  seplanle ,  orlanle,  noiutnlc  et 
(attention  !)  lnantante.  <^)ui  saura  jamais  tout  ce  (|ui  se  passe 
dans  la  cervelle  d'un  gamin.'  —  F.ssavons-le,  cependant.  .l'avais 
('tuilii'  un  peu  de  latin  chez  le  vicaire  du  ])avs,  et  p*  savais  par 
exemple  (pie  le  mol  ante  signifiait  «  auparavant  »,  ou,  pour  ('•tre 
plus  correct,  (|ue  avant  dt>rive  de  ah  ante.  De  là  une  étymologie 
l'antasti(|ue  des  mots  «  septante  et  cin(j-antc  »,  c'est-ii-dire  : 
((  Sej)t  avant...  cinn  avant  tel  chillVe  e.vpriniani  les  unit(^s.  »  Or 
la  psychologie  put'rile  est  simplificatrice,  l/enlant  dira  sponta- 
n(!'ment  :  ((  j'allerai  »  pour  j  iiai  »;  (f  ipie  nous  pouvions  »  pour 
((  (|ue  nous  |)uissi()ns  »,  cf  il  a  viendu  »  pour  v  il  est  venu  »  etc.. 
Pourquoi,  en  somme,  ne  pas  dire  :  iiiiante.  diiante,  triante, 
(piadrante.. .  etc....'  Ce  serait  juste,  puis((ue  nivelti  ;  ce  serait 
éipiilable,  puisque  pesé  dans  la  même  halaiice,  avec  les  mêmes 
poids.  ■ —  On  cherche  laborieusement  la  iiaUiie  de  nos  laoulU'S 
i!;énéralisatrices,  on  a  bien  tort  ;  car  la  oéïKi'ralisation  est  inm'e, 
comme  la  ligne  de  moindre  ri^sistance.  C'est  en  se  compli([uant 
et  en  s'artificialisant  ([ue  notre  intelligence  Qvt'v  les  lois  d'excep- 
lion,  en  grammaiic  el  ailleurs.  Prenons  maintenant  le  pro])lème 
il  revers,  en  assimilant  les  mots  di.v-scpl.,  di.r-lndt,  di.r-ncuf,  ii 
ceux  qui  les  piécèdent. 

11  en  r(''sullera  <pie  la  série  des  '.o  premiers  nombres  se  par- 
tagera en  deux  moitic-s  analogues  : 

V    Un,        deux,      trois si.\,       sept,  Imil.        iieiif,        dix: 

'    Onze,  (tou/,<',  li\'i/.c...    SL'izf,  soptaze.  ()('lis(>,    iiomr/.c,  viii!il. 

N Cpilogiioiis  pas  sur  les  vocables  de  scpldzc,  octisc  el  noniizc. 
Ia'  fond  doil  saiiNcr  la  forme,  .le  dis  donc  »pie,  dans  ce  svsti'ine, 
vino-f-un  -)-  douze  :^  vinu't- treize  ;  nonuze  -\-  octise  =  vinot- 
septaze  ;   vingt-septaze  -)-  trois  :=  dinix-vingt. 

()n  ne  dira  poini  septante  sept,  ni  siirtonl  soixaiile-dix-sept  ; 
mais  bien  trois  viiigl-sej)taze.  On  ne  dira  point  nonanle-neul,  ni 
même  ([uatre-vingl-dix-neul,    mais  ([uatre  vingt  nonuze  1 

llÉSL.Mii  i:t  co.Nci.i  sions.  —  Lillustre  Ampère  avait  écrit,  il  y  a 
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l(tn<j;t<Mnps.  (|ur  le  système  vi<;liili''slin;il  avait  dû  naître  de  la 
considération  simultanée  des  dix  doigts  des  mains  et  dt>s  dix 
doigts  des  pieds.  — Ampi'ic  n'c'tait  ni  ethnographe  ni  lingnist<>  : 
Il  a  (h)ne  (tniis  (\v  nous  parh'r  des  sauvages  et  Av  leurs  idiomes  ; 
i!  a  même  eommis  le  jtarharisme  «  vigintésimal  o...  Mais  il  t'iait 
dans  le  vrai.  Nous  n  avons  donc  ;i  ii'pétei'  aupiuid  hui  (|ue  ceci  : 
Le  sijsù'Dic  r/rcs/ji/dl  cs(  ef/'i'<live//ic/i/  lU'  Je  lu  coiisidèrdlio/i  imi- 
veraellenient  lutmaine  de  la  penUiddrlijlie  de  nos  (judire  ineinhres 
subdivisés  en  nuiins  et  pieds. 

Daprçs  cette  thé'oiie  ohjective,  i,  •>.,  .> ,  4>  sont  donut'-s  eu 
abaissant  successivement  les  doigts  d<>  la  main  gauche  :  ,')  =  la 
main  gauciie  lermée  ;  (>,  - ,  H.  (),  sont  les  doigts  laballus  de  la 
main  droite;  io=les  deux  mains  épuisées.  —  Onze,  d(»uzf. 
treize  et  ([uartorze  coi'respondent  aux  doigts  du  pied  gauche  ; 
([uinze  ^=  tout  le  pied  gauche  —  Seize,  septaze,  octize  et  n<)nuze 
correspondent  aux  doigts  du  pied  droit;  vingt  :=;  les  deux  ])ieds 
linis  et  jiar  consé(|uent  Ihomme  complet,  puis([ue  les  mains  ont 
terminé  leui'  jeu.  —  ^ingt=uu  homme.  Pour  repientlre  tex- 
tuellement la  ([uestiou  posée  par  M.  [.aisani,  je  pense  que  notre 
nunu'iatiou  [)arlée  actuelle  es!  hvhride  ou  métisse,  et  que  le 
retour  ii  soixante-dix.  quatre-vingts  et  ({ual  re-viugt-dix  rst  en 
eflet  un  retour  atavisl^i([ue,  un  |)as  eu  arrii're,  un  coup  de  icver- 
si«)n...  en  un  mol,  un  phénomène  analogue  ii  celui  (Uic  les 
éleveurs  ol)ser\eiil  ([uehpndois  dans  les  races  provenant  d  un 
crt)isement.  Mais  iajoute  que  cette  ri'tiogradalioii  a  été  an.iorcce 
|)ar  la  conservation  heaueoup  j)lus  archanpn^  encoi-e')  des  mots  : 
onze,   tlouze,  treize,  ([uatorze.  (piinze  et   seize. 

I.  éuiancipalion  des  teinies  i-.  i  <S  (t  i().  aurait  dû  (Mitrainer 
celle  de  ii,  i  '.,  i.).  14,  1  .')  et  Hi.  Mais  cela  n  a  pas  en  lii'u;  et 
voilii  pour([uoi  soixante-onze,  soixante-douze...  etc..  n'ont  révolté 
[lersonne. 

delà  ne  veut  [)as  dire  néanmoins  que  l'épuration  déliiiitive  ne 
s'opérera  jamais  :  Je  n'ose  pas  certes  lancer  ma  petite  tciinino- 
logie  de  hamliin  en  recommandant  l'emploi  de  0  L'nante  >•>  et 
«  Duante  ;).  Mais,  aloi's,  je  propt)se  ironi(|uement  au.x  pédago- 
gues ancestraux  d'uniformiser  i»  rebours  notie  nomenclature,  au 
moyen  des  grotes([ues  noms  de  septdze,   oetise  et  nunitze. 

Prof.    11.    H.viiox     Paris.. 


LA  NOTATION  DIFFERENTIELLE 

ET    LEXSEIGXEMENT 


Dans  un  article  très  intéressant  de  M.  H.  Laurent  'i  sur  les 
mathématiques  spéciales  en  France,  je  lis  la  phrase  suivante. 
((  Ce  n  est  pas,  je  pense,  ici  quil  convient  de  montrer  combien 
la  notation  difl'érentielle  est  plus  commode  que  celle  des  dérivées  ; 
c'est  aux  gens  compétents  cjue  je  m'adresse  et  non  à  des  élèves, 
et  je  pense  que  personne  ne  contestera  la  haute  portée  philoso- 
phique de  la  doctrine  différentielle.  » 

Je  ne  dirai  pas  (|ue  j  ai  lu  cette  phrase  avec  étonnement  ;  car 
elle  exprime  une  opinion  assez  répandue  ;  mais,  eu  ce  qui  me 
concerne,  je  conteste  al^solument  les  avantages  de  la  notation 
différentielle  et  je  crois  qu'on  ne  doit  lenseigner  aux  débutants 
que  cj^uand  ils  sont  déjà  familiarisés  avec  la  notation  des  déri- 
vées. 

La  notation  de  Leibniz,  dit  M.  Laurent,  est  plus  commode  que 
celle  de  Lagrange.  l*ourquoi  plus  commode  .^  J  en  cherche  les 
raisons  et  je  n'en  trouve  ({ue  deux  : 

i'*  Si  on  emploie  les  accents  pour  représenter  les  dérivées,  on 
sera  privé  de  cette  ressource  pour  distinguer  les  unes  des  autres 
des  quantités  analogues,  mais  différentes  ;  on  ne  pourra  plus 
dire,  par  exemple  :  soient  .r,  ?/,  c,  et  .r  ,  y,  "',  deux  points  dans 
l'espace  ; 

2"  Pour  faire  connailie  la  varial)le  par  rapport  ii  laquelle  on 
différentie,  il  faut  aUecler  les  lettres  d  indices  qui  peuvent  deve- 
nir gênants  pour  le  typographe  si  la  lettre  porte  déjà  d'autres 
indices  pour  une  autre  cause. 

Ce  sont  là  des  inconvénients  tout  matériels,  tt)ut  extérieurs  et 
([ui  peuvent  être  compensés  par  des  avantages  de  même  ordre, 
tel  que  le  suivant  : 


(')  \o\v  /  lînscigncniciit  /ii(it/niiia(i<jiu-,  11"  1.  ]».  j>i. 
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Je  veux  représenter  la  valeur  que  prend  la  dérivée  de  f'x] 
pour  .î==o  ;  je  n'ai  aucun  moyen  de  le  laire  avec  la  notation  de 
Leibniz  ;  avec  celle  de  Lagrange  je  n'ai  qu'à  écrire  f  o). 

jNIais,  dira-t-on,  c'est  là  prendre  la  question  par  le  petit  côté. 
Que  sont  ces  considérations  purement  matérielles  auprès  de  la 
haute  portée  philosophique  d'une  notation  qui  rappelle  à  chaque 
instant  la  définition,  le  sens  proloiul  des  (piantités  que  l'on  a  à 
manier  ? 

llélas,  elle  ne  les  rappelle  que  trop,  et  il  vaudrait  mieux  les 
rappeler  moins  que  de  les  rappeler  imparfaitement.  >seuf  fois  sur 
dix,  on  n'évitera  les  erreurs  qu'en  tâchant  d'oublier  la  signifi- 
cation primitive  de  ces  symboles  ;  c'est  ce  que  je  vais  montrer 
bientôt. 

Quant  à  moi,  j'emploie  d'ordinaire  la  notation  différentielle, 
d'abord  parce  que  c'est  la  langue  que  parlent  la  plupart  de  mes 
contemporains  et  ensuite  à  cause  des  petites  raisons  matérielles 
que  j'ai  exposées  plus  haut.  Mais  si  j'écris  en  diOérentielles,  le 
plus  souvent  je  pense  en  dérivées. 

J'ai  dit  que  la  notation  didercnlielle  est  impailaite  et  nous 
expose  à  l'erreur;   c'est  ce  ([u'il  me  reste  à  démontrer. 

Tout  va  bien  quand  on  se  borne  aux  difl'érentielles  du  premier 
ordre  et  quand  il  n'y  a  qu'une  variable  indépendante.  Oh  alors, 
j'approuve  sans  réserve  tout  ce  qu'on  peut  dire  au  sujet  de  la 
portée  philosophique  du  symbole  leibnizieii  et  de  ses  avantaces. 

Mais,  dès  que  Ton  passe  aux  dérivées  du  second  ordre,  on  nage 
dans  l'absurdité  ;  soit  3  une  fonction  d'une  variable  ij  i[ui  est 
elle-même  louction  de  .v  ;  j'écris  : 

d^z  cr-z       clr^  dz       r/-'v 


~  + 


d.r-  dy-       d.v-  dr       d.t- 

Dans  cette  formule  j'écris  deux  lois  d-z,  et  ce  svmbole  a  deux 
significations  différentes.  Dans  le  second  membre,  il  sionilic  (uic 
si  je  donne  à  //  deux  aeeroissements  successils  èiiaux,  la  (onc- 
tion ;  subit  deux  accroissements  successils  f/c  et  r/r -j- /^/-r.  Dans 
le  premier,  il  signifie  que  si  je  donne  à  .v  deux  accroissements 
successils  égaux,  d'où  résultent  pour  //  deux  accroissements  suc- 
cessifs inéî^au.ii,  la  fonction  ^  subit  deux  accroissements  successifs 
dzvi  dz-{-d'-z. 


io8  //.  j>()i.\c.i /{/■: 

T. il    (lilficiilté    siiggrave    si    on    a    plusieurs   xariiihlcs   iiul<''j>oii- 

Jantos  :  j  écris  : 

(h     ,  (Iz     , 

ch  =  —^—  (l.r  -I ;—  (/y. 

Clx  (lY 

I.ii  oncore  nous  axons  trois  lois  le  svmhole  dz  avec  tiois  sifni- 
fications  clillércntcs.  La  pi'emière  lois  dz  représente  racc)-i>isse- 
ment  subi  par  '  ([uand  x  et  y  se  changent  en  x  -\-d.v  et  y  -^-dtj  ; 
la  seconde  fois  raccroisseinent  de  "  (piand  ./•  et  y  se  chanoent  en 
x-\-dx  et  // ;  la  troisième  fois  1  accrt)issenient  de  "  quand  .r  et  // 
se  changent  en  .t  et  y  -{~dy. 

Que  de  pièges  à  éviter  !  Aussi  les  di'hutants  ne  les  évitent-ils  pas. 
.lai  vu  un  élève  intelligent  et  déjii  avancé  exposer  comme  il  suit 
la  théorie  de  la  vitesse  du  son,  en  masquant  seulement  |>ai'  (piel- 
ques  artifices  ce  que  sa  démonstration  avait  de  choquant. 

Xous  avons  ii  intégrer  léquation 

d'-z  ,    d-'z 

-dF-  =  "'^L^- 

je  divi^e  pai'  d-z  et  je  niulliplif   par  Ai-  :  jai 

dx'  _     , 
dl-    ~  " 
d'où  : 

^  =  ±.,. 

dl 

ce  (pii  prouve  (pie  le  son  peut  se  })ropager  dans  les  deux  sens 
av(>c  la  vitesse  /i. 

«  (lest  singulier.  r(''pondait  1  examinateur,  excellent  j)hysicien 
(pu-  je  ne  veux  pas  nommer  ;  votre  démonstration  est  hien  ])lus 
siniplr  (pie  toul(^s  eelli's  (pie  je  connaissais  »  :  et  il  lui  donna  la 
note  II). 

Si  je  voulais  èlic  mecliaiil.  il  ne  serait  pas  dillieile  di-  lioincr 
des  erreurs  analogues  dans  des  livii's  iinprimt's. 

L  emploi  des  ("^  ronds  est  un  palliatif  insulfisanl.  (]e  n  est  lias 
deux  loi'ines  de  ^/ (piil  laiidiait.  il  en  faudrait  cinq,  il  (M1  laiidrait 
dix. 

P(iin(pioi  en  somme  csl-on  plus  elnxpié  de  ees  anomalies, 
pouripioi  engeiidreiil-elles  relativement  plus  d  erreurs  .'  (lest 
parce  tpi  on  oujilie  1  origine  dr  ces  notations,  cpiOn  ne  considèi-e 
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pas  -r-r  comme  le  (fiiotient  tle  deux  (iiuuitités  d-z  et  d.r-  envisa- 
gécs  séparémenl.  mais  qu  ou  regarcle  au  coutiaire  cette  Iraction 
comme  un  h/oc.  comme  la  ilérivée  seconde  de  -  pai'  ra|)|)oit  à  .r. 
(!  est    en  un  nu>l  pdicc  qu'on  [)ensc  en  dérivées. 

Il  Tant  donc  appiendie  à  penser  en  déiivées  ;  quand  on  aiiia 
pris  cette  habitude  on  pourra  sans  danger  se  servir  de  la  nota- 
lion  leihnizienne.  Il  est  clair  que  le  meilleur  moyeu  de  donner 
cette  habitude  aux  élèves,  c'est  de  leur  enseigner  d'abord  la  nota- 
tion de  Lagrauge.  (^uand  ils  seront  familiarisés  avec  ce  langao'e, 
([uand  ils  s'en  seront  servis  dans  de  nombreux  exercices,  (piand 
ils  sauront  faire  un  changement  de  variables,  on  pourra  sans 
inconvénient  leur  parler  de  la  notation  de  Leibniz.  .Ins(pie-l;i 
un  doit  s'en  abslenii'.  ou  tout  au  moins  se  borner  aa.v  difj'èren- 
liel/es  du  premier  ordre  el  .seulement  dans  Je  cas  oii  il  n' i/  a 
ffii  u/ie  variahie  indépendante. 

Si  au  contraiie  di's  le  début  on  veut  leui'  ap])jendre  ii  faire  îles 
changements  de  vaiiables  avec  la  notation  de  l.eilmi/,  ils  ne 
sauront  jamais  les  laire  correctement. 

Je  ne  veux  pas  dire  qu  il  ne  laut  pas,  jdus  tard,  leur  enseigner 
la  notation  dillerentielle  :  il  faut  (pi  ils  puissent  jnanier  ce  lan- 
gage ([ui  est  usitc-  par  tout  le  monde,  de  même  qu  il  laut  savoir 
l'allemand,  ])ien  (pie  cette  langue  ait  des  règles  tle  consti'uction 
ridicules  et  un  alphabet  (pii  n  a  pas  de  sens  commun,  parce 
([u'elle  est  parlée  pai'  soixante  millions  d  hommes  dont  beaucoiq) 
sont  des  savants. 

Il  est  un  cas  cepenilant  où  la  notation  dillV-i'enlielle  reprend 
tous  ses  avantages,  où  ses  inconvénients  disparaissent,  et  où  l'on 
ne  peut  lui  refuser  une  haute  valeur  phil()s()phi(pie  et  éducative. 
C'est  celui  où  l'on  n'envisage  <[ue  des  dillérenlielles  du  pieniier 
ordre  et  avec  une  seule  variable  indépendante.  Il  peut  être  utile 
de  se  familiariser  de  bonne  heure  avec  cette  notion,  d'apprendre 
ainsi  à  raisonner  correctement  sur  les  infiniment  petits.  On  com- 
prendra ainsi  facilement  la  tln'-orie  des  petites  erreurs,  si  impor- 
tante pour  la  prati([ue. 

Kn  résumé,  eu  malhémati(pies  spéciales,  on  doit  employer 
presque  exclusivement  la  notali(»n  de  Lagrauge:  on  lera  con- 
naître auxéb'ves  les  dilleienlielles  premii'res,  en  insistant  suitont 
sur  le  cas  où  il   n  v  a  ([u'une  \ariable  independanle.  Si  on  aboicle 
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le  cas  où  il  v  on  a  plusieurs,  on  se  servira  exclusivement  de  la 
notation  de  Lagrange  pour  les  dérivées  partielles;  on  n'écriia 
jamais  : 

d    =z  ——  dx  +  — —  dy 
Ùv  (3v      " 

jnais 

df=  f'dx  +  f'dy. 

On  s\ihstieii(lrn  absolument  de  parler  des  difj'êrenliçlles 
secondes. 

A  l'Ecole  polytechni(|ne  et  dans  les  Facultés,  on  enseignera  la 
notation  différentielle  et  on  l'emploiera  de  préférence. 

II.  PoixcAHÉ  [Paris). 


L'AGREGATION    DES    SCIENCES    MATHÉMATIQUES 

EN  FRANCE 
CONCOURS  DE  1898  Eï  PROGRAMME  DE  1899 


Le  concours  d'agrégation  des  sciences  mathématiques  en  France 
est  de  la  plus  haute  importance.  11  décide  de  la  carrière  des 
professeurs,  et  ceux  qui  ne  parviennent  pas  à  obtenir  le  titre 
d'agrégé  se  voient  condamnés  à  toul  jamais. 

Ce  concours  se  passe  d'habitude  à  Paris  vers  le  mois  de  juillet. 
Il  comprend  des  épreuves  multiples,  écrites  et  orales,  et  le  noml)re 
des  places  est  généralement  faible;  il  y  en  a  eu  huit  en  1898.  A  la 
suite  des  compositions  écrites,  19  candidats  avaient  été  admis- 
sibles ;  les  8  agrégés  nommés  se  répartissent  ainsi  :  les  Ô  pre- 
miers et  le  j"  sont  des  élèves  de  l'Ecole  normale  supérieure;  le 
6"  est  un  étudiant  libre  de  la  faculté  des  sciences  de  P;iris,  et  le 
8"  est  un  professeur  de  collège. 

Nous  croyons  intéressant,  non  scuilcment  pour  les  candidats 
luturs,  mais  pour  toutes  les  personnes  qui  s'intéressent  à  l'en- 
seignement en  général,  de  donner  ici  (|uel<{ues  renseignements 
sur  les  épreuves  de  1898  et  le  programme  p<»ur  1899. 
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Afin  de  ne  pas  allonger  cet  exposé  déjà  éf«Mulu  par  lui-même, 
et  de  lui  conserver  rigoureusement  son  caractère  documentaire, 
nous  ne  l'accompagnerons  d'aucune  réflexion,  d'aucune  remarque 
critique,  quant  à  présent  du  moins.  Si  plus  tard  cette  question 
de  l'agrégation  tente  qnel([u  un  de  nos  collaborateurs,  et  qu'il 
désire  en  (aire  une  étude  approfondie,  les  renseignements  que 
nous  donnons  ici  seront  pour  lui  d  une  réelle  utilité. 

Les  premières  épreuves  écrites  sont  au  nombre  de  <[uatre  : 
mathématiques  élémentaires,  mathématii[ues  spéciales,  méca- 
nique rationnelle,  composition  sur  l  analyse  et  ses  applications 
géométriques.  Sept  heures  sont  accordées  pour  chacune  d'elles; 
elles  ont  eu  lieu,  en  1898,  les  i^'',  2,  3.  4  juillet,  de  ~  heures  du 
matin  à  2  heures  du  soir. 

Voici  quels  lurent  les  sujets  : 

Mathématiques  èlémentab-es.  —  On  considère  un  triangle  T, 
dont  les  sommets  sont  A,  B,  C,  et  une  droite  A  dans  son  plan. 
On  prend  les  symétritpies  d  un  point  O  quelconque  de  la  droite  A 
par  rapport  aux  côtés  du  triangle  T,  et  on  construit  le  c<'ntre  O' 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  ayant  pour  sommets  les  trois 
points  ainsi  obtenus  : 

I.  —  Trouver  le  lieu  du  point  O'  lors([ue  le  j)oint  O  décrit 
la  choite  A.  Ce  lieu  est  une  conique  S  dont  on  discutera  le  genre 
en  laisant  varier  la  position  de  la  droite  A  par  rapjiort  au 
triangle  T.  On  indi([nera  également  les  positions  de  A  {)our 
les([uelles  S  lui  est  tangente  ; 

II.  —  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  conique  S  lors([ue  la 
droite  A  se  déplace  parallèlement  ii  elle-même; 

m.  —  Trouver  le  lieu  du  centre  de  S  lorsqu  on  lail  varier 
la  direction  de  A  ; 

\\. —  Démontrer  ([ue  pour  tout  poiul  I  de  S.  on  peut  niem-r 
trois  dioites  00',  et  laire  voir  (jue  deux  (h-  ces  droites  sont  con- 
juguées harmoniques  par  i'ap|)orl  aux  droites  ([ui  joignent  le 
point  1  aux  points  de  rencontre  de  A  et  dv  S  ; 

A  .  —  Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  A  passe  pai'  le  cen- 
tre (I)  d  un  cercle  inscrit  au  triangle  T,  on  propose  de  trouver 
l'enveloppe  de  la  droite  00'.  Démontrer  <pn%  dans  ce  cas,  les 
centres  des  trois  autres  cercles  inscrits  au  triangle  T  et  les  points 
de  rencontre  des  diagonales  du  quadrilatère  complet  ayant  pour 
c»*)tés  A  et  les  côtés  ch'  T  sont  six  points  placés  sur  une  même 
conique. 

Mallièniatiques  spéciales.  —  Au  svstème  des  deux  points  M,  M', 
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ilout  les  cooi'(l{innées  lectaiigiilnircs  sont  rosjjcctivenient  (.r,  //,  r) 
.r',  y\  "',  (»n  en  lait  C(>nesj)t»nclie  w\\  troisième  P  de  coordon- 
nées (X,  Y.  /    par  les  liuinnlcs 

X  =.»>'.  V  =  vv'.  Z  =  r-'. 

1°  On  suppose  que  les  points  M,  M  décrivent  une  même 
droite  A  issue  d  un  [)uinl  A  //,  h,  c  et  ayanl  pour  cosinus 
directeurs  a,  ^j.  ■'. 

On  deniand(>  quels  lieux  déci'it  le  point  P  (juand  M  et  M  décri- 
vent la  droite  A  indépendamment  l'un  de  Tautre.  ou  bien  quand, 
liin  des  points  décrivant  la  droite  A.  l'autre  reste  fixe  sur  cette 
droite,  ou  bien,  enfin,  quand  les  deux  points  décrivent  A,  mais 
en  restant  conlondus.  Dire  (juelles  relations  existent  entre  ces 
divers  lieux. 

^^^  On  suppose  maintenant  (|ne  les  points  M,  M  décrivent  non 
plus  une  même  droite,  mais  une  même  conique  o,  les  coordon- 
nées d'un  point  c(»urant  de  crtte  conifjuc  12  ctaiil  des  lonctions 
rationnelles  d  un  paramètre  /., 

'//a-  +  'J-ti'/.  -\-  c/,,  hj.-  -\-  ih.y  -r  f'„ 

,<■  zzz ' ' — ■  y  ::r:  — = ^  . 

</.,).-  +  -jr/jÀ  4-  <-/„    "        •  f/.,À-  -f-  idi'/  -p  </(, 

dj:-  +  2f/j).  4-  d(, 

où  les  u,  A.  r,  (/  sont  des  coelficients  constants. 

Lorsque  M  et  !M  décriAcnt  ii  indépendamment  1  un  de  l'autre, 
le  point  P  décrit  une  surface  S;  ses  coordonnées  sont  des  lonc- 
tions rationnelles  du  second  degré  de  deux  paramètres  convena- 
blement clioisis.  Dire  quel  lieu  décrit  le  point  P  sur  la  surlace  .S 
<[iiand,  M  restant  fixe  sur  la  conique  12.  le  point  M  dé'ciit  seul 
cette  coni(jue.  Dire  ensuite  ([uel  lien  décrit  le  point  P  cpiand  M 
<'t  M'  décriv(Mif  12,  mais  en  lestant  liés  par  une  relation  homo- 
graphique  iinoluliAc.  Quelles  conclusions  peut-on  retirer  du 
r('sultal  relalivement  aux  coniijues  situées  sur  la  surface  S.' 

3"  Quelle  est  la  nature  de  la  correspondance  ([ui  relie  les 
points  M  et  M  sur  la  conique  12.  quand  le  point  P  décrit  une  sec- 
lion  plane  d<'  la  surlace  S.'  MluiHiM'  v\  inler|)i("ler  les  cas  de 
(b'composilioii 

.]/cca//i(jnc  rdlioiiiicllc.  —  In  vase  c\  liiidricjur  .  circulaire, 
droit,  rej)ose  par  le  loiul  sur  une  table  borizonlale  fixe.  Le 
centre  O  de  ce  loiul  est  lui-même  tixe.  de  s(»rh'  ([ue  le  vase  ne 
peut  ([lie  louiiiei'  auloiu'  de  la  vrilicab*  du  point  O;  on  suppose 
il  ailli'urs  (pic    ce   mom  (Mucnl   de    rolalioii  a  li(>u  sans  liollcmenl . 

.V    I  iiih'M'iriir  du    vase    se    IroUM'    une    lii;('   ()IL    homo^i'iie    et 
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pesante,  dépaisseur  constante  inflninienl  petite,  ilont  nne  extj-e- 
mité  est  immobile  au  centre  O,  tandis  qu'à  laulie  extrémité  11 
est  fixée  d'une  manière  invariable  une  sphère,  aussi  homooène 
et  pesante,  ayant  son  centre  O  sur  l'axe  de  la  tige  et  s'appuvant 
contie  la  paroi  interne  du  vase.  Le  corps  solide  S. 
constitue  par  la  tige  et  la  sphère,  peut  se  mouvoir 
librement  autour  du  point  lixe  O  :  mais  on  suppos(> 
<|ue  des  Iroltements  se  développent  au  contact  de 
ce  corps  avec  la  paroi  interne  du  vase.  On  négli- 
gera les  Irottements  de  pivotement  et  de  roule- 
ment, pour  ne  tenir  compte  ([ue  du  frottement  de 
glissement,  dont  le  coelficient  sera  f. 

A  1  instant  initial  /  =;o,  le   solide  S  est  immo- 
bile et  le  vase  est  animé  d  une  vitesse  de  rotation 
(•j„,  autour   de    la   verticale   ascendante   du   point    () 
mouvements  du  vase  et  du  solide. 

On  di'signera  par  R  le  l'ayon  intérieur  du  vase,  et  par  'j.  son 
moment  d  inertie  par  rapport  à  son  axe.  On  représentera  par  /;/ 
la  masse  de  la  tige  011  et  par  M  celle  de  la  sphère.  On  appellera 
■2(1  la  longueur  00'  que  l'on  supposera  supérieure  l\  R,  et  z  h' 
rayon  O'II  de  la  split're. 

i'  On  trouvera  d'al)ord  les  mouvements  absolus  du  vase  et 
du  scdide  S  dans  le  cas  particulier  oii  le  ravon  z  de  la  sph<M'e 
est  nul  : 

2*^  On  les  obtiendra  ensuite  dans  le  cas  oénéral  où  o  a  une  va- 
leur  ([uelconque  moindre  que  R  ; 

3"  On  discutera  enfin  le  pivotement  et  le  roulement  du  solide  S 
sur  le  vase,  et  on  écriia  en  particulier  la  condition  nécessaiii" 
et  suffisante  poui'  que  le  loulenient  s'ed'ectue  constamment  dans 
le  même  sens  pendant  tout*'  la  durée  du  nu)uvement.  Xégligeanl 
ensuite  la  masse  /n  de  la  tige  et  supposant  invariable  le  rayon 
intérieur  R  du  vase,  on  résumera  la  discussion  prc'cédente  en  la 
basant  sur  la  valeur  du  rayon  p  de  la  sphère. 


Co/nposi/io/i  .s/ir  /'ti/i/ili/sc  et  ses  applicaliofis  gtonièlrKjiies.  — 
On  donne  TéMpiation  aux  dérivées  partielles 

{px  -|-  r/v)-  —  irt    i)Y  —  (jx)  -j-  2l'(r.)  =  0 


OÙ  a  désigne  une  constante,  et  1'  -    une  fonction  (Iftcrmint'-e  de   c. 

1°  Former  le  svsti'me  îles  é(piatioiis  dillérenliclles  des  caracté- 
ristiques ; 

•l"  Trouve)'  une  intégrale  de  ce  s\sleme  d  <Mpial!uus  dill'éren- 
ticllcs  ; 

'S°  Au  moyen  de  cette  intégrale,  former  une  intégrale  complète 
de  ré([nation  proposée  ; 
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4°  Dire  ii  quoi  doit  se  réduire  la  fonction  F(;;)  pour  que  les  ca- 
ractéristiques soient  des  lif^nes  asvmptotiques  sur  les  surlaces 
intégrales. 

Les  épreuves  orales  consistent  en  deux  leçons  laites  devant  le 
jury.  Nous  donncnis  ici  les  sujets  des  leçons  laites  par  les  candi- 
dats en  1898  ('). 

Matlièniatiqnes  élémentaires.  —  i.  —  Principe  de  la  théorie 
des  engrenages  cvlindriques.  —  Exemples  simples. 

:>..  — Enoncé  du  principe  général  des  lorccs  vives,  application 
aux  machines.  —  Volants. 

3.  —  Cartes  géographiques. 

4-  —  Démontrer  que  toute  conique  peut  être  considérée 
comme  le  lieu  des  points  d'intersection  des  ravons  homologues 
de  deux  laisceaux  homographiques.  Récipro([ue.  —  Rapport  har- 
monique de  quatre  points  sur  une  conique.  —  Applications. 

5.  —  Equilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné  dépoli, 
en  supposant  le  corps  soumis  ii  l'action  dune  force  passant  par 
son  centre  de  gravité. 

6.  —  Composition  des  vitesses,  applications  géométriques  et 
mécaniques. 

7.  —  Systèmes  articulés,  appareils  de  Peaucellier  et  de  Hart. 
Parallégramme  de  AVatt. 

8.  —  Calcul  de  t.. 

9.  —  Résoudre  et  discuter  :  —  i*^  l'équation  P-j-^'Q  =  o,  où  P 
est  un  polynôme  du  premier  degré  et  Q  un  polvnome  du  second 
degré;  l'équation  \/V  -\-\  (^  =  a  où  P  et  Q  sont  des  polynômes 
du  premier  degré  et  a  une  constante.  —  Exeniph's  tirés  de  la 
géométrie. 

10.  —  Balances.  —  Balance  ordinaire,  balance  romaine,  balance 
de  Roberval. 

11.  —  1  ranslôrmalion  par  ravons  vecteurs  et  réciproques.  — 
Applications. 

12.  —  Théorie  des  couples.  —  Réduction  ii  une  force  et  ii  un 
cou[)le  d'un  système  de  forces  applicpiées  \\  un  corps  solide.  — 
Conditions  d"é(piilibre. 

i3.  —  Polygones  réguliers,  convexes  et  concaves. 

i4-  —  Polygones  luniculaires.  —  Déterminer  trois  graphiques 
des  tensions.  —  Applicatious. 

1.3.  —  Involulion    sur  une  ilr(»ile.    hilsceaux  en  involution.   — 
Involutiou  sur  un  coui([ue.  —  Ap[)lications. 
àL 

(')  Ces  divi'i's  (locuiiiciits  sont  cxti-aits  des  l'eiiilles  autoyraphiéos  publiées  par  la 
librairie  Croville-Moraiil. 
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i6.  —  Propriétés  générales  des  polyèdres  convexes.  —  Théo- 
rème dEulev.  —  Applications. 

I-.  —  Définition  et  détermination  de  lu  latitude  el  de  lu  lonoi- 
tuue  d  un  lieu,  soit  sur  terre,  soit  sur  mer. 

i8.  —  Extraction  de  la  racine   carrée  à  moins  dune   unité;    à 

moins  de  — .  —  Indiquer  quelques  méthodes  abrégées. 

Mathcniadqiics  spéciales.  —  i.  —  Invariants  de  lu  lorme  l)iqua- 
dratique.  —  Applications. 

2.  —  Représentation  d'un  quadricjuc  sur  un  plan.  —  Applicu- 
tions. 

3.  —  Degré  et  classe  dune  courbe  plane.  Points  doubles  et  tan- 
gentes doubles.  —  Points  de  rebroussement  et  points  d'inflexion. 

—  Genre.  —  Exemples. 

4-  —  Détinition  de  la  lonction  eulérienne  F  -i  par  un  produit 
infini  de  lacteurs  complexes  ;  principales  propriétés  de  cette 
fonction.  ^Montrer  que  si  3  prend  une  valeur  réelle  et  positive  a, 

cette    fonction     coïncide    avec     l'intéorale    eulérienne    de    cette 

o 

espèce  :  S^e~  'x"~^cLv. 

5.  —  Séries  de  Tavlor  et  de  Mac-Laurin,  dans  le  cas  dune  va- 
riable réelle.  —  Applications. 

6.  —  Invariants  dune  forme  quadratique.  —  Invariants  simul- 
tanés d  une  Ibrme  quadratique  et  d'une  lorme  linéaire  dans  le  cas 
de  trois  ou  de  quatre  variables.  —  Interprétations  géomé- 
triques. 

-.  —  Fonctions  symétriques  rationnelles  des  racines  d'une 
équation  algébrique.  —  Applications. 

8.  —  Transformation  d'une  équation  algébrique  /(.r)  =0  dans 
le  cas  oii  chaque  racine  tj  de  l'équation  cherchée  doit  ètie  une 
lonction  rationnelle  d  une  ou  deux  racines  de  l'équation  donnée. 

—  Exemples. 

9. —  Règles  élémentaires  permettant  île  leconnallre  la  conver- 
gence et  la  divergence  d'une  série  ii  termes  positils;  règles  de 
Gauss  et  de  Duhamel.  —  Exemples. 

10.  —  Invariants  et  covariants  d  une  ou  deux  loiines   l)inalres. 

—  Applications  simples. 

11.  —  Invariants  d'une  lorme  (pKulratlcjue  ;  invariants  simul- 
tanés d  une  forme  quadratique  et  d  une  forme  linéaire  dans  le 
cas  de  trois  ou  ([uatre  variables.  —  Interprétations  géomé- 
tri(pies. 

i>.  —  Réduction  simultanée  de  deux  lorines  (pnulratiijues  h 
trois  vaiiul)les  ii  des  sommes  de  trois  ou  d  un  nombre  moindre  de 
carrés.  —  .\j)plications. 

i3.  —  Représentation  dune  ([uudri([ue  sur  un  plan.  — .\.p[  U- 
cations. 
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14.  —  Tiivari;ints  de  l:i  loriue  biquadratiqu*'.  —  Applications. 

I,").  —  Application  des  invariants  simultanés  de  (I(mi\  lornics 
(|uadrati([ucs  à  la  démonstration  des  principales  jdopriétés  m»';- 
triqiies  des  cônes  ou  des  courbes  planes  du  second  dénié. 

i(>.  —  Soient  f{.x)=^o   une  équation    algéluiipic   inéductihle, 

dans  un  domaine   de  rationalité    et  a,,,  a,, a„„,  les  racines  de 

cette  équation  ;  étudier  l'équation  qui  admet  poui-  racines  'ffa^), 
C5(a,\.  .'i  a„_,),  où  '^'.v  est  une  lon<'tion  lationnclle  dans  le  mènjc 
domain(\ 

1-. —  Invariants  simultanés  de  deux  lormes  (juadratiques  ii  trois 
variables.  —  Applications. 

i8.  —  Principales  propriétés  des  fonctions  définies  par  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  dune  \a- 
riable  réelle;  déiivée  ;  intégrale.  —  Exemples. 


Deux  compositions  finales  complètent   ces  épreuves.    Vax    voici 
les  textes  : 

Calcul .  —  Ivtant    donnés  trois    axes   de  coordonuf'cs  rectangu- 
laii'es,  on  considère  les  deux  ellipsoïdes  (pii  ont  pour  (Mjiiations  : 

ax-  -f  hy-  4-  Z-  =  9 
ax-  -j-  hy-  4-  -iZ-  =r  i3, 

a  et  h  désignant  deux  nombres  positifs  ;  soit  S  la  portion  du  solide 
commun  aux  deux  corps  qui  se  trouve  d  un  côté  du  plan  des  xy  : 
1**  Trouver,  en  fonction  de  a  et   de  h,  l'expression    du   volume 
du  solide    S  ; 

2''  En  supposant  a  =  i.  b^^'S,  calculer  ce  volume  ;i  un  tlix-mil- 
lièmc  près  par  défaut  : 

3"  Le  corps  S  étant  suppos»'  homogène,  calculer  ii  un  centième 

pi'ès,    pai-    défaut,   le    /  de   son 
centrcMe  gravité. 

E/Jiii-c.  —  Intersection  dun 
hvpeilxdoïde  à  une  napj)e  et 
irun  evlindre  de  révolution. 

L'axe  de  révolution  de  Iby- 
perboloïde  H  est  une  droite  de 
iront  dont  la  projection  verti- 
cale est  inclinée  de  4''"  ^'H"  '•' 
ligne  de  terre  .n/  île  «iauclie  a 
droite  et  de  bas  en  haut. 

Le  centi'e  de  l'hyperbidoùh' 
est  un  point  sllu(''  :i  une  dislance  de  10  c/m  île  chacun  des  plans 
de  projection. 
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Le  contour  apparent  de  cette  surface  sur  le  plan  horizontal  est 
une  hyperbole  équilatère  dont  l'axe  tiansverse  a  une  lonj^ncdr 
totale  de  8  c/ni. 

Par  le  cercle  de  gorge  de  11  on  lait  passer  une  sphère  S,  doiil 
le  centre  a  une  cote  de  8  c/m,  et  à  cette  sphi're  on  circonscrit  iiu 
cylindre  de  réyolution  (1,  dont  les    o;énératrices  sont  des   droites 

o 

de  (Vont  inclinées  ii  30"  sur  la  lionne  de  terre  de  oauche  i»  droite 
et  de  haut  en  has.  —  Trouver  l'intersection  de  ce  cylindre  (1  et  de 
rhv[>erl)oloï(le  II. 

Représenter  le  solide  commun  aux  dry\x  coips.  fii  sii|)posaiil 
enleyée  la  portion  de  ce  solide  située  au-dessus  du  parallMr  le 
plus  il  gauche  de  C  dont  le  ])lan  soit  tangent  ;i  IS. 

Pour  le  concours  de  1899,  nous  reproduisons  ici  h^  programme 
des  questions  d'Analyse  et  de  Mécanicpie  d'oii  sera  tiré  le  sujet 
d'une  des  compositions  écrites. 

Anali/se.  —  i"  Intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivc'-es 
jiartielles  du  j)remier  ordre  ;  systèmes  complets. 

;>"  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  deux  yariahles  indépendantes  f.i-,i/,z,j),  fj)=^o  ;  méthode 
de  Lagrange  cl  de  Charpit  ;  nn'thode  des  caractéiistiques.  — 
Applications  géométricpies. 

Nota. —  On  pourra  admettre  les  théorèmes  gi'uéraux  de  (lau- 
chv  sur  l'existence  des  intéoi-;ilcs. 

Mécanique.  —  Dvnami([ue  du  corps  solide.  —  Percussions. 
XoT.v.  —  On  ne  tiendra  pas  conq)te  du  frottement. 

Les  sujets  de  leçons  du  concours  de  1899  sont  incrKjiiés  à  1  a\ance 
comme  il  suit  : 

M(t(/u'/iiaf/(jties  éli'nwntdircs.  —  1.  — Supposant  les  princijies 
de  la  tlié(U'ie  des  nombres  premiers,  ('lablir  la  formule  (pii  lait 
connaître  combien  il  y  a  de  nombres  intérieurs  ;i  un  nombre 
donné  et  premiei-s  avec  lui.  —  Théorème  de  I-'ermat.  —  Ciéncra- 
lisation  de  ce  théorème.  —   J'héorème  de  ^^  ilson. 

■>..  —  l^xtraction   de  la  racine  carrée   ii    moins   d  une  unité  ;    :i 

moins  «le  - — .    liidH[ut'r  (pn-hpies  métbodes  abrf'gées, 

3.  —  Polvgones  réguliers,  convexes  ou  ((Hicaves. 

4.  —  Cal.-ul  de  7:. 

j.  —  rranslornuition  par  rav(tns  vecteuis  réciprorpies.  —  .Vp- 
])lications. 

<i.  —  Oercles  orthogonaux  dans  le  plan  et  sur   la  sphère. 
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r- ,  —  Figures  honiolliétiqucs  dans  lospace.  —  Centre  d'honio- 
thctie.  —  Axe  d'homotliétie.  —  JMan  d'Iiomothétie.  —  Applica- 
tion à  un  système  de  quatre  sphères. 

8.  — Démontrer  que  toute  coni([uc  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographi([ues.  —  Réciproque.  —  Rapport  anhar- 
moni(|uc  de  ([uatre  points  sur  une  conique.  —  Applications. 
(Ouvrages  à  consulter  :  (^hasles,  Traité  des  coniques  ;  Rouché  et 
de  Comljerousse,   Trailè  de  géométrie.) 

C).  —  Involution  sur  une  droite.  —  Faisceaux  en  involulion. 
—  Involution  sur  une  coni([uc.  —  Applications. 

10.  —  Propriétés  générales  des  polyèdi-es  convexes.  —  Tiiéo- 
rèn\e  d'Iluler.  —  Applications. 

11.  —  Résoudre  et  discuter  :  i"  ré(|uation  P-(-\,'Q=o.  où  P 
est  un  polynôme  du  premier  degré  et  (^  un  polynôme  du  second 
degré  ;  a°  l'équation  ^P-|-/Q=:«,  où  F  etQ  sont  des  polynômes 
du  premier  degré  et  a  une  constante.  —  Exemples  tirés  de  la 
géométrie. 

12.  —  Vitesse.  —  i^tude  de  la  vitesse  dans  quehpies  mouve- 
ments. —  Représentations  graphi(|ues. 

i3.  —  Composition  des  vitesses.  —  Applications  géométri([ues 
et  mécaniques. 

14.  — Théorie  des  couples.  —  Réduction  à  une  force  et  à  un 
couple  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  — 
Conditions  d'équilibre. 

iT).  —  K({uilibre  d'un  corps  jiesaut  sur  un  plan  incliné  dépoli, 
en  supposant  le  corps  soumis  à  l'action  d  une  iôrce  passant  par 
son  centre  de  gravité. 

16.  —  Balances.  —  Balance  ordinaire,  l>alance  romaine,  jjalance 
de  Roberval. 

I-.  —  Systèmes  articulés.  — Appareils  de  Peaucellier  et  de 
Ilart.  —  i^aralléaramme  de  Watt. 

18.  —  Principe  de  la  théorie  des  engrenages  cylindiiques.  — 
Exenqiles  sinq)les. 

19.  —  Enoncé  du  principe  général  des  forces  vives.  —  .Vppli- 
cation  aux  machines.  —  Volants. 

■'().  — D(''finItion  et  détermination  de  hi  latitude  et  de  la  longi- 
tuile  d  un  lieu,  soit  sui'  terre,  soit  sur  mer. 

>.i.  —  (>artes  géographi([ues. 

22  —  Polygones  funiculaires.  —  Détermination  graphique 
des  tensions.  —  Applications. 

Prograi}U)te  des  nuttières  d  oit  seront  tirés  les  sn/'ets  des  h'rons 
/nnt/ié/N(iti(j/ies  spéria/es.  —  (]on\ cigenee  et  divergence  des 
séries.   Règles  élémenlaiies    ])eiinellant   de    reconnaître    la   con- 
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veroenco  ou  la  (livergeucc  d  une  série.  Règles  de  Gaiiss  et  de 
Duhamel.  Séries  ii  teiines  alternativement  positils  et  négatifs, 
séries  à  termes  imaginaires.  (Convergence  absolue.  Principales 
propriétés  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  d'ui\e  variable  complexe.  Convergence  uniforme.  La 
variable  étant  supposée  réelle,  étudier  la  dérivée,  l'intégrale  de 
la  série.  Applications.  Séries  de  Taylor  et  de  Marc-Laurin  dans 
le  cas  d'une  variable  réelle;  applications. 

Produits  inlinis  de  (acteurs  réels  ou  complexes.  Convergence 
et  divergence.  Définition  de  sin  -  par  un  produit  infini  de  facteurs 
complexes;  montrer  que  si  r  est  réel,  cette  fonction  coïncide 
avec  la  lonction  considérée  en  trigonométrie.  —  Définition  de  t 
(r,  w,  (.<)')  par  nn  produit  infini  de  facteurs  complexes.  —  Défini- 
tion des  fonctions  "^  r  et  <j.  r  .  Changements  produits  sur  ces 
fonctions  par  l'addition  à  l'argument  3  des  périodes  2(0  et  210'. 
Cas  de  dégénérescence. 

Propriétés  générales  des  équations  algébriques.  Nombre  des 
racines.  Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines.  Calcul 
des  fonctions  symétriques  des  racines.  Applications.  Elimination 
d'une  inconnue  entre  deux  équations  algébriques  entières  et 
rationnelles. 

Transformation  d'une  écpiation  algébri([ue  ^"  i'.r)  =  o  dans  le 
cas  où  cha([ue  racine  y  de  l'équation  cherchée  doit  être  une  fonc- 
tion rationnelle  '.;  d'une  ou  de  deux  racines  de  ré(juation  donnée. 
Exemples.  Soit  //  =^  es  \v)  l'équation  qui  définit  la  transforma- 
tion. On  suppose  que  les  coefficients  des  fonctions  f  et  s  ap[)ar- 
tiennent  ii  un  certain    domaine  de  rationalité    dans   lequel  f  [.v] 

est   irréductijjle,  et  on  désigne  par  y.^,  a^,  a.,, a„_,  les   racines 

de  l'équation  /"  (x)  =  o.  Si  les  (juantités  cp  {y„' ,  '^  .^i/--'  'f 
(a„_,j  sont  distinctes,  elles  sont  racines  d'une  é([uatioii  irré(hic- 
tible  de  degré  n.  Toute  fonction  rationnelle  d'une  racine  a„  dans 
le  domaine   considéré   s  exprime   rationnellement    au   moyen   de 

ç  '^«,,1.  Cas  011  plusieurs  des  (piantités  '^  ^a^;,  es  (a^ cp  \^-n-il  sont 

égales.  Si  les  racines  d  une  é(piation  irréductible  s'ex])riment 
rationnellement  au  moven  de  lune  d  entre  elles,  elles  s  expiimeut 
rationnellement  au  moyen  de  l'une  ([uelcompie  de  ces  racines. 

Etant  donnée,  dans  un  certain  domaine  de  rationalité,  une 
é([uation  y'i^.ri  =0,  on  peut  former,  dans  le  même  domaine,  une 
équation  irréductible  F  (y)  ;=;  o,  telle  cpie  toutes  les  racines  île 
f \.i)  =  o  soient  des  fonctions  rationnelles  de  l'une  quelcoiupie 
des  racines  de  F  (//)  =  o.   Ivxcmples. 

Définitions  des  invariants  et  des  covariants  d'une  ou  de  deux 
formes  binaires.  Application  aux  formes  des  trois  premiers  degrés. 
Interpiétation  géométri([ne.  Application  ii  la  résolution  de  1  é([ua- 
tion  du   troisième   degré.  Invariants  de  la  forme   l>iquadrati(|ue. 
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lliippoil  ;n)luunu)iii(|ii('  do  (jiiatre  <[u;iiillt<'s.  Ilijuatioii  du  sixièim* 
degré  qui  donne  les  six  valeurs  du  lappoit  anhainionique  :  i*"  des 
racines  de  réquation  du  quatrième  degré  ;  2°  des  racines  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré  et  d  un  nombre  donné  .v.  Signification 
des  invariants  de  la  forme  bi([uadralique.  Relation  fondamen- 
tale  entre  les  covariants  de  la  foinie  cubique. 

(^jurl)es  planes.  Ordre  ,  classe  ;  points  doubles,  points  de 
rebroussement  ;  tangentes  doubles,  tangentes  d'inllexion.  Genre. 
F'ormules  de  Pliicker  pour  une  courbe  ne  possédant  que  les  sin- 
gularités simples  de  l'espèce  ci-dessus.  Exemples  choisis  dans 
les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 

Génération  des  cubiques  planes  au  moyen  de  faisceaux  homo- 
gi'aphi(|ues  de  droites  et  de  coni(jues.  Génération  analogue  des 
([uartiques  planes  au  moven  de  faisceaux  homographiques  de 
coni(|ues. 

Formi^s  quadrati(|ues  à  trois  ou  quatre  variables.  Formes 
adjointes.  K({uations  ponctuelles  et  équations  tangenlielles  des 
coni([ues  et  des  (juadriques.  Réduction  simultanée  de  deux  formes 
quadratiques  à  trois  variables  .v,  //,  r,  ii  des  sommes  de  trois  ou 
d'un  nombre  moindre  de  carrés.  Triangle  conjugué  commun  ii 
deux  eonifjues.  Invariants  simultanés  de  deux  formes  quadra- 
tiques à  trois  variables.  Triangle  inscrit  ou  circonscrit  à  une  ])r<'- 
mière  conique  et  conjugué  à  une  seconde  conique,  fiiangle  ins- 
crit dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre.  Application  aux 
propriétés  projectives  et  nn''tri(|ues.  Propri('*tés  analogues  des 
cônes  du  second  degré. 

Expression  des  coordonnés  d  un  point  d  une  (jnadii(|ue  au 
moyen  des  deux  paramètres  A,  <x,  correspondant  aux  deux  sys- 
tèmes de  fiénératrices  rectiliones  ou  imaoinaiies.  Rei)résentation 
de  la  surlace  sur  un  plan.  Cas  particulier  de  la  pi-ojection  sté- 
réographique.  Intersection  de  deux  (juadricpies  quand  cette  inter- 
section se  décompose. 


LE  CHOIX  DES  SI  .[El S  DE  (.OMPOSll  MON 


11  y  a  bien  des  années  déjà^  vers  i8j.').  (ialalaii  publiait  ilans 
sa  ^\()iit'('ll<'  ('urrcsponddnci'iiutllicnidliiiin'  des  «d)servations  sou- 
vent assez  vives  sur  certains  |)oints  de  lenseignenuMit  des  matln''- 
mati(jues  élémentaires  en  Relgiipie.  ,Ie  crois  (ju'il  a  rentlu  ainsi 
un  véi'itable  service  à  l'cnseignemenl  (pi  il  cilliquait.  et  que  beau- 
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f()ii|)  lie  piolcsseuis  ou  (r»'.\;iinin;ilt'iii's  oui  dû  tuer  un  Ixtii  j);iill 
lie  ses  renKii'([ues.  l.<irs([u  il  s'iigit  surtout  clCxauieiis  <ui  de  cou- 
cours  publics,  ou  ue  saurait  apporter  un  soiu  trop  atleutil  au 
choix  des  (juestious  proposées,  et  a  la  rédaction  de  ces  ([ucstious 
(|uaud  elles  sont  proposées  couinie  sujet  d  un  exauieu  écrit.  La 
clarté  la  plus  absolue  est  une  première  couditiiui  qui  s'iuipose  ; 
uiais  ce  n  est  pas  la  seule.  Dans  certains  examens  surtout,  il  est 
(juelquelois  dillicile  de  choisir  des  sujets  dont  la  solution  soit  de 
nature  ii  louniir   de  sérieux   renseig-nements  sur   l'instruction    et 

o 

rintelligence  ilu  candidat,  et  cela  sans  excéder  les  limites  du 
proj^ramme,  sans  donner  à  la  question  une  ap[)arence  de  rébus, 
et  sans  qu  elle  soit  de  natuic  ;i  laire  cioire  ([ue  la  science  mathé- 
matique ne  peut  servir  i»  rien,  sinon  ;i  tracasseï'  les  candidats  en 
les  iaisant  échouer  à  leurs  examens. 

IMus  il  s'agit  d'épreuves  modestes,  et  plus  il  laut  ibqtenser  de 
travail  et  de  réflexion  dans  le  clioix  des  sujets.  (1  est  l'e  <loul 
on  ne  semble  pas  encore  se  rendre  sudlsamment  com])te  eu 
l' lance  et  peut-être  bien  ailleurs  en  ce  qui  concerne  certains 
evamens. 

Le  hasard  vient  de  me  ("aire  tombei-  sous  les  veux  le  texte  d'une 
composition  d  arithmétique  [)roposée  ii  l'aris,  à  la  session  d  oc- 
l(d)r<'  i89<S  lie  :>. 4  oclobn>  pour  être  précis  ,  pour  le  brevet  supi'-- 
r  leur  des  jeunes  filles,   l.e  voici   : 

f  />e  soinnie  a  c(é  di\>isce  en  trois  parlics  icUes  fjii\'l/es  rappor- 
Icraicnt  le  mânic  inlèvét  si  elles  étaient  placées  la  première  ii  7  II  (t 
pendant  cinq  mois,  la  deuxième  it  'i  V'2  p.  O'O  pendant  six  mois, 
et  la  troisième  ii  7>  p .  Il  II  pendant  trois  mois,  (hi  sait  (jue  si  la 
première  partie  était  comptée  en  monnaie  dor,  la  deuxième  partie 
en  monnaie  d  ari^etit  et  la  troisième  partie  en  monnaie  de  enivre, 
le  poids  total  de  la  monnaie  sei'ait  .'l'i.  IH'.I  hil .   l'). 

(In  demande  (luelle  est  cette  somme? 

(ie  sujet,  il  mon  humble  avis,  provo(|ue  ([uchpies  observations. 
Tout  d'abord,  u'apparlieiit-il  pas  plut(')t  ii  lalnébre  élémentairi- 
qu  a  1  aritliini'ti([ur  .'   !.<■  [)rol)lém(.'  se  n'tluil   imuu'-diateuieul   a   un 

svstème  d"é'<|uatiou  de  la  lorme  —  ^-z-^=:^  —  ,   bi -\- nii  -\- nz--=n. 
*  ti  t)  r  ^  ' 

()n  peut  n'qxmdre  tpi  il  \  a  toujours  moven  de  lésoudre  tles  é([ua- 
lious  Hnt'-aii'es,  surtout  aussi  simples,  eu  parlant  le  langa<^"e  arith- 
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métique,  c'est-îi-diro  en  remplaçant  les  équations  par  des  phrases. 
Rien  nVst  plus  vrai.  Mais  est-il  vraiment  bien  judicieux  de  com- 
pliquer ainsi  les  choses  simples  et  de  créer  artificiellement  des 
difhcultés  lii  où  il  n  v  en  a  pas,  en  obligeant  à  écrire  une  page 
où  il  faudrait  une  ligne. 

En  second  lieu,  l'essence  même  de  ce  pi-oblème  est-elle  de 
nature  li  faire  comprendre  à  des  jeunes  filles,  futures  institutrices 
ou  futures  mères  de  familles,  la  haute  utilité  de  la  science  du 
calcul  dans  ses  applications  ii  la  vie  réelle  .*  En  se  donnant  la 
peine  de  consulter  le  premier  actuaire  ou  le  premier  commis  de 
banque  venu,  on  trouverait  mille  sujets  d'arithmétique  commer- 
ciale ayant  un  intérêt  plus  direct.  11  est  fort  rare  (|u'on  ait  à  cal- 
culer le  montant  d'une  somme  au  moven  de  son  poids  global  en 
inonnaies  de  plusieurs  sortes.  VA  les  jeunes  filles  qui  se  trouve- 
raient en  présence  d'une  f[uestion  dont  elles  saisiraient  l'utilité 
possible,  comprendraient  qu'il  est  bon  de  travailler,  non  pas  seu- 
lement pour  passer  des  examens,  mais  pour  1  avenir.  Autrement 
il  arrivera  ([ue  iieul  sui'  dix,  j)armi  ceUes  ([ui  auront  eu  la 
chance  de  réussir,  tout  heureuses  d'avoir  en  main  leur  diplôme, 
jetteront  avec  dégoût  dans  un  coin  leurs  livres  et  leurs  cahiers 
darithmi'titpie,  en  se  jurant  bien  de  ne  plus  jamais  les  ouvrir.  Si 
c'est  comme  cela  qu'on  s'imagine  élever  et  étendre  1  instruction 
des  femmes,  j  ai  idée  qu'on  se  trompe. 

Parlons  un  peu  maintenant  de  la  rédaction.  Sur  un  point,  je 
dois  le  reconnaître,  cet  énoncé  m'a  instruit  en  me  révélant  l'exis- 
tence de  la  monnaie  de  citivre,  ([ui  m'était  totalement  inconnue, 
^lalheureusement,  on  n'a  pas  donné  le  poids  du  franc  dans  cette 
monnaie,  ou,  ce  (|ui  revient  au  même,  hi  \aleur  d  un  kilogramme 
de  monnaie  de  cuivre.  Et  le  cours  du  cuivre  étant  des  plus  varia- 
bles ((l'autant  plus  cpie  la  spéculation  s'en  mêle  ,  je  suis  ol)ligé 
de  constater  (|ue  jamais  pour  mon  conq)te  je  n'aurais  pu  résoudre 
un  tel  problème,  ii  moins  de  renq)lacer  les  mots  «  monnaif  de 
cuivre  w  par  «  monnaie  de  ]>illon  )>.  C'est  peut-être  ce  que  les 
auteurs  de  cette  étrange  question  ont  voulu  dire,  mais  c'est  ce 
(ju  ils  n'ont  pas  dit. 

11  ma  été  allirmé  (jue  1  exemple  (jue  je  viens  de  citer  n  était 
j)as  uni(|ue  ;  mais  c'est  le  seul  (jui  me  soit  tombé  sous  les  vrux, 
et  je  ne  veux  pas  i'riti([U('r  ce  <|Ui' j  ignore. 
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Plus  tard,  je  reviendrai  s  il  le  faut  siii-  ce  sujet  ;  mais  j  aime- 
rais mieux  ne  pas  y  «Hre  eoniraint.  Il  v  a  tians  renseignement 
primaire  et  dans  lenseionement  ])rimaire  supérieur,  ;i  Paris  sur- 
tout, des  hommes  dune  très  grande  valeur.  11  leur  sullira  d'être 
avisés  pour  exercer  une  suiveillance  un  peu  plus  attentive 
et  pour  empêcher  qu'on  retombe  dans  d'aussi  déplorables  erre- 
ments. 

Les  oljservations  (jui  précèdent  ont,  du  reste,  une  portée  bien 
supérieure  ii  la  cause  particulière  qui  les  a  provoquées.  A  tous 
les  degrés  de  renseignement  et  dans  tous  les  pays,  depuis  l'école 
primaire  jusqu'à  l'agrégation,  le  choix  d  un  sujet  de  composition 
est  toujours  chose  grave  et  délicate  ;  yV///;r//s  celui  ([ui  en  a  la  res- 
ponsabilité ne  devrait  s'acquitter  de  cette  tâche  à  la  légère  ; 
jamais  non  plus  il  ne  devrait  s'en  rapporter  ii  lui  seul,  et  le  pre- 
mier de  ses  soucis  devrait  être  de  solliciter  un  contrôle  néces- 
saire, sans  lequel  on  sera  toujours  exposé  à  des  bévues  désas- 
treuses et  irréparables. 

C.-A.    L.VISAXT. 


SUR    f/EMPLOI 

DES   SIGNES  EN  GÉOMÉTIUE 


1.  Un  grand  progrès  a  été  réalisé  dans  l'enseignement  de 
l'Algèbre  en  France  par  le  fait  (jue  la  première  leçon  d'Algèbre 
concerne  les  nombres  directits,  ou,  si  Ion  veut,  les  noml)ies 
positifs  et  négatifs  :  un  grand  progrès  sera  réalisé  dans  rensei- 
gnement de  lu  Géométrie  lorsque  l'emploi  des  segments,  des 
angles  algébriques,  des  aires  et  des  volumes  algébri([ues  sera 
adopté  svstématiqucnienf ,  au  lieu  d'être  présenté  comme  un  com- 
plément réservé  aux  meilleurs  élèves.  Seulement,  il  laudiait 
laire  deux  choses:  commencer  tôt,  el  commencer  par  le  com- 
mencement. Ct)mmcncer  tôt  :  dans  un  cours  d  Algèbre  deslin(''  aux 
élèves  des  classes  de  lettres,  M.  A.  Clrévv  débute  pai-  les  nombjes 
directifs  ;   quelle    raison    v    a-l-il    de    ne   pas    faire    de    même  en 
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Grom  éti'ie  ?  Clomincnccr  par  le  commencemonl  :  ccsl-ii-dirc 
apprendre  aux  d<''l)utants  la  Géométrie  des  segments  sur  une 
droite,  cette  Géométrie  linéaire  qu'ils  ne  savent  jamais  bien, 
parce  qu'ils  ne  l'ont  pas  apprise  à  temps,  et  leur  donner  par 
exemple  la  notion  importante  de  barycentre  pour  deux  points  A 
et  B,  la  formule  d'Euler  pour  quatre  points  en  ligne  droite,  la 
loi-mule  de  Stewart  ([uils  n'auront  plus  qu'à  généraliser,  etc.  ; 
leur  apprendre  ensuite  la  Géométrie  des  droites  ([ui  passent  par 
un  point  dans  un  plan,  la  Géométrie  plani-coni([ue,  en  donnant 
des  signes  aux  angles  :  on  oriente  le  plan,  on  fait  observer  ([uun 
angle  directif  a  un  côté  origine,  un  côté  extrémité,  et,  distinguant 
deux  cas    selon  ([uc  les  droites  a  et   |j  sont    dirigées  ou  non.  on 

écrit 

(a,  3)  =  n  +  /.-.    ',•', 

ou 

(a.  '{,)=  0  +  k.  -i'': 

on  peut  alois,  par  exemple,  énoncer  correctement  la  réciproque 
du  théorème  des  angles  opposés  par  le  sommet,  sans  allonger 
lénoiicé  par  des  phrases  lourdes  ([ue  la  notion  dangle  directil 
remplace  avec  avantage, 

Mais,  dira-t-on,  les  élèves  nOnt  pas  encore  fait  d'Algèbre  ! 
G  est  une  raison  aussi  sérieuse  que  celle  qui  empêche  de  définir 
les  lignes  trigonométriques  dans  le  courant  du  '.V'  livie  de 
Géométrie,  comme  il  serait  si  utile  de  le  (aire.  On  définira  h's 
nombres  directifs,  leur  addition  et  leur  multiplication,  dans  un 
chapitre  préliminaire  ;  on  (Uablira  la  formule  de  Ghasies 
AB -j- BG  =  AG  i^^et  il  en  résultera  pour  lAlgèbre  une  démons- 
tration excellente  du  fait  que  dans  un  polynôme  on  peut  int»'r- 
verlii-  l'ordre  des  termes'  ;  etc. 

:>..  Dans  un  o[)Uscule  avant  pour  litre  GèoDiétric  dirigée,  édité 
par  la  librairie  Nous ,  jal  pro[)osé  d"a[)peler  transformée  dune 
dioite  dirigée  a  une  droite  tlirigee  j  telle  que  l'angle  (a,  ,3)  soit 
égal  a  -f-  1'^;  il  est  en  ellet  ridicule  de  dire  <[ue  deux  angles  qui 
ont  leurs  côtés  perpendiculaires  sont  égaux  on  supplémentaires  : 
(juellc  géométrie  peut  sortir  de  l;i  .'  Gette  même  notion  permet 
encore  de  définir  le  signe  de  la  dislance  dun  point  à  une  droite 
dirigée,  dans  un  plan  orienté  ;  ce  signe  peut  être  latlaché  à  l  idée 
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dv  moment,  eu  considérant  une  force  qui  agit  suivant  la  droite, 
dans  le  sens  positif.  On  voit  alors  que  le  lieu  des  points  équi- 
distants  de  deux  droites  est  ce  qu'on  peut  appeler  la  pseudo- 
bissectrice. 

3.  Dans  un  triangle  on  dirige  les  trois  côtes  ;  les  pseudo-bis- 
sectrices sont  concourantes,  et  voilà  deux  théorèmes  réunis  en 
un  seul.  Dans  un  polygone,  on  dirigera  volontiers  les  côtés  dans 
les  sens  AB,  BC,  CD,  ...,  LA,  de  manière  à  considérer  les  angles 
extérieurs  dans  le  cas  d'un  polygone  convexe. 

4.  J'ose  dire  que  le  théorème  du  segment  capable  est  une 
honte  pour  l'enseignement  de  la  Géométrie.  Si  l'on  désigne  par 
AB  ou  par  BA  indifféremment  la  droite  dirigée  qui  porte  les 
points  A  et  B,  on  doit  dire  :  Etant  donnés  deux  points  fixes  ket  B, 
le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  on  a 

(MA,  MB)  r=  a  +  A-  2'', 

les  droites  MA  et  MB  étant  dirigées  à  volonté,  est  une  circonfé- 
renee  entière  et  une  seule  ;  ici,  comme  partout,  le  plan  est  orienté, 
l'angle  a  un  côté  origine  et  un  côté  extrémité.  On  peut  alors, 
pour  prendre  un  exemple  simple,  montrer  que  le  lieu  des  points 
de  concours  des  hauteurs  des  triangles  MAB  est  une  circonfé- 
rence, donnée  par  la  relation 

(HB,  IIA)  =  a  +  /..  2<'. 

Pour   quatre    points    A,  B,  G,  D   sur  une    circonférence,    on    a 

toujours 

(DA,  DB)  =  (CA,  CB)  +  k.  i<', 

que  le  contour  ADBC  soit  convexe  ou  non  ;  cela  permet  par 
exemple  de  démontrer  correctement  le  théorème  de  Simson,  en 
prenant  un  point  M  du  plan,  et  en  écrivant  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  ce  point  fasse  partie  du  lieu  cherché. 

5.  Un  cercle  dirigé  est  un  cycle.  Un  triangle  dont  les  côtés 
sont  dirigés  a  un  cycle  inscrit  et  un  seul,  dont  le  centre  est  au 
point  de  rencontre  des  pseudo-bissectrices  :  cela  permet  de 
débrouiller   des  questions  que   la  notion  de  cercle  inscrit  et  de 

9 
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cercles  ex-iiiscrits  rend  fort  confuses,  lorsque  la  figure  varie, 
comme  dans  les  lieux  géométriques.  Quand  un  contour  quadran- 
gulaire  ABCI),  convexe  ou  concave,  est  circonscrit  à  un  cyclr', 
on  a,  en  dirigeant  les  tangentes  d'après  le  sens  du  cycle, 

ab"— THr -f  CD  — IJÂ  =  o . 

6.  Les  aires  algébriques  intéressent  les  élèves.  I>"aire  algé- 
l)rique  OACB  du  rectangle  OACB,  le  point  A  étant  sura'.r,  le 
point  B  sur  y' y,  donne  le  meilleur  exemple  pour  la  multiplica- 
tion des  nombres  directifs.  Il  est  contraire  ii  toute  logi([ue  de 
définir  Taire  d'un  trapèze  de  seconde  espèce  comme  Ion  fait 
d'ordinaire,  sans  expliquer  la  définition,  et  en  la  légitimant  j)ai- 
le  résultat  aucjuel  elle  conduit.  Cela  est  surtout  frappant  pour  \ç 
tronc  de  pviamide  de  seconde  espèce,  où  la  surface  latérale  est 
une  difrérence,  tandis  que  le  volume  est  une  somme.  Il  faut 
définir  Taire  déterminée  par  un  contour  ])olygonal  absolument 
(pielcoïKjue,  en  écrivant  : 


ABCU...L  =  OAB  +  OBC  -|-  OCD  +  ...  -f  Ol.A. 

et  en  démontrant  (|ue  la  position  du  point  ()  est  indifTérente  ;  on 
se  sert  pour  cela  de  la  formule  en  ([uestion,  vérifiée  pour  le 
cas  du  triangle.  Pour  un  triangle,  en  dirigeant  les  côtés  ;i  voloiit»', 
et  en  posant  \M\=^n,  (]A=i,  AB=:r. 

•2 p  étant  le  périmèti-e  algél)ii([ue,  on  a  toujours  S=j)r,  S  etani 
ABC,  /•  étant  la  distance  du  centre  du  cvcle  inscrit  à  l'une  qucl- 
conf[ue  des  droites  dirigfM's  (jiii   jjoricnt  les  côtés. 

-.  Dans  le  V  livre,  ressentici  est  de  donner  pour  <b'ux 
triangles  qui  ont  leui's  côtés  parallides  la  foiinulc  algid)ii(|ui'  (ui 
directive) 

Âïr  _  bT?  _  Tv\' 
ÂB  "~  BC  ~"  rîÂ 

avec  cela  et  la  formule  d<'  Chasles,  un  <''l('ve  peut  se  tirer  d  al- 
faire.  On  énonce,  et  l'on  cb-inoutn-  d'un  seul  coiq».  la  formule 

AÏy-  =  ÏÏÂï  -f-  BC^  —  2  BCT  BM . 
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Pour  le  tlu'oii'uu'  (les  st'oantcs   clans  \v  ccrclr.  nu  a 
PÂ  X  PB  =  Vl\  :<  m 

et,  conune  le  théorème  est  énoncé  coniplètenienl,  la  réci])i(>(jue 
est  vraie  ;  même  observation  jionr  les  théorèmes  de  iNIénélaiis  et 
de  Jean  de  Ceva,  etc.;  taudis  ([ue,  en  emplovant  des  longueurs 
uu  lieu  de  segments,  il  laut  tliie  en  de  longues  phrases  (que  1  on 
supprime  trop  souvent)  que  des  points  en  nuinhre  pair  ou 
impair  sont  sur  les  prolongements,  etc.  Sans  aller  si  loin,  itu 
énonce  incomplètement  le  théorème  de  Thaïes,  et  Ion  énoncr- 
souvent  la  récipro(jue  comme  si  les  côtés  du  triangle  n  étaient 
jamais  prolongés. 

I.e  problème  du  partage  d  une  droite  AB  en  moveunt-  el 
extrèin»'  raison,  avec  des  longueurs  au  lieu  de  segments,  donne 
lieu  il  une  remarcjue  alîsurde  sur  linqiossibiliié  d  une  solution 
au  délit  du  point  B,  attendu  (]ue  cette  remar([ue  ne  serait  pas 
valable  si  1  on  demandait  d  avoir  par  exemple 

CÂ^  =  -)  CB  X  AB, 

chacun  des  deux  probli'mes  exprimés  j)ar  les  relations 

CA^  =  >  CB  X  .\B.  C\X-  =  —  5  CB  X  AB, 

avant  deux  solutions  ;  on  confond  deux  problèmes  distincts,  et 
il  est  tort  heureux  (^pour  renseignement  de  la  géométrie  des 
longueurs^   ([ue  le  problème 

CP  r=  —  (Hï  X  AB 

n'ait  pas  de  solution. 

J'observe  en  passant  que  la  règle  de  Descartes,  relative  \\  la 
manière  de  diriger  des  droites  paralW'les,  est  absolue  :  pour  Iho- 
mothétie  inverse,  par  exemple,  il  laut  se  coul(irni<>r  ii  cette  i'J>gle. 
bien  (jue  Ton  soit   lriit(''   de  laire   le  c(»ntraire,   si  Ton    vent   avoir 

ixmr  deux  sennienls  hoiiiothi'l i(| ues  -  ^^^  /  .  /.  ('-tant  le  l'apport 

1  n  '  AB  ^^ 

d-homothétie  ;  pour  des  ai.es.  on  ='^=  /,-■.  on  tenant  compte 
d  un  lait  gt-onK'triijue. 

8.    l'.n  ce  (jui   conceine  les  choses  de    ICspace.   je    me  conten- 
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terni  de  renvoyer  à  l'ouvrage  cité,  oii  j'ai  montré  que,  avec  des 
définitions  convenables,  la  distance  d'un  point  à  un  plan  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  distance  du  plan  au  point;  la 
règle  générale  de  tels  changements,  pour  un  espace  analytique 
un—  \  dimensions,  a  été  donnée  en  1892  dans  un  ouvrage  ayant 
pour  titre  :  VUijper espace.  Ou  devrait  tout  au  moins,  pour  les 
trièdres,  considérer  les  dièdres  extérieurs,  et  dire,  à  propos  des 
trièdres  réciproques,  que  les  rectilignes  des  dièdres  extérieurs 
de  l'un  sont  égaux  ^\xy<  faces  de  l'autre  ;  en  Trigonométrie  sphé- 
rique,  il  y  a  également  avantage  à  employer  les  dièdres  exté- 
rieurs. (xV  propos  de  dièdres,  j'observe  en  passant  qu'on  ne  doit 
pas  définir  l'égalité  de  deux  dièdres  par  superposition,  ii  cause 
du  glissement  possible,  mais  par  l'égalité  des  rectilignes.) 

g.  Les  mots  abscisse,  arguaient,  azimut,  devraient  être  employés 
couramment.  En  cinématique,  dans  l'enseignement  le  plus  mo- 
deste, on  devrait  dire  :  l'abscisse  x,  et  la  date  t,  le  déplace- 
x'  —  .r,  et  l'intervalle  de  temps  t' — t,  et  parler  peu  de  l'espace 
parcouru,  que  les  formules  ne  connaissent  guère  ;  on  devrait 
écrire,  au  début  de  la  Physique, 

.V  —  X,  =  ^^,  {t  —  t,)  +   -X  (<  _  t^Y-, 
f 

\  V-  —  t'o"-  =   2",'  (-t-  —  ^'o)' 

ce  qui  rend  les  problèmes  faciles.  En  optique,  on  devrait  prendre 
un  sens  positif  unique,  seul  moyen  de  bien  taire  les  problèmes 
sur  les  svstèmes  centrés  ;  la  formule  des  lentilles,  déduite  par 
soustraction  de  la  formule  des  dioptres,  n'a  rien  avoir  avec  la  for- 
mule des  miroirs,  et  l'on  a  tort  en  mathématiques  élémentaires  de 
les  rendre  semblables  ;  on  doit  appeler  R  l'abscisse  du  centre,  etc. 

10.  L'interprétation  des  racines  négatives  dans  les  problèmes, 
souvent  utile  ou  même  obligatoire,  devrait  en  beaucoup  de  cas 
être  remplacée  par  une  mise  en  équation  générale,  avec  données 
et  inconnues  directives.  Combien  d'élèves,  en  ^Lilhémali([ues 
élémentaires,  savent  démontrer  d'un  seul  coup  l'équation  de  la 
ligne  droite 

X     y  —^ 

a  h 


) 
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h  propos  du  prol>lènie  classique  de  Tintersection  de  deux  droites  ? 
Ils  examinent  quelques  cas,  et  se  trompent  généralement  en 
marquant  a  comme  une  longueur  sur  la  figure  lorsque  a  est 
négatif:  on  les  amène  à  écrire  —  a,  et  ils  croient  souvent  alors 
que  —  a  est  négatif:  ils  trébuchent  à  chaque  pas,  parce  qu'on 
ne  les  a  pas  exercés  en  Géométrie  pure.  On  a  énoncé  correcte- 
ment le  problème  des  courriers;  en  parlant  de  péi'imèti-es  algé- 
briques, d'aires  et  de  volumes  algébriques,  on  améliorerait  beau- 
coup d'autres  énoncés,  et  l'on  ne  verrait  plus  cette  chose  abomi- 
nable :  l'énoncé  d'un  problème  fabriqué  après  la  solution  ;  le 
problème  qui  consiste  à  inscrire  à  un  rectangle  donné  un  rec- 
tangle semblable  li  un  rectangle  donné  est  massacré  si  l'on  ne 
tient  pas  compte  du  sens  de  rotation.  Le  cas  douteux  des  triangles 
résulte  d'un  énoncé  mal  fait  :  le  calcul  du  troisième  coté  le 
montre  nettement  ;  c'est  bien  assez  que  la  condition  de  réalité 
des  racines  empêche  le  problème  d'être  toujours  possible,  et  il 
ne  faut  pas  qu'une  condition  de  signes  soit  imposée  à  la  géomé- 
ti'ie  qui  accepte  fort  bien  le  négatif. 

Il  ne  faut  d'ailleurs  pas  être  excessif.  On  doit  faire  des  pro- 
blèmes avec  des  données  et  des  inconnues  segmentaires,  et  en 
faire  aussi  avec  des  longueurs,  ne  fût-ce  que  pour  donner  aux 
élèves  le  sens  physi([uo  qu'ils  ont  en  général  si  peu.  Les  pro- 
blèmes d'attraction  par  exemple  s'accommodent  lort  mal  des 
signes  -f-  et  — ,  et  on  doit  le  dire.  Même  en  géométrie,  il  est 
souvent  difficile  de  faire  un  énoncé  correct,  auquel  s'appli([uent 
bien  les  signe*  -|-  et  — ;  l'interprétation  ordinaire  des  solutions 
négatives,  et  l'introduction  après  coup  de  données  négatives,  sont 
alors  un  moven  inférieur  auquel  on  se  résigne  faute  de  mieux. 
Mais  il  est  puéril,  à  propos  d'un  problème  sur  des  robinets  qui 
débitent  de  l'eau,  d'interpréter  les  racines  négatives  par  le  moyen 
que  l'on  sait:  comme  le  dit  fort  bien  M.  Bourget,  ([u'est-ce  fju'un 
problème  voisin  d'un  autre  ?  J'ajoute  que,  au  lieu  de  dii-e  que 
l'on  change  .r  en  —  .r,  on  peut  dii-e  :  j'appelle  :r' le  module  de  ^, 
et  je  mets  — .1'  où  il  v  avait  .r  ;  s'il  s'agit  de  Géométrie,  ,r'  est 
une  longmnir  de  la  figure,  et  l'équation  en  .r  est  construite  avec 
l'inconnue  — .1'  désignée  par  .r  ;  on  trouve  : 

.r  =r  —  V.,  un  —  r'  ::=  —  a.   et  1  Oii  ;t   .r'  n:  3t. 


II.  l'iic  coiisé([iH'nce  fatale»  de  1  usngf  (1rs  longiu'urs  an  lit'U 
de  segments,  et  en  général  de  Insage  des  valenrs  absolues,  c'est 
que,  quand  on  est  ameiu"  ii  parler  de  grandeurs  directives  mesu- 
rées par  des  nombres  directiis,  dune  part  les  éli'ves  ont  de  la 
peine  ;i  compri-ndic.  d'autre  pari  ils  sont  indillércuts  a  des  faits 
qu'ils  ont  toujouis  vu  négliger  par  leurs  maîtres.  i-!n  ïrigonomé- 
fiie,  à  propos  de  la  définition  des  lignes  complémentaires,  on 
leui-  démontre  ([ue.  si  un  arc  (A,  M)  commence  en  A  et  finit 
en  M,  le  sens  positif  étant  de  A  vers  B.  son  complément  est  un 
arc  (B,M:  commençant  en  B  et  finissant  en  M,  le  sens  positif 
('•tant  de  B  veis  .V  :  je  ne  crois  pas  que  l'ensemble  dune  classe 
comprenne  de  ([uoi  il  s'agit,  faute  d  habitude  de  cet  ordre 
d'idées,  et  le  nombre  est  petit  de  ceux  qui  trouvent  la  chose  inté- 
ressante. On  définit  séc  .r  dune  manière  peu  naturelle,  au  lieu 
décrire 

sec  X  rr 

OM 

et  cela  tient  surtout   ii  ce  que  Ton    fait  ordinairement  1 1  =  i,  ce 

qui  est  au   moins  inutile,    et   conduit  à   dire    lignes    trigonomé- 

triques  au  lieu  de  nonilircs  ou  fonctions    trigonométri([ues  ;  c'est 

])our  la  même  i-aison  ([ue,  souvent,  on  démontre  en  plusieui's  fois 

la  formule 

|jroj.  AB  rr  AB  cos  a, 

au  lieu  de  la  déduire  en  une  seule  fois  de  la  (h'finition   du  cosinus, 

en  écrivant  : 

proj .  AB 
'""'^^        AB        ' 

au  moyen  d'un  cercle  trigonométri(jue  de  centre  A  et  de  ravon  AB. 
Deux  triangles  ([ui  ont  leurs  c(jtés  parallèles   donnent  du  pre- 
mier coup  : 


<tn  le  vérifie  souvent  dans  les  (jualie  ([uadrants. 

On    ne   donne    pas,    ou  l'on  donne  avec  1  intention  de  n  en  pas 


faire  usage,  la  formule  essentielle  : 


BC        _        CA        _        AB 

siiili.-'  sin  (y.»)  siiila.S) 


SI  /{    LF.Ml'LOl   DES    S  /  G  y  f:  S    F  .\    G  É  OM  K  TI{  f  E  i3l 

OÙ  a,  p,  *'  ilésigncnl   U's  droites  dirigi-fs  (|iii  poii<'nl  les  côtés  du 
triangle  :  en  posant 

BC  =  '^  CÂ  =  h.  ÂB  =  c. 

('i.-;   =  X.  (Y,2|  =  B.  (7.3)  =  C, 
a  -\-  l>  -{-  f  z=  ip. 

on  réunit  plusieurs  formules  en  une    seule,   d'autant  mieux   ([ue 
les    demi-angles   interviennent    fré([uemnient,  et    que,    avec    les 

liabitudes   reçues,   on  voit  sin  —  et  cos -^  se  succéder   dans    des 

2  1 

lormules  dont  l'analogie  est  ainsi  masquée.  En  Mécani(jue  plane, 
pour  deux  loi'ces  P,  (^  et  leur  résultante  II,  on  doit  écrire  : 

Q  P  11 

\ 


sin  (P,R]         sin  (R,Q;  sin  (l',gi 

(P.  R)4-(R,Q)  =  (P,Q). 

tandis  ([ue.  pour  trt)is  forces  P,  Q,  S  en  é<nulil)ie.  on  a 

{  Q         _  P  _  S 

I     sin  (P,S)   ~    sin  (S,  Q|    ~    sin(Q.P) 

'  (P,S)  +  (S,Q)  +(Q.P)  =  2-: 

des  élèves  préparés  comprennent  tort  bien  cela. 

\j..  C'est  seulement  en  Mathémati([ues  spéciales  que  la  Géo- 
métrie analvtique  impose  IVmploi  systématique  des  grandeurs 
directives.  L'aire  d'un  triangle,  le  volume  d'un  tétraèdre,  don- 
nés par  un  déterminant,  ne  peuvent  être  des  grandeurs  absolues. 
Dans  la  formule  : 


'gV 


I    -j-    lUUl' 


le  plan  est  orienté,  l'angle  a  un  coté  origine,  un  côté  extrémité, 
les  droites  n'étant  pas  dirigées  ;  plus  d'un  élève  hésite  devant 
ces  idées  nouvelles  pour  lui.  Vax  coorilonnées  polaires,  la  démons- 
tration   tle   la  toiinule  tg  ^' =^  -V- serait   mieux   conqirise  si  Ion 

i 
était  mieux  préparé  ;  même  observation  pour  la  lorniule   relative 

aux  asvmptotes  ;  les  formules  elles-mêmes,  indépendamment  de 
la  démonstration,  ne  sont  pas  toujours  bien  comprises,  laute  d  ha- 
bitude des  choses  directives.  ï/ensemble  d'une   classe  est-il  inté- 
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ressé  par  le  fait  que  l'équation  noiniale  x  cos  'J--\-  y  cos  |j  — y;  ^=  o 
dirige  la  droite,  d'où  résulte  un  signe  net  pour  la  distance 
d'un  point  à  cette  droite  ?  par  le  fait  que  a  est  positif  de  0  x 
vers  Oy,  ,3  de  Oy  vers  0  .r,  d'où  résulte  ».+  ^j=^,  comme  en 
Trigonométrie  pour  un  arc  (A,  ]M)  et  son  complément  [B,  M  ? 
Je  ne  le  crois  pas;  et  l'on  peut  regretter  cette  indifférence  qui 
tient  au  premier  enseignement. 

i3.  Je  n'ai  cité  aucun  nom,  craignant  trop  de  me  tromper 
dans  un  sujet  qui  est  du  domaine  public.  Chasles,  Lagucrre  sur- 
tout, ont  beaucoup  fait  :  c'est,  je  crois,  Laguerre  ([ui  a  donné 
l'idée  du  cycle,  et  la  formule  essentielle 

BC  cX  Ib 


sin(|i,Y)  sin  (-;.c)  sni  (a,[i) 

si  je  ne  me  trompe,  c'est  Baltzer  qui  a  donné  l'écriture  excellente  : 

(DA.DB)  =  (CA,CB)  ■ 

pour  quatre  points  d  un  cercle  ;  M.  Gérard,  professeur  au  Ivcée 
Charlemagne,  a  donné  le  premier,  entre  autres  choses,  la 
formule  : 

ÂB  —  BC  +  CD  —  dI  =  0 

pour  le  quadrilatère  circonscriptible,  et,  si  je  ne  l'ai  pas  cité 
dans  l'opuscule  dont  j'ai  parlé,  c'est  que  je  ne  connaissais  pas 
les  articles  qu'il  avait  publiés  dans  le  Bullclln  de  Malhéinatiques 
élémentaires  dirigé  par  lui.  Bien  d'autres  se  sont  pi'éoccupés  de 
la  question  des  signes  en  Géométrie  ;  il  serait  temps  que  l'ensei- 
gnement profitât  des  résultats  ac<juis  :  au  xix''  siècle,  la  Géomé- 
trie n'est  pas  Vart  de  mesurer  la  terre. 

G.  Fontenl:    'Paris\ 

XoTi:.  —  En  coordonm'cs  cartosicnnos  dans  l'espace,  quelle  ijue  soit  la 
disposition  des  axes,  on  peut  dire  que  l'espace  est  orienté  do  O)-  vers  O; 
pour  l'observateur  O.r,...,  do  Oj- vers  Ov  pour  l'obsorvaleur  O:;  c'est,  je 
crois,  ce  que  dit  Cauchy.  En  ne  parlant  ni  de  gauche  ni  de  droite,  on  met 
tout  le  monde  d'accord.  G.  F. 


CHROiXIQUE 


L'enseignement  mathématique  à  l'Université  de  Strasboiirg. 

Nous  avons  sous  les  yeux  un  des  pl.ins  d  ('ludes  des  candidals  à  ren- 
seignement des  sciences  matliémaliques  et  physiques  dans  les  établis- 
sements secondaires  supérieurs  en  Prusse  ;  c'est  celui  qui  vient  d'être 
publié  par  MM.  les  professeurs  Beckeu,  Buaux,  Cohx,  Chazeu,  Reye, 
RoTH,  Webeii,  de  la  section  des  sciences  mathématiques  et  physiques 
de  riniversité  de  Strasbourg,  à  la  suite  du  décret  dont  nous  avons 
parlé  dans  le  n"  i  de  la  Ri'i'nr  (p.  60).  Cette  brochure  ('j  est  destinée  à 
guider  l'étudiant  dans  le  choix  des  cours  et  à  le  mettre  au  courant  du 
nouveau  règlement  qui  a  eu  pour  effet  immédiat  un  remaniement  dos 
programmes  universitaires  et  la  création  de  chaires  nouvelles. 

Ce  plan  d  élude  présente  bien  ce  que  de  nos  jours  doit  ollVir  une 
université  qui  a  la  prétention  de  posséder  une  section  des  sciences 
mathématiques,  et  c  est  à  ce  titre  (pie  nous  résumons  ici  le  contenu  de 
cette  brochure. 

Le  nouveau  règlement,  qui  dnit  entrer  en  vigueur  le  i'''  avril  pro- 
chain, établit  pour  1  enseignement  malliémalicpie  trois  sortes  de 
brevets  : 

a)  Le  certificat  secondaire  (Zivcite  Slii/'c)  pour  renseignement  dans 
les  classes  inférieures  et  moyennes  ; 

b)  Le  certificat  supéiùeur  {Erste  Stufe)  poui-  rcnseignemeni  dans  les 
classes  supérieures  ; 

c)  Le  certificat  de  eapacilé  pour  l'enseignement  des  niathémati(jues 
appliquées. 

Les  candidats  du  certificat  b  doivent  être  en  possession  du  certi- 
ficat a)  ;  les  candidats  au  certificat  c)  doivent  posséder  le  certificat  b). 

La  préparation  scientifique  des  candidats  est  confiée  aux  universités, 
mais  les  examens  sont  passés  devant  une  commission  nommée  par  le 
gouvernement  et  composée  de  professeurs  pris  dans  1  université  et  dans 
1  enseignement  secondaire. 

L'examen  principal  porte  sur  les  branches  suivantes  : 

a)    Pour    li;    ccrtifirat   secondaire    :    Connaissance    approfondie    des 


/)  Nous  venons  de  re<-Pvoii'  une  brochure  iinaloffue  publiée  par  rL'niversilé  île 
Goltinyuo,  qui  au  point  de  vue  des  études  mathématiques  jouit  d'une  réputation 
bien  justifiée. 
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iiialhrniatitjucr.  ('■h'-inciilaircs,  de  la  ^j-i'^DiiK'lric  analytiijue  à  deux  diincii- 
sioiis,  des  pi'opriélés  roiidaiiienlales  des  sodioris  coniques,  et  dfs  élé- 
luents  du  calcul  diiïerentiel  el  iulégral. 

1>  Pour  le  certifJcal  siiprriciir  :  (leoinélrie  su})érieure,  arithinétique 
et  algèbre  supérieures,  analyse  el  mécanique  analytique;  dans  chacune 
de  ces  i)ranches  le  candidat  doit  pouvoir  résoudre  une  question  il  une 
difliculté  moyenne. 

c)  Pour  le  certificat  des  iitatlii'-ni(ili(j((cs  (ipjjli(iHées  :  La  géoiiK'li-ie 
descriptive  jusqu  aux  méthodes  de  la  projection  centrale  (inclusivement  > 
et  le  tracé  des  épures  ;  la  connaissance  des  méthodes  employées  en 
mécanique  appliquée,  en  particulier  de  la  statique  graphicjue  ;  la  con- 
naissance des  éléments  de  géodésie  et  de  la  théorie  des  erreurs. 

Connaissances  générales  et  branches  accessoires.  —  Les  candidats  à 
l'enseignement  doivent  faire  preuve  de  coimaissances  générales  dans 
les  branches  suivantes  :  Philosophie,  Pédagogie  et  Littérature  alle- 
mande. En  outre,  ils  ont  à  faire  choix  d  une  branche  accessoire  appar- 
tenant, soil  au  domaiiu'  littéraire,  soit  au  domaine  des  sciences  phy- 
siques et  naturelles. 

CovKS  DE  i>iiEMii;iui:  anm':i:.  —  Dans  leui-  l)n)(luire,.  les  professeurs 
adressent  aux  étudiants  de  sages  conseils  sur  la  façon  de  travailler  un 
cours,  sur  le  choix  des  cours  et  sur  le  travail  pendant  la  longue  période 
des  vacances. 

Aux  étudiants  de  première  année  il  est  recommandé  de  suivre  comme 
cours  fondamentaux  :  la  géométrie  analvti(|ii('  à  deux  et  à  trois  dimen- 
sions, et  le  calcul  différentiel  et  intégral. 

Parmi  les  autres  cours  élémentaires,  on  doit  encore  compter  linlro- 
duction  à  la  géométrie  synthétique  (projective),  la  mécanique  technicpie 
et  la  géométrie  de  ])osition.  Toutefois  ces  cours  peuvent  aussi  être 
suivis  pendant  lundes  semestres  suivants  ;  ils  sont,  en  général,  donm-s 
tous  les  deux  ans. 

Dans  ses  leçons  sui*  le  cuirul  dillërenliel,  le  professeur  examine, 
entre  autres,  les  questions  les  plus  impoi-tantes  qui  se  rattachent  à 
1  analyse  algébrique  et  à  l'étude  des  séries  inlinies  ;  ces  deux  branches 
font,  de  temps  en  temps,  l'objet  de  cours  spéciaux  qui  sont  également 
recommandés  aux  commençants.  Il  en  est  de  même  des  cours  sui'  les 
déterminants,  la  trigonométrie  sphérique  et  l'introduction  à  lalgèbre 
supérieure. 

Sous  le  titre  d  iiitroduclion  aux  nialhémaliipies  supérieures,  1  Univer- 
sité de  Strasbourg  oflV<'  un  cours  à  l'usage  des  étudiants  en  sciences 
naturelles  afin  ([u  ils  puissent  avoir  un  aperçu  des  méthodes  employées 
dans  les  sciences  exactes. 

N  oici  enfin  un  cours  f|ni,  suivant  la  façon  ilont  il  est  conçu,  peut  être 
d  uik;  utilili-  iiicmiteslable  aux  ciuididals  à  l'eiisiMgaem'înt.  Il  a  pour 
objet  1  Encyclopédie  des  mathématicfues  élémentaires.  Il  ne  s'agit  pas 
ici  d'une  simple  revision   des  éléments,   mais  d  une  élude   approfondie 
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tic  ces    éh'iiKMits  t-rivisagcs  au  point  de  vue  ('•Itîvô  de  la  science  propiv- 
niciit  dite. 

CoLKS  sLi'KitiKL  its.  —  Poiu'  Ics  coui's spéciaux,  rCniversité  de  Stras- 
Ixiiirg  a  adoplé  un  cerlain  cycle  comprenant  les  diverses  parties  des 
niathénialiques  supérieures  et  embrassant  une  période  de  trois  à  quatre 
années.  l']n  général  il  ne  sera  pas  possible  à  un  étudiant  de  suivre  avec 
fi'uit  1  ensend)le  de  ces  cours.  Il  devra  faire  un  choix  selon  ses  dispo- 
sitions personnelles  et  la  direction  qu  il  désire  donnera  ses  études.  Ce 
choix  est  d'autant  plus  facile  que  la  ]tlu})art  des  cours  peuvent  être 
suivis  dans  un  ordre  quclcoïKinc,  à  partir  de  la  deuxième  année  univer- 
sitaire. Toutefois  il  est  bien  recommandé  aux  étudiants  de  ne  pas  sen- 
gager  trop  tôt  dans  la  spécialisation  ;  ce  conseil  s  adresse  tout  particu- 
lièrement à  ceux  qui  postuleront  plus  tard  le  doctorat. 

Les  cours  spéciaux  ont  été  répartis  en  quatre  groupes  : 

i''^  groupe.  —  (réométrie  analytique  à  trois  dimensions  d'après  les 
méthodes  récentes.  —  Théorie  des  courbes  gauches  et  des  surfaces.  — 
Théorie  de  la  courbure  des  courbes  et  des  surfaces.  —  Mécanique  ana- 
lytique. —  Théorie  du  potentiel. 

■>.''  groupe.  —  Intégrales  définies.  —  iMpialions  différentielles  ordi- 
naires. —  Les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  physique  mathé- 
matique. —  Calcul  des  variations.  —  Théorie  des  groupes  de  transfor- 
mation (d'après  Liei. 

'{'■  groupe.  —  Théorie  généi'ale  îles  fonctions.  —  Les  équations 
différentielles  linéaires  traitées  au  ])oinl  de  vue  de  la  théorie  des  fonc- 
tions. —  Fonctions  elliptiques.  —  l'oiictions  liypcr-clliplicpies.  — 
Fonctions  al)éliennes  et  fonctions  0. 

V'  groupe.  —  xVlgèbre  supérieure.  —  Théorie  des  nombres. —  1  héo- 
ri<'  des  invariants.  —  Théorie  des  nomi)res  aigébricpies.  —  Théorie  des 
groupes  finis.  —  Calcul  des  probabilités. 

h'J/istoire  îles  luatliéinalicpies  figure  également  au  programme  de 
[  l'niversité  de  Strasbourg.  Elle  fait  l'objet  d  un  cours  portant  soit  sur 
l'ensendjle  des  mathématitpies,  s(»it  sur  certains  chapiti-es  choisis. 

ExEUCicKS  F.T  SK.MiNAiHES,  —  Lcs  cours  Ics  plus  iuipoi'tants  sont. 
dès  la  première  année,  accompagnés  d(>  leçons  spécialement  consacrées 
aux  exercices. 

Outre  les  cours  spéciaux,  il  existe  encore  des  conférences,  désignées 
sous  le  nom  de  séminaires  et  consacrées  à  1  étude  de  questions  prépa- 
rées et  exposées  par  l'étudiant  lui-mèini'.  Le  princi[)al  but  de  ces  con- 
férences est  d'amener  l'étudiant  dans  la  voie  des  rechei'ches  per-^on- 
nelles. 

Dans  les  universités  ([ui,  au  |)oiul  de  vue  des  mathématiq.'es. 
ne  peuvent  offrir  un  programme  aussi  vaste  que  celui  dont  il  est 
«pieslion  ici,  ces  séminaires  peuvent,  dans  une  certaine  mesure,  aj)por- 
ler  une  compensatioTi.    En  effet,   il-  permettent  aux  professeurs  d'ajjor- 
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der  les  principes  fondamentaux  des  l)ranches  spéciales  les  plus  impor- 
tantes ;  mais,  de  plus,  et  cest  là  le  point  essentiel,  ils  obligent  lélève 
à  travailler  de  lui-même  et  développent  ainsi  chez  lui  1  esprit  d  ini- 
tiative et  de  méthode.  Grâce  à  une  pareille  préparation,  létudiant 
saui*a  tirer  parti  de  l'enseignement  reçu,  si  minime  soit-il,  et  sera  en 
état  de  compléter  lui-même  les  lacunes  qu  il  pourra  rencontrer  dans 
les  connaissances  acquises. 

Physique.  —  Le  programme  est  fort  bien  conqjris.  Les  cours  théo- 
riques forment  un  cycle  de  quatre  semestres  ;  ils  exigent  la  connais- 
sance du  calcul  différentiel  et  intégral. 

Xous  croyons  pouvoir  laisser  de  côté  la  partie  détaillée  de  ce  pro- 
gramme. 

AsTKOxoMiE.  —  Il  est  donné  chaque  année,  pendant  le  semestre 
dhiver,  un  cours  d'astronomie  générale.  En  outre  l'université  offre  un 
ensemble  de  cours  spéciaux  destinés  à  ceux  qui  se  vouent  particulière- 
ment à  l'astronomie.  Certains  cours  pratiques  ont  lieu  à  l'Observatoire, 
qui,  ainsi  que  le  remarque  la  brochure,  compte  parmi  les  plus  impor- 
tants de  1  Europe. 

Mathématiques  appliquées.  —  Dans  le  domaine  des  mathématiques 
appliquées,  plusieurs  chaires  nouvelles  ont  été  créées.  L'ensemble  des 
cours  comprend  : 

La  géométrie  descriptive,  la  mécanique  technique,  la  statique  gra- 
phique, la  géodésie  et  la  théorie  des  erreurs  ;  il  répond  au  programme 
des  candidats  à  renseignement  des  mathématiques  appliquées.  A  ces 
cours  viennent  se  joindre  des  exercices  pratiques. 

Il  convient  de  signaler  ici  une  lacune  que  1  on  retrouve  dailleurs 
encore  dans  bien  des  programmes  universitaires.  Jusqu'ici,  on  a  accordé 
une  large  place  à  tout  ce  qui  concerne  les  applications  des  sciences 
mathématiques  à  la  physique,  à  la  mécanique,  à  l'astronomie  et  à  la 
géodésie,  mais  on  n  a  que  trop  négligé  une  branche  dont  1  utilité  ne 
saurait  être  contestée  ;  nous  voulons  parler  de  la  science  de  l'actuaire. 
Un  cours  semestriel  de  une  à  deux  heures  par  semaine  serait  d  ailleurs 
suffisant.  La  question  a  été  soulevée  à  plusieurs  reprises  ces  dernières 
années.  Plusieurs  universités  et  écoles  techniques  supérieures  con- 
sacrent maintenant  un  enseignement  spécial  à  cette  branche,  et  il  est  à 
espérer  que  cet  exemple  ne  tardera  pas  à  être  suivi  dans  d'autres  éta- 
blissements supérieurs.  H.   V. 

Un  projet  d'Union  académique. 

Nous  apprenons  qu  à  (îoltingue,  il  v  a  quebpies  mois,  se  sont  réunis 
des  représentants  des  Académies  de  ^'ienne  et  de  Munich,  et  des  socié- 
tés de  Gôtlingue  et  de  Leipzig.  Dans  cette  assenddée,  on  auiviil  adopté 
le   principe    d  une    union  à  former   entre   les  diverses    Académies    du 
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inoiule  pour  mener  à  bien  les  œuvres  coiuuiuues  intéressant  les  mathé- 
inaliciens. 

C'est  là  un  projet  auquel  on  ne  saurait  assez  luiutenjent  applaudir  et 
dont  chacun  doit  souhaiter  la  réalisation  aussi  prompte  que  possible. 
Une  pareille  organisation  serait  le  complément  naturel,  sinon  néces- 
saire, des  Congrès  internationaux,  dans  lesquels,  du  reste,  elle  pour- 
rait trouver  un  puissant  appui.  A  côté  des  assemblées  nombreuses  et 
ouvertes  à  tous,  mais  essentiellement  passagères,  une  sorte  de  fédéra- 
tion universelle  permanente  des  plus  hautes  personnalités  de  la  science 
mathématique  serait  capable  de  mettre  au  jour  les  œuvres  les  plus 
utiles  et  de  contribuer  puissamment  aux  progrès  de  cette  science, 
grâce  aux  moyens  et  aux  ressources  dont  disposent  les  Académies. 
Nous  avons  le  ferme  espoir  que  les  savants  illustres  qui  tiennent  en 
leurs  mains  le  succès  dune  telle  entreprise  saui'ont  la  mener  à  bien.  Il 
leur  suffit  pour  cela  dun  peu  de  bonne  volonté  et  d'abnégation,  t  ar 
1  œuvi"e  à  faii'e,  si  elle  leur  vaut  collectivement  la  reconnaissance  du 
monde  mathémathique,  n'est  pas  de  nature  à  accroître  la  renommée 
personnelle  de  chacun  deux.  Mais  il  s'agit  de  maîtres  placés  bien  au- 
dessus  d  une  telle  considération,  dont  le  caractère  est  en  général  aussi 
digne  d  admii'ation  que  le  talent,  et  <pii  n  ont  qu'une  passion,  celle  de 
la  science  et  de  la  vérité. 

Nous  ne  manquerons  pas  de  tenir  nos  lecteurs  au  courant  de  ce  que 
nous  pourrons  apprendre  sur  le  projet  dont  nous  venons  de  parler. 

C.  A.  L. 

Association  internationale  pour  la  propagation 
de  la  méthode  des  quaternions. 

Une  association  internationale  pour  la  propagation  de  la  i/iét/iode  des 
quaternions  et  des  niétliodes  i'cctorielles  qui  s'y  rattaelient  avait  fait 
l'objet,  il  y  a  quelques  années,  dune  tentative  de  M.  le  1)''  Molenbroek, 
de  la  Haye.  Nous  venons  d'apprendi'e  avec  le  plus  grand  plaisir  que  ce 
projet  est  loin  d'être  abandonné,  et  ([u'au  contraire  on  s'occupe  active- 
ment de  le  mettre  à  exécution.  Le  secrétaire  général  est  M.  Al.  Mac- 
farlane,  Gowrie  Grove,  Chatham,  Ontario  (Canada).  La  France  comj)te 
déjà  un  certain  nombre  d'adhérents,  parmi  lesquels  ^L  Paul  Genty, 
licencié  es  sciences,  -207,  rue  de  ^'augirard,  à  Paris,  a  été  désigné 
comme  secrétaii'e.  Il  y  a  ou  il  y  aura  ainsi  des  secrétaires  pour  chaque 
pays. 

Plusieurs  des  membres  de  cette  association  ont  déjà  mis  en  avant 
l'idée  de  profiter  du  Congrès  de  1900  pour  tenir  à  Paris,  vers  la  même 
époque,  une  assemblée  générale  de  l'association.  C'est  une  excellente 
initiative,  à  laquelle  applaudiront  tous  ceux  qui  connaissent  les  res- 
sources des  méthodes  vecloricUes,  et  qui  voudraient  les  voir  encore  plus 
l'épandues. 
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Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers  de  Paris. 

Cet  iiiipoi'UiTil  établissement  vienl  de  nf)us  (•()iiiiiiiiiii(|iicr  1  alliche  d<; 
ses  Cours  poiii-  rannée  i^ijH-iiSyi).  Nous  en  «'xtrayons  ce  ([ui  iiitérest^c 
renseignement  mathémalique. 

Gi'oniélvir  appliquée  au.r  arts. —  A.  LvissKDAT,  professeur;]*.  11aa(;, 
professeur  su|)pléant  ;  lundis  et  jeudis.  9  heures  du  soir.  —  (irandeur 
et  ligure  de  la  terre.  —  Cartes  géographiques  el  topographiques.  — 
Instruments  de  lever  et  de  nivellement.  —  Méthodes  régulières, 
méthodes  rapides,  lever  des  plans  à  laide  de  la  photographie.  — 
Cadastre.  —  Elude  des  formes  générales  du  terrain.  —  Tracé  des  voies 
de  comnninieation  et  des  travaux  d'art.  —  Calcul  des  suriaces,  des 
déblais  et  des  reHd)lais.  —  l'étal  de  la  topographie  et  de  la  cartographie 
en  France  et  à  l'étranger. 

Géométrie  descriptive.  —  1'].  ]{()it:HÉ,  professeur  ;  lundis  el  jeudis, 
'■^  h.  'ij\  du  soir.  —  La  perspective  pratique.  —  Propriétés  projectives 
des  ligures.  —  Le  trait  de  perspective  et  ses  principales  ap])lications  : 
Arcades,  voûtes  d  arête,  moulures,  escaliers,  oud)res,  images  i-éflé- 
chies,  etc.  —  Notions  sur  les  ])as-reliefs  et  les  décors.  —  Le  pi-oblcuie 
inverse  de  la  perspective. 

Mécanique  appliquée  aii.r  arts.  —  .1.  llir.scH.  ])i'ofessrur  :  lundis  et 
jeudis,  r  h.  3/4  du  soir.  —  /.es  transports  mécaniques  sur  voies  de  terre 
et  voies  navigables.  —  Moteurs  à  gaz,  à  pétrole.  —  Automobiles  pour 
poids  lourds,  pour  poids  moyens  ;  motocycles  ;  vélocipèdes.  —  Trac- 
lion  mécanique  sur  les  rivières,  sur  les  canaux  :  nuuhines  marines. 

Construe/in/is  c/c//c.v.  —  ,1.  Pim.kt,  professeur  ;  lundis  et  jeudis, 
<)  heures  du  soii-.  —  STAiiiLiTi':  dks  constiu'cïions.  —  I.  .S/atique  gra- 
/diique  :  (^(Muposilioii  el  déconqiosition  des  lorces.  —  Moujenls  d  iner- 
lie.  —  11.  liésislaiice  des  ii'alériiui.r  :  C(jnq)ressioii  cl  traction,  glisse- 
menl.  —  hlexion.  torsion.  —  III.  liésistanee  et  sialiililé  di-s  organes 
/a'o/c'6"  ;  Poutres  à  uiu'  ou  plusieurs  travées.  —  .Supp(U'ls  isulés.  — 
W .  Résistance  el  stabilité  des  .•ii/sti'mes  d'organes  :  Plaïu'hers.  coiidtlcs, 
arcs.  —  \  .  Résistance  et  stabilité  des  massifs  :  Poussée  de>  terres, 
poussée  des  eaux  ;  ni\irs.  voûtes. 

Si  (pieUpi  un  des  [)rolesseurs  du  C-onser\  aloi re  avait  1  heureuse  ins- 
piration de  nous  communiquer  une  note  sur  celle  Itranche  si  intéres- 
sante de  1  «'nseignemenl  technitpie.  au  point  di'  vue  nialhémati(pu-.  il 
est  inutile  de  dire  avec  quelle  salisiaction  nous  nou>  eiupresseiMons  de 
1  insérer. 
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Paris:,  le  'jk  janvier  1899. 
Monsieur  le  Directeui", 

Aux  questions  de  terminologie  sur  lesquelles  vous  appelez  1  alteution 
de  vos  correspondants,  ne  serait-il  pas  utile  d'ajouter  les  questions  de 
notation  qui  donnent  lieu  à  des  réflexions  analogues?  Un  exemple  suffira 
|)Our  expliquer  ma  pensée. 

Beaucoup  d  auteurs    considèrent  comme   équivalentes    les    écjualioiis 

1  I  )  .»•-  -\-  y-  -\-  ;-  - —  -lyz  —  2  r.r  —  a  xy  zz:  o, 

{■1)  y/.7  +  /v  +  V''c  =  o. 

Ce  qui  est  exact,  c  est  que,  si  1  équation  (i)  représente,  en  coor- 
données trilinéaires,  le  cercle  inscrit  à  un  triangle  équilaléral  de  réfé- 
rence et  sobtient  en  rendant  rationnelle  l'éipialion  (jiiadiiiple 
\  X  de  \/r~~t~  \';    ==  o,  les  équations 

représentent  cliacune  ///;  tiers  de  ce  cercle,  et  1  é(|uation  (■!  ne  l'cpré- 
sente  absolument  rien,  puisque  la  somme  de  trois  cpiantilés  [)osilivi's  ne 
peut  être  nulle. 

On  peut  dire,  il  est  vrai,  (pic  1  étjualion  ('2)  est  une  notutinn  tii>reg<-e 
de  1  é(piation  quadru[»le  ;  mais  une  abréviation,  qui  ne  conserve  il  une 
équation  possible  ipie  la  partie  impossible,  ne  saurait  rtrc  l'.-comman- 
dable,  au  point  de  vue  de  renseignement  moins  eiicoiv  qu  à  tout  autre. 
A  tous  les  égartls,  d  ailleurs,  la  notation  :  y^r-  —  ■?.  i!//r.T=ro  est  pi-élé- 
rable,  comme  bi'éve,  exacte,  ralioinielle  et  [)ar  cf»nséquent  contornu-  à 
la  délinition  donnée  des  {'(Uirbes  algébriques. 

La  commission,  dont  vous  propose/  si  justement  la  cr(''alioii,  jiour- 
rail  s  appelci'  Commission  de  termino/ogie  et  de  notation  cl  aur.iil  un 
vaste  cliauq)  d'examen  avec  les  <pu'slions  si  nombreuses  (pii  se  pré- 
sentent dans  les  deux  ordi'ts  d  idées. 

Agréez,  etc.  L.  Iiii'Kiît  (Paris). 


Sar/ana,    •;'.S  janvier  iSi)i). 
.Monsi<'Ui'. 

Dans  le  pi-emier  numéi'o  de  votre  lîevne  inlernalioiiale  /  /-.'nseii^ne/nent 
it/iéniatiqur  (pu-  je  viens   de    recevoii',  parmi    les  articles  très  remar- 
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quables  qu'elle  rciifcrnie,  jai  lu  avec  un  véritable  inlérèl  celui  que  vous 
avez  publié  sous  le  titre  :  «  Les  questions  de  terminologie.  »  Quant  à 
moi,  pendant  ma  carrière  de  vingl-trois  ans,  comme  professeur  de 
malliémati(iaes,  j"ai  précisément  remarciué  que  certaines  idées  inexactes 
que  l'on  enseigne  communément  dans  les  traités  d'Arithmétique  et  qui 
parfois  sont  en  contradiction  avec  celles  que  l'on  doit  développer 
ensuite  en  algèbre,  produisent  chez  les  jeunes  gens  une  répugnance  très 
marquée  et  chez  les  maîtres  une  grande  difficulté  à  les  corriger  et  à  les 
réduire  à  cette  exactitude  scientifique  que  l'enseignement  supérieur  doit 
nécessairement  exiger. 

C'est  sous  cette  impression  que  j'ai  tenté  de  composer  un  précis 
d'ainthmétique  oii  les  idées  se  trouvent  généralisées  et  expliquées  de 
manière  à  ne  pas  être  modifiées  ensuite. 

Je  vous  prie  donc,  de  bien  vouloir  donner  un  coup  d  (L-il  à  ces  deux 
opuscules  ('),  que  je  vous  envoie  en  hommage  de  ma  haute  estime. 

Veuillez  agi'éer,  etc. 

Prof.  Cax.  B.  Ragaxti. 


Porto.   i(>  lévrier  1899. 

Messieurs, 

Je  viens  d'avoir  connaissance,  par  mon  libraire,  de  votre  excellente 
entreprise  de  la  revue  internationale  :  l' Enseignement  Mathématique. 

Comme  ancien  professeur  de  sciences  mathématiques,  je  ne  peux 
assez  louer  votre  savante  initiative  pour  l'avancement  de  la  pédagogie 
de  la  plus  belle  des  sciences. 

Je  crois  utile  de  vous  remettre  mes  livres  d'enseignement  mathéma- 
tique, selon  la  nouvelle  réforme  de  l'instruction  secondaire  (moyenne) 
de  mon  pays  ;  ces  ouvrages,  au  dernier  concours  général  officiel  des 
livres  de  l'enseignement  de  ce  degré,  ont  obtenu  l'adoption  exclusive 
du  Gouvernement,  pour  quatre  ans  (maxinium),  pour  l'enseignement 
officiel  et  privé  de  ces  sciences  dans  les  institutions  secondaires  (Lycées 
et  Collèges). 

Par  le  même  courrier,  je  vous  envoie  le  livre  d'enseignement  pour 
les  classes  de  /,"  et  j""  (i);  les  autres,  des  classes  antérieures,  suivront 
bientôt.  Pour  les  classes  de  (j^  et  7*-'  (dernière)  les  livres  n'ont  pas 
été  encore  mis  en  concours. 

Veuillez,  ^lessieurs,  agréer  l'assurance  de  ma  très  haute  considé- 
ration, 

JoAQUiM  d'Azeveuo  Aliiuquekqle  (Porto), 

Professeur  à  IWcadémie  Polylechiiique. 


\  oir  ci-après,  Bulletin  bil>l{(.>i;raj>/iii/in'. 
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Encyklopaedie  der  mathematischen  'Wissenschaften  mit  Einschluss 

ihrer  Anwendungen .  —  Mit  L'iilerstiitzung  ikr  kaiserliclicu  uudkciMiigli- 
chen  Akadeinion  der  Wissenschaften  zu  Miinchen  und  Wien  und  der  kœnig- 
lichen  Gesellschaft  der  Wissenscliaflon  zu  GcUtingen,  sowie  unter  Mitwir- 
kung  zahlreicher  Fachgonossen  ;  heransgegebcn  von  D""  H.  Blrkhardt, 
o.  Professer  der  Mathcmalik  an  der  Universitiit  Zurich,  und  D""  W.  Franz 
Meyer,  o.  Professer  der  Mathematik  an  der  Univcrsitat  Konigsberg  i.  Pr. 
En  six  volumes  gr.  in-8°(prixdu  volume  :  environ  2ofrancs)  B.G.Teubner, 
Leipzig,  1898.  — t.  I  Arithmktik  und  algebra,  redigiert  von  W.  Franz 
Mcyer.  Erstcs  und  zwcites  Hcft.  (224  S.) 

Plusieurs  publications  (')  ontété  fondées,  surtout  ces  dernières  années,  dans 
le  double  but  d'orienter  le  mathématicien  dans  le  vaste  domaine  des  sciences 
exactes  et  de  lui  faciliter  les  travaux  dans  le  domaine  restreint  de  ses  re- 
cherches personnelles. 

Cependant  il  restait  à  faire  un  travail  de  la  plus  haute  importance  :  celui 
de  présenter,  sous  forme  de  résumés  synthétiques,  létal  actuel  de  la 
science,  de  dresser  jjour  ainsi  dire  un  inventaire  des  résultats  acquis  dans 
les  différentes  branches. 

Ce  travail  vient  d  être  entrepris  par  MM.  Fr.  Mkyek,  professeur  à  TL'ni- 
versité  deivrenigsberg  et  H.  Burkhardt.  professeur  à  TUniversité  de  Zurich. 
Il  sera  publié  sous  le  titre  de  :  Encvklop.icdii:  der  MATUEMAriscuEN  wissen- 
schaften. 

Pour  aplanir  les  nombreuses  (litllcultés  (]ue  devait  ])r(''senl('r  un  ouvrage 
de  cette  nature,  les  deu.x  rédacteurs  se  sont  assuré  le  concours  d'une  com- 
mission déléguée  par  les  Académies  des  Sciences  de  Munich  et  de  Vienne 
et  par  la  société  royale  des  sciences  de  Gœttingue,  et  composée  de  MM.  W. 
Dyck  (Munich),  G.  Y.  I-Ischekicm  (Vienne),  F.  Klein  (Gœllingue),  L.  Boltz- 
.MANN   (Vienne),  et  II.  Weber  (Strasbourg). 


^'l  Parmi  los  j)iiljli(  atiiuis  ilo  cotto  natiii'e  011  doit  classer  :  i"  \c  Jahihuch  iiher  die 
Fortscléiitte  <lrr  Matlivniufik,  dirigé  j)ar  M.  Lami'E,  le  nullelin  des  sciences  malhé- 
madf/iies,  dirigé  i)ar  M.M.  Darbol'X  et  Tannery,  et  la  Iiei>ue  semesirie//e  des  jjiibli- 
cations  iiiat/ieiiia/ic/iies,  juihliéc  par  la  Soi'iété  mathématique  d",\m.sterdain  ;  ces 
revues  domiont  le  l'rsumé  des  pid)licatioiis  n>athéiiiali(|U('s.  périodiques  ou  autres; 
•1°  lo  Hejieiltiiie  hif)/ioifra/)/ii(/ue  des  sciences  nuiihcnuiti(iues.  fondé  par  la  Société 
mathéniutifjue  de  France  ;  j"  les  Jaliresberielite  der  Deii/scnen  Matlieniatikcr  Vereini- 
ffunf(  :  on  y  trouve  cliaquc  année  un  ra|>])ort  sur  les  progrès  de  tidle  ou  telle 
branche  des  scioncos  Miathéitiati(|ui's  ;  ^<f  \f  Synoj)sis  der  hiilicien  Mallicniatik,  sort;; 
d'oncychqjédie  limitée  aux  mathr-iMati(ju<'S  su[)érieiiri's.  ridigéc  pai-  M.  IIagen  : 
.')"  V Intermédiaire  des  nialhcinadciens,  londé  et  dirigé  par  M.M.  Laisant  et 
Le. MOI  NE. 
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Quant  à  loxt'nition  même  du  travail  MM.  Meyer  et  Burkhardt  se  sont 
adressés  à  do  nombreux  collègues.  L'ensemble  des  collaborateurs  choisis 
parmi  les  mathématiciens  les  plus  en  vue  dans  les  divers  pays,  fait  de  cette 
encyclopédie  une  œuvre  vraiment  internationale. 

Grâce  à  ces  précautions,  cette  publication  sera  rédigée  dans  chacune  de 
ses  parties  par  des  personnes  d'une  compétence  incontestée,  et  pourra  être 
terminée  dans  un  temps  relativement  restreint  (en  six  ans). 

D'après  le  plan  général  adopté  parles  rédacteurs,  cet  ouvrage  ne  sera  pas 
un  simple  dictionnaire  encyclopédique,  ainsi  qu'il  en  avait  d  abord  été  ques- 
tion dans  un  premier  projet  présenté  au  congrès  des  mathématiciens  alle- 
mands, tenu  à  Vienne  en  1894.  A  l'ordre  alphabétique  on  a  préféré  l  ordre 
logique  des  matières  (').  Cette  façon  de  procéder  offre  de  grands  avantages. 
Elle  permet  de  mettre  en  relief  les  principes  fondamentaux  qui  caractérisent 
chaque  branche  particulière  et  de  présenter  dans  un  ordre  méthodique  les 
propriétés  les  plus  importantes  qui  s  y  rattachent.  Quant  aux  démonstrations 
il  va  de  soi  qu'on  a  dû  renoncer  à  les  reproduire. 

L'encyclopédie  comprendra  six  volumes.  Les  deux  premiers  fascicules  du 
premier  volume  seuls  viennent  de  paraître.  Avant  d  eu  indiquer  le  contenu 
nous   croyons  devoir  énumérer  les  grandes   divisions  de  louvrage  complet  : 

Tome  \.  —  Arithmétique  et  algèbre.  —  A.  Arithmétique.  —  B.  Algèbre. 
—  C.  Théorie  des  nombres.  —  D.  Calcul  des  probabilités  et  méthode  des 
moindres  carrés.  —  E.  Calcul  des  différences. 

Tome  n.  —  Analyse.  —  A.  Analyse  des  variables  réelles.  —  B.  Analyse 
des  variables  complexes. 

Tome  IIL    —  Géo.métrie.     —    A.    Théories    purement    géométriques.  — 

B.  Principes  fondamentaux  de  l'application  de  l'algèbre  et  de  l'analyse  à  la 
géométrie.  —  C.  Géométrie  des  formes  algébriques.  —  D.  Géométrie  infi- 
nitésimale. 

Tomes  IV  et  V. —  Mathé.matiques  appliquées. — A.  Applications  à  la  mé- 
canique et  aux  questions  de  mécanique  technique.  —  B.  Ajjplications  à  la 
physique  et  aux  questions  de  physique  technique.  —  C  Applications  à  1  as- 
tronomie et  à  la  géodésie.  (Ces  divisions  n  ont  encore  qn  un  caractère  pro- 
visoire.) 

Tome  VL  —  A.  Histoire,  philosophie,  didactique.  —  B.  Coup  d'œil  sur 
le    développement  des    sciences   mathématiques    pendant    le   xix"^  siècle.  — 

C.  Registres  alphabétique  et  autres. 

Comme  le  montre  ce  tableau,  il  a  été  accordé  une  jilace  importante  aux 
mathématiques  apjjliquées.  A  ce  j>oint  de  vue  1  encyclopédie  sera  d  un  pré- 
cieux secours  non  seulement  à  ceux  qui  cultivent  les  mathématiques  dans  un 


(h  On  constate  avec  rogret  (jue  dans  un  ouvrage  do  ce  genre  on  n'ait  jias  tenu 
compte  de  la  classification,  ou  tout  au  nxiiri.s  do  la  notation,  adoptée  par  la  Cont- 
niission  internationale  du  Ileperioire  l>i/>/ioi{i  afi/iitjiie  <lcs  sciences  mathématiques.  11 
est  vrai  que  cette  question  a  été  examinée  avec  beaurouj>  de  soin,  et  que  les 
rédacteurs  ne  l'ont  abandonnée  que  parce  que  cette  nomenclature  ne  cadrait  pas 
avec  le  but  de  leur  ouvrage.  Mais,  ne  serait-il  pas  possible,  dans  la  suite,  d'ac- 
conipagncr  les  difTérents  articles  île  la  notation  du  Hépertoii-i' ?  Dans  tous  les  cas 
une  table  spéciale  plac-éo  à  la  iiii  du  dei-nier  volume  et  dans  laquelle  les  matières 
seraient  rangées  d'après  cette  classification,  rendrait  de  grands  services  à  bien 
des  personnes.  C'est  là  une  projjosition  que  nous  nous  perniellons  de  soumettre  à 
la  commission  de  1  Eneycloi)édie. 
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but  purenieut  scientifique,  mais  encore  à  tous  ceux  qui  se  servent  de  cette 
branche  en  vue  des  applications  aux  sciences  techniques. 

Afin  de  faciliter  les  comptes  rendus  ultérieurs  nous  reproduisons  ici  le 
plan  détaillé  du  premier  volume  avec  les  noms  des  collaborateurs  qui  ont 
été  chargés  de  la  rédaction  de  ses  différentes  parties. 

A.  Arithmetik. —  I.  Grundlagen  der  Arithmetik  :  H.  Schubert  in  Ham- 
burg.  —  2.  Kombinatorik  :  E.  Netto  in  Giefsen.  —  3.  Irrationale  Zahlen 
und  Konvergenz  unendlicher  Prozesse  :  A,  Princsheim  in  Mûnchen.  — 
4.  Komplexe  Zahlen  :  E.  Stcdy  in  Greifswald.- — ^  5.  Mengenlehre  :  A.  Schoen- 
FLiEs  in  Gottingen.  —  6.  Endliche  diskrete  Gruppen  :  H.  Burkhardt  in  Zu- 
rich. —  7.  Numerisches  Rechnen  :  R.    Mehmke  in  Stuttgart. 

B.  Algebra.  —  I.  Grundlagen  :  a.  h).  Rationale  Funktionen  :  E.  Netto  in 
Giefsen.  —  c).  Alg«i)raischie  Gebilde  :  G,  Landsberg  in  Heidelberg.  — 
•1.  Invariantentheorie  :  W.-Fr.  Meyer  in  Kœnigsberg.  —  3.  Gleichuno-en  : 
a).  Séparation  und  Approximation  der  Wurzeln  :  C.  R.  Ru.nge  in  Hannover. 

—  h).  Rationale    Funktionen  der  Wurzeln  :  K.-ïn.  Y.vhlen  in  Kœnigsberg. 

—  c,d).  Galoissche  Théorie  und  Anwendnngen  derselben  :  O.  Hœlder  in 
Kœnigsberg.  —  e).  Gleichungssysteme  :  K.  Th.  Yahlen  in  KaMiigsberg.  — 
f).  Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen  :  P.  Wi.man  in  Lund. 

C.  Zahle.ntheorie. —  I.  Xiedere  Zahlentheorie  :  P.  Bachmann  in  Weimar. 

—  2.  Théorie  der  Formcu  :  K.  Th.Yahlen  in  Kœnigsberg.  —  3.  Analytischo 
Zahlentheorie  :  P.  Bach.manx  in  \Yeimar. —  4-  Algebraische  Zahlen  :  D.  Hil- 
bert  in  Gœttingen. —  5.  Arithmetischc  Théorie  algebraischer  Grossen  : 
G.  Landsberg  in  Heidelberg.  —  6.  Komplexe  Multiplikation  :  H.  Weber  in 
Slrassburg. 

D.^^  AiiRscHEi.NLicuKEiTS- u.ND  AusGLEicuu.NGSREcuNu.NG.  —  I.  \Yahrschein- 
lichkeitsrechnung  :  E  Czuber  in  \Yien.  —  2.  Ausgleichungsrechnung  : 
J.  Bauschi.nger  in  Berlin.  —  3.  Interpolation  :  J.  Bavschinger  in  Berlin.  — 
4.  Anwendungcu  der  \N  ahrscheinlichkeitsrechnung  :  L.  v.  Bortkewitsch  in 
Strassburg. 

E.  DiFFEREXZENRECHNu.NG.  —  Dilfcreuzenrcchnung  :  D.  Seliwanoei-  in 
St.-  Petersburg. 

Les  deux  fascicules  parus  comprennent  les  six  premiers  numéros  de  la 
lettre  A.  .M.  Scliubcrt  expose  d'abord  les  principes  fondamentaux  des 
opérations  arithmétiques  ;  puis  vient  1  analyse  combinatoire  avec  ses  appli- 
cations aux  déterminants,  rédigée  par  M.  Nctto.  L'article  3,  dû  à  M.  Pring- 
sheim,  comprend  les  nombres  irrationnels  et  la  convergence  des  séries  et 
des  produits  infinis.  11  est  divisé  en  quatre  parties  :  a)  nombres  irration- 
nels; h)  la  notion  délimite;  c)  séries  infinies;  d)  produits  infinis,  fractions 
continues,   déterminants. 

Dans  1  article  4-  M.Sludy  résume  la  théorie  des  quantités  complexes  ordi- 
naires ou  quantités  imaginaires,  puis  il  donne  un  exposé  très  complet  des 
systèmes  de  quantités  complexes.  Yient  ensuite  la  théorie  des  ensembles 
<pii,  bien  cpie  relativement  récente,  a  déjà  pris  une  place  importante  dans  la 
science  malhématii(ue.  ^L  Schoenfiies  a  su  condenser  en  une  vingtaine  de 
pages  les  propriétés  fondamentales  de  celte    théorie.  Le  deuxième  fascicule 
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se    termine    par  l'article  6,    consacré    aux   groupes  finis  de    substitutions  et 
rédigé  par  M,  II.  Burkhardt. 

Malgré  l'espace  fort  limité  réservé  à  chaque  branche,  les  questions  sont 
traitées  d'une  façon  très  complète.  L'exposé  est  présenté  avec  méthode,  pré- 
cision et  clarté.  Ce  sont  là  des  qualités  indispensables  à  un  ouvrage  ency- 
clopédique. 

Les  auteurs  ont  apporté  un  grand  soin  aux  indications  bibliographiques, 
afin  de  permettre  au  lecteur  de  se  reporter  aux  mémoires  fondamentaux 
relatifs  au  sujet  traité. 

La  lecture  des  deux  premiers  fascicules  donne  déjà  une  excellente  idée  de 
ce  que  sera  VEiicyklopaedie  der  mathematischen  IVissenschaften  et  des  ser- 
vices que  cette  publication  pourra  rendre  à  tous  ceux  qui  s  occupent  de 
sciences  mathématiques. 

Celte  œuvre  est  certainement  la  plus  importante  qui  ait  été  entreprise  ces 
dernières  années.  Aussi  doit-on  féliciter  MM.  Meyer  et  Burkhardt  d'en  avoir 
pris  l'initiative  et  d'être  parvenus  à  vaincre  les  nombreuses  dillicultés  qu'ils 
ont  dû  rencontrer  dans  la  réalisation  de  leur  projet. 

H.  Fehr. 


B.  Lefebvre,  s.  J.  —  Cours  développé  d'Algèbre  élémentaire,  précédé 
d'un  Aperçu  historique  sur  les  urtgines  des  Mutliéiiiatif/ues  et  sui\'i  d'un 
Recueil  d'exercices  et  de  problèmes.  i  vol.  gr.  in-8''  (t.  I,  Calcul  algé- 
brique, XLIX-320  p..  1898  ;  t.  II,  Equations,  Progressions,  Logarithmes, 
5  i4  p.);   Prix  :  10  fr.  ;  Namur,  Wcsmael-Charlier. 

La  littérature  mathématique  offre  malheureusement  trop  peu  d'exemples 
du  genre  d'ouvrages  auquel  appartient  le  Cours  du  P.  Lefebvre.  Ce  n'est  pas 
un  simple  manuel  strictement  limité  à  une  sèche  exposition  de  la  science 
algébrique  ;  c''est  un  ample  commentaire,  enrichi  des  fruits  d'une  longue 
pratique  de  l'enseignement  et  d'une  érudition  consommée.  Le  Cours 
dé\-eloppé  s'adresse  aux  maîtres.  Pour  les  élèves,  l'auteur  a  publié  (1897) 
une  édition  abrégée,  renfermant  les  mêmes  matières  et  disposée  d'après  le 
même  plan  :  elle  sert  déjà  de  livre  de  texte  dans  un  bon  nombre  de  collèges 
belges.  Assurément  le  professeur  qui  saura  tirer  parti  des  richesses  consi- 
dérables accumulées  dans  les  deux  volumes  du  Cours  développé,  donnera  à 
ses  leçons,  alors  même  que  tout  autre  moyen  d'information  lui  ferait  défaut, 
une  précision  et  un  intérêt  (jui  ne  se  rencontrent  pas  souvent  dans  renseigne- 
ment secondaire. 

Le  P.  Lefebvre  montre  un  grand  souci  de  la  rigueur  des  déllnitions  et  des 
démonstrations.  Sous  ce  rapport,  1  ouvrage  est  à  la  hauteur  des  progrès  les 
plus  récents.  Peut-être  même  la  recherche  de  l'exactitude  sera-t-elle  de 
nature  à  rebuter  quelque  peu,  dans  les  commencements,  les  plus  jeunes  élèves. 

Le  plan  général  est,  lui  aussi,  en  harmonie  parfaite  avec  les  tendances 
les  plus  modernes.  Dès  les  j)remiers  préliminaires  du  Cours,  les  quan- 
tités négatives,  abstraites  et  concrètes  sont  minutieusement  étudiées.  Le 
l)iuomc  de  Newton  est  traité  de  bonne  heure  par  les  simples  règles  de  la 
nuiUiplicalion.  Le  calcul  des  radicaux  du  second  degré  y  est  traité  en  sa 
place  propre,  dans  la  théorie  générale  du  calcul  algébrique.  Ce  ne  sont  pas 
là  les  seules  concordances  que  nous  avons  relevées  entre  les  vues  si  justes 
développées    tout    récemment    \>nv     M.    Laisaiil    dans    son    ouvrage     remar- 
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quablc,   la   Mat  lié  nui  tique,   cl    les    améliorations  suggérées  au  P.   Lefobvre 
par  son  expérience  de  renseignement. 

Signalons  encore  les  développements  et  les  soins  donnés  aux  premières 
notions  sur  les  limites,  à  la  théorie  des  imaginaires,  au  calcul  pratique  des 
déterminants,  à  la  théorie  des  maxima  et  des  minima,  aux  équations  du 
second  degré  à  plusieurs  inconnues. 

Les  exercices  disséminés  dans  le  corps  de  l'ouvrage  et  ceux  qui  forment 
un  vaste  recueil  à  la  lîn  de  chaque  volume  méritent  une  mention  toute 
spéciale.  Bon  nombre  de  problèmes  y  sont  signés  des  noms  les  plus  illustres 
dans  Ihistoire  des  Mathématiques  ;  une  foule  do  questions  ont  des  données 
réelles,  empruntées  à  la  Physique,  à  l'Astronomie  et  à  d'autres  sciences  ; 
enfin  peu  ou  point  de  ces  questions  banales  qui  rendent  si  rebutantes  et 
parfois  si  ridicules  les  listes  de  problèmes.  Le  recueil  des  exercices 
contient  plusieurs  milliers  de  questions,  munies  très  souvent  de  leur  clef 
de  solution  et  accompagnées  fréquemment  de  précieux  renseignements 
liistoriques.  Ce  recueil  a  été  signalé  aux  professeurs  de  l'enseignement 
moyen  par  M.  Mansion  dans  le  journal  Mathesis  :  pour  qui  connaît  l'extrême 
souci  de  la  rigueur  et  la  sûreté  d'information  qui  distinguent  le  savant  pro- 
fesseur de  Gand,  cette  recommandation  est  un  précieux  éloge. 

Aux  yeux  des  maîtres,  un  des  principaux  mérites  de  l'ouvrage  du  P.  Lefebvrc 
se  trouvera,  pensons-nous,  dans  la  partie  historique. 

Un  aperçu  assez  long  sur  la  naissance  et  les  développements  successifs  de 
l'Algèbre  et  des  Mathématiques  élémentaires  ouvre  le  premier  volume.  Les 
sources  les  plus  authentiques  et  les  plus  récentes  y  sont  mises  à  contribution, 
entre  autres  les  savantes  recherches  publiées  parle  Bulletin  de  MM.  Darboux 
et  Tannery.  Plus  d'un  lecteur  français  y  sera  surpris  de  constater  combien 
1  Algèbre  est  redevable  aux  vieux  analystes  de  son  pays,  et  d'apprendre  à 
connaître  en  particulier  Oresme,  le  remarquable  précurseur  de  Descartes, 
et  Chuquet,  lui  aussi  encore  presque  inconnu  eu  France  et  qui  mérite,  par 
son  Triparty  es  la  science  des  nombres  (189. i)  le  titre  de  Père  de  l'Algèbre 
française. 

Mais  ce  n'est  pas  dans  cette  vaste  introduction  seulement  que  le  P.  Lefebvre 
prodigue  les  trésors  d  érudition  qu'il  a  patiemment  accumulés.  Tout  le  long 
de  l'ouvrage,  des  notes  fréquentes  et  développées  remontent  jusqu'aux 
origines  les  plus  lointaines  de  toutes  les  questions  importantes.  IS'en  don- 
nons comme  exemple  que  la  dissertation  du  tome  II  (p.  462  et  suiv.)  sur 
une  nouvelle  étymologie  du  mot  Algèbre.  Souvent  même,  c'est  dans  le  texte 
que  l'auteur  est  amené  à  discuter  l'historique  de  certaines  théories.  C'est 
ainsi  qu'il  fait  voir  les  différences  caractérisées  entre  la  méthode  de 
Fermât  et  celle  de  Huyghens  pour  le  calcul  des  maxima  et  minima,  méthodes 
souvent  regardées  comme  identiques.  C'est  ainsi  encore  qu'une  longue  étude 
historique  et  critique  est  consacrée  à  la  méthode  de  Bezout  pour  la  résolu- 
tion des  équations  simultanées  du  i*^'"  degré  :  actuellement  encore  beaucoup 
de  traités  français  ne  signalent  pas  l'échec  apparent  de  la  méthode  dans 
certains  cas  particuliers,  tandis  que  les  analystes  d'outro-Rhin  relèvent  ces 
exceptions  et  contestent  toute  valeur  à  ce  qu'ils  appellent  la  méthode  fran- 
çaise. Le  P.  Lefebvre  expose  très  bien  la  modilîcalion  due  à  Gergonue  et 
montre  que  la  méthode  ainsi  modifiée  n'échoue  jamais. 

V.  ScHAFFKKs  (Louvain), 
Docteur  en  Sciences  phvsiquo.s  et  mathématiques. 
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Œuvres  complètes  de  Laplace,  publiées  sous  les  auspices  de  l'Académie 
des  Sciences.  Par  M.M.  les  Secrétaires  perpétuels  ;  —  T.  XII  ;  Paris, 
Gauthier-Villars,  1898. 

Ce  volume,  qui  fait  partie  de  l'édition  nouvelle  des  œuvres  de  1  illustre 
géomètre,  entreprise  et  régulièrement  poursuivie  depuis  plusieurs  années 
déjà,  contient  des  mémoires  extraits  des  Recueils  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris  et  de  la  classe  des  sciences  mathématiques  et  physiques  de  1  Insti- 
tut de  France.  Nous  nous  bornerons  ici  à  en  indiquer  la  liste  : 

Deux  mémoires  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer  (3-128  et  473-548)  ;  Mé- 
moire sur  les  mouvements  des  corps  célestes  autour  de  leurs  centres  de 
gravité  (129-190)  ;  Mémoire  sur  les  (équations  séculaires  des  mouvements 
de  la  Lune,  de  son  apogée  et  de  ses  nœuds  (191-236)  ;  Mémoire  sur  le  mou- 
vement des  orbites  des  satellites  de  Saturne  et  d  Uranus  (237-236)  ;  Mémoire 
sur  la  théorie  de  la  lune  (257-266)  :  Mémoire  sur  les  mouvements  de  la 
lumière  dans  les  milieux  diaphanes  (267-800)  ;  Mémoire  sur  les  approxima- 
tions des  formules  qui  sont  fonctions  de  très  grands  nombres  et  sur  leur 
application  aux  probabilités  (Soi -348)  ;  Supplément  au  mémoire  sur  les 
approximations  des  formules  qui  sont  fonctions  de  très  grands  nombres 
(349-356)  ;  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  et  leur  application  aux  pro- 
babilités, et  spécialement  à  la  recherche  du  milieu  qu  il  faut  choisir  entre 
les  résultats  des  observations  (357-414)  ;  Mé-moire  sur  la  figure  de  la 
Terre  (4i5-458)  ;  Addition  au  Mémoire  sur  la  figure  de  la  Terre  (459-472); 
Mémoire  sur  le  développement  de  1  anomalie  vraie  et  du  rayon  vecteur  ellip- 
tique, en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  l'excentricité  (549-566). 

A.  Rebière.  —  Les  savants  modernes,  leur  vie  et  leurs  travaux,  d'après 
les  documents  académiques  choisis  et  abrégés;  i  vol.  viii-j")}  p.,  38  j)or- 
Iraits  ;  prix  :  5  francs  ;  Paris,  Xony,   1899. 

«  Combien  ai-je  vu  d  anciens  candidats  à  l'Ecole  polytechnique,  qui, 
connaissant  fort  bien  un  traité  d  algèbre  classi(|ue  et  n  ayant  rien  lu  au  delà, 
ignoraient  les  noms  d  Euler  et  de  BernouUi,  et  mettaient  sur  le  même  plan 
dans  leur  souvenir  Newton  et  Bezout,  Descartes  et  Budan,  Cauchy  et 
Sarrus.  » 

Les  progrès  ont  été  lents  depuis  que  M.  J.  Bertrand  écrivait  ces  lignes 
piquantes.  Nos  étudiants  savent  peu  Ihistoire  des  sciences,  et  nous  croyons 
devoir  leur  signaler  un  livre  récent  de  M.  Rebière,  aussi  instructif  qu  inté- 
ressant. 

Il  s'étend  aux  mathématiciens  ('),  aux  physiciens  et  aux  naturalistes,  mais 
il  ne  porte  que  sur  une  soixantaine  de  savants,  les  plus  importants,  et  il  ne 
dit  sur  chacun  que  ce  qu'il  est  indispensable  de  savoir.  Cette  sobriété  de 
bon  aloi  est  à  remarquer  et  à  louer.  C'est  un  premier  aperçu  qu  ou  pourra 
compléter  plus  tard. 

Après    quelques    lignes    résumant    la    biographie,    les    découvertes    et  la 


C  Mathématiciens  et  astronomes  étudiés  :  Cassiiii,  Huygens,  Newton.  Leibniz, 
les  Ijeriioulli,  Eulcr,  Clairaut,  d'Alembert,  Lagraiige,  Hers<'hel,  Moiigc,  Laplace, 
Dehiuibre,  Legciidre,  Carnot,  Fourier,  Gauss,  Poncelet,  Cauchy,  Chaslcs  et  Le  Ver- 
rier. 
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bibliographie,  chaque  notice  est  conipos«5e  d'extraits  académiques  où  sont 
exposées  les  découvertes  capitales,  les  idées  de  génie,  et  qui  nous  font 
connaître  aussi  le  moral  et  le  physique  du  savant,  sa  vie  familière.  M.  Rebière 
compilateur  scrupuleux,  n"a  puisé  qu'aux  sources  sûres  ;  il  a  voulu  que  les 
savants  soient  racontés  et  jugés  par  leurs  pairs,  et  en  particulier  par  les 
secrétaires  perpétuels  de  1  Académie  des  sciences. 

L'introduction  traite  de  lAcadémie  et  comprend  les  courts  chapitres  sui- 
vants :  la  science  antique  ;  les  grands  précurseurs  ;  l'ancienne  Académie  des 
sciences  ;  l'Institut  et  la  nouvelle  Académie  ;  les  prix  et  les  lauréats  ;  les 
documents  académiques  ;  les  secrétaires  perpétuels. 

Ajoutons  que  le  volume  est  élégamment  imprimé  et  orné  d'une  collection 
de  portraits,  comme  on  l'a  vu  d'après  le  titre. 


MoRiTz  Cantok.    —  Politische  Arithmetik  oder  die  Arithmetik  des 

tàglichen;  Lebens;  i   vol.  jtct.  iii-8',  i  JG  p,  ;  Prix  :   i   mark  80;  Leipzig, 
Teubner,  1898. 

Ce  livre,  que  ^L  Moritz  Cantor  intitule  «  Arithmétique  politique  ou  de  la 
vie  journalière  »,  est  un  traité  très  élémentaire  des  opérations  financières  les 
plus  usuelles.  Une  première  partie  est  consacrée  aux  opérations  financières 
proprement  dites;  une  autre,  précédée  de  notions  sur  le  calcul  des  probabi- 
lités, est  consacrée  aux  questions  d'assurances.  Pour  lire  louvrage  de 
M.  Cantor,  il  suffit  de  posséder  les  premières  notions  d'arithmétique  et 
d'algèbre. 

Le  premier  chapitre  est  relatif  à  la  règle  d'intérêt  simple  et  aux  diverses 
questions  pratiques  qui  s'y  rattachent  :  l'escompte  des  divers  papiers  de 
commerce,  le  change,  etc. 

Le  second  chapitre  se  rapporte  à  lintérèt  composé,  aux  annuités  et  à 
l'amortissement. 

Le  troisième  chapitre  contient  les  premiers  éléments  du  calcul  des  proba- 
bilités avec  quelques  applications  aux  jeux  de  cartes  et  de  dés,  aux  tirages 
de  boules  dans  une  urne.  Ces  notions  ont  surtout  pour  but  de  faire  mieux 
comprendre  les  questions  relatives  aux  assurances. 

Le  quatrième  chapitre  est  relatif  aux  loteries. 

Le  cinquième  aux  assurances  sur  les  choses. 

Le  sixième  est  relatif  aux  tables  de  mortalité  ;  on  y  trouve  en  particulier 
la  table  de  Sûssmilch,  et  deux  tables  provenant  d  expériences  faites  dans 
vingt-trois  compagnies  allemandes,  l'une  relative  aux  assurances  en  cas  de 
vie,  l'autre  relative  aux  assurances  en  cas  de  décès.  Les  trois  chapitres  sui- 
vants sont  consacres  à  l'étude  des  opérations  des  compagnies  d'assurances. 

Ce  n'est  pas  sans  un  certain  étonnement  que  nous  avons  parcouru  le 
livre  de  M.  Cantor;  nous  le  connaissions  depuis  longtemps  comme  mathé- 
maticien et  comme  historien,  et  nous  voyons  avec  plaisir  qu'un  savant  aussi 
éminent  n'a  pas  dédaigné  la  science  de  l'actuaire.  Les  savants  français,  et 
c'est  bien  regrettable,  ignorent  même  le  nom  de  la  science  dont  M.  Cantor  a 
exposé  les  principes  élémentaires  dans  son  livre,  et  cependant,  à  l'étranger, 
de  grands  savants  ont  été  actuaires  de  profession.  Pour  ne  citer  que  les 
plus  illustres,  je  me  contenterai  de  mentionner  Sylvester  et  Lobatto. 

Et  cependant  il  y  a  dans  la  science  de  l'actuaire  bien  des  parties  à  éluci- 
der et  des    problèmes  à   résoudre,  qui  exigeraient   l'emploi  des  parties   les 
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plus   élevées   des  mathématiques,  et  très  dignes   de  fixer  rallontion   de  nos 
savants. 

Quelques  leçons  professées  à  l'I'^eole  polytechnique  sur  la  science  de 
1  actuaire  auraient  évité  bien  des  catastrophes  qui  se  sont  produites  dans 
ces  derniers  temps,  et  si  nos  ingénieurs  avaient  reçu  les  quelques  notions 
que  je  voudrais  voir  introduire  dans  les  programmes,  les  caisses  de  retraite 
de  nos  grands  établissements  industriels  ne  se  seraient  pas  trouvées  en 
déficit,  ainsi  qu'une  enquête  officielle  vient  de  le  constater. 

H.  Laurent  (Paris). 

G.-E.  Fischer  and  J.-J.  Sciivs-att,  assistant  professors  of  Mathematics  in  the 
University  of  Pennsylvania.  — Text-Book  of  Algebra  with  Exercices 

for   secondarv  sehools  and  collèges.    Première  partie,    i  vol.   iii-8  ',  68j  p. 
Philadelphia,\898. 

Bien  qu'il  existe  déjà  un  grand  nombre  de  traités  consacrés  aux  éléments 
d'Algèbre,  il  y  en  a  relativement  peu  qui,  à  côté  de  la  clarté  et  de  la  rigueur 
de  Texposé,  présentent  les  qualités  pédagogiques  que  Ion  est  en  droit 
d  exiger  d'un  ouvrage  destiné  aux  commençants.  Le  Text-Book  de  MM.  Fischer 
et  Schwatl  réunit  incontestablement  toutes  ces  qualités  et,  à  ce  point  de 
vue,  mérite  d  être  signalé  à  l'attention  des  professeurs. 

On  constate  à  chaque  page  combien  les  auteurs  se  sont  elTorcés  à  mettre 
le  sujet  à  la  portée  des  élèves.  Ainsi,  aucune  démonstration  n'est  abordée 
avant  que  la  propriété  soit  clairement  expliquée  au  moyen  d'exemples  conve- 
nablement choisis.  Il  en  est  de  même  des  règles  concernant  les  opérations 
algébriques  :  elles  sont  toujours  précédées  d'un  grand   nombre  d  exercices. 

Il  nous  paraît  inutile  d'énumérer  les  différents  chapitres  que  comprend  ce 
premier  volume.  Nous  pouvons  nous  borner  à  dire  qu'il  contient  une  étude 
très  appi'ofondie  :  1°  de  tout  ce  qui  se  rattache  au  calcul  algébrique  ;  2°  des 
équations  du  premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues  ;  3°  des  équations 
du  second  degré  et  de  celles  qui  s'y  ramènent  ;  4°  des  progressions  ;  et  5"  du 
théorème  du  binôme  à  exposants  entiers  et  positifs. 

Chaque  chapitre  est  accomjjagné  d  un  choix  considérable  d  exercices  et 
de  problèmes.  Les  professeurs  trouveront  là  une  source  féconde  d  applica- 
tions très  variées.  H.    F. 

Cours  complet  de  Mathématiques  élémentaires,  publié  sous  la  direc- 
tion de  M.  Daruoux,  doyen  de  la  Faculté  des  sciences  de  Paris.  — 
5  volumes  parus.  —  Paris,  Armand  Colin  et  C'^. 

I.  Leçons  d'Arithmétique  théorique  et  pratique,  par  M.  Jules  Tannery, 
sous-dircclcur  des  études  scientifiques  à  ILcole  normale  supérieure.  Un 
vol.  in-8°  (1894);  prix  :  5  francs.  —  II.  Leçons  de  Cosmographie,  par 
M.  M.  Tisserand,  membre  de  l'Institut,  directeur  de  l'Observatoire  de 
Paris,  et  H.  Andoyer,  maître  de  conférences  à  la  P'acullé  des  sciences  de 
Paris.  Un  vol.  in-8''  (1895)  ;  prix  :  6  francs.  —  III.  Leçons  d'Algèbre 
élémentaire,  par  M.  C.  Bourlet,  docteur  es  sciences,  professeur  de 
mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis.  Un  vol.  in-8''  (189G)  ; 
prix  :  7  fr.  5o.  —  IV.  Lierons  de  Géométrie  élémentaire  (géométrie plane), 
par-  M.  Jac([ues  Hadamaru,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  sciences 
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de  Paris,  professeur  supiiléanl  au  Collège  de  France.  Un  vol.  in-8'^(i898); 
prix  :  6  francs.  —  V.  Leçons  de  Trigonométrie  rectiligne.  par  M.  C. 
BouRLET,  professeur  de  mathématiques  sjjéciales  au  lycée  Saint-Louis. 
Un  vol.  in-8°  (1898)  ;  prix  :  6  francs. 

Les  j)rograunnes  des  classes  de  mathématiques  élémentaires  indiquent  les 
matières  de  renseignement  et  en  fixent  les  limites.  Mais  le  sujet  est  à  la 
fois  si  vaste  et  si  complexe,  il  touche  à  tant  d'ordres  d'idées  distincts,  que 
bien  des  desiderata  subsistent,  moins  encore  peut-être  pour  la  composition 
des  programmes  eux-mêmes  que  pour  la  manière  de  les  appliquer.  La  plus 
grande  initiative  est  avec  raison  laissée  aux  professeurs  à  cet  égard  ;  mais 
on  peut  dire  que  ce  qui  leur  manque  surtout  pour  bien  l'exercer  c'est  l'ou- 
tillage. Un  très  grand  nombre  d  ouvrages  classiques  de  mérites  divers  et 
quelques-uns  d  une  valeur  incontestée  existent  ;  mais  ils  ne  permettent  jjas 
à  un  professeur  de  préparer  son  cours  avec  la  vue  d'ensemble  et  la  cohé- 
sion indispensables.  Le  besoin  se  fait  universellement  sentir  de  livres  d  en- 
seignement élémentaires,  conçus  d'ajirès  un  plan  d'ensemble  mûrement 
élaboré,  qui  puissent  être  pour  les  maîtres  des  guides  sûrs  dans  l'accom- 
plissement de  leur  tâche  difficile  et  qui,  tout  en  se  maintenant  sufllsammcnt 
à  la  portée  des  élèves  pour  pouvoir  être  mis  fructueusement  entre  leurs 
mains  pendant  la  durée  des  études,  restent  pour  eux  des  livres  intéressants 
et  utiles  après  ses  études  terminées. 

Le  Cours  complet  de  Mathématiques  élémentaires,  publié,  depuis  1894, 
sous  la  direction  de  ^L  Darboux,  doyen  de  la  Faculté  des  sciences  de  Paris, 
par  une  société  de  professeurs  et  de  savants,  nous  paraît  répondre  dans  la 
plus  large  mesure  au  besoin  que  nous  venons  d  indiquer.  Cinq  volumes  ont 
déjà  paru.  Ce  sont,  comme  le  dit  M.  J.  Tannery  en  tête  de  ses  Leçons 
d'Arithmétique,  des  livres  d  enseignement,  qui  peuvent  servir  à  ceux  qui 
commencent  leurs  études  mathématiques  et  à  ceux  qui  les  jjoursuivent,  très 
élémentaires  au  début,  où  les  démonstrations  prennent  peu  à  peu  une  forme 
plus  abstraite  et  qui  touchent,  à  la  lin,  à  des  sujets  d  ordre  assez  élevé. 

Ce  que  révèlent  ces  divers  ouvrages,  c'est  le  souci  de  la  clarté  de  l'expo- 
sition, de  la  rigueur  du  raisonnement  et  de  la  mise  en  relief  des  méthodes. 
Les  auteurs  se  préoccupent  sans  cesse  d'élucider  par  de  nombreuses  appli- 
cations les  théories  exposées.  Lorsque  plusieurs  méthodes  se  présentent, 
ils  développent  de  préférence  celle  qui  leur  paraît  la  plus  féconde  ou  qui 
est  susceptible  d'une  extension  ultérieure.  Chaque  volume  contient,  sous  la 
forme  de  derniers  chapitres,  de  Notes  ou  d'Appendices,  des  compléments 
traitant  de  matières  qui,  sans  être  explicitement  dans  les  programmes,  s  y 
rattachent  immédiatement,  éclaircissant  ainsi  les  difficultés,  éveillant  lin- 
térèt  des  lecteurs  en  leur  faisant  comprendre  que  la  science  est  allée  beau- 
couj)  plus  loin,  et  leur  inspirant  par  suite  le  goût  et  le  désir  de  continuer 
son  étude. 

Dans  le  développement  des  sujets  classiques,  les  auteurs  se  sont  abstenus 
autant  que  possible  d  innovations.  Mais  il  en  est  quelques-unes  qui  s  impo- 
sent, que  réclament  depuis  longtemps  tous  les  bons  esprits,  qui  sont  même 
entrées  dans  la  pratique  de  renseignement  de  beaucoup  de  professeurs.  Les 
auteurs  guidés,  comme  ils  le  déclarent,  parles  émincnts  conseils  de  ^L  Dar- 
boux, n'ont  pas  reculé  devant  l'introduction  de  ces  innovations  dans  leurs 
ouvrages,  cl  ils  ont  pu  ainsi  simplifier  et  élucider  certaines  théories  jusqu'à 
présent  compliquées  cl  obscures. 
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C'est  t-ïinsi  que,  dans  ses  Leçons  d'Algèbre,  M.  Bourlet  facilite  considé- 
rablement 1  exposé  de  la  théorie  des  équations  du  premier  degré  en  la  fai- 
sant précéder  de  quelques  notions  très  brèves  de  Géométrie  analytique, 
celles  qui  sont  nécessaires  pour  arriver  à  montrer  que  1  équation  d'une 
(iroite  est  du  premier  degré. 

Ces  notions  fort  simples  et  d  un  caractère  bien  c'-iémcntaire  sont  indis- 
pensables pour  faire  comprendre  toute  la  portée  de  la  discussion  des  équa- 
tions du  premier  degré.  En  montrant  comment  on  peut  représenter  graplii- 
([uement  la  fonction  du  premier  degré,  on  met  l'élève  en  état  de  saisir  les 
tjuestions  plus  difliciles  qui  vont  se  présenter  pour  la  discussion  des  fonc- 
tions du  second  degré. 

Pour  l'étude  de  la  variation  de  ces  fonctions,  M.  Bourlet  prenant  une 
initiative  depuis  longtemps  désirée  ('),  a  résolument  abandonné  les  méthodes 
dites  élémentaires,  dont  l'exposition  présente  tant  de  difficultés  et  qui  ne  se 
prêtent  pas  d'ailleurs  à  la  généralisation,  et  adopté  la  méthode  des  déris'ées 
qui,  sans  être  plus  difficile  à  concevoir  est  d'une  application  plus  régulière, 
plus  aisée  et  surtout  plus  féconde.  Cette  méthode  initie  les  élèves,  aux  idées 
essentielles  de  limites  et  de  continuité  ;  la  simple  définition  des  coordon- 
nées précédemment  donnée  rend  les  résultats  tangibles  en  permettant  de 
construire  la  courbe  représentative  de  chaque  fonction  étudiée.  Les  élèves 
qui  ont  bien  compris  la  théorie  élémentaire  exposée  dans  le  corps  du 
volume  passent  sans  aucune  peine  au  complément  de  la  même  étude  que 
M.  Bourlet  a  placé  dans  un  Appendice,  et  qui  contient  sur  les  fonctions 
circulaires,  la  construction  des  courbes,  etc.,  des  notions  du  plus  grand 
intérêt  pour  ceux  de  ces  élèves  qui  sont  destinés  à  suivre  le  cours  de  mathé- 
matiques spéciales. 

Chacun  des  volumes  qui  composent  le  Cours  complet  de  Mathématiques 
élémentaires  demanderait  une  analyse  très  détaillée;  mais,  dans  les  limites 
<le  notre  cadre,  cette  analyse  se  réduirait  presque  forcément  à  une  sèche 
énumération  des  matières.  Les  Leçons  d  Arithnirfique  de  M.  J.  Tanncry 
(1894)  et  les  Leçons  de  Cosmographie  de  MM.  Tisserand  et  Andoyer  (1895) 
sont  des  livres  déjà  bien  connus  et  d  ailleurs  grandement  recommandés  par 
la  notoriété  et  la  compétence  de  leurs  auteurs  :  la  plupart  des  journaux 
scientifiques  en  ont  rendu  compte  cl  ont  été  unanimos  dans  la  constatation 
du  mérite  de  ces  ouvrages.  Il  en  est  de  même  des  Leçons  d  Algèbre  de 
M.  Bourlet  (1896)  ;  nous  venons  du  reste  d  indiquer  deux  points  principaux 
qui  distinguent  ces  Leçons  des  Traités  d'Algèbre  parus  jusqu'à  ce  jour,  et 
le  seul  vœu  que  nous  aurions  à  émettre  serait  1  inlroductiou,  soit  au  Livre  II 
soit  dans  un  Appendice,  de  quelques  notions  élémentaires  sur  les  détermi- 
nants permettant  d'énoncer  dans  toute  leur  généralité  les  règles  de  Cramer 
cl  la  règle  de  lélimination  du  premier  degré.  Il  ne  nous  reste  donc  qu  a 
rendre  compte  des  deux  volumes  parus  en  1898. 


(')  Tout  récemment,  dans  un  remarquable  compte  reiuhi  1  Enscii;iiiiiicnl  inuthcma- 
t'ufue,  n»  1.  p.  <)7),  M.  le  professeur  Greenhill  signalait  le  grand  avantage  que 
possède  rétudiaiit  tiaiicais  d'avoir  été  initié,  dès  ses  premiers  j)as  en  .Vlgèhre,  à  la 
eoiu'eption  iondameiitale  d'une  quantité  variable  et  de  ses  ilérivés.  C'est  en  effet  ce 
qui  (levritil  être,  ee  que  presque  tous  les  professeurs  réclaincnl  :  mais  on  ne  saurait 
(lire  (pie  ee  progrès  eonsidérable  soit  efl'eetivenient  réalisi-  :  il  faut  espérer  <pie 
1  heureuse  initiative  prise  par  M.  Bourlet  permettra  d  atteindie  un  but  si  désiiai)le. 
—  Voir  également  sur  ce  sujet:  G.-.\.  Laisaiit,  la  M(tt/icni(ili</ttf.  j).  ■2\:,. 


BIliLlOGHAPI/IE  r>i 

Les  Leçons  de  Trigonométrie  rectiligne  do  M.  Bourlet  sont  conçues  <l;ins 
le  même  esprit  et  d  après  les  mémos  priiu-ipcs  que  ses  Leçons  d'Algèbre, 
dont  elles  sont  la  suite  naturelle.  L'autour,  après  une  Introduction  où  il 
complète  la  théorie  des  sejjjments  et  établit  celle  des  projections,  divise  sou 
ouvrage  en  trois  Livres,  contenant  toutes  les  matières  du  programme  de  la 
classe  de  mathématiques  élémentaires,  et  un  Appendice  présentant  tous  les 
compléments  nécessaires  aux  élèves  de  mathématiques  spéciales. 

La  division  en  trois  Livres  (Formules  fondamentales  concernaul  les 
angles,  arcs,  lignes  trigonométriques.  — Construction  et  usages  des  tables; 
équations  trigonométriques.  —  Résolution  des  triangles  et  applications 
diverses)  est  celle  que  l'expérience  a  consacrée  et  que  tous  les  Traités  de 
Trigonométrie  ont  adoptée.  Dans  l'exposition  de  cette  science,  il  n'y  a  en 
effet  aucune  innovation  de  principe  à  introduire  (').  Il  nous  paraît  donc 
inutile  de  donner  un  plus  long  détail  ;  il  suffira  de  dire  que  l'ouvrage  est 
aussi  complot  que  possible  sans  jamais  cesser  d'être  élémentaire,  et  que 
fauteur  a  fait  la  plus  large  place  aux  applications  et  au  développement  des 
procédés  de  calcul.  Chacun  des  dix-huit  chajjitres  qui  composent  les  trois 
Livres  est  suivi  d  un  grand  nombre  d  exercices  proposés. 

L'Appendice,  destiné  aux  élèves  de  mathématiques  spéciales,  peut  sem- 
bler, au  premier  abord,  en  contradiction  avec  le  plan  général  du  Cours 
complot  :  mais  il  est  ici  parfaitement  justifié,  car  il  n'y  a  rien,  dans  les 
complémonls  de  Trigonométrie,  qui  ne  puisse  être  compris  par  un  bon  élève 
de  Matiiématiques  élémenlaires  :  et  d'ailleurs,  il  y  a  grand  avantage,  toutes 
les  fois  que  cela  est  possible  comme  dans  le  cas  actuel,  à  mettre  entre  les 
mains  des  élèves  un  ouvrage  qui  puisse  leur  servir  dans  tout  le  cours  do 
leurs  études. 

Les  Leçons  de  Géométrie  élémentaire  (Géométrie  plane),  de  M.  Hadamard, 
«lébutent  par  une  Introduction  ne  donnant  avec  raison  que  les  premières 
définitions  strictement  nécessaires  pour  aborder  l'étude  de  la  Géométrie. 
L'auteur  adopte  ensuite  la  division  classique  en  quatre  Livres  ;  mais  le  troi- 
sième est  doublé  par  un  Complément  de  même  importance  exposant,  sans 
sortir  du  domaine  élémentaire,  celles  des  théories  do  la  Géométrie  moderiio 
(jui  ont  pris  place  d  une  façon  définitive  dans  renseignement.  Une  énuméra- 
lion  sommaire  dos  chapitres  nous  parait  ici  indispensable  pour  donner  une 
idée  du  plan  de  1  ouvrage  et  de  ronchainemont  logique  des  matières. 

Le  Livre  I*^""  {De  la  ligne  droite)  comprend  six  chapitres  :  Angles.  Trian- 
gles. Perpendiculaires  et  obliques.  Cas  d'égalité  des  triangles  reclanglos  ; 
propriétés  de  la  bissectrice  d'un  angle.  Droites  parallèles.  Parallélo- 
grammes; translations.  Droites  concourantes  dans  un  triangle. 

Livre  II  (Du  cercle),  sept  chapitres  :  Intersection  d'une  droite  et  d'un 
cercle.  Propriétés  du  diamètre.  Arcs  et  cordes.  Intersection  de  deux  cer- 
cles. Mesure  des  angles.  Construction.  Déplacement  des  figures. 

Livre  III  [De  la  similitude),  sept  chapitres  :  Lignes  proportionnelles. 
Similitude  des  triangles.  Relations  métriques  relatives  aux  triangles.  Ligues 
proporlioruudlos  dans*»  le  cercle;  axe  radical.  Ilomolhétic  et  similitude. 
Constructions.  Polygones  réguliers  ;  mesure  de  la  circonférence. 


(')  S'il  n'y  a  pa.s,  relalivenicut  à  l'exposition  de  la  Trigonométrie,  d'innovations 
compatibles  avec  les  projjrannnos  a<-tuols,  il  y  aurait  bien  des  reinar(pies  à  faire  sur 
le  mode  de  distribution  de  ronseignenicnt  des  éléments.  Consulter  à  ce  sujet  l'excel- 
lent article  do  M.  H.  Vchv  {Fnscigncmenl  math.,  n"  i,  p.  .',5). 
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Livre  III  [Couipléinents),  sept  chapitres  :  Signes  des  Segments.  Trans- 
versales. Rapport  anharmonique  ;  faisceaux  harmoniques.  Pôles  et  polaires 
dans  le  cercle.  Figures  inverses.  Problèmes  des  cercles  tangents.  Propriétés 
du  quadrilatère  inscrit. 

Livre  IV  {Des  aires),  quatre  chapitres  :  Mesure  des  aires.  Comjjaraison 
des  aires.  Aire  du  cercle.  Constructions. 

L'auteur  a  revu  avec  le  plus  grand  soin  tous  les  raisonnements  classiques 
et  a  pu  en  modifier  très  avantageusement  quelques-uns,  soit  sous  le  rap- 
port de  la  rigueur,  soit  sous  le  rapport  de  la  simplicité.  Par  exemple,  la 
considération  du  sens  de  rotation  des  angles,  défini  dès  le  premier  chapitre, 
lui  permet  de  donner  aux  énoncés  du  second  Livre  ainsi  qu  à  plusieurs  des 
suivants  toute  la  netteté,  la  simplicité  et  la  généralité  désirables. 

M.  Hadamard  a  multiplié  les  exercices  autant  que  le  comportait  le  cadre 
de  son  ouvrage.  A  cet  effet,  il  propose  des  questions  de  difficulté  très  diffé- 
rente et  graduellement  croissante  qu'il  divise  en  trois  catégories  :  i°  des 
exercices  placés  à  la  fin  de  chaque  chapitre  et  en  général  très  simples,  sur- 
tout les  premiers  d'entre  eux  :  2'^  des  exercices  sur  l'ensemble  de  chaque 
Livre,  d  une  solution  moins  immédiate,  quoique  toujours  à  la  portée  des 
élèves  ;  3°  des  énoncés  de  problèmes  relativement  difficiles,  rejetés  à  la  fin 
du  volume. 

L'ouvrage  se  complète  par  quatre  Notes.  Dans  la  Note  A,  d  une  très 
grande  importance.  Fauteur  expose,  en  ce  qui  concerne  la  démonstration 
des  théorèmes,  la  solution  des  problèmes,  les  constructions,  les  transfor- 
mations, les  principes  fondamentaux  de  la  méthode  en  géométrie,  principes 
dont  les  commençants  devraient  être  pénétrés  dès  la  première  année  de  l'en- 
seignement et  sur  lesquels  il  est  essentiel  d  appeler  fréquemment  leur 
attention. 

La  Note  B  sur  le  Postulatum  d  Euclide  que,  dans  le  corps  du  volume, 
M.  Hadamard  a  admis  comme  axiome,  donné  un  aperçu  tout  à  fait  élémen- 
taire des  graves  questions  soulevées  à  ce  sujet  depuis  le  commencement  du 
siècle  et  cjui  a  donné  naissance  à  la  géométrie  non-euclidienne. 

Les  Notes  C  et  D  ont  un  caractère  plus  spécial.  La  première  comble  une 
lacune  de  la  solution  donnée  par  Gcrgonnc  du  problème  des  cercles  tan- 
gents ;  la  seconde  fait  disparaître,  d'une  manière  simple  et  ingénieuse,  le 
postulatum  qui  existe  dans  la  théorie  ordinaire  de  1  aire. 

Peut-être  sera-t-il  utile,  dans  une  seconde  édition,  d  ajouter  une  Note 
développant  et  précisant  quelques-unes  des  théories  si  importantes  du  Com- 
plément du  Livre  III,  notamment  celles  qui  concernent  la  Géométrie  sur  la 
droite,  et  donnant,  par  exemple,  quelques  notions  succinctes  sur  linvolu- 
tion  dont  il  est  incidemment  question  dans  les  exercices  de  la  fin  du  volume. 
D  ailleurs,  les  Notes  ont  un  but  éminemment  utile,  celui  de  permettre  de 
jeter  un  coup  d'oeil  sur  les  conséquences  immédiates  de  l'enseignement 
donné  et  la  liaison  intime  de  ses  diverses  parties  :  on  pourrait,  croyons- 
nous,  profiter  de  cette  Note  additionnelle  pour  dévelojjper  un  peu  les  pre- 
mières notions  de  Géométrie  analytique  que  contient  1  Algèbre  de  M.  Bourlet. 
Quelques  délinitions  et  considérations  sur  les  signes  des  aires  nous  paraî- 
traient enfin  pouvoir  être  ajoutées  utilement  au  Livre  IV. 

La  Géométrie  plane  de  IM.  Hadamard  nous  fait  vivement  désirer  la  publi- 
cation la  plus  j)roinptc  j)Ossible  du  volume  qui  doit  être  consacré  à  la  Géo- 
métrie de  l'espace.  l]n  l'éludiaul.  ou  reconnaît,    par  la  facjlité  d'exposition 
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qui  résiiUc  clos  renvois  aux  ouvrages  précédemment  publiés  tlo  MM.  Tau- 
nerv  et  Bourlet,  le  grand  avantage  d'un  Cours  complet  de  Mathématic|ues 
élémentaires  et  la  justesse  de  la  pensée  qui  a  inspiré  celui  dont  nous  n  avons 
pu  rendre  que  trop  sommairement  compte. 

L.  RiPERT  (Paris). 
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Comptes  rendus  des  séances  de  1" Académie  des  sciences,  t.  CXXMll. 

Paris,  (iautliicr-Villars,   1899. 

IN"  I  (-1  janvier).  —  Etat  de  l'Académie.  —  Allocution  de  MM.  ^^'oLF  et 
Van  Tieghe.m,  président  sortant  et  président  pour  1899.  —  G.  Poissox  :  Sur 
la  proj)agation  des  ondes  lic[uides  dan^  les  cours  d  eau. 

N"  2  (9  janvier).  —  E.  Fabky  :  Généralisation  du  prolongement  analytique 
d'une  l'onction.  —  Servant  :  Sur  les  points  singuliers  d'une  fonction  délînie 
sur  une  série  de  Taylor.  —  E.-O.  Lovett  :  Sur  la  correspondance  entre  les 
lignes  droites  et  les  sphères.  —  Riuière  :  Sur  la  flexion  des  cylindres  à  l)ase 
circulaire. 

N°  3  (16  janvier).  —  Du  Licondès  :  Sur  la  variation  de  la  densité  à  linté- 
rieur  de  la  Terre.  —  G.  Gallice  :  Sur  une  nouvelle  règle  à  calcul.  — • 
N.  Saltykow  :  Sur  les  intégrales  complètes  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. 

N"^  4  ('-^3  janvier).  —  E.  Picard  :  Sur  le  prolongement  des  fondions.  — 
N.  Saltykow  :  Généralisation  de  la  première  méthode  de  Jacobi  sur  1  inté- 
gration d'une  équation  aux  dérivées  partielles.  —  G. -A.  Miller  :  Sur  les 
groupes  d'opérations.  —  Crelier  :  Sur  le  développement  de  certaines  irra- 
tionnelles en  fraction  continue.  —  C.  Guicilvrd  :  Sur  la  déformation  des 
tjuadriques  de  l'évolution. —  A.  Pellet  :  Sur  réi[uation  normale  des  surfaces. 

X°  5  (3o  janvier).  —  N.  Seltykow  :  Sur  la  généralisation  de  la  première 
méthode  de  Jacobi.  — -  E.  Maillet  :  Sur  les  groupes  de  classe  X-m  et  de 
degré  N  au  moins  u  —  i  fois  transitifs.  —  I.é.meray  :  Sur  le  problème  de 
l'itf'-ration.  —  Stecklofe  :  Sur  le  développement  d'une  fonction  donnée  sui- 
vant les  fonctions  harmoniques.  —  E.  Bokel  :  Sur  le  prolongement  tles 
fonctions  analyti([ues.  —  A.  Pam.ii  :  Sur  les  systèmes  orthogonaux.  — 
L.  Raffy  ;  Surfaces  doublement  cylindrées  et  surfaces  isothermiques.  — 
TziTzÉicA  :  Sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante.  —  Blltel  :  Sur  les 
lignes  de  courbure  de  certaines  surfaces.  —  Bouasse  :  Sur  les  courbes  de 
traction. 

]N'°  6  (6  février).  —  A.  IIukwitz  :  Sur  un  théorème  de  M.  Hadamard.  — 
M.  Bkilloui.n  :  Théorie  moléculaire  du  frottement  des  solides  polis. 

N"  7  (i3  février).  —  S.  Pi.nchekle  :  Sur  les  séries  de  puissances  toujours 
divergentes.  —  L.  Autonne  :  Sur  les  intégrales  algébriques  de  l'écpialion  de 
Riccati.  —  (i.  Poisson  :  Sur  la  voûte  élastique.  —  L.  de  la  Rive  :  Sur  la 
propagation  d'un  allongement  graduel  dans  un  (il  élastique. 

N"  8  ("20  février).  —  E.  Borel  :  Sur  la  croissance  des  l'onclions  définies 
par  des  équations  différentielles.  —  Le  Roy  :  Sur  les  séries  divei'gontes  el 
h'S  fondions   (h'finies  par   nu  dévelojjpiMncnt  de  Tayloi'.   — .  I'.  ("Aritix  :  Sur 
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les  formes  de  difrôrcnticllcs  invariantes  vis-à-vis  do  certains  gi-oupes. 
N'J  q  (i~j  février i.  —  G.  Dakboux  :  Notice  snr  Sophns  Lie.  —  A.  Laussed\t  . 
Sur  de  nouvelles  et  importantes  applications  faites  au  Canada  de  la 
méthode  du  lever  des  plans  à  l'aide  de  la  Photograpliic.  —  E.  Vkssiot  :  Sur 
les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

American  Journal  of  mathematics,  editod  by  Th.  Ckaig.  and  Nkwcomb  : 

vol.  XXI;  prix  d  abonnement  annuel  :   'S  dollars:  Baltimore,  Jobn  Hopkins 

Press,  1899. 

iS"  I  (janvier).  —  P. -H.  Saffako  :  Systems  of  Révolution  and  their  Rela- 
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M.  SOPHUS  LIE 

La  mise  en  pages  de  ce  numéro  était  achevée,  lorsque  nous  avons 
appris  la  nouvelle  bien  inattendue  de  la  mort  de  ^L  Sophus  Lie,  décédé 
le  18  février  1899.  C'est  une  grande  perte  pour  la  Science  mathéma- 
tique contemporaine.  Le  temps  et  la  place  nous  manquent  pour  rendre 
compte  de  1  œuvre  considérable  accompli  par  le  célèl)i'e  géomètre 
norvégien;  et  nous  nous  bornons  à  extraire  quelques  renseignements 
biographiques  de  1  intéressante  notice  communi<[uée  par  ^L  Darboux 
à  1  Académie  des  Sciences  de  Paris. 

M.  Sophus  Lie  était  né  le  17  décembre  18  j2-  H  quitta  1  L'niversité 
de  Christiania  en  i85j,  et  c'est  seulement  alors  qu  il  se  dirigea  vers 
les  Sciences  mathématiques.  Son  premier  travail  date  de  18G9,  et,  à 
partir  de  1872,  il  lit  paraître  toute  une  série  de  lirillants  mémoires. 

Vers  1870,  il  avait  habité  la  France;  en  1877  il  lut  professeur  à 
l'Université  de  Christiania,  puis  à  celle  de  Leipzig  de  1886  à  1898.  Il  y 
a  quelques  mois,  il  revenait  à  Christiania  pour  y  occuper  une  chaire 
qui  lui  avait  été  réservée  par  le  Parlement.  Cest  là  que  lanémie  céré- 
brale vient  de  le  terrasser. 

«  Les  admirables  travaux  de  Sophus  Lie,  dit  ]\L  Darboux,  à  la  fin  de 
{(  la  notice  précitée,  ont  joui  du  privilège,  aujourd  hui  bien  rare,  de 
«  réunir  dans  une  commune  admiration  les  géomètres  aussi  bien  que 
«  les  analystes.  Il  a  découvert  des  propositions  fondamentales  qui 
{(  préserveront  son  nom  de  1  oubli;  il  a  aussi  créé  des  méthodes  et  des 
«  théories  qui,  pendant  longtemps  encore,  exei'ceront  leur  influence 
«  féconde  sur  le  développement  des  Mathématiques.  Le  pays  qui  la  vu 
«  naître  et  qui  a  su  lapprécier  peut  placer  avec  orgueil  son  nom  à 
«  côté  de  celui  d  Abel,  dont  il  a  été  le  digne  émule  et  dont  il  eût  été  si 
«   heureux  de  célébrer  le  prochain  centenaire.  » 

Le   Cent  ut  :  C.   NAlP. 
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LA  LOGIQUE  ET  L  INTUITION 

DANS  LA  SCIENCE  MATHÉMATIQUE 

ET   DANS   L'ENSEIGNEMENT 


Pour  bien  faire  comprendre  la  question  que  je  vais  traiter  et 
qui  est  à  mes  yeux  d'une  importance  capitale  pour  l'enseignement 
mathématique,  il  faut  que  je  jette  un  petit  coup  d'œil  rétros- 
pec-tif  sur  l'histoire  du  dévelojipement  de  la  science. 

Si  nous  lisons  un  livre  écrit  il  y  a  cinquante  ans,  la  plupart 
des  raisonnements  que  nous  y  trouverons  nous  sembleront 
dépourvus  de  rigueui'. 

On  admettait  à  cette  époque  qu'une  fonction  continue  ne  peut 
pas  changer  de  signe  sans  s'annuler;  ou  le  démontre  aujourd'hui; 
on  admettait  que  les  règles  ordinaires  du  calcul  sont  applicables 
aux  nombres  incommensural^les  ;  on  le  démontre  aujourd'hui. 
On  admettait  bien  d'autres  choses  qui  quelquefois  étaient 
fausses. 

Nous  vovons  donc  qu'on  a  marché  vers  la  rigueur  ;  j'ajouterai 
qu'on  l'a  atteinte  et  que  nos  raisonnements  lie  paraîtront  pas  ridi- 
cules il  nos  descendants  ;  je  veux  parler,  bien  entendu,  de  ceux 
de  nos  raisonnements  (jui  nous  satisfont. 

Mais  comment  a-l-on  atteint  la  rigueur  .^  Cest  en  restrciuiiant 
de  plus  en  phis  la  part  de  l'intuition  dans  la  science,  et  en  faisant 
plus  grande  celle  de  la  logique  formelle.  Autrefois,  on  partait 
d'un  grand  nombre  de  notions,  regardées  comme  primitives, 
irréductibles  et  intuitives  ;  telles  étaient  celles  de  nombre  entier, 
de  fraction,  de  grandeur  continue,  d'espace,  de  point,  de  ligne, 
de  surface,  etc.  Aujourd'hui  une  seule  sul^siste,  celle  du  nombre 
entier  ;  toutes  les  autres  n'en  sont  ([ue  des  coml)inaisons,  et  à  ce 
prix  on  atteint  la  rigueur  parfaite. 

Nos  pères  inscrivaient  dans  une  aiie  plane  une  série  de  rec- 
tangles, et    obtenaient  connue   limite  île  la  somme  de  ces  rectan- 
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glcs  une  intégrale  qui  représentait  cette  aiic  j)lane.  l^n  efl'et, 
disaient-ils,  la  clifTérence  entre  la  surface  cheichée  et  la  somme 
tend  vers  zéro  ;  car  on  peut  la  rendre  plus  petite  que  toute  quan- 
tité donnée.  Ils  faisaient  ce  raisonnement  sans  scrupule,  parce 
qu'ils  croyaient  savoir  ce  cjue  c'est  qu'une  surface.  Nous,  au 
contraii-e,  ce  raisonnement  ne  nous  satisfait  plus,  paice  que  nous 
savons  qu'on  ne  sait  pas  ces  choses-là  en  naissant,  que  Ton  ne 
peut  savoir  ce  que  c'est  qu'une  surface  que  quand  on  sait  le  calcul 
intégral.  Nous  ne  démontrons  plus  que  la  surface  est  égale  à  lin- 
téfifrale,  mais  nous  considérons  l'intégrale  comme  la  définition  de 
la  surface.  Cette  notion  de  surface,  autrefois  fondée  sur  l'intui- 
tion, ne  nous  paraît  plus  légitime  par  elle-même. 

D'autre  part,  les  notions  mathématiques  n'ont  acquis  cette 
pureté  parfaite  qu'en  s'éloignant  de  la  réalité.  On  peut  parcourir 
tout  le  domaine  mathématique  sans  rencontrer  aucun  des  obsta- 
cles qui  le  hérissaient  autrefois  ;  mais  ces  obstacles  n'ont  pas 
disparu,  ils  ont  seulement  été  transportés  à  la  frontière;  et  on 
aura  à  les  vaincre  de  nouveau  si  on  veut  franchir  cette  frontière 
pour  entrer  dans  le  domaine  de  la  pratique. 

On  possédait  une  notion  plus  ou  moins  vague,  formée  d'éléments 
disparates,  les  uns  a  priori,  les  autres  fournis  parla  généralisa- 
tion de  données  d'expériences;  on  croyait  connaître  par  intuition 
ses  principales  propriétés.  Aujourd'hui  on  rejette  tous  les  élé- 
ments empiriques,  on  ne  conserve  que  les  éléments  a  priori  ; 
on  prend  l'une  des  propriétés  pour  définition  et  on  en  déduit 
toutes  les  autres  par  un  raisonnement  rigoureux.  Mais  11  reste  à 
j)rouver  que  la  propriété  qui  sert  de  définition  appartient  en 
elï'et  aux  objets  réels,  que  nous  connaissions  par  l'expérience, 
et  d'où  nous  déduisions  autrefois  la  notion  intuitive  par  une 
iiénéralisation  inconsciente.  C'est  ce  (lue  ^I.  Milhaud  a  loi't  bien 
mis  en  évidence  dans  la  thèse  (pi'il  a  soutenue  devant  la  Faculté 
des  Lettres  de  Paris. 

Voilà  dans  quel  sens  la  science  a  évolué  depuis  un  donu-siècle. 

C'est  alors  qu'on  vit  surgir  toute  une  foule  de  fonctions  bizarres 
qui  semblaient  s'efforcer  de  ressembler  aussi  peu  que  possible 
aux  honnêtes  Jonctions  qui  servent  à  (pielque  chose,  l^lus  de 
continuité,  ou  bien  de  la  eontinulle.  mais  pas  de  dérivées,  etc., 
etc.   Bien  plus,    au   point    de    vue   logicjue,  ce  sont  ces   fonctions 
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étranges  qui  sont  les  plus  générales  ;  au  contraire,  celles  qu'on 
rencontre  sans  les  avoir  cherchées,  et  qui  suivent  des  lois  simples, 
n'apparaissent  plus  que  connue  un  cas  très  particulier  ;  il  ne  leur 
reste  plus  qu'un  tout  petit  coin. 

Autrefois,  quand  on  inventait  une  fonction  nouvelle,  c'était  eu 
vue  de  quelque  but  piatique  ;  aujourd'hui,  on  les  invente  tout 
exprès  pour  mettre  en  défaut  les  raisonnements  de  nos  pères,  et 
on  n'en  tirera  jamais  que  cela. 

Or,  si  la  logique  doit  être  notre  seul  guide  dans  les  questions 
d'enseignement,  c'est  évidemment  par  les  fonctions  les  plus 
bizarres  qu'il  faut  commencer.  C'est  le  débutant  qu  il  faut  d'abord 
lamiliariser  avec  ce  musée  tératologique.  Faute  de  l'avoir  lait, 
on  n'atteindra  jamais  la  rigueur,  ou  on  ne  l'atteindra  que  par 
étapes. 

Voilà  à  quoi  la  logique  absolue  voudrait  nous  condamner  ; 
devons-nous  lui  faire  ce  sacrifice  ?  Telle  est  la  question  à  laquelle, 
pour  mon  compte,  je  n'hésite  pas  à  répondre  non. 

Sans  doute  il  est  dur  pour  un  maître  d'enseigner  un  raison- 
nement qui  ne  le  satisfait  pas  entièrement  ;  et  ce  ne  sera  à  ses 
yeux  qu  un  palliatif  insullisaut  de  dire  :  nous  admettons  cpie,  ou  : 
il  arrive  souvent  ([ue,  au  lieu  de  dire  :  il  est  évident  que. 

Mais  la  satisfaction  du  maître  n'est  pas  l'unique  objet  de  l'en- 
seignement, et  on  doit  se  préoccuper  avant  tout  de  ce  qu'est  l'es- 
prit de  l'élève  et  de  ce  ([u'on  veut  qu'il  devienne. 

Les  zoologistes  prétendent  que  le  développement  embrvon- 
naire  d'un  animal  résume  en  un  temps  très  court  toute  Ihisloire 
de  ses  ancêtres  des  époques  géologiques.  Il  semble  ([u'il  en  est 
de  même  du  développement  des  esprits.  La  tâche  de  l'éducateur 
est  de  faire  repasser  l'esprit  de  l'enfant  par  où  a  passé  celui  de 
ses  pères,  en  passant  rapidement  par  certaines  étapes  mais  en 
n'en  supprimant  aucune.  A  ce  conqite,  l'histoire  de  la  science 
doit  être  notre  guide. 

Quand  un  élève  commence  sérieusement  à  étudier  les  mathé- 
matiques, il  croit  savoii'  ce  que  c'est  <|u'une  fraction,  ce  (pie  c'est 
que  la  continuité,  ce  (pie  c'est  que  l'aire  d'une  surface  couriie  ; 
il  considère  comme  évident,  par  exemple,  qu'une  fonction  conti- 
nue ne  peut  changer  de  signe  sans  s'annuler.  Si,  sans  autre  ])ré- 
paration,  vous  venez  lui  dire   :  Non,   tout  cela  n'est  pas  évident, 
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il  laut  (jiie  je  vous  le  démontre;  et  si  clans  la  (If-nionstralion  vous 
appuyez  sur  des  prémisses  qui  ne  lui  semblent  pas  plus  évidentes 
que  la  conclusion,  que  pensera  ce  malheureux?  Il  pensera  ([ue 
la  science  mathématique  n'est  qu'un  entassement  arbitraire  de 
subtilités  inutiles  ;  ou  bien  il  s'en  dégoûtera  ;  ou  bien  il  s'en 
amusera  comme  d'un  jeu  et  il  arrivera  ;i  un  état  d'espill  ana- 
logue à  celui  des  sophistes  grecs. 

Au  contraire,  quand  il  sera  plus  avancé,  (juand  il  se  sera  lami- 
liaiisé  avec  le  raisonnement  mathématique  et  que  son  espiit  se 
sera  mûri  par  cette  fréquentation  même,  les  doutes  naîtront 
d'eux-mêmes,  et  alors  votre  démonstration  sera  la  bienvenue. 
Elle  en  éveillera  de  nouveaux,  et  les  questions  se  poseront  succes- 
sivement il  Tenlant,  comme  elles  se  sont  posées  successivement 
à  nos  pères,  jusqu'à  ce  que  la  rigueur  parfaite  puisse  seule  le 
satisfaire.  11  ne  sulllt  pas  de  douter  de  tout,  il  faut  savoir  pour- 
quoi l'on  doute. 

Ce  n'est  pas  tout;  j'ai  dit  qu'au  point  de  vue  de  la  pure  logique, 
il  ne  reste  plus  qu'une  notion  irréductible,  celle  du  nombre 
entier,  et  que  toutes  les  autres  n'en  sont  que  des  combinaisons. 
Mais  des  combinaisons  pareilles,  on  en  peut  imaginer  des  mil- 
liers ;  pourquoi  celles-là  plutôt  que  d'autres?  Le  choix  ne  s'ex- 
plique que  par  le  souvenir  de  la  notion  intuitive  dont  cette  com- 
binaison a  pris  la  place  :  et  si  ce  souvenir  même  fait  délaut,  le 
choix  semblera  injustifié.  Or,  pour  comprendre  une  théorie,  il 
ne  suHit  pas  de  constater  que  le  chemin  que  Ton  a  suivi  n'est  pas 
coupé  par  un  obstacle,  il  faut  se  rendre  compte  des  raisons  qui 
l'ont  fait  choisir,  l^ourra-t-on  donc  jamais  dire  (juon  comprend 
une  théorie  si  on  veut  lui  donner  d'emblée  sa  forme  définitive, 
celle  t[uc  la  logique  impeccable  lui  impose,  sans  qu'il  reste 
aucune  trace  des  tâtonnements  qui  y  ont  conduit?  Non,  on  ne  la 
comprendra  pas  réellement,  on  ne  pourra  même  la  retenir,  ou  on 
ne  la  retiendra  qu'à  force  de  l'apprendre  par  cœur. 

Le  but  principal  de  l'enseignement  mathématicpie  est  de  déve- 
lopper certaines  facultés  de  l'esprit,  et  parmi  elles  l'intuition  n'est 
pas  la  moins  précieuse.  C'est  par  elle  que  le  monde  mathéma- 
tique reste  en  contact  avec  le  monde  réel  ;  et  (juand  même  les 
mathématiques  pures  pourraient  s'en  passer,  il  huulrait  li)ujours 
V  avoir  recours  pour  combler  l'abîme  ([ui   sépare   le   symbole  de 
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la  réalité.  Le  praticien  en  aura  donc  toujours  besoin,  et  pour  un 
géomètre  pur  il  doit  y  avoir  cent  praticiens. 

Mais  pour  le  géomètre  pur  lui-même,  cette  iaculté  est  néces- 
saire ;  c'est  par  la  logique  qu'on  démontre,  mais  c'est  par  l'in- 
tuition qu'on  invente  ;  et  il  ne  sullit  pas  d'être  a  même  de  criti- 
quer les  théorèmes  des  autres,  il  faut  en  inventer  de  nouveaux. 
Il  ne  suffit  pas  de  savoir  faire  des  combinaisons  correctes,  il 
faut  posséder  l'art  de  choisir  entre  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles. Cet  art,  j'ai  dit  plus  haut  pourquoi,  c'est  l'intuition  qui 
nous  l'apprend.  Sans  elle  le  géomètre  serait  comme  un  écrivain 
qui  serait  lerré  sur  la  grammaire,  mais  qui  n'aurait  pas  d'idées. 

Or,  comment  cette  faculté  se  développerait-elle  si  dès  qu'elle 
se  montre,  on  la  pourchasse  et  on  la  proscrit,  si  on  apprend  à 
s'en  défier  avant  de  savoir  ce  qu'on  en  peut  tirer  de  bon  ;* 

Mais  l'art  de  raisonner  juste  n'est-il  pas  aussi  une  qualité  pré- 
cieuse, que  le  professeur  de  mathématiques  doit  avant  tout  culti- 
ver ?  Je  n'ai  garde  de  l'oublier,  et  on  doit  s'en  préoccuper  avant 
tout  dès  le  début  ;  mais  ou  a  assez  d'occasions  d'exercer  les 
élèves  au  raisonnement  correct,  dans  les  parties  des  mathéma- 
tiques où  les  inconvénients  que  j'ai  signalés  ne  se  présentent 
pas.  On  a  de  longs  enchaînements  de  théorèmes  où  la  logique 
absolue  a  l'égné  du  premier  coup  et  pour  ainsi  dire  toul  naturel- 
lement, qui  ont  par  conséquent  conservé  la  forme  (jue  les  pre- 
miers géomètres  leur  avait  donnée. 

Ce  qu'il  faut  éviter  seulement,  c'est  de  chercher  la  petite  bête 
dans  l'exposition  des  premiers  principes.  Cela  n'empêche  pas 
d'apprendre  à  raisonner  juste,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de  ne  pas 
donner  aux  élèves  des  idées  lausses.  Quehjuefois  il  faudra  pour 
cela  beaucoup  de  tact  de  la  part  du  maître  ;  souvent  il  lui  suffira, 
comme  je  l'explicjuais  plus  haut,  de  dire  :  nous  admettrons  que, 
au  lieu  de  diie  :  il  est  é vicient  ([uc. 

Parmi  les  jeunes  gens  qui  reçoivent  une  éducation  mathéma- 
tique complète  ,  les  uns  doivent  devenir  des  ingénieuis  ;  ils 
apprennent  la  Céométric  pour  s'en  servir  ;  il  faut  avant  tout 
qu'ils  apprennent  à  bien  voir  et  à  voir  vite  ;  c'est  de  l'intuition 
qu'ils  ont  besoin  d'abord.  Les  autres,  moins  nombieux.  doivent 
il  leur  toui-  devenir  des  maîtres  ;  il  laut  donc  (juils  aillent  jus- 
qu'au   lond  ;    une    connaissance    approfondie    et    rigouieuse   des 
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premiers  principes  leur  est  avant  tout  indispensable.  Mais  ce 
n'est  pas  une  raison  pour  ne  pas  cultiver  chez  eux  l'intuition, 
car  ils  se  feraient  une  idée  fausse  de  la  science  s'ils  ne  la  reçrar- 

o 

daient  jamais  (pie  d'un  seul  côté,  et  d'ailleurs  ils  ne  pourraient 
développer  chez  leurs  élèves  une  (puilité  ([uils  ne  posséderaient 
pas  eux-mêmes. 

J'ai  écrit  un  bien  long  article  sur  une  (piestion  bien  abstraite 
et  bien  générale.  Pour  que  le  lecteur  me  le  ])ardonne,  je  vais 
énoncer  cpielques  conclusions  précises. 

En  spéciales  et  dans  la  première  année  d'Ecole  polvtechiiitpie, 
on  ne  parlera  pas  des  lonctions  sans  dérivées,  on  n'en  parlera 
({ue  pour  dire  :  il  peut  y  en  avoir,  mais  nous  ne  nous  en  occupe- 
rons pas. 

La  première  lois  qu'on  parlera  aux  élèves  des  intégrales,  il 
laudra  les  définir  par  les  surfaces,  et  ce  n'est  que  quand  ils  auront 
pris  beaucoup  d'intégrales  ([u'on  leur  donnera  la  définition 
rigoureuse. 

H.  PoiNCARii  ^Paris]. 
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Ee  lo  mars  189^,  un  siècle  après  la  présentation  de  l'original, 
l'Académie  royale  des  sciences  et  lettres  de  Danemark  a  publié 
une  tiaduction  française  d'un  mémoire  de  Wessel  intitulé  :  »  Om 
«  Direklionens  analvtiske  Betegning  et  Forsœg,  auvendt  loinem- 
«  melig  til  plane  og  spheriske  Polvgoners  Oplœsning  »  ou,  Un 
essai    sur   la    représentatit)n   analyti(pie  des    directions  avec  des 


(')  Celte  étude  si  inléressaiile  de  M.  Beiiiaii  sur  le  .Mémoire  de  Wessel  a  fait 
l'objet  d'une  (roininunicatiou  au  Congrès  de  l'associatiou  américaine  pour  l'avan- 
cement des  sciences,  à  Détroit  (|8<J7).  Les  lecteurs  de  lEnseigiicntcnt  malheinatique 
prendront  connaissance,  avec  grand  intérêt,,  de  la  traduction  française  dont 
M.    Herdellé  a  bien  voulu  se  cbargor,  à  1  intontion  de  notre   Recueil. 

La.    DlRECTlO.N. 
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applications,  en  particulier  à  la  résolution  des  polygones    plans 
et  sphéri<[ues. 

Cet  écrit,  ([ni  traite  de  la  représentation  géométrique  des 
quantités  imaginaires,  qui  tut  lu  plusieurs  années  avant  le  fameux 
essai  d'Argand,  et  qui  parle  sur  ce  sujet  d'une  façon  tout  a  fait 
exacte,  resta  enterré  dans  l'oubli  pendant  près  d'un  siècle,  jus- 
qu'au moment  où  il  en  fut  tiré,  en  i8t)5,  par  une  thèse  de 
S.-D.  Christensen  sur  le  développement  des  Mathématiques  en 
Danemark  et  en  Norwège  pendant  le  xviii*'  siècle. 

En  considérant  que  ce  mémoire  de  Wessel  est  relativement 
encore  inconnu,  j'ai  pensé  ([u'il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de 
composer  la  présente  es([uisse  sur  le  développement  du  traite- 
ment géométrique  des  (quantités  imaginaires,  particulièrement 
dans  la  dernière  partie  du  wiii"  siècle  et  la  première  du  xix''. 

Nous  trouvons  que  la  racine  carrée  d'une  quantité  négative 
apparaît  pour  la  première  fois  dans  la  Stéréométrie  d'Héron 
(loo  ans  avant  Jésus-Christ\  Après  avoir  donné  une  formule 
correcte  pour  la  détermination  d'un  tronc  de  pyramide  à  base 
carrée  et  l'avoir  applicjuée  avec  succès  au  cas  où  le  côté  de  la  base 
inférieure  est  lo,  celui  de  la  base  supérieure  2  et  l'arête  laté- 
rale 9,  l'auteur  s'efforce  de  résoudre  le  problème  pour  le  cas  où  le 
côté  de  la  base  inférieure  est  28,  celui  de  la  base  supérieure  2  et  l'a- 
rête latérale   i5.  Au  lieu  delà  racine  carrée  de  81  —  i44iii^litIW6e 

par  la  formule  il  met  celle  de  i44  —  ^i  ^t  la  pose  égale  a  8 ^> 

c'est-à-dire  il  remplace  / —  i  par  i  et  ne  songe  pas  à  observer 
que  le  problème  est  impossible.  Cette  méprise  est-elle  due  à 
Héron  ou  à  l'ignorance  d'un  copiste,  c'est  ce  qu'on  ne  saurait 
déterminer. 

Dans  la  solution  du  problème  :  trouver  un  triangle  rectangle 
dont  le  périmètre  est  12  et  faire  7.  Diophante,  dans  son  Arith- 
métique (3oo  ans  après  J.-C.)  résoud  l'ét^uation  336  .i"  +  '-^4 
=  172  j;  et  dit  que  l'é([uation  ne  peut  être  résolue  à  moins  d  ad- 
mettre que  la  moitié  du  coellicient  de  x  diminué  du  produit  par 
24  du  coefficient  de  .1-,  puisse  être  un  carré.  Mais  on  ne  but  pas 
remarquer  que  la  valeur  de  x  dans  cette  équation  renlerme  le 
carré  d'une  quantité  négative. 

Bhaskara,  né  l'année  du  Seigneur   i  i  i4j  «^l^ms  son  chapitre  ^  ija 
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Ganita  eut  Thabileté  de  faire  faire  un  pas  à  la  question.  Il  v  donne 
cette  règle  : 

«  Le  carré  d'un  nombre  positif,  et  de  même  celui  d  un  nombre 
«  négatif,  est  positif,  et  la  racine  d'un  nombre  positif  a  deux 
«  valeurs,  une  positive  et  une  négative.  11  n'v  a  pas  de  racine 
«  d'un  nombre  négatif,  et  un  tel  nombre  ne  peut  être  un 
«    carré.  » 

Le  premier  mathématicien  ([ui  a  eu  le  courage  de  se  servir 
effectivement  dans  le  calcul  de  la  racine  carrée  d  un  nombre 
négatil  fut  Caidan.  A  une  époque  antérieure  il  avait  déclaré  que 
de  pareilles  quantités  étaient  tout-  à  fait  impossibles,  mais  dans 
son  Ars  Magna,  i545,il  discuta  le  problème  :  partager  lo  en  deux 
parties  dont  le  produit  doit  être  4o,  et  il  obtint  les  deux  valeurs 
5  +  \/ — i5  et  5 — V  —  i5.  Il  les  vérifia  par  la  multiplication, 
mais  il  appela  de  pareilles  quantités  sophistiques,  attendu  qu'on 
ne  peut  admettre  de  calculer  avec  ces  nombies  comme  avec  des 
nombres  purement  négatifs  ou  d'autres,  ni  de  leur  attribuer  une 
signification. 

Bombelli,  dans  son  Algèbre,  lojii,  donne  nombre  de  règles 
sur  l'usage  de  quantités  telles  que  a  -\-  h  y' —  i ,  mais  sans  faire  le 
moindre  effort  pour  éclaircir  leur  nature. 

Girard  sait  que  chaque  équation  a  un  nombre  de  racines  égal 
à  son  degré,  par  conséquent  il  reconnaît  l'existence  de  racines 
imaginaires.  Dans  son  hivention  nouvelle  en  V Algèbre,  16^9,  en 
discutant  les  racines  de  l'équation  x'  —  4-*'  +  '^  =0,  il  demande 
quelle  pouvait  être  l'utilité  de  racines  telles  que  —  i  -\-  \' —  2  et 
—  I  — v  —  2  ;  il  répond  qu'elles  montrent  la  généralité  de  la  loi 
de  formation  des  coefficients,  et  qu'elles  sont  utiles  pour  cela 
même. 

Descartes,  dans  sa  iîèoniètrie,  i63j,  n'émet  pas  ilidéos  neuves 
à  ce  sujet,  mais  il  est  le  premier  à  appli([uer  les  fermes  de  réel 
et  d'imaginaire  pour  marfjiier  la  différence  entre  les  racines  dune 
équation. 

Wallis,  dans  son  Traité  d' Algèbre,  168,"),  mena  lavant-garile 
dans  les  efforts  faits  pour  interpréter  géométrlc[uement  les  racines 
carrées  des  nombres  négatifs.   Dans  son  chapitre  LXVI,  il  dit  : 

«  Ces  quantités  imaginaires,  comme  on  les  appelle  communé- 
"    ment,  provenant   de    la    racine  sujiposée  d'un  carr<''  negatll    (si 
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«  toutefois  il  V  en  a  sont  réputées  nous  montrer  (juand  le  cas  est 
«   impossible. 

i<  Et  il  en  est  en  eflet  ainsi  d'après  la  notion  première  et  stricte 
<(  de  ce  qui  nous  est  proposé.  Car  il  n'est  pas  possible  qu'un 
«  nombre  (positif  ou  négatif)  multiplié  par  lui-même  puisse  pro- 
«  duire  par  exemple  —  4-  Le  même  signe,  que  ce  soit  -j-  ou  — , 
<(    ne  peut  produire  que  -(-,  et  par  conséquent  pas  —  4- 

«  Mais  il  est  aussi  impossible  qu'une  quantité,  même  sans 
«  supposer  que  ce  soit  un  carré,  puisse  être  négative.  Car  il 
«  n'est  pas  possible  qu'une  grandeur  soit  plus  petite  que  rien, 
<(    qu  un  nombre  soit  moindre  que  zéro. 

«  Et  pourtant  cette  supposition  (de  quantités  négatives!  n'est 
"  pas  tout  à  fait  aussi  inutile  ou  absurde,  si  elle  est  bien  com- 
<(  prise.  Et  bien  que  la  simple  notation  algébrique  signifie  une 
<(  quantité  plus  petite  que  rien,  pourtant  quand  elle  sert  à  une 
«  application  phvsique  elle  indique  une  quantité  aussi  réelle  que 
«  celle  qui  aurait  le  signe  -|-,  mais  devra  être  interprétée  dans 
«    un  sens  opposé.  » 

11  éclaircit  cela  au  moven  de  distances  mesurées  en  avançant 
ou  en  reculant  sur  la  ligne  droite  d'un  chemin  ordinaire,  puis 
il  dit  : 

«  Maintenant  ce  qui  est  admis  pour  les  lignes,  doit,  par  la 
«    même  raison,  l'être  pour  les  plans.  » 

Ayant  de  la  sorte  justifié  l'existence  de  plans  négatifs,  il  con- 
tinue ainsi  : 

«  Mais  maintenant  en  supposant  cette  surface  plane  négative 
<(  de  —  i6oo  perciies  en  tonne  de  carré  ne  faut-il  pas  que  ce 
«  carré  supposé  ait  un  côté  .'  l'it  s'il  en  est  ainsi,  (juel  est  ce 
«   côté  ? 

«  On  ne  peut  dire  ni  ([ue  c  est  -|-  ^o.  ni  ([ue  c'est  —  4*^-  Mjiis 
on  peut  plutôt  dire  ([ue  c'est  V —  i6oo,  ou  lov  —  i<^,  ou  r>o  \/ — 4 
ou  4o  V^ —  I  • 

«  Le  v^  indi({ue  une  movenne  proportionnelle  entre  la  ({uaii- 
tité  positive  et  la  quantité  négative.  Or  il  est  clair  que^bc  indi(jui> 
«  une  mitvfiUK'  propoitionnellc  entre  -)-  ù  et  -|-  c,  nu  entre  —  A 
«  et  — c.  Ainsi  y  —  Oc  signifie  une  movenne  proportionnelle  eulrc 
<(    -|-  ù  et  —  <•  ou  entre  —  Z»  et  -(-  c.  » 

Dans  le  chapitre  EX\  11,  \^  allis  (btnne  un  exemple  géométricjue 
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d'une  moyenne  pi'oportioniielle,  présentant  y/^c  comme  un  sinus 
dans  un  cercle  dont  le  diamètre  est  b-\-c.  Après  il  trouve  la  base 
d'un  tiiangle,  étant  donnés  les  deux  côtés  de  Tangle  opposé  à 
cette  base  et  à  la  bauteur paifant  de  cet  angle.  Prenant  AP  =  20, 
PB  =^  i5  et  la  bauteur  PC  =  19.,  au  movendu  tiianole  PCB  rec- 
tangle  en  C,  il  obtient  deux  valeurs  réelles  de  la  base  A13.  Après 
cela,  posant  AP=  20,  PB  =  12,  et  la  bauteur  PC  =  i5,  il  trouve 
pour  cette  base  des  valeurs  imaginaires.  Il  les  interprète  ainsi  : 

«  Cette  impossibilité  algébrique  accuse  une  impossibilité  dans 
«  le  cas  géométri<jue  proposé,  et  montie  que  le  point  B  ne  peut 
«  se  trouver  dans  la  ligne  A(]  tracée  d'abord  (en  avant  ou  en 
«   arrièrej  à  partir  de  A. 

«  Cependant  ces  points  sont  ^bors  de  cette  ligne,  mais!  sur  le 
«  même  plan.  Si  par  cbacuu  deux  nous  traçons  les  lignes  AP  etBP, 
«  nous  avons  un  triangle  où  les  côtés  AP,  BP  satisfont  aux  con- 
«  ditions,  et  où  l'angle  PAC  et  la  hauteur  PC  (sur  AC  et  non 
«   sur  AB)  sont  tels  ({u'on  les  a  demandés.  » 

Dans  ce  cas,  il  suppose  le  triangle  BCP  rectangle  en  C,  et  il 
continue  : 

«  Et  (voir  la  figure)  quoi(|ue  les  deux  lignes  AB  et  AB  ne 
«  soient  pas  (comme  dans  le  premier  cas  où  elles  sont  situées 
«  sur  AC)  le  double  de  AC,  pourtant  la  ligne  de  base  où  se  trou- 
ce  vent  A|i  et  A,3  est  le  double  de  AC,  c'est-à-dire  si  ii  chacun  de 
«  ces  AB  nous  joignons  Ba  égale  à  l'autre  de  ces  lignes,  et  avec 
«  la  même  déclivité,  la  ligne  ACa  (distance  de  Aa)  sera  une  ligue 
«  droite  égale  au  double  de  AC,  comme  l'est  ACa  dans  le  pre- 
«  mier  cas.  La  plus  grande  diflerence  est  ceci,  que  dans  le  premier 
«  cas  les  points  B  et  B  se  tiouvant  sur  la  ligne  AC,  les  lignes  AB 
«  et  AB  n'en  forment  qu'une  seule  avec  celle  de  la  base,  mais 
«  (jue  cela  n'existe  pas  dans  le  dernier  cas  où  B  et  B  sont  élevés 
«  au-dessus  de  ^et  [ii  (les  points  (|ui  leur  correspondent  dans  la 
((  ligne  de  base,  au-dessus  desquels  ils  sont  élevés)  de  telle  manière 
«  ([ue  le  cas  devienne  possible  (c'est-à-dire  dans  la  relation  où  le 
«  sinus-verse  de  CB  est  avec  le  diamètre  PC  .  Mais  dans  les 
«  deux  cas  ACa  (la  base  de  ABa)  est  égale  au  double  de  AC.  » 
«  De  manière  ([ue,  tandis  ([ue  dans  le  cas  des  racines  négatives 
«  nous  sommes  à  dire  ([ue  le  point  B  ue  peut  être  trouvé,  comme 
«    nous  le  supposions,  en  avant  de  A,  dans  la  ligne  AC,  mais  bien 
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«  eu  arrière,  dans  la  même  ligue,  il  huit  dire  ici,  daus  le  cas 
«  duue  racine  de  carré  uégatitque  le  point  B  ne  peut  être  trouvé 
«  daus  la  liffue  AC,  mais  au-dessus  de  cette  ligne,  daus  le  même 
((  plan.  J'ai  bien  plus  largement  insisté  là-dessus  ])arce  ([ue  cette 
«  idée,  à  ce  que  je  pense,  est  nouvelle  ;  et  c'est  là  la  déclaration 
u  la  plus  complète  que  je  puisse  imaginer  pour  expliquer  ce 
«  qu'on  appelle  communément  des  racines  imaginaires.  Et  celles- 
«   ci  le  sont.  » 

De  ces  extraits,  il  résulte  que  Wallis  possédait,  au  moins  en 
germe,  ([uelques  éléments  de  la  méthode  moderne  d'addition  et 
de  soustiaction  des  lignes  dirigées. 

Mais  dans  le  siècle  qui  le  suivit,  aucun  progrès  ne  lut  fait. 

Euler,  par  exemple,  fit  laigenaent  usage  des  imaginaires.  Pour- 
tant, dans  son  Algèbre  1770,  il  fit  cette  observation  : 

«  Toutes  les  expressions  telles  que  \/ —  i ,  \/ —  ;a,  etc.,  sont  par 
«  conséquent  impossibles.  Ce  sont  des  quantités  imaginaires, 
«  puisqu'elles  représentent  des  racines  de  quantités  négatives;  et 
«  de  pareils  nombres  on  peut  dire  certainement  qu'ils  ne  sont 
«  rien,  ni  plus  grands  ([ue  rien,  ni  plus  petits  que  rien  et  ([u  ds 
«   constituent  nécessairement  1  imaginaire  ou  rimpossil)le.   « 

Le  10  mai  1797,  un  arpenteur  du  nom  de  \\  essel  présenta  a 
l'Académie  royale  des  sciences  et  lettres  du  Danemark  un  mémoire 
«  sur  la  représentation  analytique  des  directions.  U  lut  imprimé 
«  en  1798  et  parut  dans  le  cinquième  volume  tles  Mémoires  de 
«   r Académie,  en  1799. 

Caspar  Wessel  était  né  le  8  juin  174^  à  lonsrud,  en  Nor\vège, 
où  son  père  était  pasteur.  (^)uoI([ue  l'un  de  ([uatoize  entants,  il 
reçut  une  assez  bonne  éducation  pour  entrer  en  i7.')7  à  la  Haute- 
Ecole  de  (Christiania,  et  pour  aller  en  17G3  à  Copenhague  conti- 
nuer ses  études.  En  1764,  il  Int  engagé  par  l'Acailémie  comme 
aide  pour  la  triangulation  et  la  préparation  de  la  carte  du  Dane- 
mark. Jusqu'en  i8oj  il  lesta  constaniiueul  au  service  de  1  Acadé- 
mie comme  arpenteur.  Wessel  était  hautement  estimé  de  ses 
contemporains,  et,  pour  cette  œuvre  spéciale,  sans  compter  les 
autres  services  rendus  à  lAcadémie,  il  reçut  de  celle-ci  la 
médaille  d'aigent  et  le  recueil  complet  de  ses  mémoires.  En  1819 
lorsqu'un  certain  nombre  de  ces  cartes  lurent  déclar<>es  vieillies. 
il  fut  fait  une  exception  spéciale  pour  les  déterminations  trigoiu»- 


i68  n'.-w.  liF.MA  y 

métriques  de  AVessel.  En  1778  il  passa  un  examen  endroit  romain. 
En  i8i5il  fut  nommé  chevalier  de  l'ordre  duDanebrocr.il  mourut 
en  18 18.  (Quoique  bien  renommé  comme  arpenteur,  Wessel  fut  passé 
sous  silence  comme  mathématicien.  Outre  ce  fait  (jue  cet  écrit  fut 
le  premier  reçu  par  l'Académie,  aucun  de  ses  membres,  hors  un 
seul,  ne  parla  en  sa  faveur.  I,  acceptation  fut  due  à  Tetens.  con- 
seiller d'Etat,  qui  eut  à  examiner  le  manuscrit,  et  dont  l'habileté 
pour  ce  genre  de  service  était  reconnue.  Dans  son  histoire  de 
TAcadémie  des  sciences  du  Danemark,  publiée  en  1842,  le  pro- 
fesseur Jiirffensen  classa  Wessel  avec  d'autres  dans  la  catésforie 
suivante  :  «  Les  traités  des  autres  mathématiciens  sont  des  mo- 
nographies dont  la  valeur  scientifique  n'est  pas  considérable  »  ou 
bien  «  ils  sont  trop  spéciaux  pour  être  plus  amplement  men- 
tionnés. » 

Dans  l'introduction  de  son  mémoire,  ^^  essel  dit  : 
«  Le  présent  essai  a  pour  objet  la  question  de  savoir  comment 
«  la  direction  doit  être  représentée  analytiquement,  c'est-à-dire 
«  comment  on  devrait  exprimer  les  segments  des  droites,  si  l'on 
«  voulait,  au  moven  d'une  équation  unique  entre  un  seul  segment 
<(  inconnu  et  d'autres  segments  donnés,  trouver  une  expression 
<■  représentant  à  la  fois  la  longueur  et  la  direction  du  segment 
c(   inconnu. 

«  Pour  pouvoir  répondre  à  cette  question,  je  vais  m'appuyer 
((  sur  deux  considérations  ([ui  me  paraissent  évidentes.  En 
«  premier  lieu,  la  variation  de  direction,  qu'on  peut  produire 
«  par  des  opérations  algébriques,  doit  être  représentée  aussi  par 
«  leurs  svmboles.  En  second  lieu,  on  ne  peut  soumettre  la 
<(  direction  ii  l'algèbre  qu'en  faisant  dépendre  ses  variations 
«  d'opérations  algébriques.  Or,  selon  la  conception  ordinaire, 
«  on  ne  peut  la  transformer  par  ces  opérations  ([uen  la  diiection 
«  opposée,  ou  bien  de  positive  en  négative,  et  réciproquement. 
«  Il  s'ensuit  que  ces  deux  directions  seulement  seraient  suscep- 
«  tibles  d'une  représentation  analytique  conforme  à  la  conception 
<(  connue,  et  ([ue  la  solution  du  pi'oblème  serait  impossible  pour 
«  les  autres  diiections.  C  est  probablement  pour  cette  l'aison  (|ue 
«  personne  ne  s'est  occupé  de  cette  niatiéi-e.  Sans  doute  on  ne 
«  s'est  pas  cru  permis  de  rien  changer  à  la  définition  une  fois 
«    adoptée  des  opérations.  A  cela  il  n'y  :i  rien  ù  objecter  tant  (jue 
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«  la  définition  est  applif[iu'e  ii  dos  ([uantités  ordinaires;  mais  il 
<(  existe  des  cas  spéciaux  où  la  nature  propre  des  ([uantilés  semble 
H  nous  inviter  à  donner  aux  opérations  des  définitions  particulières, 
«  Alors,  si  l'on  trouve  ces  définitions  avantageuses,  il  me  semble 
K  que  l'on  ne  doit  pas  les  rejeter.  En  elFet,  en  passant  de  l'Arithmc- 
((  tique  à  l'analyse  géométrique,  c'est-à-dire  des  opérations  rela- 
«  tives  il  des  nombres  abstraits  aux  opérations  sur  des  segments 
((  de  droite,  on  aura  à  considérer  des  quantités  qui  peuvent  avoir 
n  entre  elles  non  seulement  les  mêmes  relations  que  les  nombres 
«  abstraits,  mais  aussi  un  grand  nombre  de  relations  nouvelles. 
«  Essayons  donc  de  généraliser  la  signification  des  opérations  : 
«  n'en  bornons  pas,  comme  on  l'a  fait  jusqu'il  présent,  l'usage 
«  aux  segments  de  droite  de  même  sens  ou  de  sens  opposés, 
«  mais  étendons-en  un  ])ou  la  notion,  de  façon  qu'elles  s'appli- 
«  quent,  non  seulement  aux  mêmes  cas  qu'auparavant,  mais 
«  encore  a  une  infinité  d  autres  cas.  Si,  en  même  temps  qu  on 
«  prend  cette  liberté,  on  respecte  les  règles  ordinaires  des 
«  opérations,  ou  ne  tombe  pas  en  contradiction  avec  l'ancienne 
«  tbéorie  des  nombres,  mais  on  la  développe  seulement,  on 
«  s'accommode  à  la  nature  des  quantités,  et  on  observe  la  règle 
«  générale  cjui  commande  de  rendre,  petit  ii  petit,  plus  aisée  ii 
«  comprendre,  une  théorie  difficile.  11  n'est  donc  pas  absurde 
«  d'exiger  qu  on  prenne  en  Géométrie  les  opérations  dans  un 
<(  sens  plus  étendu  ([uen  Aritliméli([ue.  On  admettra  aussi  sans 
«  difficulté  ([uil  sera  possiljle  ainsi  de  faire  varier  dune  infinité 
«  de  manières  la  direction  des  segments.  Par  lit  précisément, 
«  comme  on  le  démontrera  plus  loin,  non  seulement  on  réussit 
«  il  éviter  toutes  les  opérations  impossibles,  et  à  expliquer  ce 
«  paradoxe  ([u'il  faut  quel<[uefois  avoir  recours  à  linqîossible 
«  pour  chercher  le  possible,  mais  encore  on  ])arvient  ;i  exprimer 
«  la  diieclion  des  segments  de  droite  situés  dans  un  même  plan, 
«  d'une  manièie  aussi  analvti(jue  (jue  leur  longueur,  sans  que  la 
«  mémoire  soit  embarrassée  de  nouveaux  svmboles  ou  tle  nou- 
«  velles  règles.  Or  il  faut  convenir  que  la  démonstration  générale 
«  de  théorèmes  géométricjues,  devient  souvent  plus  facile  lors- 
«  qu'on  sait  exprimer  la  direction  d'une  manière  analyti([ue  et  la 
«  soumettre  aux  règles  des  opérations  algébri([ues,  ([ue  lors- 
<•    qu'on  est  réduit    ii  les  représenter  par   des  figures  qui  ne  sont 
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((  applical^los  ([u'it  des  cas  particuliers.  Il  parait  donc  être  non 
a  seulement  admissiljle,  mais  même  avantageux  de  se  servir 
(f  d'opérations  embrassant  d'autres  segments  que  ceux  qui  ont 
«    le  même  sens  ou  le  sens  opposé. 

«   Pour  ces  raisons  je  me  suis  proposé  : 
«    i"  De  donner  des  règles  des  opérations  de  cette  nature; 
«    2°  D'en  montrer,  par  quelques   exemples,  l'application  aux 
«  cas  où  les  segments  se  trouvent  dans  le  même  plan  ; 

«   3"  De  déterminer  par  une  méthode  nouvelle,  qui  n'est  pas  algé- 
.'    brique,  la  direction  des  segments  situés  dans  des  plans  difï'érents; 
«   4°  D'en  déduire  la  résolution  générale   des   polygones  plans 
..    et  des  polygones  sphéricjues  ; 

«  5°  De  déduire  de  la  même  manière  les  formules  connues  de 
<(   la  Trigonométrie  sphérique. 

«  Voilà,  brièvement  indiqué,  le  contenu  du  présent  mémoire. 
V  Ce  qui  m'a  donné  l'occasion  de  l'écrire,  c'est  que  je  cherchais 
((  une  méthode  qui  permit  d'éviter  les  opérations  impossibles  ; 
«  l'avant  découverte,  je  l'ai  employée  pour  me  convaincre  delà 
«    généralité  de  certaines  formules  connues.  » 

C'est  dans  le  mémoire  lui-même  qu'il  faut  voir  comment 
l'auteur  réussit  à  sortir  du  plan.  AVessel  dit  : 

«  L'addition  de  deux  segments  se  fait  de  la  manière  suivante  : 
■  on  les  combine  en  faisant  partir  l'un  du  point  où  l'autre  se  ter- 
«  mine  ;  puis  on  joint  par  un  nouveau  segment  les  deux  bouts  de 
«   la  ligne  brisée  ainsi  obtenue,   m 

Il  étend  sa  définition  ii  plus  de  deux  segments,  et  il  allirme  : 
«  Dans  l'addition  des    segments,  l'ordre  des  termes    est  arbi- 
«   traire,  et  la  somme  reste  toujours  la  même.  » 

La  définition  du  produit  de  deux  segments  est  particulièrement 
rcmarciuable  : 

«    Le  produit  de  deux  segments  de   droite  doit,  sous    tous    les 

.<    rapports,  être  formé  avec  l'un  des  facteurs  de  la  même  manière 

«    que    laulre    facteur    est    formé    avec    le     segment    positif    ou 

absolu  qu'on  a  j)ris  égal  ii   i  ;  c'est-ii-dire  (jue  : 

.<    i"  Les    facteurs    doivent    avoir    une    direction    telle     ([u'ils 

((   puissent  être  placés  dans  le  même  plan  que  l'unité  positive  ; 

«  2°  Quant  il  la  longueur,  le  produit  doit  être  ii  l'un  des  lacteurs 
((   c(tinme  l'autre  Test  a  l'unité; 
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«  3°  En  ce  qui  concerne  lu  direction  du  })roduit,  si  ion  lail  partir 
«  de  la  même  origine  Tunité  positive,  les  fadeurs  et  le  produit, 
«  celui-ci  doit  être  dans  le  plan  de  1  unité  et  des  l'acteuis,  et  doit 
«  dévier  de  l'un  des  facteurs  d'autant  de  degrés  et  dans  le  même 
<.<  sens,  que  l'autre  dévie  de  lunité,  en  sorte  que  l'angle  de 
((  direction  du  produit  ou  sa  déviation  par  rapport  à  l'unité 
c(  positive  soit  égale  a  la  somme  des  angles  de  direction  des 
((   facteurs. 

«  Désignons  par  -f-  i  l'unilé  rectiligne  positive,  par  -j-  s  une 
«  autre  unité  perpendiculaire  à  la  première  et  ayant  même 
«  origine  :  alors  l'angle  de  direction  de  +  i  sera  égal  ii  o"  ; 
«  celui  de  —  i  à  180"  ;  celui  de  +  î  à  90"  et  celui  de  —  s  à 
«  —  90"  ou  à  2-0"  ;  et  selon  la  règle  ([ue  l'angle  de  diiection  du 
«    produit  est   égal   ii  la   somme   de  ceux  des  facteurs,  on  aura   : 

(4-  I).   (+  i)=:i  +   I         (-f   i).  (—   i)r=—  I         (_!,.(_  1;  =  +   I 
(+  I).  (+  S)  =  +    s        (+   I).  (-   £)  r=  -  £        (-  i).  (+  z)  =  -t 

(-1).    (-£)=+    ^  (+£).(+£)=-!  (+   ç,.    (_   ç;   =    -^    I 


«  Il  en  résulte  que  z  est  égal  à  v —  i  et  que  la  déviation  du 
«  produit  est  déterminée  de  telle  sorte  qu'on  ne  tombe  en 
cf   contradiction  avec  aucune  des  règles  d'opérations  ordinaires,  » 

Il  est  intéressant  de  remarquer  ([ue,  tandis  (|uc  ^^  essel  fait 
de  l'addition  et  de  la  multiplication  de  lignes  dirigées  une 
matière  à  définitions,  Argand,  dans  son  fameux  mémoire  de 
1806,  Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  (jiianlités  ima- 
ginaires dans  les  conslruetions  géométriques,  dit  :  «  Certains 
«  points  de  théorie  en  algèbre  et  en  géométrie  portent  sur  des 
«  principes  admis  par  l'induction  et  dont  la  certitude  est  établie 
«  plutôt  par  l'exactitude  des  conséquences  qui  en  découlent  que 
«   par  les  raisonnements  sur  les(juels  on  les  (onde.   » 

Pourtant,  dans  son  dernier  envoi  aux  Annales  de  Gergonne,  il 
avoue  que  «  il  n'y  auia  plus  de  dilliculté  si,  comme  l'a  lait 
«  M.  Français,  on  établit  comme  définition  ce  (|ue  l'on  entend 
«   par  rapport  de  grandeur  et  de  position  entre  deux  ligues.  « 

Après  avoir  explicjué  que  si  <>  représente  un  angle  et  sin  i>  un 
segment  égal  en  longueur  i»  son  sinus,  posilif  si  l'arc  mesuré 
se  termine  dans  la   première    demi-circonférence,  négatif  s'il   se 
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termine  dans  lu  seconde,  t  sin  ç  désigneia  le  sinus  de  1  angle  c 
en  direction  et  en  grandeur,  Wessel  montre  ([u'un  rayon  formant 
l'angle  c  avec  Tunité  positive  est  égal  a  cos  v  -{-  t  sin  c.  Dans 
la  multiplication  de  deux  rayons  cos  i'  -\-  t  sin  if  et  cos  n -j-  t  sin  //, 
il  établit  la  loi  distributive  en  la  tirant  des  formules  : 

siu  (v  -)-  II)  rr:  sin  v  cos  u  -\-  cos  i'  sin  u 
cos  (»'  -f"  it]  =  cos  t'  cos  II  —  sin  r  sin  ii 

au  contraire  dWrgand  qui  prend  ces  lois  distributives  pour  en 
tirer  les  formules  trigonométriques. 

Une  des  phrases  de  cet  ensemble  mérite  d'être  remarquée. 

«  Mais  si  l'on  avait  t\  multiplier  des  segments  de  droite  qui  ne 
«  se  trouvent  pas  tous  les  deux  dans  un  plan  passant  par  l'unité 
«  absolue,  on  ne  pourrait  appliquer  la  règle  précédente.  C'est 
«  pour  cette  raison  que  je  ne  m'occupe  pas  de  la  multiplication 
«  de  pareils  segments.  » 

La  manière  de  faire  la  division  suit  naturellement,  et  on  prouve 
que  les  quantités  indirectes  (inverses)  partagent  avec  les  quantités 
directes  cette  propriété  que  si  le  dividende  est  une  somme,  vous 
obtenez  en  divisant  chaque  terme  de  cette  somme  par  le  diviseur, 
plusieurs  quotients  dont  la  somme  est  le  quotient  cherché. 

Puis  vient    une   discussion    sur   les   puissances   et   les    racines 

établissant  ce  fait  que  (cos  i>  -j-  z  sin  cj  '"  n"a  que  ni  valeurs 
différentes.  Dans  le  paragraphe  suivant  Wessel  montre  que 
la  /«"""  puissance  d'une  ligne  peut  être  mise  sous  la  forme 
^ma-i-mb  ^^  ^,„a  l'epréscntc  la  longueur  et  /nh  langle  de  direc- 
tion, et  que  nous  avons  ainsi  une  nouvelle  manière  de  repré- 
senter la  direction  d'une  ligne  dans  un  plan  au  moyen  des 
logarithmes  naturels.  Cette  dernière  chose  nest  pas  dite,  mais 
il  est  facile  de  voir  que  Wessel  était  en  possession  des  trois 
manières  actuelles  de  représenter  les  nombres  complexes  : 

a  -\-  I)  \  —  1        '•  (ces  o  -\-  V  —  I  S'il!  ?)       «^"t       '(-'' 

Et  à  la  fin  de  cette  section  l'auteur  remarcjue  : 
«   Je  présenterai   une   autre  fors,  si   l'Acadéniie  me   le  permet, 
((   les  preuves  complètes   de  ces  théorèmes.   Ayant   lendu  compte 
(.(    il   présent   de    la   manière  dt)nt    il    faut,  selon    moi.  iMilenihe  la 
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«  somme,  le  produit,  le  quotient  et  la  puissance  des  segments 
«  de  droite,  je  me  bornerai  ici  à  donner  quelques  exemples  de 
«   l'application  de  la  méthode.  » 

La  première  application  est  le  théorème  de  Cotes  qui  énonce 
et  établit  préalablement  la  proposition  l'ondamentale  de  la 
Théorie  des  équations  algébriques.  La  seconde  est  la  résolution 
des  polygones  plans. 

Dans  celle-ci  se  rencontrent  des  notations  caractéristiques.  Le 
premier  côté  du  quadrilatère  pris  pour  exemple  est  posé  comme 
égal  à  l'unité  absolue  ;  les  côtés  qui  suivent  en  commençant  par 
celui-ci  sont  désignés  par  les  numéros  II,  IV,  VI,  VIII,  tandis  que 
les  numéros  I,  III,  V,  VII  désignent  leurs  déviations  en  degiés  des 
prolongements  des  côtés  précédents,  déviations  considérées  comme 
positives  ou  bien  négatives  selon  qu'elles  ont  lieu  dans  le  même 
sens  que  le  cours  du  soleil,  ou  dans  un  sens  contraire.  F,  III',  V, 
VIL,  sont  mis  pour  les  expressions  cos  I  +  s  sin  I,  etc.,  tandis 
c[ue   I~',  III"',  V~',  VII~'  sont  mis  pour  cos  ( —  I)  +  £  sin  ( —  I) ,  etc. 

L'auteur  en  déduit  ces  deux  iorniules  : 

II  +  IV. III'  +  VI. III'. V  +  VlII.Iir.V'.VIIF  =  o 

ii.iii'V'Vii'  +  iv.v'.vir  -t-  vi.vir  +  viii  =  o 

et  il  prouve  (jue  deux  équations  de  cette  forme  suffisent  pour  la 
résolution  d'un  polygone  où  il  n'y  a  d'inconnus  que  tiois  angles, 
ou  deux  angles  et  un  côté,  ou  un  angle  et  deux  côtés.  Immédia- 
tement après,  Wessel  attaque  le  problème  de  la  représentation 
d'une  ligne  dans  l'espace  en  plaçant  celle-ci  sous  forme  de  ravon 
dans  une  sphère.  Prenant  trois  rayons  perpendiculaires  (entre 
eux)  comme  axes,  il  les  prend  comme  unités  positives,  celui  à 
gauche  étant  nommé  i,  celui  qui  avance  s  et  celui  qui  monte  ■f\, 
et  établit  que  £^= — i  et  que  /('  =  — i.  Il  conclut  que  le  rayon 
dont  l'extrémité  a  pour  coordonnées.*-,  •/]?/ et  £  c  doit  être  justement 
désigné  par  .r -f-r^ // -f- î -.  Définissant  le  plan  de  /•  et  £/•  comme 
plan  horizontal,  celui  de  /•  et  y,/-  comme  plan  vertical,  il  examine 
l'effet  du  mouvement  de  l'extrémité  de  cette  lisne  suivant  un  arc 

o 

de  I  degrés,  parallèle  au  plan  horizontal,  et  il  obtient  pour 
.T  -(-  r,  ?/  -f-  e  3  les  nouvelles  valeurs 

W  +  {-^  +  -=)  (cos  I  +  î  sin  1)  =  T,v  -f  cos  l  —  c  sin  I  -f  -•<"  s'"  I  -j--=cos  I 

dans  lcs([uels  le  terme  r, //  reste  sans  changement. 
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Il  indique  cette  opération  par  le  signe  »  par  exemple 

(.»  -j-  T,)-  -j-  tz)  «  (cos  I  +  £  sin  I) 

et  il  dit  que  ce  signe  est  celui  d'une  multiplication  iniparfiiite 
parce  que  le  multiplicande  est  en  dehors  du  plan  du  multiplica- 
teur (et  de  l'unité  positive).  Il  appelle  Tattention  sur  ce  lait  que 
les  facteurs  doivent  être  pris  en  allant  de  gauche  à  droite.  De 
même  si  l'extrémité  du  ravon  se  mouvait  suivant  un  arc  de  II  desrrés 

o 

parallèlement  au  plan  vertical,  nous  aurions  : 

[x  -\-  rj   -j-  tz)   »  (cos  II  -(-  ■r^   sin  II)  =r  î3  -|-  x  cos  II  — y   sin  II 
+  r,x  sin  II  +  '^J  '^os  II. 

D'où  il  suit  que 

(~  +  V  +  -")  "  {^^^  I  +  £  sin  I)  »  (cos  III  -\-  £  sin  III) 

=  (■^-  +  \v  +  £=)  "  [cos  (i  +  m)  +  £  sin  (i  +  m)] 
et 

{x  -\-  rj  -{-  zz)  »  (cos  II  -j-  T|  sin  II)  »  (cos  IV  -j-  r,  sin  IV) 

=  i-r  +  \r  +  ï:)  »  [cos  (il  +  IV)  +  r,  sin  (il  +  IV)] 

de  manière  que 

X  -f-  r,v  -j-  --  ^^  (•*'  +  \y  ~t~  -")  "  (cos  I  +  £  sin  I)  »  (cos  I  —  £  sin  I) 
:=.  [x  -{-  T,r  -|-  zz)  »  (cos  II  +  "T,  sin  II)  »  (cos  II  —  r,  sin  II). 

Wessel  étudie  après  l'efFet  de  rotations  alternativement  horizon- 
tales et  verticales.  Représentant  par  s  le  rayon  dans  sa  position 
primitive  et  par  S  dans  la  position  finale,  et  notant  tous  les  arcs 
décrits  par  les  numéros  d'ordre  I,  II,  III...  etc.,  il  obtient  la  for- 
mule : 

s  =  s  »  1'  »  ir  .)  III'  «  IV  »  v  »  VF. 

Dans  cette  formule  il  a  observé  qu'une  réunion  de  facteurs 
pouvaient  être  transposés  dans  le  premier  membre  sous  forme 
de  facteurs  réciproques  et  posés  dans  le  sens  inverse.  xVinsi 

S  ))  VI—'  »  \—'  ).  VI—'  =  .V  »  1'  ,.  II'  »  111". 

Ces  résultats  sont  applicables  à  la  résolution  des  polygones 
sphériques  et  à  la  détermination  des  propriétés  des  triangles 
sphéric|ues.  Dans  le  cas  de  polvgones  plans  les  numéros  I,  II, 
111,  etc.,  représentent  les  angles  extérieurs  et  les  côtés  dans  loi'dre 
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OÙ  ils  se  suivent,  les  nombres  impairs  les  angles  et  les  pairs  les 
côtés.  Supposant  les  angles  et  les  côtés  dun  polygone  connus  à 
Texception  soit  d'un  angle  et  de  deux  côtés,  ou  de  deux  angles  et 
dun  côté,  ou  de  trois  angles,  ou  de  trois  côtés  les  parties  incon- 
nues peuvent  être  déterminées  par  léc^uation 

s  »  I'  »  II'  »  III'  »  IV  »  y  »  Vr  »  ...,.  »  N'  r=  s 

où  s  est  indéterminé  et  peut  être  supposé  égal  à  /•,;/•  ou  r, /•. 
L'effet  des  rotations  indiquées  est  de  soumettre  cette  sphère  alter- 
nativement à  des  rotations  autour  de  l'axe  du  cercle  horizontal 
et  autour  de  l'axe  du  cercle  vertical,  de  manière  ([ue  chaque  point 
de  la  sphère  décrive  d'abord  un  arc  de  cercle  horizontal  d'une 
ouverture  égale  à  celle  du  premier  angle  extérieur  du  polvgone, 
puis  un  arc  vertical  égal  à  l'angle  que  lorme  le  premier  côté, puis 
encore  un  arc  horizontal  d'ouverture  égale  à  celle  du  second 
angle  extérieur,  etc.  La  sphère  finalement  revient  à  sa  position 
primitive  puisque  chacun  de  ses  points  a  décrit  autant  d'arcs 
horizontaux  que  le  polygone  a  d'angles  et  autant  d'arcs  verticaux 
qu'il  a  de  côtés. 

Pendant  que  les  résultats  de  AVessel  sont  justes  jus([u'au  point 
où  il  les  pousse,  il  oublie  cependant  d'observer  (ju'une  rotation 
quelcon{[ue  se  décompose  en  trois  rotations  autour  des  axesî,r,,î 
ou  bien  encore  autour  des  axes  r^,t,■r^.  Il  est  encore  plus  étrange 
qu'il  n'ait  étudié  les  rotations  autour  de  l'axe  réel.  Thielé,  dans 
son  introduction  au  mémoire  de  Wessel  nous  montre  combien 
il  lui  aurait  été  facile  de  faire  un  pas  de  plus  et  d'arriver  à  la 
notion  des  Quatcrnions.  Mais,  ([uoi  ((u'il  en  soit,  Wessel  mérite 
une  grande  considération  pour  avoir  inventé  la  seule  méthode 
avec  laquelle  on  ait  pu  soumettre  au  calcul  les  droites  de  l'espace, 
avant  l'ouvrage  de  Hamilton  commencé  en  i843. 

Sans  songer  qu'Euler  avait  démontré  que  y —  i  était  une 

quantité  réelle,  Argand  s'eiï'orça  de  monlrer  (ju'une  pareille 
expression  pourrait  servir  pour  la  représentation  des  lignes  diri- 
gées dans  l'espace,  l^'rancais  essaya  de  résoudre  le  problème  au 
moyen  d'angles  imaginaires,  mais  il  reconnut  franchement  soji 
erreur.  Servois  vit  avec  une  remarquable  clarté  ce  qui  manquait, 
mais  sans  pouvoir  y  suppléer.  11  dit  : 

«    La  table  a  double   argument  ([ue    vous     Gergoune)  proposez 
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«  étant  appliquée  sur  un  plan  conçu  divisé  par  points  ou  carreaux 

«  infinitésimes  de  manière  que  cha(jue  point   correspondît  à  un 

«  nombre   qui  en  serait   Yindice  et  la  voie  serait   très    propre  à 

«  indiquer  la  grandeur  et  la  position  des  rayons   vecteurs  qu'on 

«  ferait  tourner  autour  du  point  ou  carreau  central  portant  ±0  ; 

«  et  il  est  bien  remarquable  qu'en  désignant  alors  par  a  la  lon- 

«  gueur  d'un  rayon  vecteur,  par  a  Tangle  ([u'il  ferait  avec  la  ligne 

«  réelle  ... —  1,0, -|-  i...;  par  .r,  ?/  les  coordonnées  rectangles  du 

«  point  extrême  opposé  h  l'origine,  rapporté  à  cette  ligne  réelle 

«  comme    axe   des  .r,   la  cote  de  ce  point  serait    exprimée  par 

«   Il  est  clair  que  votre   ingénieuse  disposition    tabulaire   des 

«  grandeurs  numériques  peut  être  considérée  comme  une  tranche 

«  centrale    d'une  table    à   triple   argument   et  pourrait   servir    à 

«  fixer,   de    grandeur    et    de   position,  les  droites  dans  l'espace. 

«  Vous  donneriez  sans  doute    à   chaque    terme   la    forme  trino- 

c(  miale  ;  mais  quel  coefficient  aurait  le  troisième   terme  ?  Je   ne 

«  le  vois  pas  trop.  L'analogie  semblerait  exiger  que   le  trinôme 

«  fût  de  la  forme 

p  cos  y.  -\-  q  cos  8  -[-  '"  cos  ^ 

«  a,  ^  et  Y  étant    les    angles   avec  trois    axes   rectangulaires,    et 
«   qu'on  eût  : 

[p  cos  y.  -\-  q  cos  8  -f-  '■  cos  y)  {p'  cos  ol  -{-  q'  cos  3  -|-  /•'  cos  v) 
=  cos-  a  -(-  cos-  p  -f-  ces-  Y  =  i . 

«  Les  valeurs  de  j),  (j,/\jj\fj',r' ,  ([ui  satisferaient  à  cette  condi- 
«  tion  seraient  absurdes,  mais  seraient-elles  réductibles  à  la 
«  forme  A  +  B  V  —  i  ? 

Comme  nous  le  savons,  toutes  ces  quantités  non  réelles  ([ue 
Servois  ne  peut  déterminer  peuvent  être  identifiées  avec  les  +/, 
-j-y, -(-/>, — /,  —  /', — /i  dos  ()ualornions  d'IIamilton. 

En  1799,  dans  le  premier  mémoire  ([uil  ait  publié,  Demonstra- 
tio  nova  theoreniatis  omneni  functioiieni  aliichraïciini  rationaleni 
integrani  iinius  variabilis  in  factorcs  rcales  priini  vel  secundi 
gradiis  resoU'i  posse,  le  célèbre  Gauss,  âgé  de  vingt-deux  ans 
seulement,  dit  : 

«   l*ar  quantité  imaginaire,  j'entends  toujours  ici  une  ([uanlilé 
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«  exprimée  sous  la  forme  a-{-l>\-  —  i  où  A  n'est  pas  égal  ii  O... 
«  Si  les  quantités  imaginaires  sont  à  retenir  en  analyse  (ce  qui, 
«  pour  bien  des  raisons,  me  semble  préférable  à  les  rejeter, 
«  pourvu  qu'elles  soient  établies  sur  un  fondement  suffisamment 
i(  solide),  il  faudrait  qu'on  puisse  les  considérer  comme  aussi  pos- 
«  sibles  que  les  quantités  réelles  ;  et  dans  ces  calculs  je  préfère 
«  renfermer  les  quantités  réelles  et  imaginaires  toutes  les  deux 
«  sous  la  dénomination  commune  de  quantités  possibles...  Je 
«  remets  pour  une  autre  occasion  la  justification  de  ces  quantités 
«  imaginaires  sous  foi-me  dune  exposition  plus  fructueuse  de 
«   toute  cette  matière.  » 

Cette  occasion  cependant  semble  ne  s'être  présentée  que 
trente  ans  plus  tard.  Dans  les  Annonces  savantes  de  Gœlt/ng/ie,  du 
23  avril  i83i ,  dans  un  rendu  compte  que  Gauss  fait  de  son  propre 
ouvrage  :  Tlieoria  residuorum  qiiadraticarum,  coninientatio 
seciiiida,  il  dit  : 

«  Notre  Arithmétique  générale,  en  tant  qu'elle  excelle  h  étendre 
«  la  Géométrie  des  anciens,  est  entièrement  une  création  des 
«  temps  modernes.  Partie  d'abord  de  la  notion  des  noml)res 
«  al)S()lus,  elle  a  graduellement  élargi  son  domaine.  Aux  nombres 
«  entiers  elle  a  joint  les  fractions,  aux  quantités  rationnelles  les 
«  (juantités  irrationnelles;  à  la  quantité  positive  la  quantité 
«  négative  ;  aux  nombres  réels  les  nombres  imaginaires.  Ces 
(f  progrès  néanmoins  ont  toujours  été  iails  à  pas  l)ien  timides  et 
«  bien  hésitants.  Les  anciens  algébristes  appelaient  les  racines 
«  négatives  des  équations  des  racines  fausses,  et  elles  le  sont  en 
«  efl'et.  quand  le  problème  pour  lequel  la  relation  a  été  posée 
«  présente  des  quantités  auxquelles  on  ne  peut  en  attribuer 
«  d'autres  qui  leur  soient  opposées.  Mais  c'est  justement  dans 
i<  l'Arithmétique  générale  (|uc  personne  n'hésite  à  achnetlre  les 
i(  fractions,  lorsqu'il  v  a  cependanl  tant  d'objets  capables  d'être 
«  représenlés  par  des  nombres,  pour  lesquels  les  fractions  n'au- 
«  raient  aucun  sens;  de  même  il  ne  faut  pas  refuser  aux  nom))res 
«  négatifs  les  droits  accordés  aux  nombres  positifs  par  la  raison 
«  {[u'il  y  a  d'innombrables  choses  auxquelles  on  n'en  peut  oppo- 
«  scr  d'autres.  La  réalité  des  nombres  négatifs  est  suffisamment 
«  justifiée  ]>iiis([uc  dans  d  innombrables  autres  cas  ils  trouvent 
«    des  objets  anx([ucls  ils  peuvent  s  appliquer   [siihslraliiDi'  exac- 
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«  temeul.  C!ela  est  admis  depuis  longlenips  ;    mais  les  ([uanlités 

((  imaginaires,    anciennement    et    parfois    encore   de    nos  jours, 

«  quoique  ii  tort,  nommées  impossibles,  furent  encore  plutôt  lolé- 

«  rées   qu'entièrement  naturalisées,  et  elles  apparaissent  plutôt 

«  comme  un  vain  jeu  de  symboles  auquel  tout  substratum  imagi- 

«  nable  est  dénié  sans  hésitation  par    des  gens  ([ui   ne    songent 

«  pourtant  pas  à  déprécier  la  riche  contribution  dont   ce  jeu  de 

«  symboles  a  enrichi  le  trésor  des  relations  entre  elles  des  (juan- 

«  tités  récHes. 

«   Il  V  a  nombie  d'années  déjii  (|ue    l'auteur  a  considéré  cette 

«  importante  partie  des  mathématiques  sous  un  tout  autre  point 

«  de  vue,  à  savoir  que  pourtant  une  existence  ojjjective  peut  être 

«  assignée  aussi  bien  aux  valeurs  imaginaires  ([u'aux  négatives. 

«  Mais  si  jusqu'à  ce  jour  il  n'a  pas  cru  à  l'opportunité  de  publier 

«  ses  vues,  cependant  les  lecteurs  que  cela  intéresse   peuvent  en 

«  trouver  des  traces  dans  le    mémoire    sur  les   équations  (jui   a 

((  paru   en   1799,  et   encore    dans  le  mémoire  couronné,  sur  les 

«  Transforinations   des  surfaces.    Dans    le   présent  mémoire,  les 

(f  contours   en   sont   donnés   brièvement    et   consistent  en  ce  ([ui 

«  suit  : 

«    Les  nombres  positifs  et  négatifs  ne  peuvent  trouver  d'appli- 

«  cation   que  lorsque  les  choses  comptées  sont    d'espèces  oppo- 

(c  sées  de   telle    façon   qu'une  unité  d'une   espèce  a  pour  efïet  de 

«  neutraliser    une    unité    de  l'autre    espèce.    A  bien    dire,   cette 

«  supposition  ne  peut   être  faite  que  lors([ue  les  objets  comptés 

«  sont  non  pas  des  substances,  des  objets  qu'on  peut  considérer 

«  comme  existants  par  eux-mêmes,  mais  des  relations  entre  de 

«  tels  objets.  Il  est  nécessaire  que  ces  objets  forment  en  (pielque 

«  sorte  une  série 

...  e,  g.  A,  B,  C.  D 

«  et  ([ue   le  rapport  (lui   existe  entre  A  et  B  puisse  être  legardé 

«  comme    éaal   à    celui   entre    B    et    ('.,    et    ainsi  de  suite.    Cette 

«  notion   d'opposition   implique  encore  l'échange  possible   entre 

«  les  termes    de  hi  relation  s'operani    île   li-Ue   manière    (|ue  si  la 

«  relation,  ou  si  \t>us  préférez  le  passage  de  A  a  B  soit  marque 

«  par  +   I,  celui  de    B  à  A  par  —    i.    Vax    tau!    (ju'une    pareille 

«  série  est  illimitée  des  deux  côtés,    cha([ue  nombre  entier  réel 
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('  représentera  la  relation  entre  un  terme  pris  arl)itrairement 
«    comme  origine,  à  un  terme  déterminé  de  la  série. 

«  Si  cependant  les  objets  sont  de  telle  nature  qu'on  ne  peut  les 
«  arranger  en  une  seule  série,  mais  bien  en  séries  de  séries,  ou 
M  que  l'ensemble  de  ces  choses  forme  une  multitude  disposée 
«  sur  deux  dimensions  :  si  alors  la  même  connexion  existe  dans 
«  le  passage  d'une  série  a  l'autre,  que  dans  le  passage  d'un  terme 
f(  à  l'autre  de  la  même  série,  on  aura  nécessairement  besoin, 
(<  outre  les  unités  primitives  -|-  i  et  —  i,  de  deux  nouvelles 
((  unités  opposées  entre  elles,  +  ?  et  —  /.  Il  faut  alors  établir 
«  préalablement  que  l'unité  i  doit  toujours  marquer  le  passage 
«  d'un  terme  donné  d'une  série  à  un  terme  défini  de  la  série 
((  immédiatement  adjacente.  De  cette  manière  le  système  peut 
«    être  étalïli  de  double  façon  en  série  de  séries. 

«  Les  mathématiciens  font  entièrement  abstraction  de  la 
('  nature  des  objets  et  ne  s'occupent  que  de  leurs  relations.  Ils 
«  n'ont  à  faire  que  lénumération  et  la  comparaison  de  leurs 
«  rapports,  et  la  ressemblance  qui  existe  entre  les  relations 
((  marquées  par  +  i  et  —  i  peut  être  certainement  étendue 
«   aux  quatre  éléments  -f-  i ,  —  i ,  +  /  et  —  /. 

«  Ces  relations  ne  peuvent  être  rendues  intuitives  que  par  une 
(f  représentation  géométrique,  et  pour  le  faire  le  plus  simple- 
((  ment  possible  il  n'v  a  pas  de  raison  d'employer  une  autre 
«  manière  que  la  manière  carrée  (le  quadrillage,  c'est-à-dire 
('  que  dans  un  plan  illimité  l'on  trace  des  carrés  au  moyen  d'un 
«  double  système  de  lignes  parallèles  se  coupant  à  angle  droit, 
«  et  on  prend  les  points  d'intersection  comme  symboles.  Chacun 
«  de  ces  points  est  entouré  de  (juatre  points  adjacents,  et  si  l  on 
«  désigne  le  rapport  du  point  A  à  n'importe  lequel  des  points 
('  voisins  par  +  i ,  le  sens  du  svmbole  —  i  est  déterminé  par 
«  cela  même  ;  après  on  peut  prendre  pour  -\-  i  lequel  on  voudra 
(f  des  deux  autres  points,  c'est-à-dire  qu'on  peut  marquer  par 
«  -f-  /  le  passage  au  p(tint  de  droite  ou  ii  celui  de  gauche.  La 
«  distinction  entre  la  droite  et  la  gauche,  dès  que  nous  avons 
'<  fixé  à  volonté  ce  que  nous  appellerons  en  avant  et  en  arrière 
('  dans  le  plan,  au-dessus  et  au-dessous  par  rapport  aux  deux 
(f  côtés  du  plan,  est  complètement  déterminée  pai-  t'iie-mème, 
«    bien    que   nous    ne    puissions    taire    partager    :i    ilauties   notre 
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«  intuition  quaii  moyen  dol^jcts  matériels  réellement  existants. 
«  Mais  quand  nous  aurons  décidé  de  tout  cela,  nous  verrons  que 
«  nous  aurons  encore  matière  à  choix  pour  savoir  laquelle  de 
K  deux  séries  qui  se  coupent  en  un  point  doit  être  choisie  comme 
(  la  série  principale,  et  quelle  direction  dans  celle-ci  doit  être 
«  choisie  pour  avoir  afTaire  aux  nombres  positifs.  Nous  voyons 
«  encore  que  si  l'on  veut  mettre  +  i  pour  la  relation  exprimée 
(I  auparavant  par  -)-  i  nous  devrons  nécessairement  mettre +/ 
«  pour  la  relation  exprimée  avant  par  —  i.  Dans  le  huigage  des 
«  mathématiciens  cela  veut  dire  que -f- z  est  une  movenne  pro- 
c(  portionnelle  +  1  et  —  i ,  et  correspond  au  symboles' —  i. 
«  Nous  ne  disons  pas  la  moyenne  parce  que  —  /a  le  même  droit 
«  à  cette  dénomination.  La  démonstrabilité  dune  signification 
<(  intuitive  de  ^Z  —  i  est  donc  pleinement  justifiée,  et  nous 
«  n'avons  plus  besoin  d'autre  chose  pour  faire  entrer  les  quan- 
«  tités  imaginaires  dans  le  domaine  des  objets  réels  de  1  arith- 
«    métique, 

«  Nous  avons  pensé  rendre  un  service  aux  amis  des  mathé- 
«  matiques  par  cette  brève  exj)Osition  des  principaux  éléments 
«  d'une  théorie  nouvelle  des  soi-disant  quantités  imaginaires.  Si 
«  l'on  a  considéré  ce  sujet  sous  un  faux  point  de  vue,  et  si  l'on  y 
«  a  par  suite  trouvé  une  mvstérieuse  obscurité,  cela  est  largement 
((  du  à  une  nomenclature  impropre.  Si  au  lieu  de  donner  à  +  i , 
<(  —  I,  \f —  I  les  noms  d'unité  positive,  négative,  imaginaire 
«  (ou  impossible)  on  les  avait  nommés  unit»'  directe,  inverse, 
«  latérale,  une  pareille  obscurité  aurait  eu  de  la  peine  à  sintro- 
«  duire.  Ce  sujet  auquel,  avec  assez  de  raisons,  j'ai  touché  inci- 
«  dentellement  dans  le  présent  traité,  l'auteur  se  réserve  de  le 
((  traiter  plus  tard  d'une  faç'on  plus  complète,  et  d"y  montrer 
«  que,  où  les  relations  entre  deux  choses  présentent  une  compli- 
ce cation  assez  grande  pour  nécessiter  plus  de  deux  dimensions, 
«  il  n'y  a  plus,  pour  les  exprimer,  d'autres  classes  de  grandeurs 
«   admissibles  en  arithmcticjuc.   » 

C'est  ainsi  que  Gauss  présente  magistralement  les  principes 
fondamentaux  de  la  théorie  des  imaginaires.  L'impulsion  donnée 
en  Allemagne  par  cette  grande  influence  s'est  étendue  jusqu'à 
nos  jours. 

Le  mémoire  de  Buée  sur  les  (piantités  imaginaires  dont  il  a  été 
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donné  lecture  devant  la  Société  royale  à  Londres  eu  i8o5  et  cou- 
vrant Gj  pages  des  Tra?is<ictions  philosoplnques  est  tant  soit  peu 
vaofue  et  iusuffisaut. 


Voici  ce  qu'il  dit  de  \  —  i   : 

((  \  —  I  n'est  donc  pas  le  signe  dune  opération  (irit/u/iàtique, 
«  ni  dune  opération  aritlunétivo-géométriqiie,  mais  d'une  opéra- 
«  tion  purement  gcomclr-ique.  C'est  un  signe  de  perpendicula- 
«  rite.  C'est  un  signe  purement  descriptif...  qui  indique  la  direc- 
a    tion  d  une  ligne,  abstraction  faite  de  sa  longueur.  » 

Au  moment  dacheverson  travail  il  examine  ce  ([ue  deviennent 
les  sections  coniques  quand  leurs  coordonnées  deviennent  ima- 
ginaires, et  il  décide  que  le  cercle  se  transforme  en  une  hypiM- 
bole  équilatère  dans  le  plan  perpendiculaire  h  celui  du  cercle,  et 
de  même  pour  les  autres  coniques. 

Une  plus  longue  discussion  sur  le  mémoire  justement  célèljre 
et  faisant  époque,  d'Argand,  et  les  additions  cpiil  y  poita  lui- 
même,  ainsi  que  Fiançais  et  Seivois  dans  les  Annales  de  Ger- 
gonne  de  i8i3  ii  i8i5  est  rendu  inutile  par  la  réédition  qu'en 
i8'-4  llouel  a  faite  de  ces  écrits,  et  par  leur  tiaduetion  en  anglais 
de  Ilardv  en   i88  i . 

Ce  qui  est  intéressant  à  noter,  ce  sont  les  anciennes  vues  sur 
les  imaginaires  d'un  mathématicien  aussi  distingué  que  Cauchy  ; 
dans  son  Cours  d'analyse  i8:ii,  il  dit  : 

«  Dans  1  analvse  on  applique  le  terme  d  expression  symho- 
((  lique  ou  svmbole  à  chaque  coml)inaison  de  signes  algébrl([ues 
«  qui  n'ont  aucun  sens  par  eux-mêmes,  ou  aux(|uelles  on  attribue 
«  une  valeur  dillerente  de  celles  (pi'elles  devraient  nalurelle- 
«  ment  avoir...  Parmi  les  expressions  svmboliques  <[ui  sont  d  une 
«  certaine  inqxntance  en  analvse  il  laul  distinguer  spéciale- 
ce    ment  celles  quOn  nomme  imaginaiies... 

«    Nous  éci'ivons   la  lormule 

coi{n  -{■  h)-\-  \' —  1  si  II  [n  -\-  h)=z{co»  n  -\-  \—  i  siii  a}(cos  h-\-  \.^' —  i  s'in  h). 

«  Les   trois   expressions  ([ue   contient   légalité   ci-devant...    sont 

«  trois   expressions   svmbolicjues  qui  ne    peuvent    èti'e   inferpré- 

«  tées  suivant    les  conventions    généralement   établies  et  (jui   ne 

«  représentent  rien  de  réel...  L'égalité  eUe-méme,  ii  propretnent 

«  dire,  est  inexacte  et  sans  aucun  sens.   » 
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Pourtant  en  1849,  <^^''"s  i^^'i  écrit  sur  les  quantités  géométriques 
Jans  lequel  il  rend  1  honneui'  (jui  leur  est  dû  n  Argand,  Français 
et  d'autres,  il  reconnaît: 

«  Dans  ixïon  Analyse  algébrique,  publiée  en  i8ai,  je  me  con- 
((  tentais  de  montrer  que  la  théorie  des  expressions  imaginaires 
((  et  des  équations  peut  être  rendue  rigoureuse  en  considérant 
«  ces  équations  comme  symboliques.  Mais  après  de  nouvelles  et 
<(  mûres  réflexions,  le  meilleur  parti  à  prendre ,  c'est,  il  nous 
«  semble,  l'abandon  entier  du  signe  y/ —  i,  et  de  remplacer  la 
«  théorie  des  quantités  imaginaires  par  celle  des  quantités 
«   géométriques.   » 

Après  avoir  défini  le  terme  de  quantités  géométriques  comme 
nous  définissons  celui  de  vecteur,  et  après  avoir  défini  l'égalité 
de  deux  quantités  géométriques,  il  continue  : 

«  La  notion  de  quantité  géométrique  doit  comprendre  comme 
«  un  cas  particulier  celle  de  la  quantité  algébrique,  positive  ou 
«  négative,  et  ii  plus  forte  raison  celle  de  la  quantité  arithmé- 
<(  tique...  Il  reste  ;i  définir  les  différentes  Jonctions  de  ces 
«  ([uantités,  particulièrement  leurs  sommes,  leurs  produits,  leurs 
<(  puissances  entières,  en  choisissant  des  définitions  telles  que 
«  nous  pouvons  encore  les  adopter  quand  nous  calculons  avec 
«  des  quantités  algébriques  seules.  Ces  conditions  seront  rem- 
«   plies  si  on  adopte  les  conventions   cjue  nous  allons  donner.  » 

A  la  suite  des  définitions  ci-dessus  indiquées  vient  un  traité 
complet  satisfaisant  pleinement  aux  demandes  modernes,  Cauchy 
observe  qu'une  large  part  des  résultats  des  investigations  d'Ar- 
gand  et  d'autres  lui  semblent  avoir  été  découverts  jdus  tôt, 
en  178^7,  par  Henri-Dominique  Truel  qui  les  communiqua  vers 
1810  à  Augustin  Normand  au  Havre. 

En  1828,  parut  à  Cambridge,  en  Angleterre,  un  ouvrage 
reniarqual)le  du  Rev.  .lohn  Warren,  intitulé  :  Trailè  sur  La  rejtré- 
sentation  gèomèlrique  des  racines  carrées  des  quantités  négatives. 
(Quoique  ce  livre  n'ait  eu  dans  ces  (lfrni(>rs  temps  ([ue  peu  de 
crédit,  ses  mérites  fui'ent  cependant  pleinement  appiéeiés  par 
de  Morgan,  et  Ilamllton  reconnut   clairement  ce  ([u  il  lui  devait. 

Dans  tout  l'ouvrage  de  Warren  le  leiinc  <[uantité,  comme  la 
(piantité  géomélritjue  de  Cauchv,  indique  une  ligne  donnée  en 
longueur  et  en  direction.   Suivent  alors  ces  définitions  : 
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((  La  somme  de  clt'u\  (jiKuitités  est  la  diagonale  du  parallélo- 
(f  oiamme  avant  ces  quantités  pour  côtés.  On  dit  (|ue  la  })vc- 
<(  mlere  de  deux  ([uanfités  est  avec  la  seconde  dans  le  même 
0  rapport  que  la  troisit-me  avec  la  quatrième,  quand  la  première 
(1  est  avec  la  seconde  dans  le  même  rapport  de  longueur  ([ue  la 
((  troisième  avec  la  quatrième,  conformément  ii  la  définition 
■    d'Euclide,  et  quand  encore  langle  d'inclinaison  de  la  (piatrièmt^ 

sur   la  troisième  est  égal  i»  Tangle  d'inclinaison  de  la   seconde 

sur  la  première,  ces  inclinaisons  étant  mesurées  dans  le  même 
<'  sens.  —  L'unité  est  une  (juantité  positive  prise  arbitrairement 
«  pour  déterminer  par  comparaison  avec  elle  les  valeurs  d  autres 
«■  quantités.  Si  de  trois  quantités  lunité  est  à  la  première,  comme 
«  la  seconde  ;»  la  troisième,  la  troisième  est  appelée  le  produit 
«  de  la  seconde  par  la  première;  la  première  est  appelée  le  cpio- 
«    tient  de  la  seconde  ])ar  la  troisième.  » 

Les  lois  de  l'Algèbre  qui  gouvernent  ces  quantités  sont  étal)lies 
dans  leur  plus  grande  généralité  avec  une  vigueur  de  raisonne- 
ment qui  n'a  probablement  pas  été  surpassée.  L'auteur  alla 
même  jusqu'à  déduire  la  loimule  binomiale,  à  développer  beau- 
coup de  séries,  et  ;i  appli([uer  les  méthodes  du  calcul  dilléren- 
tiel  et  intégral  aux  quantités  de  la  classe  définie.  Dans  sa  toi-me 
l'œuvre  de  Warren  est  algébri(jue  dans  la  force  du  terme,  et 
vraiment  hérissée  de  formules. 

En  somme,  Caspar  Wessel  en  1797,  publia  le  premier  traité 
clair,  précis  et  scientifique  sur  les  lignes  dirigées  dans  un 
même  plan,  comme  réprésentées  par  les  quantités  dt^  la  lorme 
a  -\-b  \ —  1 ,  établissant  les  lois  ([ui  gouvernent  leur  addition,  sous- 
traction, multiplication  et  division,  et  montrant  leur  utilitt'  jira- 
tique  pour  la  dém(»nstratIon  des  théorèmes  et  la  solution  des 
pridjlèmes.  Il  a  produit  ainsi  une  théorie  partielle  des  rotations 
dans  l'espace,  en  tant  que  celles-ci  peuvent  être  décomposées  en 
rotations  autour  de  deux  axes  formant  angle  droit. 

Peu  tle  temps  après,  en  1799,  Gauss  indiqua  ((uil  t'taif  en 
possessi(ui  dune  méthode  pour  calculer  avec  des  (puintil<'s  de 
toinie  ei  -\-  h  \/ —  i  considérées  comme  possibles  aussi  bien  «pie 
les  quantités  réelles  ;  mais  une  exposition  plus  claire  lut  retardée 
jusqu'en  18)  i . 

L'écrit  de  Buée  île   i8oj    met  une  grande  enq)liase  à  présenter 


i84  )i'.-)r.   jiEMjy 

\J —  I  comme  im  signe  de  perpendioulaiité,  mais  il  ne  songe  pas 
à  donner  une  interpi'c'talion  sudisante  de  la  multiplication  des 
lignes  diriofées. 

Le  fameux  mémoire  dArgand  de  180G  est  à  peine  en  danger 
dètre  reçu  avec  trop  de  confiance.  Quoique  écrit  après  celui  de 
Wessel,  il  n'y  a  pas  la  moindre  apparence  qu'Argand  ait  eu  con- 
naissance de  l'arpenteur  norvégien^  et,  parle  fait,  certains  de  ses 
théorèmes  sont  établis  moins  rigoureusement  que  chez  AVessel. 
Argand  donne  de  nombreuses  applications  de  ses  théories  à  la 
trigonométrie,  la  géométrie,  l'algèbre,  applications  vraiment 
remarquables,  spécialement  sa  démonstration  du  théoième  de 
Ptolémée  relatif  au  quadrilatère  inscrit  et  celle  de  la  proposition 
fondamentale  de  la  théorie  des  équations. 

Les  contrijjutions  de  Français,  Gergonne  et  Servois, 
i8i3-i8i5,  servent  à  écarter  les  erreurs  dans  lesquelles  Argand 
était  tombé  et  à  rendre  plus  claires  les  notions  fondamentales 
sur  cet  objet. 

Quoique  le  livre  de  AVarren  de  1828  contienne  des  définitions 
diflerant  à  peine  de  celles  de  ^^  essel  et  de  Français,  et  une 
notation  qui  ressemble  sans  aucun  changement  à  celle  de  Fran- 
çais, son  traité  généralisé  de  la  direction  des  lignes  dans  le  plan 
doit  être  regardé  comme  hautement  original. 

L'ouvrage  de  Cauchy  consiste  dans  l'extension  et  le  dévelop- 
pement des  idées  de  ses  prédécesseurs^  plutôt  que  dans  Tintio- 
duction  de  nouvelles  idées. 

Tels  furent  les  commencements  de  l'étude  de  la  représentation 
géométrique  des  imaginaires,  ([ui  dans  les  temps  modernes  nous 
a  conduits  ;i  de  si  grands  corps  de  doctrines,  comme  la  théorie 
des  lonctions  d'un  côté,  celle  des  Qnalernions  de  l'autre  avec  1h 
Ausdc/i/innsisli'/i/c  (jui  occupe  une  position  enti'c  les  deux. 

Qui  pouriait  dire  les  progrès  (jue  lui  fera  faire  le  piochain 
siècle  ? 

^V.-^V.  Beman  (Ann  Arl.or.  Mioh.,  V.  S.  A.). 

(Traduit   de  l'iiiiglais   j)ar  Ch.  BkkdellÉ.) 


LES   FONDEMEiNTS 

DE  L'ARITHMÉTIQUE  MODERNE 


La  métaphysique  des  sciences  mathématiques  est  à  roidie  du 
jour  (')  et  il  est  permis  de  penser  que  les  dillicultés  très  réelles 
et  très  grandes  que  présente  cette  étude  des  principes  londamen- 
taux  seront  malaisément  résolues  au  oré  de  chacun. 

o 

De  nouvelles  théories  ont  apparu  [^)  ;  mais  pour  l'instant  les  avis 
sont  partagés. 

On  critique  quelque  peu  les  idées  d'autrefois,  on  discute,  on 
repousse  même  les  idées  d'aujourd'hui.  On  reproche  aux  mé- 
thodes anciennes  de  n'être  point  logiques,  on  accuse  les  méthodes 
nouvelles  d'être  artificielles,  peu  claires,  difficilement  accessibles. 

Bref,  les  opinious  dilTèreiit,  d'une  part  quant  au  fond,  de 
l'autre  quant  à  l'opportunité,  d'introduire  les  théories  nouvelles 
dans  l'enseignement  i').  Cependant  on  ne  saurait  nier  qu'il  soit 
nécessaire  aux  professeurs  de  méditer  ces  questions.  Leur  esprit 
ne  pourra  qu'y  gagner  en  force  et  en  profondeur,  et  renseigne- 
ment en  bénéficiera  en  fin  de  compte. 

Entrons  donc  dans  le  corps  de  la  question,  nous  bornant  à 
l'exposition  des  nouveaux  principes  arithméti<[ues,  bien  ([ue  l'évo- 
lution soit  générale  (*). 

I 

Tout  êtie  matériel  coulingent  possède,  au  moins  selon  1  Idée  com- 
mune, une  naUire.  un  mouvement,  une  forme  ([ui  le  caractérisent. 


(')  Cf.  C\Liyoy.  Et u</f.i  sur  les  diverses  granilfurs  en  mulhémaliques,  G.  V.,  1897. 

(•)  Ta.nneky.  Arithméliquc,  Alcan,  i8yi.  —  Bouiu.kt.  Algèbre,  Alcan,  i8<)(5.  — 
Cor  et  Rie.mann.  Algèbre,  Nony,  i8<j8.  —  Paui':,  Premières  leçons  d'algèbre  élémen- 
taire, G.  V.,    1892 . 

(')  Cf.  par  exemple  .\.  Povlai.n.  Le  monde  malliemuli//iie,  Ktudes  religieuses,  juil- 
let-août i8y7. 

(*)  Cf.  en  Analyse,  Jonoxy. Cours  de  l  Kadc  pidylec/mir/ue,  G.  V.,  1891 ,  en  Physitiue, 
les  divers  ouvrages  de  .M.M.  Pulncakui';  et  DiiiEM;en  Chimie,  ceux  de  -M.  13i;rthelot. 
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Mettre  à  part  la  nature  des  êtres  et  ne  retenir  que  leurs  mou- 
vements et  leurs  formes,  c'est  créer  une  aljstraction  ;  abandonner 
la  considération  de  leurs  mouvements  pour  ne  considérer  que 
leurs  formes,  c'est  créer  une  nouvelle  abstraction,  d'un  ordre  plus 
élevé  ;  laisser  enfin  la  forme  de  côté,  c'est  atteindre  une  dernière 
abstraction,  le  nombre,  qui  dérive  des  idées  d'unité  et  de  plu- 
ralité, celles-ci  provenant  elles-mêmes  de  la  conscience  du 
«  moi  »  [^). 

Il  est,  dès  lors,  logi({ue  d  étudier  le  nonil)rc  en  lui-même,  puis 
la  forme  et  les  combinaisons  de  nombre  et  de  lorme,  enfin  les 
combinaisons  de  nombre,  de  mouvement  et  de  forme,  d'où 
trois  sciences  :  1* Arithmétique  générale,  la  Géométrie,  la  Méca- 
nique, dont  l'ensemble  forme  la  Mat/iémalifjue. 

Dans  la  Mathématique,  on  abandonne  le  point  de  vue  expéri- 
mental et  on  lui  substitue  le  pur  raisonnement;  à  cet  eflet,  on 
définit  des  êtres  de  raison  correspondant  aux  différentes  abstrac- 
tions auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus  et  de  ces  définitions 
on  déduit,  à  l'aide  de  raisonnements  logiques,  diverses  consé- 
quences, dont  rensemble  constitue  la  Mathématique. 

Or,  tout  raisonnement  logique  suppose  une  majeure,  une  vérité 
première,  un  axiome  ;  mais  tout  axiome  portant  sur  un  objet 
déterminé,  il  faut  açant  tout  définir  les  objets  des  axiomes,  c'est- 
à-dire,  en  Arithmétique,  légalité  et  l'inégalité,  l'addition  et  la 
soustraction. 

Ces  définitions,  bien  qu'arbitraires,  sous  la  condition  de  n'être 
contradictoires,  ni  en  elles-mêmes,  ni  dans  leurs  conséquences, 
seront  prises  de  manière  à  cadrer  avec  le  monde  existant   -). 


{')  «  Jesliine  que  s.iiis  la  présence  du  monde  extérieur,  aucune  connaissance 
mathématique  n'aurait  jamais  pu  pénétrer  dans  le  cerveau  de  Ihonime:  et  que, 
seul  dans  l'univers  et  réduit  à  l'état  de  pure  intelligence,  le  plus  incomparable  génie 
n'arriverait  jamais  à  la  notion  du  nombre  2,  ce  génie  fût  il  celui  d'un  Archimède, 
d'un  Gauss  et  d'un  Lagrange.  » 

G. -A.  Laisa.nt.  La  Mntlicmniique,  Carré  et  Naud,   iSyS. 

1*1  On  sait  que  l'étude  des  xixonàcs  possibles,  au  moyen  de  définitions  appropriées, 
par  exemple  la  Géométrie  imn-cucUdiennc,  la  Géométrie  de  l'hyperespace,  donne 
lieu  à  des  conclusions  du  plus  haut  intérêt. 

«  La  géométrie  à  n  dimensions  a  un  objet  réel.  Les  êtres  de  l'hyperespace  sont 
susceptibles  de  définitions  précises...  La  Géométrie,  en  eflel,  n'a  pas  pour  unique 
raison  d'être  la  description  immédiate  de  corps  qui  tombent  sous  nos  sens;  elle 
est,   avant   tout,   l'étude  analytique    d  un  groupe.  Rien  n  empêche    donc  d  aborder 
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I.  L'unité,  juxtaposée  à  elle-même,  ce  qu'on  indique  par  le 
sJo-ne  -(-.  donne  naissance  au  nombre  deux  ;  lunité,  juxtaposée  à 
deux^  au  nombre  trois etc. 

II.  Deux  nombres  sont  égaux  si  ceux  qui  les  lorment  par 
juxtaposition  d'une  unité  sont  égaux,  ceux  qui  forment  ceux-ci 
égaux,  etc.,  l'unité  étant  égale  à  elle-même  et  seulement  à  elle- 
même.  Pour  compléter  la  définition  de  l'égalité,  nous  dirons  que 
le  nombre  a  est  plus  petit  que  ceux  qu'on  en  déduit  par  juxta- 
position d'unités,  d'où  plus  grand  que  celui  dont  il  a  été  lormé, 
que  celui  dont  ce  dernier  provient,  etc.  Par  analogie,  l'unité  sera 
regardée  comme  un  nomljre  plus  petit  que  tous  les  autres. 

III.  Le  nombre  a-\-{J) — 0+ '  ^^^  appelé  somme  de  a  et  i 
et  se  représente  par  a-\-b,  définition  due  à  M.  Poincaré  (';.  Il 
est  nécessaire  d'ajouter  : 

1°  (^ue  le  nomljre  h —  i  est  le  nombre  qui  forme  h  quand  on 
lui  juxtapose  l'unité  ; 

:>"  Que  l'on  l'orme  a-\-(b — 0  ~1~  ^  ^'^  faisant  la  somme  de  a 
et  b —  i,  a-\-b  étant  le  nombre  obtenu  par  la  juxtaposition  d'une 
unité  il  cette  somme  ; 

3°  Que  si  l'on  représente  b —  i  par  c,  a-\-c  sera  le  nombre 
a-\-  [c —  i)  +  I ,  etc. ,  jus([u'ii  ce  qu'on  arrive  au  nombre  a  -|-  i  -f-  i . 

Faisons  en  passant  une  remarque  des  plus  importantes,  que  les 
dc/inilions  sont  les  principes  féconds  des  /nadié/nalifjiies ;  et,  en 
efiet,  par  exemple,  notre  définition  de  l'addition  nous  permettra 
en  usant  des  axiomes  —  nous  les  énoncerons  bientôt  —  de  démon- 
trer les  deux  propositions  célèbres  relatives  au  groupement  et  ii 
l'inversion  des  termes  d'une  somme  ("\ 

IV.  Soustraire  un  nombre  b  d'un  nombre  a,  c'est  former  un 
nouveau  nombre  c,  tel  qu'en  ajoutant  b  k  c  on  retrouver,  défini- 


l'étude  d'autres  groupes  analogues  et  plus  généraux.  »  M.  Poincakl:,  Anali/sis 
silus,  Journal  de  l'Ecole  polytechnique. 

Cf.  aussi,  du  même  auteur,  Acla,  tome  II,  à  propos  de  la  Géométrie  non-eucli- 
dienne. 

C)   Revue  de  mclaphysique  et  de  wo/«/f,  janvier  1894. 

C;  Ces  deux  démonstrations  sont  dues  à  M.  Poingark,  Revue  de  r/ula(>/ii/si>/ue, 
toc.  cil. 

On  sait  que  M.  Heliuollz  (Tannlkv.  Aiitlun.,  toc.  cit.],  avait  essayé,  lui  aussi, 
de  donner  des  démonstrations  à  ce  sujet. 
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tion   qui   coïKluit   ininK'diateinont  ii   la   proposition  foiulainentale 

a  —  b  —  c — ...  =«  —  (/>  +  (■+...)  (') 

si  l'on  se  base,  bien  entendu,  sur  les  axiomes  que  voici  enfin  : 

I.  Deux  nombres  éoaux  ii  un  troisième  sont  éaaux  entre  eux: 

II.  Les  sommes  de  nombres  égaux  sont  égales; 

III.  Les  différences  de  nombres  égaux  sont  égales. 

Vérités  primitives,  c'est-ii-dire  indémontrables,  ou  regardées 
Sfénéralement  comme  telles;"',  évidentes,  nécessaires,  loaiciues  et 
non  morales,  réelles  et  non  verbales  i^'  . 


(')   Soit  a  —  b — €=:</.  d'oix.par  <léfinition  : 

a  —  l>  =  (I-\-c.  a=<I  +  c-^b=tl-{-{b  +  c) 
a  —  [b  -\-  c)  =z  (/  =z  a  —  b  —  c 

vu  les  propositions  a  -\-  [b  -\-  c)  ^  a  -{-  b  -{-  c  et  a  -{-  b^  b  4-  a. 

(*)  On  sait  que  Leibniz  a  donné  une  démonstration  de  ces  axiomes  : 

La  nionadologie,  Ed.  Boutroux  et  H.  Poi>"caré,  p.    i,">9  et  suiv.,  Delag-rave,  1881. 

(')  Les  anciens  énonçaient  [EiicUde,  d'après  Petrard,  1814)  quatre  axiomes 
g-énéraux  : 

\.  Les  grandeurs  égales  à  une  même  grandeur  sont  égales  entre  elles  ; 

II.  Si  à  des  grandeurs  égales  ou  ajoute  des  grandeurs  égales,  les  touls  seront 
égaux  ; 

in.  Si  de  grandeurs  égales  on  roti-anchc  des  grandeurs  égales,  les  touts  seront 
égaux  ; 

IV.  Le  tout  est  plus  grand  que  la  partie. 

Le  moyen  âge  ajouta,  on  le  croit  du  moins,  les  propositions  : 

a)  Si  à  des  grandeurs  inégales  on  ajoute  des  grandeurs  égales,  les  touts  seront 
inégaux  ; 

3)  Si  de  grandeurs  inégales  on  retranche  des  grandeurs  égales,  les  restes  seront 
inégaux  ; 

y)   Les  grandeurs  qui  sont  doubles  d'une  même  grandeur  sont  égales  entre  elles  ; 

0)  Les  grandeurs  qui  sont  les  moitiés  d'une  même  grandeur  sont  égales  entre 
elles.  J'ai  remplacé  dans  les  axiomes  I,  III  (texte)  le  mot  «  grandeur  »  par  le  mot 
<(  nombre  »,  mieux  déterminé  et  suffisant  à  notre  objet. 

Bai.n,  Loirirjne  dctiuctire  et  iiuliictire.  traduction  CoMPAYKÉ.  Germer-Baillière, 
1881,  t.  II.  p.  -x-x-j  et  suiv.,  refuse  le  caractère  d'axiome  à  la  prop.  IV  d'Euclide 
et  aux  propositions  a  —  0.  11  semble,  en  effet,  que  la  proposition  IV  doive  être 
regardée  comme  un  tautologisme  ;  enfin,  les  propositions  a  —  0  peuvent  être  démon- 
trées comme  il  suit.  On  pourra  ronvox  er  les  deux  premières  à  la  fin  de  la  théorie 
générale  des  opérations,  en  tète  du  chapitre  supplémentaire  ayant  trait  aux  opé- 
rations approchées  à  une  unité  près.  Là,  il  sera  aisé  de  les  démontrer,  si  l'on  a 
prouvé  en  cours  de  route  que  les  produits,  quotients,  puissances,  racines  exactes 
d'égalités  donnent  lieu  à  de  nouvelles  égalités  — les  propositions  Y»  ^  sont  des  cas 
particuliers  de  ces  propositions  —  et  remarqué  que  si  «>6,  il  existe  un  nombre 
(/  tel  que  l'on  ait  a  —  bz=d.  .\iusi.  soit  à  démontrer  que  si  a>A  et  C  =  <*, 
rt  -|-0  A-f-r.  Par  hypothèse,  a — b^=.d,  d'où  a  —  b-\-C^=il -\- c.  o  -\-C  —  b=^d  -\-c, 
rt-f-C  —  (/>-|- (•)  =  </;  donc  «-("^  >''  +  ''•  ^^  même  pour  1  axiome   3. 
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Les  définitions  londamentales  données,  les  axiomes  posés,  vien- 
dra la  numération,  puis  les  opérations  ordinaires,  addition  et 
soustraction,  multiplication  et  division,  élévation  aux  puissances 
et  extractions  des  racines,  en  se  bornant  aux  cas  où  ces  opéra- 
tions sont  possibles;  je  veux  dire  qu'on  supposera  le  nombre  à 
soustraire  plus  petit  que  le  nombre  dont  on  veut  le  retrancher,  le 
dividende  multiple  du  diviseur,  etc. 

On  pourra,  d'ailleurs,  traiter  en  un  chapitre  supplémentaire 
les  opérations  approchées  a  une  unité  près. 

Ce  faisant,  nous  aurons  terminé  la  première  partie  de  TArithmé- 
tique,  étude  des  opérations  fondamentales. 


II 

C'est  ici  le  lieu  d'oljserver  que  l'Arithmétique,  l'Algèbre,  l'Ana- 
lyse sont  les  blanches  d  une  science  unique,  branches  faciles  à 
distinguer.  L'Algèbre  en  particulier  n'est  [)lus,  pour  nous,  une 
Arithmétique  supérieure,  caractérisée  par  l'emploi  des  symboles 
littéraux  et  des  nombres  négatifs,  mais  la  science  des  groupes  de 
nombres  (')  ;  or,  il  ne  serait  pas  nécessaire,  en  Algèbre,  de  revenir 
sur  ses  pas  ii  propos  de  l'introduction  des  incommensurables  et 
des  imaginaires,  si  l'on  étudiait  ces  nombres  en  Arithméti(|ue,  où 
leur  place  semble  mar([uée,  ou  au  moins  si  on  les  présentait  d'un 
bloc,  comme  introduction  à  l'Algèbre  i'\  On  me  l'accordera  pour 
les  incommensurables.  Mais  les  imaainaires  .'  Mais  les  nombres 
négatifs  ? 

Or,  pour([U()i  ceux-ci  et  non  les  autres  ? 


(')  Par  exemple,  l'addition   algébrique  j)eut  être  définie   :   étant  donnés  plusieurs 

groupes  de  nombres  —  polynômes  — .  A,  B déterminer  un   autre   g-roupe  R,  tel 

que  la  somme  numérique  des  résultats  de  la  substitution  de  valeurs  nuniéri({ues 
déterminées  aux  quantiti's  litti-i'ales  dans  A,  13,...  soit  identique  au  l'ésullat  de  eette 
même  substitution  dans  R.  quelles  que  soient  ces  valeurs  numériques.  En  général, les 
opérations  alg('bri<[ues  élémentaires  ne  sont  que  l'étude  des  transformations  de 
groupes  donnés. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  atti'ibue  à  toutes  les  lettres,  sauf  une,  des  valeurs 
numériques,  si  Ion  se  propose  de  déterminer  la  valeur  numérique  de  la  dernière 
lettre  de  manière  que  le  groupe  jjrenne  une  valeur  donnée  à  l'avance,  on  a  une 
équation  numérique.  L'extension  aux  équations  littérales,  aux  équations  simulta- 
nées, est  immédiate. 

I*)   Cf.  par  exemple  N'Krro,  Vor/i-siin^cii  iiber  Algcbra.  Teilbner,  Lcipsig,  1896. 

i3 
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Les  nombres  négatils  ne  sont-ils  pas  destinés  à  suppléer  aux 
soustractions  impossibles  et  les  imaginaires  aux  extractions  de 
racines  qu'on  ne  peut  effectuer  ? 

Comprenons  donc  les  nombres  négatifs,  fractionnaires,  incom- 
mensurables, imaginaires,  sous  la  dénomination  de  nonibres  con- 
ventionnels, lormons-en  la  deuxième  partie  de  lArithmétique,  ou 
rintroduction  a  l'Algèbre,  et  l'Algèbre  pourra  être  ordonnée 
logiquement. 

J'ai  parlé  de  nombres  conventionnels.  Bien  qu'il  soit  contraire 
à  mes  principes  de  préférer  les  mots  les  uns  aux  autres,  ce  terme 
me  semble  résumer  de  longs  discours,  et  je  vais  expliquer  pour- 
quoi je  l'ai  clioisi. 

Aucun  des  nonibres  (jue  nous  étudiions  jusqu'ici  n'est  le  résultat 
de  l'opération  a  —  h,  si  a  est  plus  petit  que  b;  de  même  pour  la 
division,  si  a  n'est  pas  multiple  de  b,  et  aussi  pour  l'extraction 
des  racines,  si  a  n'est  pas  une  puissance  exacte,  et  même  positive, 
dans  le  cas  d'indice  pair. 

Nous  voulons  suppléer  h  ces  opérations  impossibles  en  créant 
de  nouveaux  nombres,  des  nombres  «  fictifs  »  (')  d'où  l'on  puisse 
revenir  sans  peine  à  la  réalité  ("),  mais  qui  conservent  aux  for- 
mules leur  généralité.  Que  seront  ces  nombres  s'ils  ne  sont  pas 
conventionnels  (*)  ?  Aussi  bien  nous  les  regarderons  comme  tels, 
et  je  vais  essayer  de  résumer  le  plus  brièvement  possible  les 
théories  modernes  qui  s'y  rapportent. 

Considérons  un  nombre  entier  a  et  alfectons-le  soit  de  l'in- 
dice n,  soit  de  l'indice  p.  Nous  dirons  que  a„  est  un  nombre  né- 
gatif, a^,  un  nombre  positif,  que  a  est  leur  valeur  absolue  com- 
mune et  nous  définirons  ces  deux  classes  en  convenant  : 

I.  De  regarder  deux  nombres  comme  és^aux  s'ils  sont  de  la 
même  classe  et  s'ils  ont  même  valeur  absolue,  comme  inégaux  si 
l'une  de  ces  deux  conditions  n'est  pas  remplie  ; 

II.  D'ajouter  deux  nombres  d'une  même  classe  en  taisant  la 
somme  de  leurs  valeurs  al)solues  et  en  plaçant  le  résultat  dans  la 
même    classe;   au    contraire,    de    faire    la   différence  des  valeurs 


(')   Méray,  Traite  il  analyse^  t.   I,  G.   V.,   1S92. 

(')  Est-il  nécessaire  de  rappeler  ici  comment  on  interprète  les  solutions  négatives 
(')  ((  Le  seul  objet  de  la  pensée  malhémaliijue,  c'est  le  nombre  entier.  »  H.  PoiN- 
CARÉ,  Hci'iie  générale  des  Seiences,  1 5  nov.  i8»)7. 
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absolues,  si  les  nombres  ne  sont  pas  de  même  élusse,  et  de  plaeer 
le  résultat  dans  la  elasse  du  plus  grand  en  valeur  absolue  : 

III.  De  faire  le  pioduit  de  deux  nombres  en  faisant  le  produit 
de  leurs  valeurs  absolues,  le  résultat  étant  placé  dans  la  classe/.» 
si  les  deux  nombres  sont  de  même  classe;  dans  lu  classe  /?,  s'ils 
sont  de  classes  difïerentes. 

Les  propriétés  dont  nous  venons  de  concenir  et  qui  définissent 
les  nombres  positifs  et  les  nombres  négatifs  sont  arbitraires. 
Nous  eussions  pu  les  prendre  tout  autres.  Mais  il  faut  qu'elles 
soient  utiles  et  non  contradictoires;  utiles,  en  ce  sens  que  les 
entiers  ordinaires  doivent  être  un  cas  particulier  de  ces  jiombres; 
non  contradictoires,  c'est-à-dire  que  les  conséquences  de  ces 
définitions  ne  doivent  pas  être  lu  négation  les  unes  des  autres. 
Enfin,  elles  doivent  permettre  de  retrouver  les  propositions  fon- 
damentales de  la  théorie  des  nombres  entiers. 

Cette  base  acquise,  nous  ferons  l'extension  des  opérations 
simples,  et  nous  pourrons  conclure  :  si  l'on  regarde  comme  liés 
ensemble  un  nombre  et  le  signe  '+  ou — )  dont  il  est  précédé,  en 
admettant  que  le  signe  -\-  soit  toujours  sous-entendu  ([uand  il 
n'est  pas  exprimé,  les  nombres  positifs  ne  sont  autres  ([ue  les 
entiers  ordinaires  et  les  nombres  négatifs  les  nombres  précédés 
du  signe  — ,  (ju'ils  soient  isolés  ou  engagés  dans  les  calculs. 

Si  les  opérations  à  effectuer  sont  jwssihles,  —  sens  primitif  — 
on  pourra  indifféremineiit  user  des  règles  ordinaires  ou  des  prin- 
cipes ayant  trait  aux  n()ni!)res  positifs  et  négatifs  :  c'est  une  vérité 
d'expérience. 

Les  conslcb'iations  })ien  connues  ([ue  nous  venons  de  lajqieler 
s'appliquent  mot  pour  mot  aux  autres  catégories  de  nombres 
conventionnels  dont  les  premiers  à  venir  sont  maintenant  les 
fractions  (M. 

Si  b  divise  <7,  le  résultat  de  l'opération  —-est  un  nombi-e  entier 
parlaitement  déterminé  :  au  contraiie,  si  1)  ne  divise  pas  a ,  -7-  na 


{  )  La  llirorie  dos  nombros  ronvontimincls  est  exposée  on  détail  dans  le  Traite 
tl  Aiiati/sf  <\o  M.  Mi'kay  (/«,-.  cit.):  les  nombros  négatifs  sont  spécialeniont  étudiés 
dans  les  oiivraj,'es  de  .MM.  Padi':,  norm.F.T.  Cou  ot  Rikmann  (toc.  cit.),  les  imagi- 
naires dans  les  algèbros  de  .MM.  Bovhi.kt,  .Nktto  (/«r.  cit.).  Toutefois  les  déve- 
loppements qu'on  l'otieontre  dans  ces  ouvrages  paraissent  exagérés.  La  théorie 
des  incommensurables  donnée  dans  l  .tnati/sc  de  M.   Jokda.n   parait  remarquable. 
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plus  de  sens,  ne  signifie  rien^  et  il  convient,  ii  l'exemple  de  ce 
qui  a  été  fait  pour  la  soustraction,  de  définir  une  nouvelle  classe 
de  nonihi-es,  dont  l'emploi  peiniette  de  suppléer  à  la  non-divisi- 
l^ilité  de  a  par  h.  Nous  appellerons  ces  nombres  fractions  ;  nous 

les  représenterons  par  le  symbole -y-  ,  a  étant  appelé  numérateur 

et  h  dénominateur.  Nous  leur  attribuerons  les  propriétés  suivantes, 

cpii  appartiennent  wa^  groupes -j- on  h  divise  a  : 

I.  Toute  fraction  dont  les  deux  termes  sont  de  même  signe 
est  positive;  sinon  elle  est  négative  ; 

II.  On  a 

Il  C  (I  c 

-j-<c,   selon  que   ad^:=ljc,    ad<.bc\  a  <cIjc,   en   supposant  qu'il 

s'agisse  de  tractions  positives;  la  définition  de  l'égalité  subsiste 
s'il  s'agit  de  deux  fractions  négatives  ;  mais  dans  ce  cas,  la  plus 
grande  en  valeur  absolue  est  regardée  comme  la  plus  petite  ;  si 
les  fractions  sont  de  signes  contraires,   la    négative  est  toujours 

plus  petite  que  l'autre  ;  en  dernier  lieu,  si  —  est  négative  et  c 
négatif  aussi,—  est  plus  petit  que  c  si p>  —  c; 

III.  On  ajoute  deux  fractions  de  même  dénominateur  en  ajou- 
tant les  numérateurs  ; 

IV.  On  multiplie  une  fraction  par  une  autre  en  multiplant 
entre  eux  respectivement  les  numérateurs  et  les  dénominateurs; 

V.  Les    combinaisons   de  fractions   et   de   pseudo-fractions  — 

groupes  -j-  où  a  est  multiple  de  b —  s'opèrent  d'après  les  conven- 
tions précédentes.  Ceci  indique  le  procédé  à  suivre  poui' combiner 
les  tractions  et  les  entiers;   il   suffit  de  mettre   les  entiers  a  sous 

la  iormc» -,  ni  entier. 

m 

Passons  aux  incommensurables.  Soient  deux  classes  de  nombres 
A  et  B  ('i  telles  que  tout  nombre  a  de  A  soit  inférieur  ;i  tout 
nombre  h  de  B  et  qu'il  existe  toujours  dans  ces  classes  deux 
nombres  y,  |j  dont  la   diflV'ience  soil   plus  pelile  »[ue  toute  (puui- 


(')  Ces   dnsscs  étant   furim-cs    do    iK)inl)ros  t-riliors   ol    Irai-tioniiairos,  poilifs  cl 
nt'-gatifs.    L'cxlciisioi\  aux  imoyiiiaircs  se  fera  <iun  mol  ilaris  la  suite. 
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tllr  donnée  î,  si  petit  que  soit  t.  Les  nombres  possibles  pourront 
être  répartis  en  trois  groupes  :  les  nombres  qui  sont  iulérieurs  li 
(juelque  nombre  de  B,  ceux  qui  sont  supérieurs  à  quelque 
nombre  de  A,  ceux  qui  sont  supérieurs  a  tous  les  a  et  inférieurs 
à  tous  les  h.  On  démontre  aisément  que  ce  dernier  groupe  com- 
prend au  plus  un  seul  des  nombres  définis  jusqu'ici.  S'il  n'en 
coni])rend  pas  ('),  nous  ferons  disparaître  cette  distinction,  en- 
disant  qu'il  existe  encore  un  nombre  plus  grand  que  tous  les  a 
et  plus  petit  que  tous  les  h.  Ce  sera  un  incoDiinensuniblc. 

Pas  n'est  l)esoin  d'autres  conventions  pour  établir  la  tbéorie 
de  ces  nombres. 

I.a  théorie  des  imaginaires  offre  beaucoup  de  points  communs 
avec  la  théorie  des  fractions  ;  on  y  considère  encore  des  groupes 
de  deux  nombres  (a,  //.  r/ +  />,  \/— I.  Je  ne  m'y  arrêterai  pas, 
non  plus  qu'aux  généralisations  qu'on  a  essayé  d'en  laire  ("). 

Rcmar(|uons,  en  terminant,  (jue  les  conventions  relatives  aux 
nombres  conventionnels  tiennent  lieu,  et  doivent  tenir  lieu,  des 
définitions  et  des  axiomes  relatifs  aux  nombres  entiei's. 


m 

Si  ton  admet  la  suj)crioritc  des  jyrincipcs  nouveaux,  qu'en  pen- 
ser au  point  de  vue  pédagogique  ?  Sont- ils  susceptibles  de 
prendre  place  dans  l'enseignement  ? 

Essayons  de  résoudre  cette  importante  ([uestion. 

En  France,  dans  la  classe  de  mathématiques  élémentaires,  sur- 
tout en  première  année,  le  but  principal  du  professeur  doit  être 
d'ouvrir  l'esprit  des  élèves,  de  leur  donner  des  notions  géné- 
rales, de  dévelojqier  les  questions  susceptibles  d'applications 
théoriques  ou  prati([ues,  sans  oublier  (jue  la  majeure  partie  des 


Cj  Soil  à  exli'iiiri-   l;i  racine  rarri-e  de =  0.444 Nous   pourrons  extraire  la 

ri 

racine  <'arrée  de  o,444---   !'  "•    ' près   iiar  défaut  (classe  A)  et  iiar  excès, 

H)  100 

(classe  B).  Le  nombre  <•  sera  — ;-  =  o. ()()() Vu  contraire,  le  nombre  f=  \  'i  n'existe 

pas,  au  moins  en   tant  (ju'entier  ou  fraction,  nombre  négatif  ou  nombre  jiositif. 

(')  O.  Stolz,  ]'orle.sii/ii^'<'n  l'ibcr  .t/lifcmciiir  Artlliinctlh.  1.  11.  —  1îi:ki.oty, 
Thi-xe  iCr.V.). —  Wf-Ieusthass,  Giittiiiger  Xtnlirichlcn .  188',,  p.  \)'\\  Uc<lrliiiul ,  ibui., 
iScj."),  p.   141. 
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élèves  étudie  en  vue  d'examens  oflieiels  et  non  par  amour  de  la 
scie née. 

Or,  les  questions  d'Arithn)éli([ue  logi([U('  n'étant  guère  suscep- 
tibles d'applications,  n'étant  pas  non  plus  des  ([uestions  d'exa- 
mens, au  moins  actuellement,  étant  malaisées  ii  saisir  et  dilliciles 
à  exposer,  me  semblent  devoir  être  écartées,  à  prioi-i,  du  cours 
et  tout  au  plus  regardées  comme  un  complément,  destiné  aux 
élèves  sérieux. 

(l'est  un  principe  l)ien  connu  (ju'un  prolesseur  savant  a  sur  un 
professeur  ordinaire  l'avantage  de  pouvoir  montier  de  temps  à 
autre  l'au-delà  :  aux  meilleurs  élèves,  j'entends,  excitant  ainsi  la 
curiosité,  sortant  du  terre-à-terre  quotidien,  odVant  un  l)ut 
d'étude  future. 

Eh  bien,  en  mathématiques  élémentaires,  laissons  les  théories 
nouvelles  dans  cet  au-delà,  nous  bornant  ii  énoncer  les  axiomes 
et  passant  de  là,  sans  démonstration  aux  identités  rt  +  i  +  c  = 
a-\-{h-\-c] ,  a-}-b^:zij-\-a  i^y,  puis,  plus  loin,  résumant  en  quel- 
ques lignes  la  théorie  des  nombres  conventionnels  :  l'ensemble 
de  la  classe  y  gagnera  et  les  bons  élèves,  auxquels  on  en  dira 
quelques  mots  —  je  me  place  au  point  de  vue  des  partisans  des 
théories  nouvelles,  — en  reconnaîtront  la  beauté  logique,  beauté 
enveloppée  pour  eux  d'une  ombre  de  mystère  qui  sera  loin  de 
lui  nuire,  sans  être  emjjarrassés  de  subtilités  hors  de  saison. 

En  mathématiques  spéciales  ou  en  deuxième  année  d'élémen- 
taires la  ([uestion  change  d'aspect. 

D'une  part,  bon  nombre  d'élèves  médiocres  ont  été  éliminés; 
par  ailleurs,  l'intellect  des  autres  élèves  est  plus  développé,  enfin 
l'exposition  de  l'Algèbre  doit  être  faite  rationnellement. 

Or,  nous  l'avons  remaïqué,  on  s'éviterait  bien  des  retours  en 
arrière,  bien  des  extensions  de  démonstrations,  en  Taisant  au 
début  du  cours  d'Algèbre,  à  lilre,  si  l'on  veut,  iV inlrodinlion ,  une 
leçon  —  une  seule  sulfii'ait  —  sur  les  nombres  convenllonnels 
d'aj)r('s  les  principes  (jue  j'ai  essayé  d'exposer  syntiu-tiqucment, 
glissant  sur  la  théorI(>  des  (raclions,  dont  rullllte  est  contestable  (") . 


(')  Cf.  par  exemple  Netto,  Iov.  cil. 

(*)  On  pourrait  aussi,  je  crois,  faire  cette  réforme  dans  l'enseignement  de  IWlgèbrc 
en  usant  des  mélhodes  anciennes,  ceci  pour  les  adversaires  des  théories  nouvelles. 
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Là  devrait  se  l)()rner,  je  crois,  riutrocluction  dans  renseigne- 
ment des  nouvelles  méthodes  aritiimétiques,  si  toutefois  on  voulait 
les  v  introduire,  ce  qui  assurément  ne  saurait  être  lait  à  la  légère  : 
il  ne  faut  pas  que  les  «  étudiants  désireux  de  pousser  plus  loin 
((  reculent  devant  l'obstacle,  et  perdent  leur  foi  scientifique, 
«  ébranlée  par  des  raisonnements  trop  ralllnés  sur  l'incertitude 
«   des  fondements  de  nos  connaissances  »  (^). 

R.    DE    MONTESSUS    (^loulius). 


QUELQUES   PRINCIPES   GÉNÉRAUX 


L'ENSEIGNEMENT  MATHEMATIQUE 


Le  xix"  siècle  est  non  seulement  le  siècle  des  grandes  créations 
mathématiques,  mais  c'est  aussi  celui  où  l'esprit  de  svnthèse 
s'est  montré  dans  toutes  les  branches. 

Avant  le  xix"  siècle,  on  avait  créé  la  science  grâce  à  l'intuition 
du  génie  qui  lui  donnait  des  méthodes  particulières,  des  guides 
pour  un  ordre  spécial  de  questions,  afin  de  résoudre  certains 
problèmes  sur  lesquels  sont  fondées  des  branches  entières  de  la 
Mathémati([ue. 

Mais  quand  notre  siècle  reçut  l'héritage  des  grands  mathéma- 
ticiens, et  que  de  nouvelles  branches  vinrent  s'ajouter  aux 
anciennes,  le  besoin  de  méthodes  formelles  se  fit  sentir,  dans  le 
but  d'unifier  les  concepts  dispersés  ça  et  là. 

L'intelligence  humaine  aurait  été  impuissante  à  saisir  la  science 
dans  son  ensemble  et  dans  ses  parties,  sans  la  ressource  sup- 
plémentaire de  la  méthode  formelle  ;  il  v  a  là  une  véritable 
branche  spéciale,  dont  lobjet  [)rincipal  est  la  pédagogie  appli- 
quée aux  mathématiques,  la  science  de  l'enseignement  de  cette 
riche  branche  des  connaissances  humaines. 

D'autre  part,  le   développement  dogmatifjue  de  la  science  ne 

(')   Cf.   A.  Lais.v.nt,  h)c.  cil.,  p.  a. 
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suffisait  pas;  il  fallut  suivre  les  indications  de  l'histoire  pour 
réunir  les  vues  des  créateurs  scientifiques  dans  une  certaine 
harmonie  ;  certains  noms  étant  aussi  des  schenuis  des  l)ranches 
qui  leur  sont  ducs.  Cela  a  conduit  les  auteurs  dans  certains 
ouvrages  à  se  livrer  parfois  ii  des  considérations  historiques.  C'est 
ce  que  fit  Carnot  dans  ses  Réflexions  si//-  la  nicfajj/ii/sifjf/c  du  cal- 
cul in/inilésimal  ;  c'est  ce  qu'ont  fait  M.  Klein  dans  sa  Einleilung 
in  diehohere  Géométrie  et  sa  Xicltt-Euclidische  Géométrie,  M.  Jo- 
hann G.  Ilagen  dans  sa  Synopsis  dcr  liôheren  Mathematik,  et  en 
ce  moment  même,  c'est  ce  que  font  MM.  Burkhardt  et  l'ianz 
Meyer danslearEnci/ldojjâdieder ma ihe/natisclien  Wissenscliaflen . 
Nous  trouvons  encore  la  même  tendance  dans  les  traités  moder- 
nes destinés  à  renseignement,  parce  qu'il  faut,  dans  l'enchaîne- 
ment des  découvertes  récentes,  exposer  comment  les  diverses 
théories  sont  parvenues  à  leur  état  le  plus  parfait. 

Cela  doit  conduire,  croyons  nous,  ii  la  création,  dans  lesl'acul- 
tés  des  sciences,  de  chaires  destinées  à  fournir  des  connaissances 
critico-historiques  sur  la  science  mathématique. 

D'un  autre  côté,  on  pourrait  traiter  l'art  et  la  science  de  com- 
muniquer les  connaissances  aux  élèves  ;  mais  cela  lait  partie 
d'une  exposition  trop  étendue  pour  trouver  place  ici;  il  nous  suf- 
fira de  rappeler  le  précepte  de  Pestalozzi,  recommandant  la  dimi- 
nution des  livres,  afin  de  puiser  nos  connaissances  dans  la  Nature; 
dans  le  cas  actuel,  la  Nature,  c'est  notre  organisation  intellec- 
tuelle. 

Nous  rappellerons  aussi  le  précepte  de  Staudl.  qui  voulut 
faire  une  Géométrie  sans  figures,  dans  le  hut  de  faire  suivre  aux 
élèves  l'enchaînement  des  raisonnements  pai'  leur  dépendance 
logique,  délivrée  des  représentations  accidentelles. 

L'illustre  pédagogue  suisse  voulu!  tirer  de  l'ohservation  des 
choses  la  connaissance  de  celles-ci,  et  constituer  l'enseignement 
réel  ohjectif;  le  maître  allemand  voulut,  de  la  réalité  de  nos 
conceptions  sur  les  ohjets  géométritjues,  déduire  leui's  rapports. 

Ce  hesoin  a  été  déjà  compris  par  ([uehpies  prolesseurs  dont 
les  ouvrages  élémentaires  présentent  une  concision  très  lavo- 
rahlc  pour  les  élèves;  ceux-ci,  au  lieu  de  trouver  tout  démontré 
avec  un  écluifaudage  de  nu)ls  souveni  inutiles.  j)euvent  mettre  en 
jeu  leur  activité  intellectuelle  évi'illee  par  un  sujet   très  sinq>le  ; 
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la  nuHliode  socrati([ue  peut  alors  avoir  une  influence  importante 
pour  laire  jaillir  des  idées  sous  l'effort  individuel  de  Télève,  avec 
Faction  directrice  du  piot'esseur. 

Le  précepte  de  la  méthode  cartésienne  :  ne  recevoir  Jamais 
aucune  c/tose  pour  vraie  que  je  ne  la  connusse  évidemment  être 
telle,  doit  être  la  règle  principalement  suivie  dans  renseigne- 
ment de  toutes  les  sciences,  et  notamment  dans  celui  de  la 
^lathématique. 

Mais  nous  croyons  aussi  important  d  adjoindre  à  cette  maxime 
celle  de  dAlembeit  :  Allez  en  avant,  la  foi  vous  viendra.  Cela 
veut  dire  que  nous  pouvons  avancer  au  milieu  d  une  certaine 
obscurité  pour  chercher  la  lumière.  Lintelligence  dans  la 
conquête  de  la  science,  se  trouve  continuellement  dans  un  mélange 
de  lumière  et  d'obscurité. 

Nous  connaissons  les  mémorables  controverses  de  Leibniz  et 
Bernoulli.  d'Euler  et  d'Alembert  sur  les  logarithmes  des  nombres 
négatifs  ;  nous  avons  vu  comlùen  de  tentatives  il  a  fallu  pour 
parviMiir  à  une  théorie  complète  des  quantités  imaginaires  ;  de 
nombreux  paradoxes  ont  arrêté  souvent  diU astres  savants  ;  mais 
toujoui's  la  lumière  a  jailli  du  fond  des  ténèbres,  et  des  vérités 
nouvelles  sont  sorties  précisément  là  où  l'obscurité  paraissait 
ébranler  les  lois  générales  ;  ces  vérités,  le  plus  souvent  lintel- 
llgcnce  les  devinait  avec  un  certain  instinct. 

Aux  penseurs  profonds  qui  ouvrent  les  sillons  de  l'intelligence, 
il  faut  joindre  les  esprits  idéaux  qui  font  avancer  la  science  et 
qui  nous  élèvent  de  l'analvse  ii  la  synthèse,  des  objets  ti  leurs 
systèmes. 

La  systématisation  a  été  l'œuvre  prédominante  de  ce  siècle, 
et  son  esprit  doit  entrer  librement  dans  renseignement.  L'ana- 
lyse ne  voit  jamais  la  fin  de  sa  route  dans  sa  marche  ascendante; 
la  synthèse,  des  hauteurs  de  la  science,  domine  les  ensembles  ;  la 
première  forme  les  individualités,  la  deuxième  les  réunit.  Dans 
les  ouvrages  pai'us  dans  la  première  moitié  du  siècle  domine  la 
première  ;  dans  les  ouviagcs  actuels,  c  est  la  deuxième. 

L'analyse  est  parvenue  à  séparei-  les  branches  mathémati(jues. 
La  combinatoire  s'est  élevée  comme  un  ensemble  de  connais- 
sances (pii  (loiiiiiiciit  lout  :  le  nombre,  l'étendue,  les  mouvements, 
les    loices,   formant    sur    lout  cehi    le   calcul    svml)oli(pu'   ou   abs- 
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trait,  le  moule  de  toutes  les  réalités,  et  même  de  toutes  les  possi- 
bilités, dans  le  domaine  de  la  pure  raison,  en  évitant  seulement 
de  déroger  au  principe  de  contradiction,  comme  l'indique  Ilankel 
dans  son  principe  de  la  permanence  des  lois  du  calcul.  La  Géomé- 
trie s'est  délivrée  du  nombre,  et  la  combinatoire,  selon  les  vœux 
de  Boole,nc  regarde  pas  la  nature  des  ol)jets  soumis  à  son  action. 

Cela  procure  au  mathématicien  des  ressources  pour  l'organi- 
sation, de  plus  en  plus  parfaite,  de  la  science  dans  son  œuvre 
d'unification. 

Sur  la  matière  :  nombre,  étendue,  force,  mouvement,  nous 
trouvons  la  forme  donnée  par  les  lois  combinatoires  ;  a  l'Algèbre 
ordinaire  viennent  s'ajouter  les  divers  genres  d'Algèbres  caracté- 
risées par  le  nombre  de  leurs  unités  et  leurs  rapports  ;  h  l'espace 
ordinaire,  les  bvperespaces. 

La  projectivité,  et  par-dessus  celle-ci  les  correspondances 
d'espèces  supérieures,  tiennent  au  rapport  qui  transforme  des 
objets  donnés  en  d'autres  objets,  et  maintient  l'enchaînement  des 
êtres  de  même  nature  ou  de  nature  différente.  Dans  ce  cas  nous 
trouvons  les  correspondances  birationnelles,  les  complexes  de 
Plûcker,  les  connexes  de  Clebsch,  les  transformations  de  contact 
de  i\L  Lie  et  la  projectivité  générale  traitée  par  ^L  Georges  Cantor 
dans  sa  théorie  des  ensembles,  les  théories  de  l'applicabilité,  de 
la  représentation  conforme,  la  correspondance  de  l'Algèbre  des 
formes  avec  la  Géométrie,  etc. 

L'adjonction  est  un  autre  procédé  de  la  synthèse.  Si  la  projec- 
tivité rapporte  des  systèmes  à  d'autres  systèmes  et  donne  sa 
correspondance,  l'adjonction  enferme  des  systèmes  inférieurs 
dans  d'autres  systèmes  supérieurs.  Son  I)ut  est  d'harmoniser  le 
domaine  subjectif  avec  le  domaine  objectif,  d'étal)lir  une  égalité 
ou  relation  d'écpiivalence  entre  le  champ  de  l'objet  mathématique 
et  celui  de  nos  concepts,  qui  sans  cela  man([U(M  aient  de  corres- 
pondance objective. 

Parmi  ces  adjonctions,  celles  (|ui  ont  produit  une  plus  grande 
unification  dans  l'organisme  de  la  Mathémati([uc  sont  celles  des 
éléments  \\  l'infini  et  de  l'imaginaire. 

L'adjonction  des  sections,  dans  renseml)le  des  nombres  ration- 
nels, d'après  l'idée  de  Dedckind,  forme  un  nouveau  domaine  sans 
lacunes  et  continu. 
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L'adjonction  des  points  cycliques  permit  a  Cayley  d'établir, 
dans  la  Géométrie,  la  projectivité  des  relations  métriques. 

Tout  ce  ([ue  nous  avons  dit  sur  la  partie  formelle  de  la  Mathé- 
matique a  été  réalisé  dans  les  traités  ([ui,  écrits  pour  l'enseigne- 
ment, deviennent  de  plus  en  plus  synthétiques  ;  et  nous  profitons 
de  roccasion  pour  signaler  une  nouvelle  tendance  des  maîtres, 
celle  de  faire  descendre  les  théories  supérieures  dans  le  domaine 
élémentaire. 

Cette  évolution  sest  réalisée  touiours  graduellement,  avec 
une  certaine  lenteur.  Les  nouvelles  découvertes  ne  traversent  le 
seuil  de  renseignement  qu'après  avoir  été  épurées  et  rendues 
accessibles  aux  jeunes  intelligences. 

Les  conquêtes  d'Abel  et  Galois  dans  la  théorie  des  équations 
furent  reléguées,  comme  un  premier  essai  dans  la  magistrale 
Algi'bre  supérieure  de  Serret,  sans  se  fusionner  avec  l'.Vlgèbre 
classique  des  Descartes,  Newton,  Relie,  Fourier,  Lagrange  et 
Sturm. 

Quelques  ouvrages,  tels  que  ceux  de  MM.  Petersen,  Todhun- 
ter,  Drach  et  Vogt,  furent  j)u])liés  dans  ce  but,  jusqu'au  moment 
où  M.  ^^  eber  donna  sa  remarquable  svnthèse  de  la  iiouvelle  et  de 
l'ancienne  Algèljre,  avec  la  Théorie  des  nomljres  dont  la  place 
dans  l'oriranisation  de  l'Anal vse  restait  très  incertaine. 

Xous  nous  formerons  une  idée  claire  des  progrès  faits  dans 
l'enseignement  où  sont  réfléchies  les  conquêtes  modernes  de  la 
science,  si  nous  comparons  les  limitations  données  aux  diverses 
branches  mathématifjues  par  les  auteurs  de  la  premii're  moitié 
du  siècle,  avec  celles  f[ui  distinguent  les  ouvrages  nuxb'rnes. 

Les  appendices  de  la  Géométrie  de  MM.  Rouciié  et  de  (^om- 
berousse  indiquent  la  tendance  à  étendre  le  domaine  de  l'ensei- 
gnement élémentair<'  dans  cotte  bianclie. 

Le  Lehrbuch  derArithnietik  undAlgebra  de  ^L  Schroedcr  donne 
un  spécimen  de  la  descente  des  concepts  combinatoires  et  des 
classes  logiques  dans  la  théorie  du  calcul  éh-mentaire. 

Cette  prédoMunance  de  hi  combiiKiloire  dans  rArithnn'li(}ue  se 
remarque  dans  les  (Jrtindlagcn  der  Aritlintetik  de  M.  Il  Scbul)ert 
(pii  commence  la  publication  de  V Encuklopadie  der  Miillwninti- 
schen  Wissenschaflen  et  aussi  dans  hi  Teoria  délie  ^randezze  de 
]\L  Betta/./.i. 
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Les  éléeuatcs  Vorlesiimjien  itber  Géométrie  de  M.  (llcbsch 
expriniont  une  jonction  systématique  des  Géométries  synthétique 
et  analvli([UO  avec  l'Algèbre  des  lornies,  et  ^I.  Salnioii,  qui  le 
premier  fusionna  dans  ses  traili's  pour  l'enseignement,  la  Géomé- 
trie avec  l'Algèbre  des  formes,  exposa  aussi,  dans  ce  l>ut,  l'ad- 
jonction des  éléments  ii  linfini  et  des  éléments  imaginaires, 
d'après  les  idées  de  Pliïcker. 

D'autres  ouvrages  destinés  à  renseignement  dans  une  mesure 
plus  restreinte,  tels  que  ceux  de  MM.  Picquet  et  de  Longchamps, 
expriment  cette   tendance  jiouvelle  de  l'enseignement. 

Les  traités  d'Analyse  parus  dans  ces  derniers  temps  suivent 
aussi  ce  courant.  La  distinction  classique  du  calcul  diflerentiel  et 
intégral  est  efFacée,  ainsi  que,  dans  la  Géométrie,  la  division  en 
Géométrie  plane  et  de  l'espace. 

Les  très  élégants  Eléments  d'Analyse  matliématiquc  de  M.  Ap- 
pell,  ouvrage  récemment  paru,  le  magistral  Traité  (V Analyse  de 
M.  Picard,  par  un  cliemln  raccourci,  réponcb-nt  à  la  même  pen- 
sée ;  M.  Picard  lait  la  liision  des  théories  analytiques  et  géomé- 
triques, arrivant  aux  théories  supérieures  de  Uiemann,  Gauss  et 
Lamé,  aux  courbures  des  sui'faces ,  ii  leur  applicabilité,  leur 
représentation  conforme,  ii  V Analysis  siliis,  aux  gioupes  de 
transformations. 

M.  C.  .lordan  aussi  rend  au  domaine  de  l'enseignement  les 
théories  de  Cauchy  et  de  Riemann  que  M.  Iloiiel  avait  déjà  expo- 
sées dans  son  cours  ii  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux  ;  c'est 
ce  ([ue  fait  encore  M.  Laurent.  Comme  ses  devanciers,  INL  Jordan 
montre  l'affinité  entre  les  singularités  des  courbes  et  des  lonc- 
tions  analyti([ues  ;  il  fait  aussi  entrer  dans  le  domaine  de  l'en- 
seignement les  applications  géométriques  des  ensembles  de 
^1.  Geor<i(>s  Gantor,    comme  ^L  Borel  les  a    lait    entrer   dans  ses 

o 

Leçons  sur  la  t/iéo/ie  des  fonctions  ;  nous  ne  pouvions  non  plus 
omettre  les  vues  originales  et  de  grande  généralisation  qui  carac- 
térisent les  Leçons  noiivelles  sur  l'Analyse  infinitésimale  de 
^L  Mérav,  et  l'ensemble  très  simple  et  élégant  (jue  présente,  en 
ce  qui  concerne  toutes  les  branches  de  l'Analyse  on  Algorlthmie, 
M.  I^iscal,  dans  son  dernier  ouvrage  publié  sous  le  litre  d'Anolisi. 
Xous  terminerons  celte  icvue  en  citant  Touvrage  Mcf/iodes  et 
théories  pour  la   résolution  des  prohlciiics  de  constructions  i^eome- 
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triques  de  M.  l^ctcrscn,  ci  cc\m,  ^InsiécQwi,  Problèmes  de gêonic- 
trie  élémentaire  si'ronpés  d'après  les  méthodes  à  emploi/er  pour 
leur  résoliilion ,  du  prolosscur  au  lycée  de  Rand^uv,  M.  I.  Alexaii- 

dioir. 

11  laut,  au  lieu  de  vouloir  pénétrer  indéiininieut  dans  le  fond 
des  conséquences,  dominer  les  principes  (pii  les  contiennent; 
au  lieu  de  s'épuiser  dans  des  eflorts  conduisant  à  des  questions 
isolées,  on  doit  chercher  des  méthodes  pour  en  résoudre  un 
grand  nombre.  Les  enchaînements  nom])reux  des  vérités  ont 
rendu  la  science  moderne  plus  facile  que  la  science  ancienne, 
malgré  son  étendue  plus  considérable.  Les  lacunes  étaient  com- 
blées par  la  force  du  génie,  rarement  par  relTicacité  de  la  mé- 
thode (jui  en  a  lacilité  rac<[uisition.  La  déduction  prend  de  plus 
en  plus  fréquemment  la  place  de  la  divination. 

De  tout  ce  que  nous  avons  dit,  résultent  quehjues  indications 
sur  l'enseignement  ;  les  divers  degrés  de  celui-ci  ne  doivent  pas 
être  seulement  la  continuation  des  degrés  antérieurs  ;  chacun 
doit  former  un  système  complet  en  rapport  avec  la  force  intellec- 
tuelle de  l'élève. 

La  science  s'agrandit  comme  les  objets  regaidés  à  travers  une 
lentille. 

Dès  le  premier  degré,  lélève  éveille  graduellemeni  ses  apti- 
tudes et  développe  son  intelligence.  A  l'intuition  sensible  succé- 
dera l'intuition  rationnelle,  ;i  la  prépondérance  de  la  mémoire  et 
de  l'imagination,  celle  de  la  raison  ;  les  procédés  de  l'enseigne- 
ment doivent  suivre  cette  progression. 

Si  de  trois  cas  seulement  possibles  A,B,C  découlent  respecti- 
vement les  trois  cas  distincts  a,  b,  c,  la  relation  univoque  étant 
établie,  la  réciprocité  sera  démontrée.  L'élève  pourra  ainsi  arri- 
ver à  la  compréhension  des  idées  de  genres  et  d'espèces  ([ui 
donnent  l'enchainement  des  démonstrations  ;  cet  esprit  est  con- 
traire à  celui  de  la  routine  qui  domine  trop  souvent  encore  et 
qui  ne  fournit  aucune  explication  claire  des  conclusions. 

11  faudra  aussi  éveiller  l'aptitude  combinatoire,  si  prédominante 
dans  l'cusendile  de  la  Mathémati([ue  et  habituellement  si  négli- 
gée ;  c'est  l'cdet  de  la  préoccupation  ([ui  empêche  d'arriver,  tout 
de  suite,  a  la  dt'duction  du  binôme  de  Xewtiui. 

Nous   rappellerons  sur  ce   sujet   ([uehjues  pioblèmes   ])laisants 
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et  délectaljles  de  Bachet  de  Méziriac,  très  appropriés  à  cet  olijet, 
et  roiientation  suivie  par  M.  Georges  Ganter  dans  sa  théorie 
des  ensembles,  qui  porto  les  vues  combinatoires  dans  l'Arith- 
mé  tique. 

Les  concepts  de  combinaison,  de  périodicité,  de  symétrie, 
doivent  accompagner  ceux  d  égalité  et  d'inégalité,  de  contetiance, 
de  subordination  et  de  supraordination. 

L'Algèbre  pourra  alFermir  le  développement  de  la  faculté  coni- 
binatoire  et  de  celle  de  la  raison,  au  moyen  des  méthodes  qui, 
dans  la  Mathématique,  se  substituent  au  svllogismc  de  la  logique; 
ce  sera  d'une  part  l'étude  des  algorithmes,  et  de  l'autre  la  dis- 
cussion des  problèmes,  la  classification  de  ceux-ci,  l'examen  de 
leurs  associations  ou  dissociations,  les  modifications  qu'ils  doivent 
éprouver  afin  que  les  résultats  correspondent  aux  conditions  de 
l'énoncé. 

L'enseignement  supérieur  sera  aussi  un  développement  de 
renseignement  secondaire,  dans  son  ensemble,  enrichi  d'éléments 
nouveaux.  I*]t,  dans  les  cours  successils,  l'élève  sera  soumis  à  cette 
amplification,  et  ses  vues  se  développeront  en  conséquence  sur 
rAlgèbre  ordinaire,  soumise  à  la  combinatoire.  On  verra  se  déve- 
lopper le  calcul  symbolique  et  s'ébaucher,  vers  ses  frontières, 
la  théorie  des  fonctions,  comme  un  prochain  développement  dans 
lequel  on  doit  être  entraîné. 

La  Géométrie  trouvera,  dans  l'emploi  de  la  relation  anharmo- 
nique  ou  des  formes  harmoniques,  une  abréviation  de  l'emploi 
de  la  simple  proportionnalité. 

La  Géométrie  analyti([ue  cessera  de  se  limiter  à  la  seule  étude 
des  sections  coniques,  et  devra  renfermer  dans  son  enceinte  la 
diversité  des  méthodes  qui  ont  leur  origine  dans  l'algorlthmie  ; 
elle  signalera,  dans  ses  limites,  quelques  traits  de  la  Géométrie 
infinitésimale  et  donnera  un  premier  aperçu  des  correspondances 
supérieures  dans  les  relations  })roieclives  des  figures. 

Le  Calcul  infinitésimal  sera  la  svnthèse  qui  enveloppera  toutes 
les  branches  inférieures,  agrandies  par  la  puissance  de  l'algo- 
rithme infinitésimal  ;  son  plus  haut  degré  de  généralité  sera 
soumis  à  la  théorie  des  groupes  de  substitutions,  qui  dans  l'état 
actuel  de  la  science,  unifie  tous  les  rapports  de  la  quantité  dans 
ses  représentations  algorithmique  ou  géométrique. 
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Les  éludes  critioo-historiques  devront  rassembler,  pour  le 
professoiat,  toutes  les  eonnaissances  mathématiques,  daprès  le 
développement  chronoloi^ique  aceidentel  et  le  développement 
nécessaire  de  la  génération  logique,  qui  régit  l'organisme  de 
la  Mathématique. 

Ayant  exposé  quelques-uns  des  traits  principaux  qui  caracté- 
risent les  ouvrages  mathématiques  modernes,  et  exprimant  le 
besoin  de  nouveaux  procédés  dans  l'enseignement,  nous  termi- 
nerons en  rappelant,  une  lois  de  plus,  l'importance  des  idées 
fondamentales  ;  le  besoin  de  la  culture  générale,  si  l^ien  suivie 
dans  les  Facultés  de  philosophie  des  universités  allemandes. 

La  philosophie,  dont  l'esprit  a  dominé  toutes  les  connaissances 
humaines,  doit  dominer  dans  la  Mathématique,  mais  dans  une 
cei'taine  mesure,  qui  a  été  signalée  à  diverses  reprises  par  nos 
mathématiciens  philosophes. 

La  critique  mathématique,  comme  philosophie  de  cette  science, 
doit  se  constituer  avec  le  caractère  d'une  branche  supérieure  qui 
domine  la  technique  par  sa  généralité  et  son  degré  supérieur 
d'abstraction  ;  ainsi  que  la  technique  mathématique  doit  dominer 
ses  innombrables  applications. 

Le  siècle  prochain  sera  celui  des  grandes  applications  mathé- 
matiques. La  branche  créée  par  l'illustre  Cauchy,  la  Physique 
mathématique,  est  prochainement  tlestinée  ii  se  joindre  à  la  Chi- 
mie, d'apri's  les  travaux  de  ^L  Duhem. 

Aux  travaux  de  M^L  Cournot,  Walras,  L.  Marie,  sur  la  science 
financière,  nous  pouvons  ajouter  le  nouvel  ouvrage  de  ^L  Moritz 
Cantor  :  PoUtisclie  Arithmelik  ;  et  tout  cela  montre  combien  il  est 
nécessaire  d'accomplir  le  travail  de  synthèse  mathématique 
d'après  un  critère  philosophique  ;  le  but  est  d'arriver  à  une  plus 
facile  acquisition  des  vérités,  grâce  aux  progrès  des  méthodes 
d'enseignement,  et  de  rendre,  dès  maintenant,  plus  aisées  les 
applications  aux  besoins  matériels  de  la  vie. 

Z.  G.  DE  Galdeano  (Saragosse). 


SUR  LA  FUSION 

OE     LA 

PLANIMÉTRIE  ET  DE  LA  STÉRÉOMÉTRIE 

DANS  L'ENSEIGIN'EMENT  DE  LA  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE  EN  ITALIE 


Il  y  a  maintenant  quatorze  ans  <|iie  la  question  «  s'il  est  on  s'il 
n'est  pas  convenable  d'enseigner  laGèomètrie  élémentaire ,  en  unis- 
sant la  planiniètrie  à  la  stéréométrie  »  a  élé  agitée  en  Italie,  où 
elle  a  déjà  son  histoire. 

Ce  fut  le  regretté  M.  de  Paolis  qui  la  souleva,  en  1884,  par  la 
publication  de  ses  excellents  Elément i  di  (icometria,  oîi  la  mé- 
thode de  la  fusion  était  adoplée  svstémali([uemenl  pour  la  pre- 
mière Ibis  en  Italie. 

Les  arguments  semblables,  tels  que  angles  et  dièdres,  ango- 
loïdes  et  polygones,  cercles  et  sphères,  sont  traités  ensemble, 
dans  ce  livre,  et  Ton  s'y  sert  de  propriétés  stéréométri([ues  pour 
démontrer  les  propriétés  planimétriques,  chaque  fois  que  cela 
semble  utile  ou  convenable.  Les  motifs  pour  lescpiels  l'auteur 
trouva  bon  et  utile  à  la  fois  d'adopter  cette  méthode,  ouvertement 
contraire  aux  programmes  ainsi  ([u'aux  traditions  et  aux  coutu- 
mes, sont  expliqués  dans  la  préface  du  livre  de  la  laçon  suivante  : 

«  11  y  a  l)eaucoup  d'analogie  entre  ([uel([ues  ligures  du  plan  et 
«  d'autres  de  l'espace;  en  les  étudiant  séparément,  nous  renon- 
ce çons  à  connaître  tout  ce  que  cette  analogie  nous  apprend  et 
«  nous  tombons  volontiers  dans  d'inutiles  répétitions.  l'^n  outre, 
«  comme  on  est  obligé  de  chercher  les  propriétés  d'une  ligne  ou 
«  d'une  surface,  sans  pouvoir  faire  usage  des  éléments  géoniétri- 
«  ques  placés  en  dehors  de  cette  même  ligne  ou  surlact>,  on 
«  limite  les  forces  dont  on  peut  disposer  et  Ton  renonce  volon- 
«  tairement  à  un  mal('Miel  scientifujue,  ;»  laide  du([uel  on  pourrait 
«  simplilier  les  constructions  et  les  démonslratiiuis.  Comment 
(.<  ])ourrail-on,  en  ell'et  construire  le  point  milieu  d'un  segment 
«   donné  sans  sortir  du  segment  lui-même  .*  I"]n  faisant  usage  des 
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«  ('léineiits  géomctriqucs  contenus  dans  un  plan,  la  conslruction 
«  est  connue  et  bien  simple  aussi.  Comment  peut-on  construire 
«  un  triangle  isoscèle,  ayant  chacun  de  ses  deux  anoles  éoaux 
«  deux  Ibis  plus  grand  ([ue  le  troisième,  sans  sortir  de  son  plan 
«  et  sans  appli([uer  la  théorie  de  ré([uivalencc  ou  celle  des  pro- 
((  portions?  On  peut  aisément  et  sans  appliquer  la  théorie  de 
<.(  ré(|uivalence  ou  celle  des  proportions  construire  le  tiianole, 
«  pourvu  ([ue  Ion  lasse  usage  des  éléments  géométriques  placés 
«  en  dehors  de  son  plan  (p.  92).  Je  pourrais  donner  encore  des 
«  exemples  pour  montrer  encore  mieux  combien  on  peut  simpli- 
«  fier  les  démonstrations  et  les  constructions,  en  étudiant  les 
«  figures  planes  en  même  temps  que  les  solides,  et  c'est  vrai- 
ce  ment  la  faute  de  l'ancienne  et  constante  division,  s'il  n"a  pas 
«  encore  été  possible  de  rencontrer  plusieurs  de  ces  exenqiles 
«  dans  la  Géométrie  élémentaire. 

«    Que  Ion  n'objecte  point  quil  est  plus  facile,  j)our  ceux  qui 

(f  commencent,  de  concevoir  un  angle  plutôt  (|u'un  dièdre,  ou  un 

«  triangle  au  lieu  d'un  trièdrc  ;  c'est  seulement  parce  que  Tes- 

«  prit  des  élèves  a    été  obligé  de  n'imaginer   et  de   ne   dessiner 

((  (pie  des  ligures  planes,  pendant  les  premières  anué(>s  de  leurs 

u  études    géométri([ucs,    (pie    cela   leur    est    plus    tard     dillieile, 

«  lorsqu'ils  sont   obligés  d'imaginer  et   de  dessiner   des  figures 

((  solides,  n 

Des  discussions  très  vives  furent  soulevées  par  une  si  auda- 
cieuse innovation, (pii  rencontra  aussité)t  des  atlversaii-es  acharnés 
eu  même  temps  (jue  de  leivenls  ap(Ures.  Ainsi  ([uil  arrive  clunnie 
fois  (|u"une  nouveauté  paraît  ii  l'horizon,  celle-ci  eut  ii  com])attre 
non  seulement  contre  l'habitude,  mais  encore  conti'e  plusieurs 
circonstances  (|ui,  toutes  ensemble,  rendaient  on  ne  peut  plus 
didicile  l'adoption  proposée  par  M.  de  Paolis  ;  je  me  bornerai  à 
exposer  les  deux  principales  : 

r  Les  })i<)grammes  des  Lycées  étaient  limités  au  schéma  sui- 
vant : 

i"'  année.   Eiir/idc,   livre  1",  11",    III",   IV". 

'.'.''         "  «  «      V',  W. 

■3"         «         Slèié(}niètiic,à  ajjji/c/id/c  d\/f)rc's  t/n  Irailè  niodiTiie. 
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Ce  n'est  pas  le  cas  de  disserter  ici  sur  Icvidente  absurdité 
d'enseigner  la  Stéréométrie,  pendani  la  .V"  année,  pai'  une  mé- 
thode tout  il  fait  dilTérente  et  parlois  même  en  contiadiclion 
avec  la  méthode  du  grand  géomètre  d'Alexandrie,  suivie  ])endant 
les  deux  premières  années  pour  renseignement  de  la  Planiinétrie. 
Ce  qu'il  faut  surtout  observer  ici,  c'est  tout  simplement  que  la 
distribution  de  la  matière  dans  chaque  cours,  selon  les  pro- 
grammes officiels,  rendait  si  dillicile  l'adoption  du  livre  de  M.  de 
Paolis,  que  ses  partisans  les  plus  convaincus  durent  eux-mêmes 
se  trouver  découragés. 

D 

2°  Le  livre  de  jM.  de  Paolis,  étant  le  fruit  de  quatre  années  de 
méditation  et  de  travail  d'un  esprit  d'élite,  qui  jusqu'alois  s'était 
toujours  entièrement  consacré  aux  études  les  plus  élevées  de  la 
Géométrie  supérieure,  est  un  véritable  ouvrage  de  maître  dans  sa 
substance  ;  mais  il  a  un  vice  d'origine  :  il  est  éclos  ainsi  qu'une 
fleur  de  serre,  dans  le  cabinet  de  travail  d'un  savant  qui,  avant 
atteint  tout  jeune  la  chaire  universitaire,  n'a  pas  eu  le  temps  de 
connaître  les  petites  misères  de  l'enseignement  secondaire,  tan- 
dis qu'il  est  naturellement  porté  ii  croire  que  le  niveau  moven  de 
l'intelligence  des  jeunes  gens  est  beaucoup  plus  élevé  quil  ne 
l'est  en  effet.  Ce  livre  est  donc  un  guide  excellent  pour  les  pro- 
fesseurs qui  ont  envie  de  l'étudier  et  de  méditer  la  question,  mais  il 
renferme  des  difficultés  souvent  insurmontables  pour  les  élèves. 
Ces  circonstances  et  d'autres  encore  rendaient  assez  facile  la  tâche 
des  adversaires,  et  ce  fut  pour  cela  que  le  livre  de  M.  de  Paolis, 
bien  qu'accueilli  avec  tant  d'enthousiasme  par  tons  ceux  qui 
aiment  l'étude,  ne  put  pénétrer  dans  les  écoles. 

Peu  de  temps  après  la  publication  de  cet  ouvrage,  parut  la 
Géométrie  de  M.  le  professeur  Andriani,  où  la  méthode  de  la 
fusion  avait  aussi  été  adoptée.  Seulement  M.  Andriani  voulut 
aller  trop  loin  et  trouver  des  analogies  entre  la  (léométrio  plane 
et  la  solide,  là  même  oîi  elles  n'existaient  pas  du  tout,  de  sorte 
qu'il  fallait  les  créer  violemment.  M.  Andriani,  en  publiant  sa 
Géométrie,  n'a  pas  réellement  rendu  un  service  aux  fusionnistes, 
parce  que  son  ouvrage  donna  lieu  li  de  graves  et  injustes  critiques. 

En  dépit  de  tant  d'obstacles,  quehpies  jeunes  professeurs 
eurent  l'audace  d'adopter  le  livre  de  ÎNl.  d(>  Paolis  dans  (piebpies 
lycées,  bravant  les  criticpies  ainsi  (jue  les  dilllcultés. 
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Mais  l'essai  le  plus  important  lut  celui  ([ue  lit,  dans  la  R.  Aca- 
démie de  Livouiiie,  un  des  élèves  de  M.  de  Paolis.  En  1886, 
M.  le  docteur  Jules  Lazzeri,  ayant  été  nommé  professeur  dans  cet 
important  établissement,  eut  la  chance  de  parvenir  à  convaincre 
le  directeur  des  études  de  la  valeur  de  la  méthode  de  M.  de  Pao- 
lis, et  il  obtint  la  permission  de  l'adopter  et  de  la  faire  adopter 
par  ses  collègues.  11  put  lédiger  ainsi  un  cours  de  leçons  que  Ton 
lithographia  en  1887  et  plus  tard  en  1889.  Ce  manuel  ayant  subi 
depuis  des  améliorations  et  des  perfectionnements  dans  l'exer- 
cice habituel  de  l'enseignement  fut  l'origine  du  livre  :  I.azzkri  e 
Bassani,  Elemenli  di geometria,  qui  parut  en  1891.  Par  ce  livre, 
l'idée  fondamentale  de  M.  de  Paolis  fui,  si  l'on  peut  s'exprimer 
ainsi,  vulgarisée  et  expliquée;  la  fusion  des  deux  Géométries  de- 
vint plus  parfaite,  et  de  nouveaux  cas  v  furent  indiqués,  où,  de 
quelques  propriétés  très  simples  des  figures  solides,  on  peut 
déduire  des  propriétés  de  figures  planes. 

La  critique  fit  assez  bon  accueil  à  cet  ouvrage,  et  le  Periodico 
di  Matematica,  entre  autres,  dont  M,  le  prof.  Lugli  était  alors 
le  directeur,  publia  un  long  article  de  M.  le  prof.  Bettazzi,  ana- 
lysant, avec  éloges,  l'ouvrage  et  la  niélhode  suivie  par  les  auteurs. 
Ce  livre  fut  adopté  dans  plusieurs  lycées,  si  bien  cpiil  ne  resta  plus 
un  exemplaire  de  la  première  édition  ;  la  deuxième  parut  en 
1898  ('),  quoique,  h  cause  de  la  transformation  de  l'Académie 
navale,  les  cours  élémentaires  y  eussent  été  supprimés. 

C'est  là  une  preuve  que  l'apostolat  continuel  de  ceux  qui  sou- 
tiennent depuis  des  années  le  mérite  de  la  méthode  de  la  fusion 
commence  à  donner  des  fruits,  et  qu'un  changement  s'est  opéré, 
quoique  lentement,  dans  l'opinion  des  professeui's.  La  méthode 
de  la  lusion  a,  en  effet,  été  adoptée  aussi,  plus  ou  moins  dillusé- 
ment,  dans  deux  autres  traités;  celui  de  M.  le  prof.  \  eronese, 
fort  remarquable  pour  d'autres  innovations  hardies  et  très  discu- 
tées, le([uel  parut  en  1H9J,  et  celui  du  prof.  Keggio,  publié  en  1898. 

Mais  c'est  depuis  la  fondation  de  l'Association  Mathesis,  qui, 
malgré  sa  jeunesse,  a  déjà  montré  une  activité  et  une  énergie 
peu  communes,  que  Ton  a  eu   les  preuves   les  meilleures  et    les 


'  La  deuxième  édition  a  été  analysée    par  M.  L.  Ripert   dans  le  n»  i   de  VEiisci- 
gni'iiiciit  niuthéiiiutique  (p.  (J2-05).  (NoTE  Di;  i.\  Direction.) 
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plus  sûres  du  changement  dont  nous  venons  de  pîiiler.  dette 
association  entre  les  prolesseui's  de  inalh('Mnati([ues  des  écoles  se- 
condaires eut,  dès  sa  naissance,  le  nol)le  but  d'apporter  des  amé- 
liorations dans  renseignement  seientirK[uc  des  écoles,  en  organi- 
sant des  réunions,  soit  partielles,  soit  générales,  et  en  ouvrant  des 
discussions  sur  tout  sujet  ayant  rapport  ;»  l'enseignement.  Une 
des  premières  questions  lut  justement  celle-ci  :  Opportunité  de 
la  fusion  de  la  Planintétrie  avec  la  Stéréométrie  dans  renseigne- 
ment. ]M.  le  prof.  Henri  de  Amicis^  un  fusionniste  très  ferme  et 
très  convaincu,  fut  le  rapporteur  de  celte  (piestion  ;  il  résuma  les 
arguments  allégués  pour  ou  contre  la  fusion  et  il  combattit  cha- 
leureusement ces  derniers  par  un  article  plein  de  verve  qu'il 
publia  sous  ce  titre  significatif  :  Pro  fiisione.  Cet  article  parut 
dans  le  Bollettino  delV  Associa  zione  Matliesis  (?/'  année,  1897- 
1898,  n"  4),  et  dans  le  Periodico  di  Mateniatica  (iS"  année,  1898, 

P-  49-7^)-  .  .         ,  . 

Il  seiait  impossible  d'en  faire  un  abrégé  ;  aussi,  nous  borne- 
rons-nous à  en  recommander  la  lecture  complète  a  tous  ceux 
pour  lesquels  cette  importante  question  présente  de  l'intérêt. 

On  en  discuta,  en  attendant,  dans  plusieurs  assemblées  de 
professeurs  de  mathématiques  que  l'Association  «  Mathesis  »  réu- 
nit à  Sondrio  (i4  inars  1898),  ii  Milan  (8  avril  189(8',  à  Bologne, 
(i5  avril  1898),  à  Sassari  (j  avril  1898),  à  llecanali  (r>.8  et  ;>()  juin 
1898),  à  Turin  (21   et  22  septembre  1898). 

Dans  presque  toutes  ces  réunions  on  se  mit  daccoi'd  sur  l'op- 
portunité de  modifier  les  programmes  afin  que  tout  professeur  soit 
libre  de  choisir,  d'après  sa  propre  com>iction^  la  méthode  de  la 
fusion  ou  celle  de  la  séparation,  et  l'on  fit  dans  ce  but  beaucoup 
de  propositions  concrètes.  Ce  ne  fut  (juc  dans  rassemblée  de 
Sondrio  <pu>  Ton  prit  la  résolution  suivante  :  «  Attendu  (jue  la 
«  (piesliou  ne  peut  pas  être  résolue,  laissant  la  liberté  la  plus 
«  entière  aux  séparatistes.,  on  désire  ([u'il  se  fasse  un  vol(>  parmi 
«  les  pi'ofcsseurs  des  écoles  secondaires  dans  \c  but  détablir  si 
(c  la  plupart  d'entre  eux  croient  ou  ne  croient  ])as  (jue  la  lusion 
«   soit  nécessaire.   » 

Et  bien  ([u'il  semble,  d'après  les  procès-verbaux,  ([uil  n"v  eût 
aucun  vote  dune  proposition  concrète,  il  parait  (jue  la  plupart  des 
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professeurs  assemblés  à  Milan  furent  contraires  à  l'idée  de  la 
fusion,  puisque  le  président,  M.  le  prof.  Retali,  exprima  ainsi  sa 
pensée  (^'oir  BoUetlino,  2''  année,  n°  i)  :  «  Envisageant  la  ques- 
«  tion  du  ])()int  do  vue  le  plus  élevé,  le  mémoire  de  M.  Riemann  : 
«  Sur  les  Jiijpotlièses  seri'cint  de  base  à  la  Géométrie,  a  désormais 
«  rigoureusement  prouvé  que,  pour  étudier  un  espace  de  n —  i 
«  dimensions,  il  est  possible  de  faire  abstraction  de  l'espace  de  n 
«  dimensions  où  il  est  contenu...  Au  contraire,  il  est  impossible 
«  d'avancer  d'un  seul  pas  dans  l'étude  de  la  Géométrie  sans 
«  avoir  recours  à  des  propriétés  de  l'espace  d'un  nombre  moindre 
«   de  dimensions...  » 

Quant  à  la  proposition  que  l'on  fit  dans  l'assemblée  de  Son- 
drio,  il  faut  croire  que  l'on  s'y  trompa  sur  la  véritable  acception 
des  deux  mots  nécessaire  et  utile.  En  efl'et,  aucun  des  fusionnistes 
ne  s'est  jamais  avisé  de  dire  que  la  fusion  est  nécessaire,  ni  qu'il 
est  impossible  d'enseigner  autrement  la  Géométrie,  puisque  viniil 
siècles  d'expérience  sont  là  pour  les  démentir  ;  mais  ils  se  sont 
bornés  à  soutenir  que  la  méthode  dont  il  est  question  est  plus 
utile  et  plus  commode  que  celle  de  la  séparation,  dont  on  s'est 
généralement  servi  jusqu'à  présent.  Quant  aux  objections  de 
M.  le  prof.  Retali,  il  nous  semble  bon  de  nous  en  rapporter  à 
l'article  ([ue  M.  le  prof.  Eazzeri  a  publié  dans  les  Actes  du  Con- 
grès de  Turin.  l^Periodico  di  Mateniatica,  i4''  année,  1898-99.) 

«  Tout  cela  est  parfaitement  juste  à  un  point  de  vue  tout  à  fait 
«  scientifique,  tant  qu'il  s'agit  d'arrêter  les  postulats  fondamen- 
«  taux  des  hyperespaces.  L'intuition,  qui  nous  aide  énormément 
«  dans  l'espace,  nous  est  parfaitement  inutile  dans  ceux-là.  Ces 
«  hyperespaces  n'ont  pas  de  représentation  immédiate,  et  c'est 
«  notre  espril  (jui  les  a  créés  d'une  façon  inductive  ;  voilà  pour- 
«  quoi  nous  ne  pouvons  étudier  les  caractères  fondamentaux  dun 
«  espace  de  //  dimensions  (juà  1  aide  de  quelques  espaces  d'un 
«  moindre  nombre  de  dimensions.  Mais  cela  ne  prouve  point 
«  que  les  propriétés  fondamentales  d'un  hyperespace,  une  lois 
«  établies,  il  nous  soit  impossible  de  tirer  d'une  façon  simple  et 
(f  courte,  de  ses  propriétés  les  plus  élémentaires,  quelques  autres 
«  propriétés  des  figures  appartenant  à  des  espaces  d'un  plus  petit 
«  nombre  de  dimensions.  Bien  des  exemples,  tirés  de  la  géomé- 
«    trie  supérieure,  sont  lii  pour  prouver  ([uc  des  propriiHés  d'un 
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«  hvperespacc  on  peut  déduire  immédiatement  d'autres  pro- 
«  priétés  des  (espaces  d  un  moindre  noml)re  de  dimensions.  11 
«  me  sullira  de  citer  les  représentations  planes  des  surfaces, 
«  moyennant  lesquelles  des  propriétés  de  lignes  peuveiit  être 
((  tirées  de  celles  des  surfaces  et  vice  versa  ;  la  représentation 
«  des  complexes  de  droites  ou  de  sphères  sur  l'espace  ordinaire  ; 
«  l'étude  de  Thexacrone  de  Pascal,  déduit  de  la  figure  de  six 
«  complexes  ou  de  six  connexes,  deux  ii  deux  eu  involulion,  et 
«   plusieurs  autres. 

«  ]Mais  sans  s'éloigner  de  la  Géométrie  élémentaire,  on  s'aper- 
«  çoit  aisément  qu'il  est  utile,  voire  même  nécessaire,  ainsi 
«  que  l'illustre  professeur  Yeronese  le  dit  au  congrès,  de  re- 
«  monter  des  formes  les  plus  simples  jusqu'aux  plus  com- 
«  plexes  afin  d'établir  plus  rigoureusement  les  conceptions  de 
«  ligne  droite,  du  plan  et  de  l'espace;  mais  dès  que  ces  con- 
«  ceptions  ont  été  fixées,  on  peut  obtenir,  et  l'on  obtient,  en 
«  effet,  beaucoup  d'avantages  en  tirant  les  propriétés  des  formes 
«  d'un  moindre  nombre  de  dimensions,  d'autres  d'un  plus  grand 
«   nombre. 

«  En  effet,  si  l'on  voulait  faire  l'application  du  principe  que 
«  Ricmann  a  prouvé,  dans  son  extension  tout  entière^  on  devrait 
«  faire  d'abord  toute  la  Géométrie  de  la  ligne  droite  avant  de 
«  parler  du  plan.  ]Mais  en  agissant  ainsi,  il  nous  serait  impos- 
«  sible  de  résoudre  les  pioblèmes  les  plus  élémentaires.  Com- 
«  ment  s'y  prendre  par  exemple  pour  diviser  un  segment  en 
«  deux  ou  n  parties  égales,  et  pour  construire  le  quatrième 
«  harmonique  de  trois  points,  sans  ([uitter  la  droite  ?  Comment 
«  peut-on  diviser  un  angle,  en  ne  se  servant  que  du  faisceau, 
«  auquel  les  deux  côtés  de  l'angle  appartiennent  ?  S'il  est  donc 
«  impossible  d'étudier  tout  à  fait  la  ligne  droite  sans  avoir  recours 
«  au  plan,  n'est-il  pas  naluiel  de  peiiseï-,  lors  même  que  des 
«  preuves  positives  et  directes  nous  manqueialent,  ([ue  l'étude 
«  du  plan  pourrait,  du  moins,  devenir  plus  facile,  si  l'on  con- 
((   naissait  l'espace  ?  » 


I>a  ([ueslion  lut  enfin  agitée  ii  la  premiJ're  assemblée  du    Con- 
grès des   professeurs    de   mathenialiijues    ilalleus,   <juf   la  société 
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<(  Matliesis  »  tint  ;i  Turin  en  septembre  i8y8.  I>e  riipporteur, 
M.  le  prof.  Cl  indice,  proposa  à  l'assemblée  d'émettre  successive- 
nieul  son  opinion  sur  les  trois  questions  suivantes,  afin  de 
résoudre  la  ([uestlon  principale  d'abord  et  les  questions  paiticn- 
lières  ensuite  : 

i"  Répondre  a  celte  demande  :  Lst-il  convenabh',  pourvu  que 
cela  soil  possible,  de  laisser  le  professeur  libre  de  c/ioisir  eiilre  la 
méthode  fusionnisle  cl  la  séparatiste  ? 

14°  Arrêter  un  programme  en  établissant  exactement  mais  très 
brièvement  la  répartition  entre  les  différents  cours  de  renseigne- 
ment de  la  Planimétrie  et  de  la  Stéréométrie. 

3"  Proposer  la  composition  dun  progamme  fort  détaillé,  qui 
soit  le  développement  de  celui  déjà  arrêté,  et  insister  auprès  du 
Ministre  de  llnstruction  publique,  afin  qu  il  sollicite  cette  com- 
pilation. 

Dès  que  la  discussion  fut  ouverte  sur  la  première  question, 
l'ordre  du  jour  suivant  lut  voté  à  V unanimité  : 

Il  coni'ient  d'apporter,  s'il  est  possible,  des  modifications  aux 
programmes,  de  sorte  que  le  professeur  soit  libre  de  c/ioisir  entre 
la  méthode  séparatiste  et  la  fusionniste. 

Après  quoi  le  Congiès  aurait  dû  formnler  d'abord  un  schéma 
de  programme  abrégé  et  ensuite  un  programme  détaillé  (pii  ren- 
dit possible  la  liberté  du  choix:  mais  la  discussion  l'ut  ajournée 
jus([u"après  la  discussion  d<,'  la  4'  ([uestion  plus  générale  : 
«  Répartition  de  l'enseignement  des  mathématiques  entre  les 
dilïerentes  classes  des  différentes  sortes  d'écoles  secondaires.  » 
Les  propositions  ([ue  le  rapporteur,  M.  le  prof.  Bustelli,  fît 
il  ce  sujet  fuient  si  nomjjrenses  et  si  radicales,  (pie  personne 
ne  s'avisa  de  les  discuter  à  limproviste,  et  la  ([uestion  fut, 
selon  la  proposition  du  professeur  Candido,  ajournée  au  pro- 
chain coiigri's.  On  ajourna  de  même  rexanien  de  la  (question  de 
la  fusion  quoi([u'elle  ait  été  résolue  favorablement  dans  ses 
lignes  générales).  Maintenant,  un  ordre  du  jour  avait  é'té  pré- 
senté par  plusieurs  professeurs,  parmi  lesquels  se  trouvaient  des 
géomètres  d'une  grande  valeur,  tels  que  MM.  Segic  et  Vero- 
nese,  et  dont  le  but  était  précisément  de  rendre  possible  la  liberté 
du  choix.  11  ('-tait  ainsi  conçu   : 
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Le  co/ii^/'i's  souhaite  que  la  malière  de  Venseiiineinenl  géomé- 
trique actuel  soit  ainsi  distribuée  : 

Au.v  Li/rées  :    {'''année.  Propriétés  de  positio/i  et  d'égalité. 
«  a"         ((        Equivttlence.1  similitude. 

i<  .)'■         «        Mesure,  Triisononiétrie  reetiUiine. 

Au.v  Instituts  techniques  :   i"^"  année.  Propriétés  de  positions  et 

d'égalité. 
«  «  2*'        ((         Etiuivalence ,     similitude 

et  mesure. 
(f  (c  3''        «         Trigonométrie  et  tJiéories 

complémen  ta  ires . 

A  propos  de  cet  oidre  du  jour.  ^F.  le  prol.  I,:izzeri  lait,  dans 
son  article  susmenlionné.  les  justes  oijservations  (|ue  voici  : 
«  Personne  ne  peut  manquer  de  saisir  toutie  linijiortance  de  ce 
«  que  les  représentants  des  opinions  les  plus  disparates  au  sujet 
«  de  la  fusion  aient  trouvé  moyen  de  se  mettre  d'accord  sur  une 
<c  proposition  conciliante  et  propre  à  satisfaire  toutes  les  ten- 
((  dances.  Et  il  est  naturel  que  cette  proposition  doive  être 
«  favorablement  accueillie  de  Ihomme  illustre  qui  préside  aux 
((  destinées  de  l'Instruction  publi([ue,  en  hoinniaoe  aux  ])rincipes 
«  de  libéralité  qu'il  aime  à  introduire  dans  cha([ue  branche  de 
«  l'enseignement  pidjlic  depuis  le  plus  élémentaire  juscju'au  plus 
«   élevé.  » 

Et  après  avoir  exposé  le  point  (|ue  la  discussion  a  maintenant 
atteint,  il  ajoute  :  «  Yoilii  l'état  actuel  de  choses  dont  ne  peuvent 
«  pas  être  mécontents  tous  ceux  (|ui  sont,  comme  moi,  ])artisans 
«  de  la  fusion,  pourvu  qu'ils  reviennent  un  moment  sur  le  passé. 
«  En  songeant  aux  obstacles  de  toute  sorte  cpie  cette  idée  a  ren- 
«  contrés  sur  son  chemin,  et  en  comparant  le  passé  au  présent, 
«   nous  ne  pouvions  ne  pas  éprouver  une  satisfaction  intime. 

«  Jl  y  a  ([ualorze  ans,  lorstpie  le  regretté  M.  de  l'aolis  pulilia 
(i  si's  Klementi,  la  (pu'slion  de  la  fusion  était  ignorée  de  la  plu- 
«;  part  des  professeurs  ;  on  auiail  pu  compter  les  lusionuisles  du 
((  bout  des  doigts  d'une  seule  main,  et  jieu  s'en  fallut  (ju'on  ne 
«  les  crût  fous.  Ils  forment  maintenant  une  vraie  lt'gi«)n.  tandis 
'(  (juc  If  iioinbic  de  leurs  adversaires  dimiiuir  chaipie  joui';  el 
«    la    (picstioii    a     laiil    marché  (jue   les  jjrolesseurs  de    mathéma- 
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«  tiques  lui  fout  l'iiouueur  de   s'occuper  trelle  le   premier   jour 

«  qu'ils  se  rasseuil^lent  eu  congrès  ;  ils  reconnaissent  la  nécessité 

«  de  faire  partout  l'essai  qui  a  déjà  eu  sou  succès   à   la  11.   Aca- 

«  demie    navale    et    dans    plusieurs   écoles    secondaires  ;   et  un 

((  troupe  de  professeurs  présente  un  projet  poui'  rendre  possible 

«  cette  expérience.  » 

Xous  citons  encore  avec  plaisir  le  passage  suivant  du  môme 
article  : 

«  On  sait  que  les  principaux  arguments  en  laveur  de  la  fusion 
«  peuvent  être  groupés  ainsi  : 

«  i"  Epargne  de  temps,  que  1  on  obtient  en  enseignant  ii  la 
«   fois    les  arounients    semblables  de   Planimétrie   et   de  Stéréo- 

o 

((    métrie  ; 

«  2°  Simplification  de  (pielques  considérations  cb'  Planimé- 
«  trie,  en  les  enseianant  ii  laide  de  considérations  stéréomé- 
«   triques  ; 

((  3"  Une  meilleure  harmonie  entre  l'étude  des  mathématiques 
«  et  celle  des  autres  matières  que  l'on  apprend  au  lycée  ou  à 
«  l'institut  technique 


«  Je  crois  nécessaire  d'observer  que  largnment  le  plus  im- 
«  portant  esl  piécisément  le  m°  ([ui  peut-être  n'a  pas,  jusqu'à 
«  présent,  été  aussi  apprécié  qu  il  le  mérite.  Que  l'on  me  per- 
«  mette  donc  d'y  insister  surtout,  les  deux  autres  })ouvanl 
«  désormais  èlre  considérés  comme  ii  peu  pri's  en  dehors  de  la 
«  discussion.  Il  est  maintenant  pres(|ue  généralement  reconnu 
«  que  la  Géométrie  élémentaire  doit  être  enseignée  tout  à  lait 
«  indépendamment  de  l'Algèlire,  afin  qu'elle  puisse  atteindre  le 
((  but  élevé  au([iicl  cHe  tend  dans  l'éducation  el  êtr(>  une  école 
«  de  logl([ue  ;  ([ue  les  exercices  dAlgcJjre  et  de  Ciéométrie,  aux- 
«  ([uels  les  jeunes  gens  })rennent  gé-néralement  de  1  intérêt,  doi- 
«  vent  être  une  application,  non  un  nioxeu  pour  prouver  les 
«  vérités  géométri([ues.  La  théorie  des  proportions  est,  a  mon 
«  avis,  plus  étroitement  lice  ii  la  conception  de  nombie  et  de 
((  mesure  (ju'on  ne  veut  1  admettre,  mais  l'enseignement  même 
«   par  la  méthode  d  Euclide  s  unit   dans  l\'s[)rit  des  ecoliei's    aux 
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((  proportions  entre  nombres,  et  c'est  ii  cause  de  cela  que,  lors- 
((  (ju'on  se  sert  beaucoup  des  proportions,  l'idée  de  nombre  que 
«   Ton  veut  cbasser  par  la   porte,    lenlif  par  la  fenêtre. 

«  Kh  bien,  dans  le  traité  de  M.  de  Paolis,  le  théorème  :  — 
«  Si  deux  triangles  sont  équiangles  entre  eux,  le  rectangle  d'un 
«  côté  de  l'un  et  d'un  eût*'  non  correspondant  de  1  autre  (-([uivaut 
«  au  rectangle  des  côtés  correspondants  à  ceux  ([ue  l'on  a  con- 
«  sidérés  —  est  démontré  par  ([uebpies  considérations  stéréo- 
ce  métriques  fort  simples.  Moyennant  ce  théorème,  toutes  les 
«  propositions  concernant  la  théorie  de  l'équivalence  des  surfaces 
«  planes,  et  (pii,  en  suivani  Euclide  ne  se  prouvent  que  d'une 
«  façon  difllcile  et  fatigante,  sont  démontrées  aussi  simplement 
((  et  élégamment  que  le  fait  Legendre,  lors([u'il  se  sert  de  la 
«   théorie  des   proportions  et  de  la  mesure. 

«  Après  cela,  l'étude  même  des  surfaces  et  des  volumes  des 
«  corps  ronds,  cônes,  cylindres,  sphères  et  portions  de  sphères, 
«  que  dans  beaucoup  de  bons  livres,  on  fait  aussi  en  se  servant 
«  de  mesures  ou  du  moins  à  l'aide  de  la  théorie  des  proportions, 
«  peut  au  contraire  se  faire  sans  qu'on  ait  recours  a  des  mesures 
((  ou  à  des  proportions,  en  donnant  aussi  aux  énoncés  des  formes 
((  qui  répondent  mieux  à  l'intuition  géométrl([ue.  Bref,  l'usage 
«  des  considérations  stéréométri(|ues  a  beaucoup  simplifié  la 
«  théorie  de  Téquivalence  et  l'a  leudue  tout  à  fait  indépendante 
«  de  la  théorie  des  proportions,  de  sorte  cpi'on  peut  la  traiter 
«  avant  celle-ci.  On  obtient  encore  des  résultats  remarquables  en 
«  établissant  la  conception  d'homothétie  par  quelques  notions 
«  sur  les  lignes  droites  et  les  |)laiis  parallèles,  et  en  en  tirant 
«  ensuite  la  théorie  de  la  similitude,  ainsi  ([lU'  nous  l'avons 
«    fait,  M.    Bassani  et  moi,  daus  nos  Klcnicnti  di  Geonielria. 

«  Toutes  les  propriétés  purement  géom('tri([ues  (pie  1  on  peut 
«  tirer  de  la  consitlération  de  ligures  semblables,  ([uoi([u'elles 
«  n'aien!  pas  de  rapport  avec  les  proi)orlions,  peuvent  de  la  sorte 
«  devenii'  tout  ;i  lait  Indépendantes  de  la  théorie  des  proportions 
(c  mêmes,  ainsi  (pie  par  excMuple  le  ihéoiJ'me  :  ((  Si  les  droites 
((  d'un  faisceau  sont  coupées  par  deux  droites  j)arallèles,  deux 
«  setinients  éo-anx  de  la  deuxii'me  droite  correspondent  à  deux 
«  segments  égaux  de  la  premii-re.  '>  (  hi  il  me  soit  eiiliii  permis  de 
«    faii-e  observer  ([ue  thms  les  hAcnicnli  susmentionnés,  nous  avons 
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«  traité  la   question   des  axes    et  des  plans  radicaux  à  l'aide  de 

«  quelques    propriétés    bien     élémentaires    des    cercles    et    des 

«  sphères,   sans    nous   servir    des   proportions   ni    des    mesures. 

«  Maints   problèmes,   tels  que  les  constructions   des  cercles  ou 

«  sphères,  qui  passent  par  des  points  donnés  et  sont  tangents  à 

«  des  droites  et  à  des  cercles  ou  ii  des  plans  et  des  sphères  donnés, 

«  se  résolvent  de  la   sorte   sans   avoir  recours  aux  proportions, 

((  comme  on  le  crovait  d  abord  nécessaire. 

«   Ce  que  je  viens  d'exposer  concerne  les  simplifications   qui 

«  ont  été  introduites  par  les  considérations  stéréométriques  dans 

«  les  théories   tout  entières,  et   qui   nous    ont    donné   le    moyen 

«  d'étudier   chacune    des    parties    essentielles   de    la    Géométrie 

«  élémentaire,  c'est-à-dire  :  propriété  de  positions  et  d'égalité, 

«  équivalence,  similitude  et  mesure,  de  façon  que  nous  pouvons 

«  les  exposer  dans  leur  ordre  logique  et  naturel  sans  avoir  Ijesoin 

«  de  recourir  aux  théories  qui  viennent  après,  » 

Quoique  partisan  convaincu  de  la  fusion,  j'ai  taché  d'exposer 
impartialement  les  faits;  et  je  crois  pouvoir  afhrmer  en  finissant 
c[u'il  n'y  a  désormais  en  Italie  que  fort  peu  de  professeurs  qui  ne 
se  soient  plus  ou  moins  occupés  de  la  question  ;  que  lantipathie 
avec  laquelle,  il  v  a  quatorze  ans,  on  accueillit  la  proposition  est 
bien  diminuée,  et  que  le  rêve  de  tous  les  esprits  impartiaux  est  que 
le  Ministère  de  llnstructioii  publique  résolve  la  ([uestion  en  fai- 
sant des  programmes  qui  laissent  tout  le  monde  libre  de  choisir 
la  méthode  ([uil  préfère. 

Tout  en  souhaitant  que  cela  arrive  bientôt,  je  remercie  la  Di- 
rection de  V  Enseignement  Mathénialique  qui  ma  donni'  b'  moven 
de  faire  connaître,  même  à  l'étranger,  l'une  des  plus  Ix-lles  dis- 
cussions <[ui  aient  eu  lieu  dans  notre  pavs. 

Dott.  G.  Caxdido  (Pise). 


CHPvOPsIQUE 


Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

La  réunion  annuelle  des  mathéniaticiens  allemands  aura  lieu  cette 
année  à  Munich,  du  i8  au  ïi  septembre,  en  même  temps  que  le 
'ji"  congrès  des  naturalistes  et  médecins  de  l'I'^mpii'e.  Son  organisa- 
tion a  été  confiée  à  une  commission  comprenant  le  bureau  de  la  section 
«  Mathématiques  et  Astronomie  »  du  congrès,  et  le  comité  de  la  Deutsche 
Ma  theniatiker-  Vereinigung. 

Encouragée  par  les  résultats  obtenus  depuis  quelques  années,  la 
commission  a  décidé  de  continuer  à  grouper  le  plus  possible  les  com- 
munications autour  de  deux  questions  spéciales,  prises  lune  dans  le 
domaine  des  mathématiques  pures,  l'autre  dans  le  domaine  des  mathé- 
matiques appliquées.  Pour  cette  année  figurent  à  Tordre  du  jour,  dune 
part  le  Calcul  des  cariations,  de  l'autre  les  Problèmes  cinétiques  clans  les 
sciences  techniques.  La  commission  s  est  assuré  un  rapport  détaillé 
sur  1  état  actuel  de  chacune  de  ces  branches. 

A  côté  des  sections  d'ordre  purement  scientifique,  le  congrès  com- 
prend, comme  par  le  passé,  une  section  à.  Enseignement  des  sciences 
mathématiques  et  naturelles.  Il  est  à  prévoir  que  le  récent  décret  concer- 
nant les  candidats  à  l'enseignement  secondaire  supérieur  en  Prusse 
donnera  lieu  à  d  intéressantes  communications. 

Nous  ne  manquerons  pas  de  lournir  à  nos  lecteurs  un  compte  rendu 
de  cette  importante  réunion. 

Association  internationale  pour  la  propagation   de  l'étude 
des  quaternions  et  des  méthodes  qui  s'y  rattachent. 

Nous  avons  déjà  parlé  de  ct-lte  assorialion  si  iulércssanle,  et  nous 
sommes  heureux  de  pouvoir  aujourd  hui  faire  connaître  à  nos  lecteurs 
lélat  d  avancement  de  lorganisaliou.  \  oici  la  composilion  du  i>ureau 
])Our  les  années  i8()<j  et  kjoo. 

Président  :  M.  lloitKKT  S.  lÎAi.i..  professeur  à  11  aiveisité  de  Cam- 
l)riilgt^  :  ()bscr\-atoirc,  Cambridge,  Angleterre. 

Secrétaire  général  trésorier  :  M.  Ai.LXANDUK  M.vi:iAHLANK,  professeur 
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à   la    Leliiirh    Inivcrsitv,     South     Ijcthlelieiii ,    Pennsvlvanif  :  Gonric 
Gro\'e,  Chathani,    Ontario,   Canada. 

Sccvctaircs  nationaii.r  : 

Auslralie  :  M.     Ai.KXAxniti:  McAVi.AV,    })ri)fesseur  à  ri'iiiversilé   de 
Tasinanie  :  Ilohart,  Australie. 

France  :  M.  Paul  Gkxty,  professeur,  licencié  es  sciences  :  ;'07,  rue 
de  Vaugirard,  Paris. 

Allemagne  :  M.  ViCTOit    Schlkcei,,   prolesseur  à  llù-ole  supérieure  : 
Jlagcn,   Wcstjj/ialic. 

Grande-Bretagne  :  M.   Chaki.i:s  J.  Joly,   professeur   à   l'Université 
de  Dublin  :  Duntsink  Obsen-alory,  Dublin,  Irlande. 

Italie:  M.  G.  Pkano.  professeur  à  1  Université  royale  :  Turin. 

Japon  :  M.  S.  Kimlua  :  'il,   SakainacJii ,  Yotsui/a,   Tokio. 

Russie  :  M.  A.  P.  Koïelmkof,  agrégé  de  l'Université  :  Kasan. 

Suisse  :    M.    Fi:iîniNAND    Kiîait,    privat-docent   :   38,   Zneierslrasse, 
Zurich . 

Etats-Unis     d  Amérique  :  M.    AiniiuK    S.    Hathaway  ;  professeur, 
Rose  Polytechnic    Institute  :  i'IOG  N.    Tentli    Street,   Terre  Haute,   Ind. 


Programme  de  mathématiques  élémentaires  suivi  par  J.  Steiner. 

?Sous  empruntons  à  la  brochure  de  M.  Lange,  intitulée  Jaeob  Steiners 
Lebensjalire  in  Berlin  ('),  le  programme  détaillé  que  s'est  tracé  l'illustre 
maître  pour  son  enseignement  des  mathématiques  élémentaires  à 
l'Ecole  industrielle  de  Berlin,  pendant  Tannée  scolaire  iS^y-iS'io. 
Nous  laissons  à  nos  lecteurs  le  soin  d  établir  une  comparaison  entre 
ce  programme  et  celui  que  l'on  suit  de  nos  jours  dans  nos  éta- 
blissements secondaires.  Us  reconnaîtront  aisément  que  des  considé- 
rations géométriques  ti'ès  importantes  introduites  dans  l'enseignement 
élémentaire  par  Steiner  font  encore  défaut  dans  ])ien  des  Traités  de 
Géométrie. 

TROISIÈME    CLASSE 

Arit/init'tique,  \  heures.  —  i  heures.  Calcul  pur  afin  d'obtenir  une 
connaissance  approlbndie  du  système  numérique  et  de  sa  structure, 
une  intuition  claire  des  fractions,  de  leurs  ti'ansformations  et  de  leurs 
opérations,  soit  en  vue  du  calcul  écrit,  soit  en  vue  du  calcul  de  tête. 
Prendre  en  considération  tout  particulièrement  les  fractions  décimales. 


(')  \'Ar  ii-;ipi'cs  ip.  2'5oj  le  compte  rendu  do  celle  l)rocIiurc. 
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Calcul  à  raille  de  lettres,  foriuatioii  des  puissances  et  extraction  des 
racines,  en  particulier  racine  carrée  et  applications.  —  u  heures.  Appli- 
cations coninierciales,  cest-à-dire  application  du  nond>i"e  aux  valeurs 
ou  monnaies,  aux  poids,  au  temps,  à  lespace  ou  aux  mesures,  au  tra- 
vail, etc.  Etude  des  rapports  ;  déterminer  une  quantité  qui  avec  trois 
quantités  données  forme  deux  couples  de  valeurs  de  même  rapport  ; 
rèjçles  de  trois  sinqile  et  composée,  règles  de  société,  de  mélange,  de 
change,  règle  conjointe,  etc.  Montrer  par  examen  approfondi  du  pro- 
blème comment  on  passe  des  grandeurs  données  k  la  solution,  et  une 
fois  le  jugement  bien  exercé,  introduire,  pour  la  commodité  du  calcul,  un 
principe  de  résolution  ou  une  règle  mécanique. — Classes  A  et  B,  Steiner. 
Géo/nctrie,  i  heures.  —  Cours  synthétique  détaillé.  Considérer  les 
positions  respectives  des  droites  qui  dans  le  plan  forment  des  figures 
déterminées,  principalement  en  vue  de  l'étude  des  angles.  Déterminer 
la  grandeur  et  la  direction  des  droites  dans  une  figure  donnée.  Exami- 
ner les  conditions  daprès  lesquelles  toutes  les  parties  d'une  ligure  sont 
déterminées,  et  baser  là-dessus  les  propositions  relatives  à  l'égalité 
des  figures.  Forme  des  figures,  conditions  qui  les  déterminent  ;  en 
déduire  les  théorèmes  relatifs  à  la  similitude;  assemblage  des  figures  ; 
application  à  l'arpentage  et  à  l'usage  des  instruments  ;  aire  d'une 
figui'e  polygonale,  équivalence  et  rapport  des  aires.  Transformation 
et  partage  des  figures  d'après  leur  aire.  L'exposé  est  présenté  selon 
la  méthode  intuitive;  il  doit  être  développé  par  les  élèves,—  Classe  A  : 
Kloden  ;  classe  B  :  Steiner. 

DeuxiIîme    classe 

Calcul,  2  heures.  Bledow. 

Algèbre,  -x  heures. —  i  heure.  Calcul  effectué  sur  des  grandeurs  litté- 
rales. Les  sept  opérations  fondamentales,  leurs  relations  ;  interversion 
de  l'ordre  d'après  lequel  les  opérations  peuvent  être  eliectuées  sans 
modifier  le  résultat  final  ;  développement  systématique  rigoureux  des 
principes  de  l'Arithmétique  générale.  Les  systèmes  logarithmiques,  en 
particulier  celui  de  Briggs  ;  usage  des  tables,  applications.  —  i  heure. 
Résolution  de  problèmes  qui  dans  le  calcul  écrit  conduisent  à  des  équa- 
tions du  premier  ou  du  second  degré.  Toutefois  ces  problèmes  doivent 
aussi  être  résolus  dans  le  calcul  oral,  afin  de  faire  bien  pénétrer  les  rela- 
tions entre  les  quantités  connues  et  les  inconnues  ;  ils  permettent  ainsi 
de  développer  d  une  manière  ti'ès  avantageuse  la  puissance  du  raison- 
nement. Faire  alterner  les  équations  du  premier  et  du  second  degré  à 
une  ou  à  plusieurs  inconnues  ;  applications  pratiques.  —  Steiner. 

Géométrie,  3  heures.  —  Revision  détaillée  de  la  transformation  et  du 
partage  des  figures,  et  de  l'étude  des  figures  semblables.  Application 
au  calcul  de  problèmes  géométriques.  Etude  du  cercle  ;  sécantes  et 
tangentes  ;  polygones  inscrits  et  circonscrits;  proportions.  Contact  et 
intersection  de  cercles  ;  de  la  similitude  dans  le  cercle  ;  de  la  puissance 
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relative  aux  cercles.  Court  aperçu  de  lu  ïrigonouiélrie  d'après  un  plan 
d  étude  personnel  au  maître.  —  Steiner. 

P  H  E  M  1  i:  li  K     CLASSE 

Calcid,  I  heure.  Bledow. 

Algcbrc,  i.  heures.  —  Revision  drtaillée  des  équations  du  premier  et 
du  second  degi-é  à  une  et  à  plusieurs  inconnues  ;  applications.  Equa- 
tions du  troisième  degré,  et  applications.  Pi'ogressions  géométriques 
et  applications  à  l'aide  des  logarithmes.  Progressions  arithmétiques 
des  divers  ordres  ;  leur  somme.  Analyse  combinatoire.  lîinôme  et  poly- 
nôme pour  des  puissances  entières.  Théorie  des  coef'Ucients  indétermi- 
nés. —  Steiner. 

Géométrie,  3  heures  en  été,   2   heures  en   hiver.   —    ïrigronométrie 

o 

plane  ;  étude  détaillée  et  applications.  —  Points  et  axes  dé  moyenne 
distance,  considération  qui  permet  de  démontrer  aisément  un  grand 
nondjre  de  vérités  géométricpaes.  —  Lieux  géométriques  plans,  étudiés 
au  moyen  des  coordonnées,  à  savoir  :  équations  du  premier  degré  ou 
étude  des  droites  ;  équations  du  second  degré  ou  étude  des  coniques  ; 
étude  synthétique  de  celles-ci.  Stéréométrie.  —  Steiner. 

C'est,  comme  on  le  voit,  le  plan  d'études  d'un  enseignement  très 
rationnel  basé  sur  la  méthode  intuitive  que  Steiner  a  développée 
d'après  les  principes  de  Pestalozzi.  On  sait  qu'en  effet  Steiner  fut  un 
disciple  de  l'Eciile  d'Yverdon,  où  il  séjourna  de  181  ',  à  1818,  d'abord 
comme  élève,  puis  comme  maître.  Grâce  à  cette  heureuse  influence,  il 
a  su  éviter  l'écueil  d'un  enseignement  dogmatique  qui  convient  si  peu  à 
l'initiation  aux  premiers  éléments,  mais  qui  n'est  encore  que  trop 
répandue  de  nos  jours. 


Congrès  international  des  mathématiciens  de  1900. 

Dans  le  preujier  numéro  de  notre  revue  (p.  5-),  nous  avons  dit 
quelques  mots  de  l'organisation  de  ce  congrès,  et  nous  avons  annoncé 
qu'une  circulaire  avait  été  adressée  à  un  grand  nombre  de  mathémati- 
ciens. On  y  demandait  aux  destinataires,  non  pas  un  engagement  for- 
mel, impossible  à  prendre  aussi  longtemps  d'avance,  mais  une  indication 
sur  les  intentions  de  chacun  et  sur  les  probabilités  de  participation  au 
Congrès.  Une  simple  carte  postale,  portant  ces  deux  mentions  : 

//  c.s7  probable  (jiic  j'assislrrtii  au  Con<;;rcs  de  Paris, 
ou 

//  //  est  pas  probable  fjite  J'assiste  au  Conférés  de  Paris, 

rendait  très  pratique  et  très  facile  le  mode  de  réponse. 
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On  peut  considérer  aujourd'hui  les  réponses  comnje  toutes  parvenues 
au  Comité  d'organisation  ;  et  d'après  ce  que  nous  apprenons,  elles  sont 
de  nature  à  donner  l'assurance  que  le  Congrès  sera  un  véritable  succès. 

Plus  de  I  600  réponses  sont  en  effet  parvenues,  et  parmi  elles  960 
(en  chiffres  ronds)  sont  affirmatives  ;  \'*iO  de  ces  adhérents  annoncent 
en  même  temps  la  présence  probable  de  membres  de  leurs  (auiilles, 
s'élevant  à  plus  de  G70. 

Au  point  de  vue  des  nationalités,  la  France  lîgure,  parmi  les  9^0 
adhérents,  pour  ado  ;  l'Italie  pour  210;  l'Allemagne  poui-  ijo;  la 
Grande-Bretagne  pour  80  ;  les  Etats-Unis  pour  60. 

Nous  ne  manquerons  pas  de  suivre  toute  la  préparation  et  l'organisa- 
tion de  ce  Congrès,  qui  sera  un  gros  événement  scientifique,  et  de 
tenir  nos  lecteurs  au  courant  des  résolutions  c|ui  seront  prises.  Dès  à 
présent,  il  est  un  point,  essentiellement  pratique,  sur  lerjuel  nous  pou- 
vons donner  une  indication  utile.  Il  est  impossible  aux  oi'ganisateurs 
de  s'occuper  de  l'installation  matérielle  des  Congressistes  pendant  leur 
séjour  à  Paris,  surtout  avec  les  complications  résultant  de  l'affluence 
produite  par  l'I-^xposition.  Mais  nous  sommes  infonués  que  l'agence  de 
voyages  Lubin  se  montre  disposée  à  aider  dans  toute  la  mesure  du 
possible  les  membres  du  Congrès,  au  point  de  vue  dont  nous  par- 
lons. 

Dès  maintenant,  ceux  d'entre  eux  qui  se  préoccupent  de  leur  future 
installation  pendant  leur  séjour  à  Paris  peuvent  écrire,  pour  exposer 
leurs  désirs  et  solliciter  des  renseignements,  à  M.  Lubin,  30,  boulevard 
Ilaussmann,  Paris,  lequel  se  fera  un  plaisir  de  leur  fournir  les  premières 
indications  nécessaires. 

Quant  à  la  préparation  scientifique  du  Congrès,  elle  se  trouvait, 
dans  une  certaine  mesure,  subordonnée  à  la  préparation  administrative, 
Au  point  où  en  sont  aujourd'hui  les  choses,  il  est  ])robable  que  le 
Comité  d'organisation  va  maintenant  s'en  occuper  d'une  fa(,on  toute 
particulière. 

Rappelons  enfin,  pour  terminer  : 

1°  Que  la  date  du  Congrès  est  :  G-1.2  août  1900  ; 

•2"  Que  le  prix  de  la  carte  de  membre  est  de  io  francs  ; 

î°  Que  les  cartes  de  famille  seront  fixées  à  un  prix  très  réduit  (non 
encore  fixé  définitivement)  ; 

\^  Que  le  siège  du  Comité  d'organisation  est  celui  de  la  Société 
mathématique  de  France,  7,  rue  des  Gx^ands-Augustins,  Paris. 

Prix  proposé  par  l'Académie  de  Toulouse. 

L  Acadéuiie  des  Sciences,  Inscriptions  et  Lîelk's-LcHns  de  Toulouse 
a  proposé  pour  le  prix  de  Mathémati(|ues  (année  1901)  le  sujet  sui- 
vant : 

Recherche  cl  élude  des  funtilles  de  aurfuccs  possédant  cette  propriété  que 
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Houles  leum  trajectoires  orthoi(onales  soient  des  courbes  planes,  en  se  pla- 
çant particulièrement  à  l'un  des  points  de  vue  suivants  : 

P  Pour  que  toutes  les  surfaces  définies  en  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires  par  léf/uation  :  p=:ï{x,  y,  z),  où  p  est  un  paramètre  variant 
d'une  surface  de  la  famille  à  l  autre,  admettant  des  trajectoires  orthogo- 
nales planes,  il  faut  <[ue  f  vérifie  une  éf/nation  aux  dérivées  partielles  du 
troisième  ordre  dont  on  propose  l  étude. 

2°  On  pourra  utiliser  aussi  la  méthode  périmorphiquc  en  s  inspirant  du 
((  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  courhes  (')  »  de  Ribaucour 
et  en  particulier  du  chapitre  A'fll,  intitulé  :  «  Recherches  des  trajectoires 
orthogonales  planes  des  surfaces  ». 

La  valeur  du  prix  est  de  joo  francs.  Les  Mémoires  doivent  être 
écrits  en  français  ou  en  latin  et  adressés,  avant  le  i*^'' janvier  1901,  au 
Secrétariat  de  1  Académie.  Ils  doivent  porter  sur  la  première  page  une 
sentence  ou  devise  qui  sera  répétée  sur  un  hillct  séparé  et  cacheté, 
renfermant  le  nom  de  l'auteur. 


Les  thèses  de  doctorat. 

Nous  avons  décidé  dintroduire  régulièrement  dans  notre  publication 
un  relevé  exact  et  complet  des  thèses  soutenues  devant  la  Faculté  des 
sciences  de  Paris.  Nous  le  coiumencerons  dans  le  iiuméi'n  de  juillet,  et 
il  partira  du  i'^''  janvier  iytj»j.  Dès  maintenant,  nous  pouvons  men- 
tionner de  ^I.  liené  Baiiie,  professeur  au  lycée  de  Bar-le-Duc,  une 
thèse  récente  Sur  les  fonctions  de  fariables  réelles. 

Les  facultés  des  départements  font,  croyons-nous,  bien  peu  de  doc- 
teurs. Si  le  fait  se  produisait  exceptionnellement,  nous 'serions  heureux 
de  le  signaler,  à  condition  que  nos  correspondants  veuillent  ])ien  le 
porter  à  notre  connaissance. 

Nous  adressons  un  appel  analogue  à  nos  lecteurs  des  divers  pays,  en 
ce  qui  concerne  les  thèses  ou  dissertaticms  mathématiques  corres- 
pondant au  doctorat. 

Enfin,  les  auteurs  eux-mêmes  étant  particulièrement  intéressés  à 
ce  que  leurs  découvertes  soit  répandues  et  connues,  nous  leur  rap- 
pelons que  chaque  thèse  dont  nous  aurons  reçu  un  exemplaire  sera 
mentionnée  au  L'ullctin  liibliograp/iif/ue.  et  que  celles  dont  on  nous 
adressera  deux  exenq^laires  lerout  l'objet  d  un  conq)te  rendu  i)ublié 
dans  notre  Bib/io^raji/iie. 


(')  Journal  de  malliémuliqnes  pures  et  appliquées. 
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Palaiscaii,  21   mars  1891). 

.lai  rhonneur  de  vous  adresse!"  un  certain  noinl)re  de  questions,  ou 
plus  exactement  de  sujets  détude  :  je  crois  qu'on  pourrait  en  faire 
l'objet,  en  tout  ou  en  partie,  d'une  thèse  de  doctorat,  par  exemple. 

I.  —  Délcrmincr  pour  ti  ^  4-  ^'  ^  100  :  I"  les  groupes  2  fois  Iransilifs  à 
3  degrés  de  classe  N  —  a  et  de  degré  N  ;  'i°  les  groupes  k  lois  Iransilifs  à 
A+  I  degrés  de  classe  N  —  u  et  de  degré  N-f-A-  —  2. 

II.  —  Déterminer  pour  N  :^  100,  k^3  les  groupes  primitifs  de  classe 
N  —  Il  et  de  degré  N  à  au  moins  3  degrés,  soit  quel  que  soit  N,  soit  pour 
des  formes  particulières  de  N. 

III.  —  Déterminer  les  groupes  de  classes  X  —  3  et  N —  .}  et  de  degré  X  pre- 
mier pour  N  ^  100. 

IV.  —  Déterminer  pour  X- n -j- i  :^  100  ou  pour  p  ^.  100  les  groupes  de 
degré  premier  renfermant  2  p -\- 1 ,  jyj-f-i,....  ou  l;p -\- i  sous-groupes 
d'ordre  p. 

Y.  —  Démontrer,  si  cela  est  vrai,  que  jjour  >>'  ^  100  un  groupe  de  degré  rs' 
est  au  plus  5  fois  transitif.  Sinon,  trouver  les  valeurs  de  X  exceptionnelles 
et  montrer  que  ce  sont  bien  des  exceptions. 

\'I.  —  NomenclaPure  complète  des  groupes  de  classes  X  —  3,  X"  —  1,  ^ —  i. 

Pour  les  cinq  premiers  sujets,  on  pourrait  parfaitement  se  borner  à 
t  ouver  les  valeurs  de  N  pour  lesquelles  on  peut  affirmer  l'existence 
d'un  groupe  jouissant  des  propriétés  indiquées,  et  celles  pour  lesquelles 
oa  peut  affirmer  le  contraire. 

La  limite  supérieure  100  indiquée  dans  quelcpics-unes  de  ces  ques- 
tions pourrait  d'ailleurs  parfaitement  être  remplacée  par  une  limite 
inférieure,  5o  par  exemple. 

Pour  les  renseignements  bibliographiques  ou  des  indications  plus 
complètes,  je  me  tiens  à  la  disposition  (*)  de  ceux  qui  voudraient  étudier 
quelqu'une  de  ces  questions,  lesquelles  pourraient  probablement  faire 
l'objet  d'une  thèse  de  doctorat,  en  tout  ou  en  partie. 

Veuillez  agréer,  etc. 

lùlmond  Maillet, 

Ingénieur  tics  Ponts  et  Chaussées. 

(')  I.'iidLCsse  de  M.  Kd.  Maillot  o>!  à  Palaiscau  iS.-ct-O.*,  boulevard  de  la  Grandc- 
Ci  iiiti;;o. 
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Paris.  3o  avril   1899. 


A  mon   avis,   les    mathématiques   ne  jouent   pas  encore,    dans 

léducation  générale  de  l'esprit,  un  rôle  suffisant  ;  si  j'allais  jusqu'au 
bout  de  ma  pensée,  je  dirais  même  que  leur  rôle  est  à  peu  près  nvil  (il 
s  agit  de  l'enseignement  secondaire,  naturellement).  A  quoi  cela  tient- 
il  ?  Vous  le  savez  aussi  bien  que  moi,  et  Ion  peut  affirmer  que  cela 
tient  pour  beaucoup  à  ce  que  les  débuts  sont  trop  pénibles.  On  enseigne 
trop  de  choses,  ti'op  tôt  et  trop  vite  :  ainsi,  en  quatrième,  il  faut  que 
des  enfants  de  treize  ans  apprennent  le  premier  et  le  deuxième  livres 
de  Géométrie,  et  à  raison  de  deux  heures  par  semaine  !  Et  puis,  en 
général,  les  ouvrages  ne  sont  pas  assez  clairs,  ce  qui  ne  veut  pas  dire 
qu'ils  soient  mal  faits  ;  mais  ils  supposent  des  élèves  tous  très  intelligents, 
ou  doiués  d  aptitudes  spéciales.  Or,  chacun  sait  que,  si  l'on  rencontre 
de  temps  en  temps  de  pareils  élèves,  les  classes  sont  loin  d'être  com- 
posées exclusivement  par  eux;  ils  y  sont  toujours  en  très  petit  nombre, 
et  cependant,  notre  enseignement  et  nos  programmes  s'adressent  à 
une  élite.  On  dit  «  mais  le  professeur  est  là  pour  suppléer  à  l'insuffi- 
sance du  livre  ».  Allons  donc  !  le  professeur  ne  voit  ses  élèves  que 
quelques  heures  par  semaine...  «  !Mais  quïl  fasse  un  cours!  »  Et  le 
leiiips  '.'  Alors  il  n  y  aura  plus  ni  interrogations  ni  exercices  en  classe, 
mais  seulement  une  dictée  monotone  et  ennuyeuse  à  laquelle  l'esprit  ne 
prendra  aucune  part. 

Et  cependant,  outre  le  bénéfice  immense  que  retirerait  l'esprit  d'un 
enseignement  liieu  dirigé,  quelles  recrues  on  ferait  pour  le  plus  grand 
avantage  des  mathématiques  !  Car,  quoi  qu'on  dise,  il  y  a  peu  de  gens 
complètemeiit  inaptes  ;  il  y  a  au  contraire  beaucoup  de  bons  esprits  qui 
ne  profitent  nullement  de  cet  enseignement  et  qui  devraient  en  profiter. 

Non,  en  mathématiques  surtout,  on  ne  fera  jamais  assez  clair.  Il  faut 
être  compris  facilement  ;  et  quel  professeur  peut  affirmer,  a})rès  une 
démonstration,  que  ses  élèves  ont  saisi  '.'   Et  puis  les  ouvrages  qu  on 

met    entre   leurs  mains   :   Arithméti({ue,  Algèbre ,  Géométrie ,  n'ont 

entre  eux  aucun  lien.  —  Et  cejiendaiit,  comme  vous  le  dites  si  bien,  la 
Mathématique  est  une.  —  Xe  devrait-il  pas  exister  au  moins  un  (i-ailé 
unique,  divisé  comme  on  voudra,  embrassant  une  étendue  siiffisanlc  de 
la  science  et  tel  qu'un  esprit  uiDyen  puisse  le  lire  d'un  Ixtut  à  l'autre? 
Au  lieu  de  cela,  des  morceaux  séparés,  exquis,  sans  doute  ;  mais  ce  ne 
sont  que  des  morceaux.  Le  jeune  homme  qui  a  des  aptitudes  arrivera  à 
en  faire  un  tout  ;  mais  justement  ce  n  est  pas  de  celui-là  (ju  il  faut  s  in- 
(juiéter,  il  n'a  pas  besoin  de  professeur. 

Enfin,  dans  renseignement,  en  général,  on  ne  laisse  pas  assez  à  l'in- 
tuition. 

Excusez-moi,  monsieur,  pour  une  lelti-e  si  longue  et  cependant 
incomplète,   mais   c  est   un  sujet   <[iii    me   lient   au  cœur. 

^  euillez,  agréer,  etc.  G.   Bldelot. 
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B.  NiEWENGLOwsKi,  inspecteur  de  lAcadémie  de  Paris,  docteur  es  sciences, 
et  L.  Gérard,  prolcsseur  au  lycée  Charlemagne.  docteur  es  sciences.  — 
Cours  de  Géométrie  élémentaire,  à  1  usage  des  élèves  de  mathématiques 
élémentaires,  de  mathématiques  spéciales,  des  candidats  aux  écoles  du 
gouvernement ,  des  candidats  à  l'agrégation,  de  l'enseignement  moderne 
et  des  classes  de  lettres.  —  Paris,  Georges  Carré  et  C.  Naud,  1898. 

I.  Géométrie  pl.vne  (mathématiques  élémentaires  ;  enseignement  clas- 
sique); I  vol.  in-8°  de  xx-362  pages,  avec  290  figures,  cartonné  à  l'an- 
glaise; prix  :  5  francs.  —  II.  Géo.métrie  plane  [enseignement  moderne)  ; 
I  vol.  in-8°,  dexx-252  pages,  avec  226  figures,  cartonné  à  l'anglaise;  prix  : 
3  fr.  5o.  —  III.  Géométrie  plane  [classes  de  lettres),  1  vol.  in-8°  de  xvi- 
164  pages,  avec  182  figures,  cartonné  à  1  anglaise  ;  prix  :  3  fr.  5o. 

Les  trois  cours  de  MM.  Xiewenglowski  et  Gérard  comprendront  chacun 
deux  volumes.  Les  volumes  concernant  la  Géométrie  de  l'espace  sont  sous 
presse  ou  en  préparation.  Dans  les  trois  volumes  parus,  relatifs  à  la  Géo- 
métrie plane,  les  auteurs  ont  adopté  la  division  traditionnelle  en  quatre 
livres,  en  apportant  quelques  changements  à  l'ordre  des  matières  et  introdui- 
sant d'importantes  innovations  dont  nous  allons  examiner  les  principales.  Nous 
nous  occuperons  plus  spécialement  du  Cours  complet  pour  1  enseignement 
classique  ;  les  volumes  destinés  à  renseignement  moderne  et  aux  classes  de 
lettres  en  sont  des  extraits  :  les  auteurs  ont  suj)primé,  dans  ces  cours  réduits, 
les  théories  complémentaires  qui  ne  figurent  pas  dans  les  programmes,  en 
apportant  d  ailleurs  le  plus  grand  soin  à  conserver  tout  ce  qui  est  essentiel 
et  à  maintenir  chaque  volume  à  la  portée  des  lecteurs  auxquels  il  s'adresse. 

L'introduction  et  le  premier  livre  sont  sensihlcment  les  mêmes  dans  les 
trois  volumes.  Une  innovation  cajiitale  aj)paraîl  dès  1  introduction.  Les 
auteurs  y  ont  placé,  indépendamment  des  définitions  et  des  préliminaires 
ordinaires,  et  immédiatement  après  les  premières  notions  sur  la  ligne  droite, 
des  premières  notions  sur  le  cercle,  qui,  dans  la  iilupart  des  Traités  de 
Géométrie,  ne  sont  indiquées  qu'au  second  livre.  Cela  constitue  un  véritable 
progrès  :  tout  enfant,  avant  d'avoir  la  moindre  notion  de  Géométrie,  connaît 
la  règle,  qui  lui  sert  à  tracer  ses  cahiers,  et  le  compas,  avec  lequel  il  s  est 
amusé  à  faire  des  ronds.  En  mettant  à  profit  et  régularisant  ces  données 
déjà  familières,  on  donne  à  la  Géométrie  sa  base  naturelle.  On  peut  alors 
montrer  immédiatement  la  relation  intime  qui  existe  entre  les  angles  cl  les 
arcs,  définir  aisément  la  rotation,  faire  comprendre  la  g.*adualion  de  la  cir- 
conférence (ou  mieux,  du  ccrcle}(^}  et  toutes  ses  coaséqueaces,  y  compris  la 


(')  Les    auteurs  ont  dit  très  jusîoiuent  (Inlrod.,  p.  viii)  :  ci  Nous  emploierons  le 
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notion  du  rapporteur.  La  possibilité  de  décrire  des  cercles  ou  arcs  de  cercle 
facilite  beaucoup  la  plupart  des  démonstrations  du  premier  livre.  D'autres 
simplifications  pourront  en  résulter,  par  exemple,  dans  la  démonstration  du 
troisième  cas  d  égalité  des  triangles. 

Pour  tirer  tout  le  parti  possible  de  cette  réelle  amélioration,  il  nous  paraît 
indispensable  de  transporter  dans  le  livre  premier  les  premières  construc- 
tions élémentaires  que  donne  le  chapitre  v  du  livre  II.  Les  tracés  de  paral- 
lèles, de  perpendiculaires,  de  bissectrices,  sont  des  corollaires  immédiats  des 
définitions  et  propriétés  de  ces  lignes  et  de  l'égalité  des  triangles.  La  notion 
de  cercle  a  conduit  tlirectement  à  celle  de  lapporteur  ;  les  notions  de  paral- 
lèles et  de  perpendiculaires  conduisent  de  même  à  la  définition  de  1  équerre 
et  à  1  indication  de  son  emploi.  \^  eristence  du  milieu  d'un  arc  et  de  la  bissec- 
trice d  un  angle,  laissée  en  suspens  à  la  page  3o,  prouvée  seulement  à  la 
page  98,  pourrait  être  affirmée,  grâce  au  rapporteur,  à  la  fin  de  la  page  8, 
du  chapitre  premier  du  livre  premier  ;  etc. 

Une  autre  nouveauté  d'un  grand  intérêt  est  l'introduction,  au  livre  II,  des 
principes  de  Géométvographie ,  dus  à  M.  E.  Lemoine.  La  Géométrographie 
est  une  science  que  Steincr  a  appelée  de  tous  ses  vœu.K('),  à  laquelle  M.  Lemoine 
a  su  donner  du  premier  coup  un  caractère  surprenant  de  simplicité,  qui  est 
déjà  cultivée  et  même  enseignée  dans  plusieurs  pays  étrangers,  et  dont  l'u- 
tilité et  l'importance  ne  sont  plus  à  démontrer.  Mais,  pour  mettre  les  élèves 
réellement  en  possession  de  ce  précieux  instrument  d'évaluation  de  la  sim- 
plicité des  constructions,  il  est  nécessaire  d  en  développer  davantage  l'appli- 
cation et  de  ne  pas  la  bornera  quatre  tracés  de  perpendiculaires  et  de  paral- 
lèles. Quand,  ainsi  ([ue  nous  le  demandons  ci-dessus,  les  constructions 
élémentaires  auront  été  exposées  au  livre  premierd'une  manière  indépendante, 
on  pourra  consacrer  entièrement  le  chapitre  v  du  livre  II  à  la  Géométro- 
graphie, et,  après  avoir  repris  à  ce  point  de  vue  les  premières  constructions, 
montrer  son  application  à  des  problèmes  déjà  plus  difficiles,  tels  que  ceux 
de  construction  de  triangles  et  de  tangentes  que  contient  bien  le  chapitre  v 
actuel,  mais  sans  emploi  de  la  Géométrographie.  Cette  extension  est  indis- 
pensable pour  que  les  élèves  puissent  se  rendre  compte  de  résultats  simple- 
ment énoncés  tels  que  celui  de  la  page  204  et  pour  les  mettre  en  goût  de 
chercher  celui  non  indiqué  (p.  237)  concernant  la  méthode  de  M.  Fouché, 
qui,  mieux  qu'un  autre,  leur  fera  voir  que  la  construction  la  plus  simple 
théoriquement  peut  être  fort  compliquée  pratiquement. 

Le  livre  III,  sur  lequel  sont  venues  se  grelfer  les  théories  île  la  Géométrie 
moderne,  a  acquis  une  ampleur  telle  qu'il  faudra  bien,  un  jour  ou  l'autre,  se 
résoudre  à  le  subdiviser.  Les  auteurs  s'attachent  à  préciser  ces  théories  en 
introduisant  systématii|uement  la  notion  de  sens,  qu  ils  ont  déjà  fait  entre- 
voir dès  Je  début  pour  les  angles.  Le  chapitre  premier  de  ce  livre  est  consa- 
cré aux  \'ecteurs,  notion  très  inii)orlaiile,  qui  cnuduit  immédiatiuient  à  celles 


mot  crulc.  au  Heu  de  circonfcrvncc  <lc  cercle,  pour  désigner  la  courbe  ellc-nièine.  » 
On  i)eut  donc  leur  deiuaiider  de  se  conformer,  un  peu  plus  qu'ils  ne  l'ont  lait,  à 
l'excellente  décision  prise  par  eux  dès  le  début.  ^Voir  Enseignement  niatheinati/jne, 
n»  I,  p.  24.) 

(')  Ou  trouvera  l'opiniou  motivée  de  St4-iner  dans  la  préface  du  (;<iurs  de  l'en- 
sci(^nement  moderne  ;  celle  «-ilalioii,  juslificalioii  hnuiiicuse  de  la  nécessite  de  la 
Géométrographie,  serait  également  bien  placée  dini-;  ]<•  Cours  de  renseignement 
classifpie. 
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de  la  division  liannoniqiio  et  de  réquipolloiicc,  et  (|iii  pourrait  conduire  à 
beaucoup  d  autres.  Viennent  ensuite  (cli.  ii,  m,  et  iv)  les  lignes  propor- 
tionnelles, Vhomothétie  et  la  similitude,  d'après  cette  définition  logique  : 
<(  Deux  ligures  F,  F'  sont  semblables  quand  l'une  d'elles  est  égale  à  une 
homothétique  de  l'autre.  »  Dans  le  chapitre  v  [Relations  métriques),  il  est 
fait  une  large  place,  selon  le  vœu  de  Charles,  au  théorème  de  Stewart  ;  les 
auteurs  ont  aussi  généralisé  l'emjjloi  des  anti-parallèles,  qui  simplifie  l'écri- 
ture et  rend  les  raisonnements  plus  intuitifs.  Le  chapitre  vi  expose  les  théo- 
ries des  transversales,  du  rapport  anharmoniijue,  des  polaires,  de  Vins'er- 
sion,  etc.  ;  les  chapitres  vu  et  viii  étudient  les  polygones  réguliers  et  la 
longueur  de  la  circonférence  (ou  du  cercle). 

Ce  livre  III,  comme  on  le  voit  par  cette  énuméralion  d'ailleurs  très  incom- 
plète, aborde  un  nombre  considérable  de  sujets.  Il  y  manque  cependant  des 
notions  très  importantes,  celles  relatives  aux  divisions  homogi-apliiques,  à 
l'involution,  aux  triangles  homologiques.  Elles  sont  ici  d'autant  plus  néces- 
saires que  le  cours  n'est  pas  seulement  destiné  aux  élères  de  mathéma- 
tiques élémentaires,  mais  aux  étudiants  de  tous  les  degrés,  jusques  et  y  com- 
pris les  candidats  à  l'agrégation. 

Pour  la  théorie  des  aires  (livre  iy),les  auteurs  ont  suivi,  dans  le  texte, 
la  méthode  classique.  Dans  une  note  finale  (Note  3),  ils  ont  exposé  une 
méthode,  due  à  M.  L.  Gérard,  affranchie  de  tout  postulatum,  et  où  ils 
montrent  que  deux  polygones  quelconques  sont  comparables  et  que  le  résul- 
tat de  la  comparaison  est  indépendant  du  procédé  suivi. 

Deux  autres  notes  (i  et  2)  sont  consacrées  à  la  mesure  des  grandeurs,  aux 
transformations  du  plan  et  à  l'étude  des  groupes  les  plus  simples.  Ces  notes 
sont  certainement  fort  intéressantes  ;  mais  elles  nous  semblent  trop  abstraites. 
Il  serait  utile  de  développer  les  applications,  à  peine  indiquées  pour  la 
note  I  et  qui  manquent  presque  totalement  dans  la  note  2. 

Chaque  chapitre  est  suivi  d'exercices  gradués  :  pour  tous  ceux  qui  offrent 
des  difficultés  sérieuses,  les  auteurs  ont  ajouté  des  indications  sur  la  solu- 
tion. 

En  résumé,  les  cours  de  MM.  Niewenglowski  et  Gérard  contiennent 
d'excellentes  innovations  et  nous  paraissent  appelés  à  rendre  de  grands  ser- 
vices à  l'enseignement.  Nous  n'y  demandons  aucune  suppression  ;  mais,  dans 
le  cours  de  l'enseignement  classique,  diverses  additions  sont  indispensables; 
400  et  même  4^0  pages,  au  lieu  de  36o,  n'ont  rien  d'excessif  pour  un  cours 
destiné  aux  candidats  à  l'agrégation.  Les  auteurs  ont  pris  d'heureuses  ini- 
tiatives, mais  ils  les  ont  prises  un  peu  timidement.  Ainsi,  la  Géométrogra- 
j)liie  a  été  maintenue  par  eux  dans  le  cours  de  1  enseignement  moderne  seu- 
lement ;  c'est  une  demi-mesure  ;  il  s'agit  ici  d'une  science  si  utile  et  si  élé- 
mentaire que  son  introduction,  même  dans  l'enseignement  des  classes  de 
lettres,  s'imposera  certainement  dans  un  avenir  prochain. 

L.  lliriKT  (Paris). 


M.  Nassô.  —  Algebra  elementare  ad  uso  dei  Licei  e  degii  Istituti  tecnici  ; 
I  vol.    iiG  pages;  prix  i  L.    12;  Turin,    libreria   Salesiana,   1898. 

Ce  petit  volume,   destiné   aux  élèves,   est    rédigé   avec  une  extrême  cons- 
cience et  une  grande  clarté.  L'exécution  nuUérielle  en  est  excellente.   Il  se 


m  I!  L  l  O  G  HA  l'IIIK  •ri-) 

«livisc  en    deux  parlies,    la  seconde  comprenant    uiu([iiement    des  exercices 
énoncés,  au  nombre  de  plus  de  2000. 

I/anlcur  n'a  pas  évidemment  la  prétention  d  innover.  Il  suit  lidèlement 
l'ordre  classique  qu'on  a  suivi  avant  lui.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu  on 
trouve  dans  le  Livre  III,  après  les  logarithmes,  la  théorie  des  proportions 
(jui  ilevrail  prendre  place  au  début  des  éléments,  dans  un  enseignement 
rationnel.  On  peut  regretter  aussi  de  ne  pas  trouver  quelques  premières 
indications  sur  la  théorie  des  imaginaires.  Enlîn,  il  est  permis  de  se  demander 
si  la  profusion  des  exercices,  dont  plusieurs  s'appliquent  souvent  à  un 
même  sujet,  est  bien  un  réel  avantage,  même  pour  des  élèves. 

Il  est  juste  d'ajouter  que  ces  défauts  ou  ces  lacunes  sont  probablement 
imputables,  non  pas  à  l'auteur,  mais  aux  programmes  étroits  dans  lesquels 

il    se   trouvait   emprisonné,    et   qui   exercent   leurs  ravages   eu    Italie et 

ailleurs. 

En  dépit  de  ces  critiques  de  détail,  le  livre  de  M.  Nassô  est  fort  intéres- 
sant et  recomniandable,  et  pourra  servir  aux  élèves  comme  guide  très  utile, 
s'il  ne  contribue  pas  à  perfectionner  l'enseignement. 

C.  A.  L. 


J.  Richard.  —  Leçons  sur  les  méthodes  de  la  Géométrie  moderne; 

I  vol.  in-8^  ;  prix  :  o  francs;  Paris,  Société  d  éditions  scientifiques,  iSy8. 

Extrait  de  ravertissemcni.  —  Ces  leçons  de  géométrie  moderne  contien- 
nent des  matières  généralement  enseignées  comme  de  simples  dépendances 
de  la  géométrie  analytique. 

Elles  contiennent  en  outre  l'application  de  ces  théories  aux  lignes  et  sur- 
faces du  troisième  ordre.  On  verra  combien  une  telle  méthode  l'emporte  en 
simplicité  sur  la  géométrie  analytique. 

A'oulant  que  ces  leçons  puissent  être  comprises  même  des  meilleurs  élèves 
de  mathématiques  ('lémentaires,  je  n'ai  nulle  part  supposé  connues  ni  la 
théorie  des  déterminants,  ni  celle  des  dérivées.  Comme  il  était  nécessaire 
d'employer  le  calcul  des  imaginaires,  j'en  ai  fait  l'objet  d'une  leçon. 

Pensant  qu'un  aperçu  sur  la  géométrie  non  euclidienne  était  de  nature  à 
intéresser  le  lecteur,  j'ai,  à  la  lin,  ajouté  une  leçon  sur  ce  sujet,  en  la  faisant 
précéder  de  deux  autres,  nécessaires  à  son  exposition. 

Les  matières  cle  ces  leçons  sont  généralement  étudiées  dans  les  cours  de 
mathématiques  spéciales,  autant  que  le  permet  un  programme  chargé.  Leur 
place  naturelle  serait,  semble-t-il,  dans  le  cours  Elémentaire  supérieur,  qui 
existe  seulement  dans  certains  lycées. 


Alkx.vndroff  (Ivan),  professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Tambov  (Rus- 
sie). —  Problèmes  de  Géométrie  élémentaire,  groupés  d'après  les 
méthodes  It  employer  pour  leur  résolu liou,  traduit  du  russe  sur  la  G*'  édi- 
tion, par  P.  Arioii-,  i  vol.  in-8-'.  Prix  :  5  fr.  Paris,  llermann,  1899. 

Ce  petit  livre  cjui  a  eu,  en  peu  de  temps,  six  éditions  en  Russie,  semble 
appelé,  par  l'esprit  dans  lequel  il  est  conçu,  par  la  clarté  de  son  exposition, 
par  le  nombre  cl  le  choix  des  exercices  résolus  ou  j)roposés,  à  rendre  de 
grands  services  à  renseignement  de  la  Géométrie  élémentaire, 
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On  peut  classer  les  problèmes  de  Géométrie  de  deux  manières.  La  pre- 
mière consiste  à  les  ranger  dans  l'ordre  des  matières  d'un  cours  ou  d'un 
traité  (ligne  droite,  cercle,  figures  semblables,  aires,  etc.);  c'est  celle  qui, 
jusqu'à  ces  dernières  années,  a  été  exclusivement  adoptée  et  que  com- 
mandent d'ailleurs  les  nécessités  de  renseignement  classique.  Mais  elle  a 
l'inconvchiient  d'exiger  pour  chaque  problème  une  solution  spéciale,  Isolée, 
qui  ne  représente  qu'une  didicuUé  surinoiilée  sans  mettre  en  relief /k/  mctliode, 
les  motifs  de  son  emploi  et  sa  possibilité  d'aj)pIiciilion  h  beaucoup  d'autres 
cas. 

La  seconde  manière  consiste  à  classer  les  problèmes  d'après  les  méthodes 
à  employer  pour  leur  résolution,  à  établir  une  théorie  de  chaque  méthode 
et  à  montrer  ensuite  l'application  des  principes  sur  lesquels  clic  repose  aux 
problèmes  de  diverses  natures,  quels  que  soient  les  éléments  de  ligures  qui 
entrent  dans  leur  énoncé.  Cette  marche,  récemment  et  brillamment  inaugurée 
par  un  ouvrage  de  M.  J.  Peteksen  {Méthodes  et  théories  pour  la  résolution 
des  problèmes  de  constructions  géométriques)  est  la  seule  qui  permette,  le 
premier  enseignement  donné,  d'apprendre  aux  élèves  à  résoudre  méthodi- 
quement les  problèmes,  et  qui  puisse  être  féconde  en  résultats. 

C  est  de  ces  principes  que  s'inspire  le  livre  de  M.  Alexandroff,  qui  en  déve- 
loppe 1  application.  Chaque  chapitre  ou  subdivision  de  chapitre  débute  par 
l'exposé  de  la  méthode  à  employer.  L'auteur  doime  ensuite,  pour  chaque 
méthode,  un  grand  nombre  de  problèmes-types,  complètement  résolus  et 
discutés,  qu'il  fait  suivre  des  énoncés  d'un  phis  grand  nomijre  encore  d'exer- 
cices auxquels  la  même  méthode  s'applique. 

L'ouvrage,  divisé  en  quatre  chapitres,  ne  contient  pas  moins  de  900  exer- 
cices, dont  i5o  environ  accompagnés  d'une  solution  détaillée.  Il  est  plus 
spécialement  consacré  à  la  Géométrie  plane  ;  on  trouvera  cependant,  au  cha- 
pitre III,  un  certain  nombre  d'exercices  sur  la  Géométrie  dans  l'espace. 

L,  RiPEKT  (Paris). 

H.  PoiNCAHÉ.  —  La  théorie  de  Maxwell  et  les  oscillations  hert- 
ziennes ;  I  vol.  in-8'^  écu,  80  pages  (collection  Scientia)  ;  prix  2  fr.  :  Carré 
et  Naiid,  Paris,    1899. 

S'il  ne  fallait  aux  mathématiciens  cpie  des  ouvrages  où  pullulent  les  for- 
mules compliquées,  on  devrait  d'emblée  éliminer  du  compte  rendu  bibliogra- 
phique d'une  revue  mathématique  louvrage  dont  nous  avons  le  plaisir  de 
dire  quelques  mois. 

Mais  précisément  pai-cc  cpi  il  est  éciil  dans  une  langue  élégante  et  simple, 
cet  opuscule  sera  douijlemuut  utile  :  aux  physiciens,  qui  désirent  se  mettre 
au  courant  des  théories  de  Maxwell  avant  d'en  aborder  l'étude  mathématique; 
et  aux  mathématiciens,  tpi  il  initiera  au  coté  physic[ue  et  expérimental  de  ces 
questions. 

Mais  avant  de  parKr  de  louvrage  même,  disons  i[uelques  mots  de  celte 
nouvelle  encycloiiédie  Scientiu  qui  s'aimonce  si  bien. 

A  notre  épotpie  où  il  est  nécessaire  d'être  i-a})i(lement  au  courant  des 
questions  scientiliques  actuelles  et  où  il  importe  de  les  voir  sous  un  petit 
volume,  dégagées  en  jjartie  des  nombreux  tâtonnements  expérimentaux  et 
théoriques  qui  les  ont  engendrées,  la  collection  Scicnfia  est  appelée  à  rendre 
de  nombreux  services,  surtout  si  elle  continue  de  s  adjoindre  des  collabora- 
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tcurs  aussi  cUstiiigucs  que  ceux  dont  nousavons  les  noms  sous  les  yeux.  Sim- 
plifier sans  déualurer,  telle  nous  semble  devoir  être  sa  devise. 

A  ce  point  de  vue,  il  faut  reconnaître  que  celte  publication  débute  par  un 
coup  de  maître.  L'opuscule  de  M.  H.  Poincaré  est  un  véritable  chef-d'œuvre 
de  clarté  et  de  concision.  Le  nom  de  son  auteur  en  était  d'ailleurs  la  garan- 
tie. 

Sans  aucune  formule,  par  des  comparaisons  ingénieuses  et  suggestives,  il 
a  su  mettre  à  la  portée  de  tous  ceux  qui  possèdent  les  notions  élémentaires 
d'électricité  un  des  sujets  réputés  les  plus  abstraits  et  les  plus  délicats,  et 
cela  sans  aucune  de  ces  atteiutcs  à  la  vérité  qui  déprécient  tant  d'ouvrages 
dits  de  vulgarisation,  où  la  simplicité  n'est  obtenue  qu'en  sacrifiant  la  réalité. 

C'est  certainement  là  ce  qui  fait  la  valeur  réelle  et  dans  une  certaine 
mesure  durable  de  cet  ouvrage. 

Quant  au  contenu  même  de  l'ouvrage,  le  lecteur  trouvera  exposés  dans  les 
douze  chapitres  qui  le  composent  tous  les  traits  les  plus  essentiels  de  la 
théorie  de  Ma.Kwell.  Chacun  d  eu.x  constitue  en  quelque  sorte  un  résumé 
qu  il  serait  impossible  de  vouloir  résumer  davantage. 

Après  avoir  initié  le  lecteur  aux  principes  fondamentaux  de  la  théorie  de 
Maxwell,  et  cela  sous  leur  forme  la  plus  tangible,  1  auteur  consacre  quelques 
pages  à  l'analyse  des  expériences  qui  ont  précédé  la  découverte  de  Hertz. 
L'étude  des  décharges  oscillantes  des  bouteilles  de  Leyde  et  la  question  du 
double  amortissement  de  ces  décharges  i)ar  la  résistance  ohmique  et  par 
rayonnement  de  réncrgic  dans  1  espace  environnant  y  sont  particulièrement 
mises  en  relief. 

Les  chapitres  suivants  (vi  et  v),  sont  consacrés  à  1  étutle  des  oscillations 
beaucoup  plus  rapides  obtenues  par  Hertz,  oscillations  qui,  les  premières, 
ont  permis  de  donner  un  appui  expérimental  au.v  idées  de  Maxwell.  Ces  cha- 
pitres traitent  du  fonctionnement  de  1  excitateur,  de  ses  diverses  formes,  des 
perfectionnements  qui  y  ont  été  apportés,  ainsi  que  des  moyens  peu  nom- 
breux il  investigation  dont  disposo  1  expérimentateur  dans  ces  délicates 
recherches.  Ces  quel([ues  jiages  mettent  bien  en  évidence  combien  sont  diffi- 
ciles et  souvent  peu  concluantes  les  expériences  de  cette  nature  ;  la  rapidité 
même  des  oscillations  rendant,  le  plus  souvent,  illusoires  les  indications  des 
instruments  généralement  en  usage  dans  les  recherches  d'électricité.  Sous  ce 
rapport,  la  distinction  entre  les  procédés  basés  sur  l'observation  de  l'étin- 
celle et  ceux  basés  sur  une  action  thermique  on  mécanique  facilitera  à  plus 
d'un  lecteur  ou  expérimentateur  l'interprélalioii  correcte  des  résultais. 

Vient  ensuite  la  question  fondamentale  de  la  [)ropagation  des  perturba- 
tions électrouiagnétiques.  L'auteur  en  doinie  une  rapide  et  claire  analyse 
dans  les  chapili-es  \i.  vu  et  viii,  en  faisant  bien  l'essortir  ce  ([ui,  dans  ces 
recherches,  pouvait  valider  ou  inlirmer  le  théorie  de  Maxwell  ;  les  points  les 
plus  essentiels  y  sont  passés  en  revue  :  vitesse  de  propagation  de  l'onde 
électromagnétique  le  long  il  un  lil,  diffusion,  ondes  stationnaires,  phéno- 
mènes de  résonance  multiple  et  il  amortissement,  pour  arriver  à  Vexperimen- 
liiin  crucis,  les  ex])érienccs  de  Karlsruhe  et  de  Genève  qui  ont  tranché  défi- 
nitivement la  question  de  1  égalité  de  la  vitesse  de  j)ropagalion  de  l'onde 
dans  le  lil  et  dans  lair. 

Dès  ce  moment  la  théorie  de  Maxwell  est,  non  pas  tUlinitivement  assise, 
(puiscjue  aucune  théorie  ne  peut  être  considérée  comme  (h'iinitive  et  (ju  ille 
peut  toujours  être  remplacée  par  une  autre,  comme  le  fait  d  ailleurs  remar- 
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i[ii(M-   1  aulcur  au   début  do    1  ouvraj^c),  mais  assurée    de   la   suprématie  sur 
les    lliéories  anciennes  et  particulièrement  sur  celle  des  actions  à  distance. 

Les  quatre  derniers  chapitres  de  l'ouvrage  viennent  enfin  compléter  l'ex- 
posé de  la  théorie  do  Maxwell,  en  montrant  plus  particulièrement  les  analo- 
gies et  les  difl'érences  entre  les  oscillations  hertziennes  et  les  vibrations 
lumineuses.  On  y  trouve  :  la  question  de  la  i)ropagation  dans  les  diélcctri- 
c[ues,  les  relations  plus  ou  moins  bien  vérifiées  entre  l'indice  de  réfraction 
et  la  constante  diélectrique  ;  la  production  des  vibrations  très  rapides  : 
1  imitation  souvent  répétée  des  phénomènes  de  l'optique  tels  que  :  réfraction, 
dispersion,  polarisation,  etc.,  et  enfin  d'intéressantes  considé-rations  sur  la 
synthèse  théoriquement  possible  de  la  lumière  à  l'aide  de  vibrations  élec- 
triques extrêmement  rapides. 

D'un  bout  à  l'autre  de  cet  exposé,  rcnchaînemcnl  est  dune  logique  par- 
faite, et  la  simplicité  de  la  forme  se  trouve  réunie  à  une  grande  hauteur  de 
vue.  Indépendamment  des  considérations  théoriques  et  des  discussions 
cju'elles  entraînent,  une  juste  part  est  faite  à  la  description  des  dispositifs 
expérimentaux  et  des  moyens  d'observation  qui  ont  permis  de  trancher  les 
divers  points  controversés. 

La  lecture  de  l'ouvrage  en  est  rendue  tout  à  fait  aisée,  et  il  en  résulte  pour 
le  lecteur  une  .impression  d'ensemble  très  nette  bien  qu'abrégée,  de  la 
genèse  de  ces  théories,  de  leur  développement  et  de  leur  état  actuel, 

De  telles  qualités,  jointes  au  nom  de  1  auteur,  suffisent  à  assurer  à  cet 
ouvrage  un  succès  comjilet. 

C.-E.  GuYE  (Zurich). 

JuLius  Lange.  —  Jacob  Steiners  Lebensjah.re  in  Berlin  (i82i-i863). 
nach  seinen  Persoiialaktcu  dargestolll  ;  nebst  eineni  Bikinis  von  J.Steiner, 
I  broch.  in-i",  70  p.  Berlin,  Gaertner,  1899. 

En  célébrant  son  7 a"'  anniversaire  de  fondation,  l'École  réale  supérieure  (à 
l'origine  Ecole  industrielle)  de  Berlin  n'a  pas  oublié  de  rendre  en  même 
temps  un  digne  hommage  à  la  mémoire  de  l'un  de  ses  plus  illustres  maîtres, 
le  géomètre  suisse  Jacob  Steiner  (i 796-1 863).  La  brochure  que  vient  de 
rédiger  à  cette  occasion  M.  le  professeur  D'"  Lange  nous  donne  d'intéres- 
sants renseignements  sur  la  vie  de  Steiner  à  Berlin,  où  il  était  venu  se  fixer 
après  avoir  fait  ses  études  à  l'école  de  Pestalozzi  à  Yverdon  et  à  1  université 
de  Heidelberg. 

Dans  un  exposé  très  documenté,  l'auteur  nous  montre  successivement 
Steiner  dans  l'enseignement  privé  et  maître  auxiliaire  au  Gymnase  Werder 
(i8ii-i8i5),  maître  auxiliaire  (182  j-iSig),  puis  maître  principal  (1829-183Î) 
à  l'Ecole  industrielle,  et  enfin  professeur  à  l'Université  |i8j5-i863). 

C'est  précisément  pendant  les  années  passées  à  l'Ecole  industrielle  que 
Steiner  publia  la  plus  grande  partie  de  ses  célèbres  mémoires  sur  la  Géomé- 
trie, et  c'est  pendant  cette  même  période  que  lui  furent  conférés  les  titres 
de  docteur  honoris  causa,  de  professeur  royal  et  de  membre  de  l'Académie 
des  sciences. 

Au  point  de  vue  de  l'enseignement,  celte  publication  offre  un  grand  intérêt  ; 
elle  donne  une  idée  très  nette  de  la  méthoilo  suivie  par  le  savant  géomètre 
dans  ses  leçons  de  mathématiques  élémentaires.  Nous  avons  reproduit  plus 
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liaul  (voir   p.    217)    son    ])lan   d'éludcs     qui,    encore  aiijourd  luii,   niérilerail 
(1  être  pris  en  considération  dans  bien  des  établissements. 

Cette  notice  contient  un  grand  nombre  d  extraits  de  lettres  inédites  cl 
d'actes  officiels  relatifs  aux  différentes  fonctions  occupées  par  Steincr. 
M.  Lange  a  eu  le  privilège  de  puiser  ses  renseignements  aux  sources  les 
plus  sûres  ;  il  a  eu  à  sa  disposition  les  diverses  archives  de  Berlin,  depuis 
celles  du  gymnase  Werder  jusqu'aux  archives  du  ministère  et  de  l'Académie 
des  sciences.  On  se  trouve  donc  en  présence  d'une  étude  historique  très 
documentée,  renfermant  des  détails  précieux  sur  divers  points  qui,  forcé- 
ment, avaient  échappé  aux  deux  biographes  de  Steiuer,  M.  C.  F.  Geiser  (*), 
son  neveu,  et  M.  J.   II.  Graf  ('-j. 

H.   Femr. 


E.  FouRREY.  —  Récréations  arithmétiques;  i  vol.  in-8°,  261  p.,  106  fig.  ; 

Paris,  Xony,   1S99. 

Après  les  i?ec/eafiOH«  mathématiques  de  Lucas,  après  1  intéressant  ouvrage 
de  Rouse  Bail,  récemment  traduit  en  français,  l'auteur  a  pensé  qu'il  y  avait 
place  encore  pour  un  exposé  de  Récréations,  concernant  exclusivement  l'Arith- 
métique. On  ne  peut  que  l'en  féliciter;  son  volume  ne  fait  pas  double  emploi 
avec  ceux  de  ses  prédécesseurs.  Rien  n'est  plus  propre  que  ce  genre  do 
recueils  à  faciliter  linitiation  mathématique:  entre  des  mains  habiles  ce  peu- 
vent être  de  précieux  instruments   pédagogiques. 

M.  Fourrey  s'occupe  successivement  des  nombres  abstraits,  des  applications 
et  des  carrés  magiques.  C'est  avec  plaisir  que  nous  avons  trouvé,  dans  cette 
tleruière  partie,  la  notion  vraiment  géniale  des  lignes  arithmétiques  et  des 
carrés  hyperinagiqnes  de  M.  Gabriel  Arnoux,  qui  mérite  d  être  plus  connue 
et  applic[uée  qu'elle  ne  l'a  été  jusqu  ici. 

En  résumé,  le  livre  de  M.  E.  Fourrey  est  intéressant  et  amusant  pour  tout 
lecteur  aimant  l'Arithmétique.  Il  sera  utile  entre  les  mains  de  tout  éducateur 
«le  l'enfance  avant  conscience  de  sa  mission. 


(')  Ziir  Erinnerung  an  Jacob  Steiuer.  SchaiThausen,   1874. 

(-)  Dec  Mal/iemaiifier  Jacol)  Sleiner  von  Utzcnsdurf.  Berii,  1897. —  Der  lirir/U-ec/i- 
sel  zwisciten  J.  Steiner  iind  L.  Schlœ/li.  13ern,    i8()(>. 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences,  t.  CXXVIII, 
Parig,  Gauthier- Villars,  1899. 

N"  10  (6  mars).  —  W.  Steckloi'f  :  Sur  les  problèmes  fondamentaux  de  la 
pliysique  mathématique.  —  E.  Gouus.vt  :  Sur  le  prolongement  analytique. — 
C.  Stephanos  :  Sur  une  extension  du  calcul  des  substitutions  linéaires.  — 
E.  BoREL  :  Sur  la  nature  arithmétique  du  nombre  c.  —  C.  Guichard  :  Sur 
les  réseaux  conjugués  dont  les  courbes  d'un  système  sont  des  géodésiques. 
—  TziTZÉicA  :  Sur  certains  systèmes  d'équations  de  Lajïlace.  —  Ciiessin  : 
Sur  les  théorèmes  de  Greene  et  de  Cauchy. 

No  1 1  (i3  mars).  —  H.  Poincaré  :  Sur  les  nombres  de  Betti.  —  E.  Val- 
LiKH  :  Sur  l'interprétation  d'un  nombre  restreint  d'observations. 

N*^  12  (io  mars).  —  E.  Blltkl  :  Sur  les  lignes  de  courbure  de  certaines 
surfaces.  —  C.  Guicu.vkd  :  Sur  quelques  applications  de  la  loi  de  parallé- 
lisme des  réseaux  et  des  congruences.  —  P.  St.ïckel  :  Sur  quelques 
propriétés  arithmétiques  des  fonctions  analytiques. 

No  i3  (27  mars).  —  G.  Daruoux  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  du 
second  degré.  —  J.  Boussixesq  :  De  l'effet  produit  sur  le  mouvement  d'incli- 
naison d'une  bicyclette  en  marche,  par  les  déplacements  latéraux  que  s'im- 
prime le  cavalier.  —  L.  Leau  :  Sur  les  fonctions  définies  par  un  développe- 
ment de  Taylor.  —  P.  StjEckel  :  Sur  quelques  projiriétés  arithmétiques  des 
fonctions  aualyti(jues.  —  W.  Steckloff  :  Sur  l'existence  des  fonctions 
fondamentales.  —  H.  Lebesgue  :  Sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables. 

No  14  (4  avril).  —  G.  Daruoux  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  du  second 
degré.  —  J.  Boussinesq  :  Calcul,  tians  une  liypothèse  simple,  du  tléplace- 
ment  latéral  que  doit  s'imprimer  le  cavalier,  sur  une  bicyclette  en  marche, 
pour  porter  le  centre  de  gravité  du  système  à  une  petite  distance  horizon- 
tale voulue  de  la  base  de  la  bicyclette. —  L.-E.  Dickson  :  Plusieurs  groupes 
linéaires  isomorphes  au  groupe  simple  25920. 

N"  i5  (10  avril).  —  Hait  :  Sur  l'intcrprélalion  il'uu  nombre  restreint 
d'observations.  —  A.  Liapol.noi  1  :  Sur  une  équation  <li(férentielle  linéaire 
du  second  ordre.  —  Cli.  Méray  :  Inlerprélation  nouvelle  de  la  condition 
requise  pour  qu'une  intégrale  double,  prise  sur  une  j)lacjue  ilo  surface,  ne 
dépende  que  du  bord  de  celle-ci.  —  Anurade  :  Sur  l'homographie  de  la 
théorie  des  poutres.  —  E.  \Vaels<:u  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure planes  ou  sphéric[ucs.  —  N.-J.  IIaïziuakis  :  Trois  formules  très  géné- 
rales relatives  aux  courbes  dans  lespace. 

N''  16  (17  avril).  —  Cî.  Dakholx  :  Sur  les  transformations  îles  surfaces  à 
courbure  totale  conslanle.  —  LEvi-CivrrA  :  Sur  les  intégrales  périodiques 
des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  — 
M.  PETROwncH   :    Extension    du    théorème    de    la    moyenne    aux    étiualions 
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différenticllos  du  premier  ordre.  —  \\'.  Steckloif  :  Sur  la  théorie  des 
fonctions  fondamentales. 

IN'o  17  (24  avril).  —  G.  Dakboix  :  Sur  les  surfaces  à  courbure  constante 
positive. 

>'°  18  (i"^'-  mai).  —  H.  Poincaré  :  Sur  les  groupes  continus.—  L.-E.  Dick- 
son :  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Fermât.  —  A.  Liapol.xoff  :  Sur 
une  équation  transcendante  et  les  équations  différentielles  linéaires  du  second 
ordre  à  coefficients  périodiques.  —  S.  Zare.mba  :  Sur  le  développement  d'une 
fonction  arbitraire  en  une  série  procédant  suivant  les  fonctions  harmoniques. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  auno  296,  série  5%  vol.  YIII, 

1899  ;  Rendiconti  ;   Rome,  tip.  dclla  R.  ace.  dei  Lincei. 

Fasc.  4  (19  février).  —  Bianchi  :  Sulla  leoria  délia  deformazione  délie 
superficie  di  rivoluzione.  —  Pincherle  :  Di  un'  equazione  funzionale  simbo- 
lica  e  di  alcune  sue  conseguenze.  —  Ciappi  :  Contributo  alla  geomctria  dellc 
masse. 

Fasc.  5  (5  mars).  —  Biancui  :  Sopra  le  superficie  a  curvatura  costante 
positiva.  —  PiNCHERLE  :  Sulle  singolorita  di  una  funzione  che  dipende  da 
due  funzioni  date.  —  Levi-Civita  :  Sulle  congrucnze  di  curvc,  —  Fubini  : 
Sulle  deformazioni  inllnilesimc  délie  superficie  negli  spazi  a  curvatura  cos- 
tante. 

Fasc.  6  (19  mars).  —  Fano  :  Osservazioni  sopra  alcune  equazioni  diffe- 
reuziali  lineari  —  Medolaghi  :  Contributo  alla  determinazione  dei  gruppi 
continu!  in  uno  spazio  ad  n  diniensioni.  —  Levi-Civita  ;  Sulle  equazioni  a 
coppie  di  integrali  ortog.>uali. 

Fasc.  7(9  avril).  —  Ki.ioi.n  :  Sulla  risoluzionc  délie  equazioni  di  sesto  grado. 

Revue  scientifique,  pai  aissaul  le  samedi,  fondée  en  i86'3  ;  4«  série,  t.  II, 
1899,  i*^'"  semestre;  pri.\  d'abonnement  annuel:  Inion  postale,  35  fr., 
Paris,  19,  rue  des  Saints-Pères. 

N"  n  (18  mars).  —  E.  Markuse  :  L  heure  décimale  et  la  loi  votée  parla 
Chambre. 

iS''^  12  (23  mars).  —  A  signaler  deu.\  articles  qui  inléressent  spécialement 
renseignement  niathématii|ue. 

L'un  est  la  reproduction  d  une  conférence  intitulée  rEnscignomcnt  den 
niathéinatiques,  faite  par  M.  E.  Dlci.au.k,  de  l'Institut,  à  lAssociation  philo- 
technique. Il  s'agit  ici  de  renseignement  élémentaire  tel  que  celuiqui  corres- 
pond au.x  programmes  des  écoles  primaires  supérieures.  L'auteur  insiste  tout 
particulièrement  sur  l'importance  d'un  enseignement  rationnel  de  la  Géomé- 
trie et  parle  en  faveur  d'une  méthode  mieux  appropriée  à  létudc  des  premiers 
éléments  que  ne  lest  la  méthode  euclidienne. 

Le  second  article,  intitulé  V /intuition  »uilltéi>i>ifif/iie.  est  la* reproduction 
dune  conférence  faite  par  M.  C.-A.  Laisa.nt  à  llnstitut  ])syclio-physiolo- 
gique.  C'est  l'e.xposé  de  ce  qui  doit  être  la  première  initiation  donnée  à  l'être 
humain  dès  son  enfance.  Il  s  agit  des  premières  notions  empruntées  au 
monde  extérieur,  et  qui  précèdent  l'éducation  mathématique.  A  cet  effet, 
M.  Laisant  montre  j^ar  quelques  exemples  ce  que  Ion  peut  faire  faire  sous 
forme  de  jeu,  soit  dans  le  dj..iainc  de  l'Arithmétique,  soit  dans  celui  delà 
Géométrie. 
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Giornale  di  matematiche  di  Battaglini,  coniinué  par  A.  Capelli  : 
vol.   XXXVII,  1^99  :  piix  (l'aboiiuciueiit  amiuol  :  Union  postale,   i8  L. 

Janvier-février.  —  G.  Ga.llucci  :  Studio  sui  l<'lr?edri  biomologioi  con 
applicazioni  armoniche  ed  alla  confignrazione  di  Klein.  —  I.  M.vssari.m  :  In- 
torno  aile  coniclie  risjDCtto  aile  quali  due  altre  sono  tra  loro  polaii  reci- 
proclie.  —  G.  Gattorxo  :  SuUe  due  curve  luoglii  dci  ccnlri  di  curvalura 
geodesica  e  di  curvalura  normale  di  una  linea  tracciala  su  una  superficie.  — 
E.  CiAM  :  Sopra  la  coufigurazione  di  Kummer. 

Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  Astronomicas,  publi  cado  polo 
U''  F.  Gomes-Tlixeira,  vol.  XIII, n'^  i-5,  1897-1898,  Cuïinbra,  Iraprensa  da 
Universidade. 

Zeitsch.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht,  herausgcgeben  von  J.-C.-V. 
HoFFiMAKN  ;  3o''  année,  1899.  Teubner,  Leipzig. 

N°  2  (mars). —  A.  Schulke  (Osterode)  :  Neuere  Bestrebungen  bcim  Loga- 
rithmenrechnen.  —  AV.  Hey.mann  (Chemnitz)  :  Lehrsalz  ùber  Telraeder- 
Transversalen. 

N"  3  (avril).  —  G.  Leonhardt  (Dessau)  :  Zur  Ableitung  des  Binoniiunis. — 
P.  Mel'Tzxer  (Annabei'g)  :  Die  Reiiien  fiir  cos  .r  und  sin  x. 

Zeitsch.  f.  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  D""  R.  Meu.mke 
u.  D''  M.  Cantok;  t.  :\\,  l'^^r  fascicule  (janvier  1899),  Teubner,  Leipzig. 

Monatshefte  fiir  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  Prof. 
G.  V.  Eschericli  und  Prof.  L.  Gegenhauer  ;  10'-  année,  1899.  Eisenstcin 
et  C'"',  Tienne. 

N*^  2  (avril).  —  C.  AVexdt  :  Note  ûberdie  Krcisfunctionen.  — B.  Igel  :  Zur 
Théorie  der  P'ormen  viertcr  Ordnung.  —  K.  Bobek  :  Ueber  die  Flachen 
dritler  Ordnung.  —  Ed.  Jamsgh  :  Neue  Kriimniungsmittclpunkt-construc- 
tionen  fiir  Kegelschnitte.  —  L.  Gege.nbauek  :  Xoliz  iiber  die  Bcssel  schcn 
Functionen  erster  Art. 

Zeitsch.  f.  d.  Realschulwesen,  herausgegeben  vonE.  CzuBKR  u.  M.  Gloe- 
SER  ;  34*^  année,  n'^  3  el   [.  1899.  Ilolder,  Vienne. 

Unterrichtsblaetter  fiir  Math.  u.  Naturw.,  herausgegeben  von  Prof.  D"" 
B.  ScHWALBE  und  Prof.  Fr.  Pietzkek;  V  année,  n'-**  i  et  2,  1899.  O.  Salle, 
Berlin. 
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LA  MECANIQUE  RATIONNELLE 

ET  LA  MÉCANIQUE  APPLIQUÉE  [') 


Au  point  où  vous  en  êtes  arrivés,  dans  létude  de  la  ^lécanique, 
il  ne  vous  a  pas  échappé,  aussi  bien  dans  les  questions  d'équilibre 
que  dans  les  questions  de  mouvement,  qu'une  difl'érence  fonda- 
mentale, je  pourrais  dire  un  abîme,  sépare  la  théorie  pure  de 
l'application.  II  est  vrai  cependant  que  des  applications  pratiques 
vous  ont  été  indiquées,  chaque  lois  que  l'occasion  s'en  présentait  ; 
mais  avec  d'indispensables  précautions,  et  des  réserves  ayant  pour 
objet  de  vous  mettre  en  garde  contre  des  illusions  dangereuses. 

La  raison  de  la  différence  dont  il  s'agit  est  toute  naturelle. 
Pour  pouvoir  développer  les  théories  mécaniques  qui  vous  sont 
enseignées,  pour  raisonner  en  se  sei'vant  du  secours  de  1  Analyse 
ou  de  la  Géométrie,  il  est  obligatoire  de  soumettre  à  ces  raison- 
nements, absolus  par  leur  nature  même,  des  êtres  créés  par 
l'imagination  de  l'homme,  mais  qui  ne  présentent  pas  d'identité 
avec  ceux  du  monde  réel.  Cela  arrive  déjà  en  Géométrie  ;  vous 
savez  à  merveille  ([ue  les  droites,  les  cercles,  les  figures  géomé- 
triques en  général  n'existent  qu'à  l'état  d'êtres  de  raison.  Cela 
arrive,  li  un  plus  haut  degré  peut-être,  en  Mécanique. 

La  déluiition  des  solides  invariables,  en  particulier,  est  parfaite 
au  point  de  vue  géométrique,  mais  irréalisable  dans  la  nature,  où 
tous  les  corps  que  nous  appelons  des  solides  sont  essentiellement 
déformables.  Si  par  exemple  une  table  repose  par  quatre  pieds 
sur  un  plan  horizontal,  il  est  incontestable  à  priori  que  sous 
chacun  des  pieds  se  produit  une  pression  ;  cependant  le  raison- 
nement nous  montre  que  la  table  et  le  [)lan  d"a[)pui  étant  consi- 
dérés comme  des  solides  parfaits,  ces  pressions  sont  indéter- 
minées. C'est  par  une  hypothèse  qu'on  lève  l'indétermination,  en 


;')  Conférence    faite  le    3o  mars    iSyy  à  1  f]tolc  polytechnique  de  Paris  (élèves  de 
deuxième  année). 

Enseignement  nialh.  iG 
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admettant  quo  le  plan  horizontal  subit  des  déformations  sous 
Faction  des  pressions  (ju'il  supporte.  Une  (piestion  analogue  se  pré- 
sente dansle  mouvement  de  rotation  d'un  solide  autour  d'un  axe  fixe. 

En  hydrostatique,  en  hydrodynamique  ainsi  que  vous  le  veirez 
Ijientôt,  c'est  sur  des  liquides  théoricpies,  c'est  sur  des  gaz  par- 
faits que  l'on  établit  raisonnements  et  calculs.  Or,  ces  conceptions 
n'existent  que  dans  notre  esprit,  l\  la  faveur  de  définitions  créées 
par  nous-mêmes  ;  aussi,  dès  que  nous  voulons  nous  approcher 
d'un  peu  plus  près  de  la  réalité,  sommes-nous  obligés  d'ajouter 
des  définitions  nouvelles,  de  compléter  nos  notions  premières  par 
d'autres,  le  plus  souvent  d'ordre  hvpothétique,  bien  (pi'em- 
pruntées  a  l'expérience  d'une  manière  indirecte. 

C'est  par  centaines,  c'est  d'un  bout  à  l'autre  de  l'enseignement 
de  la  Mécanique  que  pourraient  être  présentées  des  remarques 
pareilles  ;  et  certainement  elles  ont  dû  par  avance  s'offrir  ii  vos 
esprits.  Il  est  donc  bien  superflu  d'insister  davantage,  et  j'aime 
mieux  aborder  maintenant  un  nouvel  ordre  de  considérations. 

Ce  ne  sont  pas  seulement  les  êtres,  ce  sont  les  conditions  des 
phénomènes,  qui  séparent  profondément  la  science  pure  des 
applications.  Alors  que  dans  un  problème  de  Mécanique  i-ation- 
nelle,  même  difficile  et  compliqué,  le  nombre  des  paramètres 
est  limité,  ce  nombre  devient  considérable,  on  pourrait  même 
dire  infini,  dans  le  plus  simple  des  phénomènes  de  mouvement  ou 
d'équilibre  dont  la  nature  puisse  nous  offrir  le  spectacle.  C'est 
par  de  perpétuelles  abstractions,  par  la  suppression  préméditée 
de  toutes  les  circonstances  parasites,  que  nous  simplifions  la 
question  au  point  de  la  rendre  acccssil:)le  au  calcul  ou  à  la  Géo- 
métrie. Il  s'ensuit  que  le  problème  que  nous  pouvons  traiter,  et 
quelquefois  résoudre,  n'est  (j[u'une  image  [irréalisable)  de  celui 
que  nous  présentait  la  nature. 

En  un  mot,  le  calcul  et  en  général  les  raisonnements  mathéma- 
tiques ne  peuvent  rien  créer  ;  ce  sont  de  purs  agents  de  transfor- 
mation ;  ils  ne  rendent  jamais  que  ce  qu'on  leur  a  confié.  Or, 
comme  dans  toute  (juestion  de  mouvement  ou  ne  confie  à  la 
science  pure  que  des  objets  n'existant  pas  dans  la  nature  et 
placés  dans  des  conditions  irréalisables,  il  s'ensuit  (|ue  /a/;/(//6' la 
solution  obtenue  ne  pouria  convenir  ii  une  ap])licalion. 

Sous    une  autre    forme,    nous  pouvons  dire  (|ue  toute  solution 
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d'une  question  de  ^IécanK[uc  appliquée,  traitée  par  le  secours  de 
la  Mécanique  rationnelle,  est  fatalement  lausse. 

I"^st-ce  il  dire  que  la  Mécani([ue  rationnelle  ne  soit  qu'une 
science  vaine,  pouvanf  procurer  sans  doute  des  satisfactions  ;i 
l'esprit  de  riionuue,  mais  qui  se  limite  ;i  une  sorte  de  virtuosité 
mathématique  et  reste  sans  utilité  pratique  ? 

C'est  précisément  le  contraire  que  je  voudrais  essayer  d'établir  à 
vos  yeux,  avec  une  entière  clarté,  après  vous  avoir  exposé  aussi  fran- 
chement que  possible  les  éléments  de  cette  contradiction  apparente. 

Il  importe  en  effet  de  reconnaître  que,  même  dans  ce  milieu 
de  l'Ecole  polvtechni<|ue,  le  nombre  de  ceux  qui  sont  destinés  à 
devenir  des  mathématiciens,  à  vivre  dans  la  science  pure,  est  des 
plus  restreints  ;  tandis  que  chacun  de  vous,  du  jour  au  lendemain, 
peut  être  appelé  à  résoudre  pratiquement  des  questions  prati([ues. 
Et  c'est  justement  en  me  plaçant  sur  ce  terrain  que  je  crois  pou- 
voir vous  montrer  quels  immenses  services  pourra  vous  rendre. 
au  cours  de  votre  carrière,  l'enseignement  de  la  Mécanique  que 
vous  recevez  ici. 

A  quelques  conditions  toutefois  ;  c'est  de  savoir  l'interpréter 
et  en  prohlcr  ;  c'est  d'en  posséder  les  éléments  d'une  façon  assez 
complète  pour  n'éprouver  ni  hésitation,  ni  emjjarras  dans  l'emploi 
que  vous  en  pourrez  faire  ;  c'est  enfin  de  connaître  assez  bien  cette 
science  pour  ne  pas  lui  demander  ce  qu'elle  ne  saurait  vous  four- 
nir, et  pour  exiger  d'elle  ce  qu'elle  peut  vous  donner. 

Qu'il  s'agisse  d'un  problème  d'application  quelconque  dont  la 
solution  concerne  des  choses  mesurables,  jamais  une  solution 
exacte  (dans  l'acception  mathématique  du  mot;  n'est,  ni  possible, 
ni  désirable.  Ce  qu'il  nous  faut,  ce  sont  des  solutions  aj)prochées, 
dans  des  limites  connues  de  nous  à  l'avance,  procurées  par  l'expé- 
rience on  par  la  pratique  antérieure.  f3ès  lors,  si,  en  substituant 
les  êtres  de  raison  dont  je  vous  parlais  tout  i»  l'heure  ii  ceux  qui 
existent,  mais  qui  se  refusent  ii  notre  analvse,  si  en  néaliscant 
de  nombreux  paramètres,  et  même  une  inlinité  de  paramètres. 
nous  avons  l'assurance  ([ue  le  résultat  obtenu  ne  diffcrei-a  pas  du 
résultat  réel  au  delà  des  limites  d'appioximation  imposées,  ce 
résultat  nous  sera  extrêmement  précieux  ;  thé(>rl([uemcnl  (aux,  il 
sera  pratiquement  juste.  Et  s'il  aiiive  (jue  la  sululion  ainsi 
obtenue  n'ait  pu  l'être,  même  au  point  de  vue    purement  mathé- 
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matiquc,  que  par  des  procédés  d'approximation,  elle  n'en  devra  pas 
être  considérée  pour  cela  comme  inférieure,  bien  au  contraire.  H 
suit  de  là  que  bien  souvent  l'impossibilité  des  intégrations  rigou- 
reuses dans  les  questions  de  Mécanique  n'est  pas  un  obstacle 
véritable,  si  l'on  peut  disposer  de  méthodes  d'approximation. 
Il  en  résulte  aussi  qu'une  solution  approchée,  mais  obtenue  par 
des  moyens  simples,  peut  être  préférable  à  une  autre  très  rigou- 
reuse qui  donnerait  beaucoup  plus  de  peine.  Il  y  a  plus  :  c'est 
qu'entre  deux  solutions  d'un  problème  de  Mécanique,  l'une 
rigoureuse  au  point  de  vue  mathématique,  et  l'autre  seulement 
approchée,  il  v  a  des  cas  où  cette  dernière,  à  difficultés  égales, 
présente  une  incontestable  supériorité.  Cela  arrive  notamment  si 
l'on  se  trouve  contraint,  pour  obtenir  la  première,  à  supprimer 
des  paramètres  qu'on  peut  laire  entrer  dans  la  seconde,  et  qui 
rapprochent  davantage  de  la  réalité. 

On  peut  aller  jusqu'à  dire  qu'eu  Mécanique  appliquée,  ce  sont 
toujours  des  équations  approchées  que  vous  avez  à  traiter,  jamais 
des  équations  exactes.  Et  cependant,  les  mathématiques  pures 
nous  rendent  sur  ce  terrain  le  plus  éminent  des  services,  car 
elles  nous  fournissent  le  moyen  de  ne  pas  perdre  le  bénéfice  de 
nos  approximations  antérieures.  Il  est,  par  exemple,  une  règle 
invariable  sur  laquelle  M.  Léauté  n'a  pas  manqué  d'appeler  votre 
attention,  et  dont  l'importance  est  si  considérable  que  je  tiens  à 
y  revenir  ici;  c'est  celle  qu'on  peut  formuler  en  ces  termes: 
u  On  intègre  une  écjuation  approchée  ;  on  ne  la  diflerentie  pas.    » 

Pour  vous  en  faire  comprendre  l'esprit,  je  prends  le  plus 
simple  des  exemples,  celui  d'une  fonction  F(/)  d'une  seule 
variable  ;  si  /"(/)  est  une  fonction  approchée  de  F(/)  nous  pou- 
vons écrire  F(^)  =  f[l)  -\-  cp  (/),  et  nous  savons,  tout  au  moins 
dans  un  certain  domaine  de  A'ariation  de  /,  que  'j>  (/)  conser- 
vera des  valeurs  petites,  que  nous  pouvons  négliger,  et  qui  res- 
tent en  tout  cas  inférieures,  en  valeur  absolue,  à  une  limite  H 
connue  de  nous. 

Si,  dans  un  intervalle  donné,  compris  dans  le  domaine  où  '^(/) 
reste  ainsi  inférieur  à  0,  nous  venons  à  intégrer  F(/)  df,,  nous 
aurons 


/"'  /"'  /"i 

Jto  Jto  Jlo 
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La  seconde  intéorale  conservei'a  une  valeur  positive   ou    néoa- 
tive,  dont   le  module    sera  inférieur    à    (/^  —  /J8.    Si    donc   nous 

prenons   1  f.j)  d(  ii  la  jilace  du  premier  membre,  nous    aurons,  pai" 

défaut  ou  par  excès,  une  erreur  inférieure  à  [t^  —  t^^,  du  même 
ordre  de  grandeur  que  0. 

Si  au  contraire,  nous  avions  écrit 

t"'(o  =  r(')+?'(n, 

nous  ne  pourrions  rien  affirmer  sur  la  grandeur  de  '^'(/)  et  la 
substitution  de  /'  ii  F  nous  conduirait  aux  plus  grossières 
erreurs. 

Une  représentation  graphique  rend  du  reste  intuitive  la  cons- 
tatation  que  nous  venons  de  faire. 


Si  deux  courbes  F  et /'sont  rapprochées  Tune  de  l'autre,  et  si 
nous  prenons,  entre  deux  ordonnées  M^Po,  ^IjPp  les  aires  de  ces 
deux  courbes,  elles  dilTéreront  peu  ;  l'une  des  deux  sera  une 
valeur  approchée  de  l'autre.  C'est  l'intégration. 

La  dill'érentiation  consisterait  à  prendre  les  coefficients  angu- 
laires des  tangentes,  pour  des  points  de  même  al)scisse,  et  l'on 
voit  ([uelles  difTéicnces  considérables  les  directions  de  ces  tan- 
gentes peuvent  présenter,  bien  que  la  difï'érence  des  ordonnées 
'■s[l)  reste  très  petite 

Ces  considérations  nous  montrent  que  l'esprit  mathématique 
et  la  possession  des  méthodes  niathématiqucs  sont  indispensables 
pour  l'étude  de  la  Mécanique  ;  mais  elles  ne  sullisentpas.  11  faut 
en  outre  y  apporter  des  <|ualll('s  de  jugement  et  de  logique 
générale  (pil  jouent  parfois  un  rôle  prépondérant  dans  les  pro- 
blèmes dapplicalion.  I^u  résumé,  sans  mathématiques,  pas  de 
Mécani(|ut'  ralionuelle,  et  par  conséquent  pas  de  Mécani([ue 
applitpiée  ;  mais    avec    les    mathémati(pies     seules,    pas    d'étude 
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approfondie  de  la  Mécani(jue.  Et  il  s'exposerait  à  de  cruels 
mécomptes,  celui  qui  ne  verrait  dans  la  Mécanique  qu'un  prétexte 
à  développements  analytiques  plus  ou  moins  brillants. 

D'ailleurs,  pour  nous  en  tenir  à  la  Mécani(|ue  rationnelle,  il 
est  intéressant  de  remarquer  la  position  particulière  (jui  lui  est 
assignée  dans  réchelle  des  sciences  par  sa  nature  même.  Placée 
aux  limites  de  la  science  mathématique  pure  et  sur  les  frontières 
de  la  Physique,  elle  emprunte  ses  vérités  premières,  ses  principes 
généraux  au  monde  extérieur.  Ce  ne  sont  plus,  comme  en  Géo- 
métrie ou  dans  le  calcul,  des  axiomes  réputés  évidents;  ce  sont 
des  vérités  d'expérience,  constatées  sur  les  mouvements  des 
corps  naturels,  découvertes  par  la  puissance  d'observation  et  de 
pénétration  de  génies  exceptionnels,  transportées  par  eux  des 
corps  naturels  aux  êtres  idéaux  sur  lesquels  on  est  contraint  de 
raisonner,  et  vérifiées  par  les  innombrables  conséquences  qu'on 
en  déduit  et  ([ui  jamais  ne  se  sont  trouvées  en  défaut.  Ce  carac- 
tère spécial  fait  participer  la  ^lécanique  aux  sciences  mathéma- 
tiques d'une  part,  aux  sciences  physiques  de  l'autre,  et  lui  donne 
ainsi  un  rang  tout  spécial  dans  réchelle  des  connaissances 
humaines. 

Lorsque  nous  en  venons  aux  applications,  ainsi  que  je  vous  l'ai 
signalé  déjà,  nous  sommes  conduits  à  serrer  de  plus  en  plus  près 
les  phénomènes  par  une  sorte  de  série  d'approximations  succes- 
sives. Il  nous  faut  pour  cela  faire  entrer  dans  les  questions  de 
nouveaux  paramètres,  primitivement  considérés  comme  négli- 
geables. Comment  s'opérera  cette  introduction  ?  Vous  avez  pu  le 
constater  déjà  :  par  des  hypothèses.  Dans  la  théorie  de  l'énergie, 
vous  avez  remarqué  au  passage  les  hvpothèses  sur  la  constitution 
des  corps  naturels,  sur  leur  organisation  moléculaire,  sur  la 
chaleur  ;  en  Hydrostatique,  vous  savez  que  ce  sont  des  hypothèses 
qui  vous  permettent  de  définir  les  fluides  ;  vous  verrez  bientôt 
des  hypothèses  nouvelles  apparaître  dans  la  théorie  de  l'élasti- 
cité, dans  celle  de  la  lumière,  <jui  s'y  rattache  étroitement  ;  la 
théorie  des  machines  à  vapeur  et  des  machines  thermiques  en 
général  exige  l'intervention  de  la  Thermodynamique,  assujettie 
elle-même  h  des  hvpotiièses  ;  et  plus  généralement  encore,  nous 
pouvons  dire  que  la  Phvsitjue  nuithématique  tout  entière  se 
résout  en  fin  de  compte  en  problèmes  de  Mécani<jue,  mais  grâce 
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à  l'appoint  des  hypothèses  lonrnies  par  hi  Physique,  et  obtenues 
par  Texpérience  et  robservation. 

De  là  un  lien  de  plus  entre  la  ^lécanique  et  les  sciences  phy- 
siques. Seulement,  les  méthodes  de  la  Mécanique  conservent 
toujours  leur  immuable  impcccabilité,  alors  que  les  hypothèses 
de  la  Phvsique,  ou  même  les  lois  physiques  sont  essentiellement 
révisables.  Mais  comme  une  hypothèse  reste  bonne  tant  qu'elle 
suffit  à  expliquer  tous  les  phénomènes  connus,  les  paramètres 
que  cette  hvpotlièse  permettra  d'introduire  dans  le  calcul  s'y 
trouveront  utilement  introduits  et  permettront  d'arriver,  dans  les 
applications,  à  une  approximation  plus  satisfaisante. 

11  est  prudent,  toutefois,  même  après  cette  approximation 
obtenue,  de  rester  un  peu  en  méfiance  contre  soi-même,  de  con- 
trôler les  résultats  par  tous  les  movens  dont  on  dispose,  de  ne 
mépriser  ni  l'esprit  pratique,  appuvé  sur  le  bon  sens,  ni  robser- 
vation, ni  l'expérience,  (^uand  on  rélléchit  par  exemple,  aux 
erreurs  d'interprétation  qui  ont  persisté  chez  les  esprits  les  plus 
éminents  sur  l'application  du  théorème  des  aires,  jusqu'à  une 
époque  toute  récente,  et  cela  d'une  façon  tout  à  fait  générale,  on 
se  sent  pris  d'un  salutaire  scepticisme,  et  l'on  se  garde  d'une 
outrecuidance  exagérée. 

Puisque  je  viens  de  citer  cet  exemple  du  théorème  des  aires, 
permettez-moi  de  vous  rappeler  rapidement  à  quelle  occasion  la 
question  a  été  soulevée  et  élucidée,  il  y  a  fort  peu  de  temps. 
On  soutenait,  en  vertu  du  théorème  des  aires  (mal  appliquée, 
qu'un  animal  tombant  librement  ne  saurait  se  retourner  pendant 
sa  chute.  L'expérience  du  chat  retombant  sur  ses  pattes  semblait 
bien  montrer  le  contraire,  mais  cette  expérience  ne  présentait 
pas  un  caractère  scientifique  ;  on  la  renouvela,  grâce  aux  remar- 
quables procédés  de  photographie  instantanée  de  ^I.  Marey,  et 
on  put  reconnaître  que  le  retournement  s'effectuait  parfaitement 
au  cours  de  la  chute.  L'Académie  des  sciences  fut  à  cette  occa- 
sion, dans  le  public  superficiel,  l'objet  de  plaisanteries  aussi 
faciles  (ju  innocentes.  Et  cependant  olle  a  ainsi  contribué  ii  faire 
la  lumière  sur  un  point  délicat  de  la  science  du  mouvement,  à 
dissiper  une  erreur  générale,  et  à  ouvrir  des  voies  nouvelles  à 
l'esprit  humain. 

Peu  apiès  les  expériences  dont  je  parle,  en  effet,  M^L  Fouché  , 
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uiiciens  élèves  de  l'Iùole  polylechuicjue,  molliraient,  clans  une 
substantielle  étude  coininuni([uéc  à  l'Académie,  (ju'il  dépendrait 
de  la  volonté  de  l'homme  de  changer  l'axe  de  la  rotation  de  la 
terre,  (l'est  un  résultat  qui  n'est  assurément  pas  d'une  applica- 
tion pratique,  mais  dont  personne  ne  saurait  méconnaître  la 
haute  portée  au  point  de  vue  de  la  philosophie  naturelle.  Sans 
l'étude  expérimentale  de  la  chute  du  chat,  qui  pourtant  semblait 
enfantine,  on  n'aurait  sans  doute  pas  songé  à  aborder  un  sem- 
l^lablc  proljlème,  et  le  théorème  des  aires  aurait  continué  à  rece- 
A'oir  une  interprétation  aussi  fausse  qu'incontestée. 

Ne  vous  fiez  donc  pas  sans  réserve  à  l'esprit  mathématique  cjui 
a  dominé  votre  éducation  scientifique  préparatoire.  La  science 
mathématique  est  infaillible,  mais  nous  ne  le  sommes  pas;  et 
nous  pouvons  arriver  a  des  conséquences  fausses,  en  croyant 
raisonner  juste.  -Niais  en  même  temps,  dites-vous  bien  que  cette 
instruction  mathématique   est  un  instrument  indispensable. 

Ceci  me  conduit,  au  point  de  vue  des  applications  des  sciences, 
et  surtout  de  la  science  du  mouvement,  à  vous  parler  d'un  para- 
doxe, que  je  regarde  comme  profondément  pernicieux.  Quelques- 
uns  d'entre  vous  peut-être  ont  eu  l'occasion  de  rentendre  énon- 
cer ;  tous,  vous  le  rencontrerez  sur  votre  chemin  un  jour  ou 
l'autre.  De  soi-disant  praticiens  et,  chose  plus  triste  à  constater, 
parfois  des  ingénieurs  ayant  la  même  origine  que  vous,  viendront 
vous  dire  :  «  j'ai  oublié  toutes  les  notions  mathémali([ues  que 
«  j'ai  dû  apprendre  jadis;  ce  bagage  ne  nous  est  pratiquement 
((  d'aucune  utilité  ;  tout  au  plus  peut-être  a-t-il  contribué  pour 
«  sa  part  à  la  lormation  de  notre  cerveau,  et  à  nous  donner  1  ha- 
«  bitude  du  travail  et  un  certain  esprit  de  méthode.  Mais  d'une 
«  façon  directe,  cela  ne  nous  sert  à  rien.  Xous  avons  un  sens 
«  pratique  personnel,  développé  par  l'expérience,  avec  les 
«  années  ;  et,  quant  aux  résultats  que  nous  sommes  conduits  à 
«  calculer  ou  it  déterminer,  ils  nous  sont  fournis  par  des  formules 
«  eiHpiii([U('s,  j)ai'  des  tables  toutes  laites,  par  des  procédés 
«  d  un  usage  courant,  et  ([ui  ne  nous  oi)ligent  j)as  à  remettre  en 
«  é([uatioiis  nos  problèmes,  ce  (|ue  nous  ne  saurions  plus  iaire 
(f  au  bout  de   tant  il  années.   » 

A  peine  un  pareil  langage  serait-il  raisonnable  si  les  questions 
se    présentaient    toujours,    dans    la    pialicpie,    sous    des    formes 
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identi<[ues,  ou  m»''iue  simplement  comparables;  mais  (juil 
s'agisse  de  construire  un  pont  métallique,  d'établir  une  voûte, 
un  barraoe,  un  mur  de  soutènement,  de  laire  le  projet  d'une 
bouche  il  leu  ou  celui  dune  machine  ii  vapeur,  chaque  fois  on 
,  verra  se  révéler  dans  la  question  des  conditions  paiticulières 
méritant  une  étude  particulière  aussi.  Les  formules  toutes  faites 
et  les  tables  sont  de  précieux  auxiliaires  ;  elles  vous  prouvent 
que  des  gens  ont  eu  la  patience  de  se  livrer  préalablement  à  un 
travail  qui  allégera  matériellement  votre  peine  et  vous  fera 
gagner  du  temps.  Mais  celui  qui  ne  s'en  rapporterait  qu  aux 
résultats  empiriques  et  à  son  sens  pratique  personnel  ne  serait 
(ju'un  manoHivre,  fort  habile  peut-être,  nuiis  non  par  un  ingé- 
nieur. A  peine  admettrait-on  (junn  charpentier  ou  un  aj)pareil- 
leur,  sacliant  merveilleusement  tracer  lépure  dun  escalier  ou 
d  une  voiVte  compli([uée,  vint  déclarer  que  la  Géométrie  descrip- 
tive est  d'une  utilité  nulle;  cela  lui  serait  permis  peut-être  s'il 
ne  l'avait  jamais  sue.  Mais  quand  il  s'agit  des  mouvements,  des 
effets  que  produisent  les  forces,  des  problèmes  qui  s'imposent  à 
l'ingénieur  d'une  façon  chaque  jour  plus  impérieuse,  je  ne  crois 
pas  exagérer  en  déclarant  (|ue  cet  appel  absolu  au  sens  pratique 
et  cet  ostracisme  prononcé  contre  la  science  sont  de  véritables 
blaspiièmes. 

(^uaut  aux  consé([uences  effectives  d'une  pareille  laçon  de 
procéder,  c'est  précisément  le  bon  sens  qui  nous  montre  ce 
qu'elles  peuvent  être.  Si,  faute  d'une  analyse  sullisante,  vous 
vous  êtes  trompé,  l'expérience  viendra  rectifier  votre  erreur  par 
l'écroulement  de  la  construction,  l'explosion  du  canon  ou  1  im- 
possibilité de  mettre  en  marche  la  machine.  C'est  peut-être  un 
peu  tard.  Et  mieux  vaudrait,  en  se  gardant  bien  entendu, 
d'écarter  les  leçons  de  lexpérience  antérieure,  avoir  pris  le  soin 
d'apj)rolondir  préalablement  le  problème,  en  usant  de  toutes  les 
ressouices  mises  ii  notre  disposition. 

i'armi  ces  ressources,  celles  ([ui  résident  dans  la  connaissance 
de  la  Mécanique  rationnelle  sont  particulièrement  précieuses  et 
utiles.  Gardez  donc  avec  soin  vos  notes  d  élèves  et  les  leuilles 
de  vos  cours  de  Mécanique.  (Aortes,  vous  ne  conserverez  pas 
constamment  dans  la  mémoire  le  détail  de  toutes  les  démons- 
trations et  les  finesses  de  calcul  ;  mais  les  théories  essentielles. 
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niiiis  les  jrrantlcs  idées  directrices  vous  resteront.  VA  plus  d'une 
lois,  à  l'occasion  de  ([uestions  pratiques  se  présentant  à  vous  au 
cours  de  votre  carrière,  vous  verrez  grand  profit  à  consulter  ces 
anciens  documents,  à  vous  remettre  en  mémoire  ce  que  vous 
savez  aujourd'hui,  à  faire  quelques  équations,  à  reprendre  cer- 
tains problèmes  de    ^lécanique  rationnelle. 

Et,  d'un  autre  côté,  la  Physique,  avec  ses  perleclionnements, 
arrivant  de  plus  à  plus  h  pénétrer  dans  le  domaine  de  la  Méca- 
nique,, ainsi  que  je  vous  l'ai  lait  comprendre  tout  à  Tlieure,  et 
l'immense  majorité  des  questions  pratiques  que  vous  aurez  à 
résoudre  relevant  de  la  ^lécanique  directement,  ou  bien  de  la 
Physique,  je  crois  pouvoir  avancer  la  proposition  suivante,  qui 
résume  la  pensée  maîtresse  de  cette  conférence  : 

Pour  l'ingénieur,  la  ^Mécanique  appliquée,  c'est  le  but  ;  la 
Mécanique  rationnelle,  c'est  le  moyen. 

C.-A.  Lais.\..\t. 


SUR   L'ÉGALITÉ,  ET   SUR   L  INTRODUCTION 

DES  ÉLÉMENTS  DÉRIVÉS  DANS  LA  SCIENCE 


I.  Lorsqu'on  dit  dans  le  langage  ordinaire  :  l  objet  x  est  é^al  à 
Vohjct  II,  on  entend  dire  que  toute  propriété  de  x  est  aussi  une 
propriété  de  jj  ;  mais  le  mot  tout  n'a  pas,  en  général,  la  signifi- 
cation absolue  de  totalité,  car,  bien  souvent,  on  considère  un 
groupe  spécial  de  propriétés,  et  il  reste  sous-entendu  tpie  le  mot 
tout  se  réfère  seulement  h  ce  groupe. 

Cela  se  présente,  non  seulement  dans  le  langage  ordinaire 
mais  aussi  dans  le  langage  scientifique.  Dans  plusieurs  traités  de 
Géométrie,  même  parmi  les  plus  récents,  on  dit,  suivant  Euclide  : 
la  fii^ure  x  est  éi^ale  à  la  /is^nire  v,  pour  exprimer  que  x  est  super- 
posahle  à  v,  laisant  de  telle  sorte  abstraction  de  toute  propriété 
de  position  des  ligures  géomélri([ues.  Kuclidc  exprime  par  la 
phrase  :  la  fii^ure  x  est  égale  à  la  figure  y,  ce  cpii  aujourd'hui  reste 
exprimé  par  la  phrase  :  x  est  é(pii\>alent  à  y.  Les  deux  membres 


DES   ÉLÉME.\T.S   DÉRIVÉS   D  A  X  S   LA    SCIESCE  247 

d'une  formule  de  chimie  représentent  deux  corps  qui  ont  des 
propriétés  bien  dillerentes,  en  général,  et  l'égalité  se  rélère  seu- 
lement aux  poids  atonii([ues. 

Si  nous  écrivons  r  a  //  pour  exprimer  que  l'objet  x  est  dans  la 
relation  a  avec  y,  ab)rs  les  relations  exprimées  par  les  phrases 
ordinaires  est  si//j('r/)osah/e,  est  équivalent^  appartiennent  ;i  la 
catéo-orie  des  relations  a  qui  jouissent  des  propriétés  : 


réflcxis'e,  c'osl-à-dirc  .ra.r, 


(i)  symétrique,  c'cst-à-diro  si  X7.y,  alors  ra.r, 


transitive,  c'est-à-dire  si  xar  el  si  jxr,   alors  x  7.z, 


et  à  la  même  catégorie  appartiennent  les  relations,  est  senihhihle, 
est  parallèle  ('\  Alors  si  ou  trouve  correct  d'écrire  .v  = //,  ou 
bien  de  dire  .r  est  égal  à  ij,  au  lieu  de  .v  est  superposa hle  à  y, 
on  doit  estimer  pouvoir  écrire  aussi  x  =  tj  au  lieu  de  .v  est  équi- 
valent, semblable,  parallèle  à  y,  car,  si  dans  le  premier  cas  l'éga- 
lité se  réfère  seulement  aux  propriétés  métriques  des  figures, 
dans  les  autres  cas  elle  se  réfère  seulement,  et  respectivement, 
aux  propriétés  CC extension,  de  forme,  de  direetion  ou  à" orienta- 
tion . 

Il  restera  donc  ii  démontrer  xpie  le  signe  =  est  employé  habi- 
tuellement pour  exprimer  la  superposabillté  et  non  les  autres 
relations,  car  la  superposabilité  a  des  propriétés  qui  ne  sont  pas 
communes  aux  autres  relations  que  nous  venons  de  considérer. 
Nous  ne  connaissons  pas  ces  propriétés,  mais,  en  revanche,  nous 
pouvons  faire  observer  (pi'en  mathématique  le  signe  =  est 
employé  pour  exprimer  une  relation  qui  a  toutes  les  propriétés 
de  la  superposabilité  (les  propriétés)  (i)  et  une  autre  encore  que 
la  superposabilité  ne  possède  pas.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple, 
en  Analyse  (-)  où  pour  les  nombres  x  et  y  la  relation  x=y 
f'st  réflexive,  svmétrif[ue,  transitive  et,  de  plus,  est  telle  que  toute 
propriété  analyliipie  de  .r  :  'j  est  aussi  unt;  propriété  analytique 
(h'  //.    Or   en    (Jéométrie    si    la    figure   x    est    snperposable    à    la 


(')  Dans  les  plus  rért'iits  truilôs  on  adiiul,  par  définition,  qu  une  droite  csl 
parallèle  à  ellc-inènie. 

{■)  Sans  parler  de  la  Physi(jue,  où  on  a  la  même  propriété  pour  la  tcniprrature, 
la  masse 

(')  r  est  lin  nombre /),,.s77//'.  nii^utif,  njiiiplcxe  J  ordre  n;  x  est  une  fonction  con- 
tinue. intr<(r<il>e,  liinilcc . 
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(igtiie  //,  toutes  les  propriétés  géomélriqncs  de  .r  ne  sont  pas,  en 
général,  propriétés  de  /y  (les  propriétés  de  position). 

Nous  pouvons  observer,  sous  une  l'orme  plus  générale,  qu'en 
plusieurs  cas,  lorsque  nous  disons  que  .r=?/,  nous  ndmetlojis 
aussi  qite^  u  étant  une  classe  contenant  .r,  u  conl/ent  aussi  //  :  or, 
ce  lait  n'a  pas  lieu  pour  toutes  les  relations  (^ui  satisfont  aux 
conditions  (i);  car,  par  exemple,  si  .r  est  équivalent  it  ?/,  .v  étant 
un  triangle,  cela  n'entraîne  point  nécessairement  que  y  soit  un 
triangle.  Sous  cette  dernière  forme  le  signe  =  a  la  significa- 
tion cju'on  donne  d'habitude  à  la  phrase  est  identique  ;  et  il  est 
bon  d'observer  que  pour  toute  relation  (i)  on  obtient  l'identité 
pour  des  éléments  qui  sont  Jonctions  des  éléments  considérés  ; 
par  exemple,  la  figure  x  est  êquii>alente  à  y  exprime  que  Ve.vten- 
sioti  [longueur,  aire,  i>olume)  de  .r  est  identique  ii  l'extension  de  ?/; 
a'  est  semblable  n  y  exprime  que  la  forme  de  .r  est  ide/itiq/ie  à  la 
forme  de  y;  la  droite  x  esX.  parallèle  \\  la  droite  y  exprime  que  la 
direction  de  x  est  identique  à  la  direction  de  ij . 

2.  De  ce  que  nous  venons  de  dire  il  résulte  qu'il  convient  de 
donner  au  si<jne  =^  et  ;t  la  dénomination  est  èisal  à  une  signi- 
fication  scientifique  fixe  et  absolue,  et  d'exprimer  toute  autre  rela- 
tion (i)  par  des  signes  de  forme  différente  du  symbole  =. 

Dans  le  Formulaire  de  Mathématiques  (t.  11,  §  i,  prop.  8o] 
Téo-alité  fou  identité^  est  définie  de  la  manière  suivante  : 

DÉi-iMTiox.  —  Pour  que  V objet  x  soit  égal  à  l  objet  y,  il  faut  et 
il  suffit  que  toute  classe  qui  contient  Vobjet  x  contienne  aussi 
V objet  y. 

Dans  ce  ([ui  va  suivre  nous  admettons  établie,  une  fois  poui' 
toutes,  cette  définition,  dont  la  signification  exacte  dépend  des 
propriétés  qui  dans  le  Formulaire  de  Mathématiques  (t.  II,  §  i; 
sont  atti'ibuées  au  mot  classe  et  aux  éléments  londamentaux  de 
la  logique  générale.  Nous  ne  rappelerons  pas  ces  propriétés  ; 
le  lecteur  les  trouvera  au  Formulaire  cité  ('). 

Les  traités  ordinaires  de  mathémati([ues  élenuMilaiies  donnent 
la  d('(iiiilion  de  l'égalité  en  disant  (pie  .r  =:  ?/  lorsque  .r  peut  être 
substitué  à  y  en    fous  les   cas.   C.etle    définition   est    une    translor- 


(')   Pour  les    dillV' rentes  sigiiificalioiis    (|iii'    li's    l()j;ici('ns    doiiniMil   au   mot  ctasse, 
voir  licvuc  (le  Mathcmatiqucs,  dernier  l'ascicide  de   iStjS. 
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niation  de  celle  de  Leibniz,  Eacleni  simt  quorum  unuin  in  aUe- 
rius  locuni  subslitui  polest^  saU>a  veritale,  laquelle,  comme  d'or- 
dinaire, nVxpliqiie  pas  la  signification  exacte  du  mol  suhstitui. 
La  définition  du  Formulaire,  que  nous  venons  de  rappeler,  peut 
être,  si  l'on  veut,  considérée  comme  la  traduction  en  termes  dont 
les  lois  logicj^ues  sont  fixées,  de  la  définition  de  Leibniz.  Elle  se 
réduit  à  la  forme  suivante  :  .r=  ij  lorsque  toute  propriété  de  x  est 
une  propriété  de  y,  si  à  la  relation  .v  est  un  élément  de  la  classe  u 
on  donne  la  signification  :  x  jouit  dune  propriété  exprimée  par 
la  classe  u  ('). 

De  la  définition  générale  de  Tégalité  résultent  les  propriétés 
suivantes  (■]  : 

X  =  r  (propriété  réflexive  de  l'égalité). 

Si  x=  y  alors  y  =  x  (propriété  symétrique  de  l'égalité). 

Si  y;.  =  y  et  si  y  :^  z  alors  x  =  z  (propriété  transitive  de 
l'égalité). 

Si  u,  V  sojit  des  classes  et  u  =^=  v  alors  tout  u  est  v  et  tout  v  est 

un- 

En  toute  correspondance  univoque  entre  les  éléments  de  la 
classe  u  et  les  éléments  de  la  classe  v  à  des  objets  éi;ciu.r  de  u  cor- 
respondent des  objets  égaux  de\. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  d'égalité  entre  le  couple 
[x,  y)  et  le  couple  (a,  b)  est  x=  a  <?/  y  =  b. 

Nous  donnons  la  démonstration  complète  des  propriétés  sui- 
vantes   (non    encore  énoncées  par  d'autres). 

'.].  Nous  avons  fait  observer,  dans  le  n°  i,  que  si  x,  ij  sont  des 
nombres  et  si  x  =ij,  alors  toute  propriété  analyticpie  de  .1  est 
aussi  une  propriété   analytique  de  y.  INIais  la  définition  générale 


(')  Par  exemple  la  plirase  :  le  noiubre  x  a  la  propriété  d'èlre  plus  j)ctit  (jue  i, 
signifie  ((  ./■  est  un  des  éléments  de  la  elasse  des  nombres  plus  petits  que  i  »  ;  la 
phrase  «  la  figure  géométrique  x  a  la  propriété  d'être  un  triangle  »,  signifie  «  .r  est 
un  triangle  »  et  le  mot  triangle  est  un  nom  commun,  est  une  classe  de  figures 
géométriques. 

(*)  Formulaire  île  Mailicniatit/ues,  t.  II,  g  1,  propositions  81,  82,  83,  84,  85,  5o3,  8(5. 

(')  Linversc  de  cette  propriété  est  vrai  ou  faux  selon  qu'une  <-lasse  est  considérée 
comme  dépendant  seulement  de  ses  éléments,  ou  est  considérée  comme  dépeniiant 
aussi  de  lu  /tusilioii,  de  Vortlre....  de  ses  éléments.  Pour  donner  au  mot  classe  la  j)re- 
miùre  sigiiifi(^atiun,  il  faut  poser  comme  proposition  primilive  :  Si  tout  u  eut  v  el  si 
(oui  V  esl  u,  alors  u  =  v.  Dans  le  i'ornuitaire  on  donne  pour  définition  la  signification 
de  K=  c.  (T.  Il,  §  I,  prop.   iC  et  p.  Jg.) 
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d'égalité,  que  nous  venmis  crétablir,  ne  se  liniile  pas  aux  pro- 
priétés analytiques  et  comprend  un  champ  plus  grand  de  pro- 
priétés. De  même,  x,  y  étant  deux  points,  pour  établir  que  x^^^y. 
est-il  sulllsant  de  prouver  que  toute  ligure  .classe  de  points)  qui 
contient  x  contient  aussi  //,  ou  bien  devons-nous  lecourir  à  toute 
classe  ïi  pour  lesquels  nous  ne  connaissons  pas  la  signilication  de 
la  phrase  le  point  x  est  un  élément  de  u  ?  Le  théorème  suivant  va 
résoudre  la  question. 

ThéorÎ£me  I.  —  Si  u  est  une  classe  et  si  x,  y  so/it  éléments 
de  u,  alors  la  condition  nécessaire  et  suffisante  d'ègalilé  pour  x 
et  y  (x:^y)  est  que  :  toute  classe  formée  avec  les  u  et  contenant  x 
contienne  aussi  y. 

La  condition  est  nécessaire  ;  cela  résulte  immédiatement  de  la 
définition  d'égalité.  Si    la  condition  est  vérifiée   et  si   a  est  une 

o 

classe  contenant  a',  alors  la  classe  commune  à  u  et  a  est  une  classe 
formée  par  les  u  et  par  suite  elle  contient  y  ;  mais  si  la  classe 
commune  à  u  et  a  contient  y,  a  contient  aussi  y.  Par  conséquent 
si  la  condition  est  vérifiée,  toute  classe  (|ui  contient  x  contient 
aussi  y  et,  par  la  définition  d  égalité,  x  =  y,  c  est-ii-dire  que  la 
cojiditlon  est  suff  santé. 

Donc  pour  vérifier  la  condition  x  =^  y,  ([uand,  par  exemple, 
X,  y  sont  des  points,  il  laut  et  il  sulfit  de  vérifier  que  toute  ligure 
(classe  de  points)  qui  contient  x  contient  aussi  y  ;  et  par  les 
propriétés  géométri(jues  ordinaires  on  aura  aussi  .r  =^  y  lorsque 
toute  droite  ou  tput  j)lan  qui  passe  par  x  passe  aussi  par  y.  Kn 
conséquence  la  relation  x  ^^^  y  signifie  :  x  coïncide  a\>ec  y 
comme  on  dit  dans  le  langage  géométricjue  ordinaire. 

4.  De  la  définition  générale  d'égalité  résulte  la  condition 
d'égalité  pour  deux  correspondances,  dont  nous  donnerons  d'im- 
portantes applications  au  n**  G.  —  Mais  avant  d'aborder  cette  ques- 
tion il  est  nécessaire  d'établir  exactement  certaines  propriétés 
de  correspondances  univo(|ues. 

Si  X  étant  un  élément  quelconque  d'une  classe  //,  nous  indi- 
quons par  la  notation  /.V,  —  où  f  est  un  signe  fixe  ^comme  sin, 
log...),  —  un  élénu'iil  l^icn  delcrminé  d'uni'  classe  s\  alors  f 
indi([ue  une  loi  en  vertu  de  laquelle,  étant  ilonné  un  élément  cpiel- 
conipie  de  u,  il  en  résulte  pour  i>  un  élément  et   un  seul.  Cette 
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loi,  c"est-à-dirc  son  signe  /*,  csl  dite  con-espoiid<incc  univoaue 
entre  les  u  et  les  c  ;  on  dit  encore  que  les  éléments  f.v  sont  des  r 
fonctions  des  n.  On  pose  quelquelois  le  signe  f  l\  la  droite  de  la 
lettre  variable  comme,  par  exemple,  pour  le  signe  !,  et  pour  les 
signes  composés  -{-a,  Xr/,  où  a  est  un  nombre,  qui,  placés  ii  la 
droite  d'un  nomlire  quelcon(jue  ù,  produisent  les  nomJjres,  bien 
déterminés  lj-\-a,  /»><«. 

Si  f  est  une  correspondance  univo([ue  entre  les  ii  et  les  c.  et 
si  IV  est  une  classe  lorméeavec  les  //,  alors /"est  aussi  une  corres- 
dance  entre  les  li'  et  les  c,  car  .v  étant  un  élément  quelconque 
de  H',  x  est  un  élément  de  n  et  par  conséquent /!"r  est  un  élément 
bien  déterminé  de  ç  ('). 

Cela  po.sé,  nous  avons  le 

Théorème  II.  —  Si  (,  h  sont  des  correspondances,  (dors  pom- 
que  i  =  b,  il  faut  et  il  suffit  que  :  ([uel  que  soit  l'élément  x,  tel 
que  la  notation  fx  ait  reçu  une  signification,  on  ait  fx  =  bx. 

La  condition  est  nécessaire  ;  cela  résulte  immédiatement  de  la 
définition  d'égalité.  —  Si  la  condition  est  vérifiée  et  si  a  est  une 
classe  de  correspondances  et /"un  élément  de  «,  alors  /'est  une 
correspondance  entre  les  éléments  d'une  classe  u  et  les  éléments 
d'une  classe  i> ;  mais  ayant  fx  =  /i:v,  h  est  aussi  une  correspon- 
dance entre  les  /celles  (^,  c'est-à-dire  (|ue  //  est  un  élément  de  a. 
Donc  toute  classe  a  de  correspondances  qui  contient  /"contient 
aussi  /«,  et  d'après  le  tbéorème  I  la  condition  est  suffisante. 

5.  La  fonction  sin  qui  est  une  correspondance,  j)ar  exemple, 
entre   les  nombres  de  —  -  à  -  et  les  nombres  de  —   i  à   i ,  est 

aussi   une  correspondance    entre   les  nombres  de ^  à  -^  et 

les  nombres  de  — ^  i  à  i  ;  mais  dans  le  premier  intervalle  la  fonc- 
tion sin  n'est  pas  toujours  croissante  ou  décroissante  et  dans  le 
deuxième  intervalle  elle  est  toujours  croissante.  Une  l'onction 
analytique  quelconque  peut  ne  point  être  ou  continue,  ou  limitée, 
ou  intégrable  dans  un  intervalle  donné,  et  être  continue,  limitée, 
intégrable  dans  un  intervalle  contenu  dans  le  précédent. 

En  général,  /'étant  une  corres[)ondance  entre  les  u  et  les  c,  le 
signe  /'n'indi<[ue  pas,  ii  lui  seul,  toutes  les  prtqiriétés  de  la  cor- 


(')  Formulaire  (te  Mathemalitjucs,  t.   II,  ^  i,  prop.   3oo,  joi,  5o5. 
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respoiidanco,  car  celles  qui  (lépendent  de  la  paitie  de  la  classe  u 
h  laquelle  nous  entendons  appliquer  la  loi  /'  lestent  exceptées. 
Le  signe  composé  /,',  nous  indiquera  dans  ce  <[ni  va  suivre^  la  loi  f 
(ippUiiucc  à  Ions  les  éléments  de  ii.  Si  iv  est  une  classe  (ormée 
avec  les  u,  la  notation  f„.  vient  de  recevoir  signification,  car  /"  est 
une  correspondance  entre  les  h' et  les  (',  et  par  conséquent/",,, 
indique  la  loi  /"appliquée  à  tous  les  éléments  de  w. 

Les  fonctions  f^^,  f„.  peuvent  avoir  des  propriétés  bien  diffé- 
rentes entre  elles  ;  mais  si  x  est  un  élément  cjuelconque  de  \v,  le 
correspondant  de  x  en  vertu  de  la  loi  /^  ou  de  la  loi  f„.  est  tou- 
jours />,  et  si  nous  indiquons  par  /^.r,  f],x,  le  correspondant 
de  .r  en  vertu  des  lois  f\  et  f],.,  nous  entendons  avoir  pour  ces 
lois 

quel  ({ue  soit  l'élément  x  de  w. 

Cela  posé,  nous  pouvons  démontrer  le 

TuÉoiŒ.Aii-:  111.  —  Si  I",  h  so/it  des  correspondances  entre  les  u 
et  les  \,  alors  la  condition  nécessaire  et  siiffisanle  pour  avoir 
r,^=h„  est  que  :  quel  que  soit  Vêlement  x  de  u,  on  ait  Ix  =  h\ 
ou  si  Con  et'»/  f„x^  hi^x). 

Quel  que  soit  l'élément  x  de  //,  //„  est  une  des  correspon- 
dances '^,,  entre  les  u  et  les  v  telles  (pie  'fr  =  hx;  alors  si 
/^j  =  Aj^,  d'après  la  définition  d'égalité  nous  savons  ([ue  /„  est  aussi 
l'une  des  correspondances  -i,,  entre  les  u  et  les  i>  telles  «[ue 
ZiX=Iix,  c'est-à-dire /.V:^  A, r.  La  condition  est  donc  nécesstiire. 
Si  la  condition  est  vérifiée  et  si  f„  appartient  à  une  classe  quel- 
conque de  correspondances  entre  les  u  et  les  v  ('},  alors  A„ 
appartient  ii  la  même  classe,  car,  cjuel  ([ue  soit  l'.jde  u,  /.f=  /ix. 
Donc  pai   le  théorème  l  la  condition  est  suffisante. 

L'égalité  de  deux  correspondances  /",  /i  peut  subsister  pour  un 
intervalle  et  non  pour  un  autre.  Par  exemple  :  .r  étant  un  nombre 
réel,  écrivons,  suivant  L(>gendre,  E.r  au  lieu  de  partie  entière 
de  x;  X   étant  un  objet   ([uelconquc   posons  to.r  r^=  x,  c  est-a-dire 


(')  Dire  que  'L  osl  une  classe  de  eorrespoiuliiiu-es  entre  les  u  et  les  e  sigfiiifie 
que  les  eorrcspoiulaiures  de  cette  classe  ai)i)li(|iiées  à  un  elénu'iit  quelconque  .r  de 
la  classe  u  produisent  une  classe  déterminée  de  e  :  cela  revient  à  dire  que  J/  est 
une  correspondance  entre  les  «  cl  celle  classe  de  •'. 
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iiuli({uons  par  co  la  coirospoiulanoe  qu'on  peut  appeler  idcntUé  ; 
écrivons  n  au  lieu  de  nombre  entier  et  q  au  lieu  de  nombre  réel  ; 
on  a  d'après  le  théorème  III 

E,i  =  oj„  ,  E^  z^  co, 

et  d'après  le  théorème  II  E:^  lo,  car  si  .r  est  un  noml)rc  entier 
E.r  =  (o.r,  mais,  par  exemple,  E  y/ "T  =^  w  ^/^.  Cclajuslihe  l'em- 
ploi de  la  notation  /,^  à  laquelle  il  serait  nécessaire  de  recourir, 
dans  la  pratique,  toutes  les  fois  que  nous  avons  besoin  de  consi- 
dérer des  propriétés  de  la  loi  f  qui  dépendent  de  la  classe  u  ('). 

Il  faut  bien  remarquer  que  le  signe  composé  f^^  n'est  pas  le 
couple  formé  par  les  deux  éléments  /*  et  //.  En  efl'et,  par  ce  que 
nous  venons  de  dire  au  n"  3  si  f^^  est  le  couple  [f,  11)  l'égalité  f]^ 
=  /iu  eulraine  l'égalité  f=  h  :  or  pour  les  deux  signes  E,  to  nous 
avons  E„=  oj„  et  E  =^co. 

6.  Maintenant,  nous  allons  appliquer  le  théorème  III  à  l'intro- 
duction dans  l'analyse  des  nombres  rationnels  et  irrationnels. 

Supposons  connue  la  théorie  des  nombres  entiers  et  des  gran- 
deurs 1"). 


(')  Par  exemple  lorsque  do  lu  relation  si'n  .r  ^  1/  nous  déduisons  la  relation 
oc  =  arc  siit   1/  ou  .r  =  s/«  — 1  i/,  ou  j"  =  sin   1/,   nous   sous-enlcndons    faire    varier 

.(•  de  — à  ,  car  dans  le  cas  contraire  arc  sin  11  n'est  pas  un  nombre,  mais 

2  •}. 

une  classe  de  nombres  qui  dépend  toujours  de  l'intervalle  de  variation  de  .r. 

(-)  Pour  les  nombres  entiers  voir  le  Eormulaire  de  Mathcinadques,  t.  H,  ^  a,  et 
pour  les  grandeurs  le  monie  Formulaire,  t.  I,  partie  IV.  Je  crois  utile  de  rappeler 
ici  les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des  gfrandeurs. 

Nous  disons  que  u  est  une  classe  hoinogcne  de  grandeurs,  lorsque  u  étant  une 
classe  et  a,  b  étant  deux  éléments  quelconques  de  u,  on  peut  définir  une  opération 
dont  le  résultat  indiqué  par  a-\-b,  est  tel  que  a-\-b  est  un  élément  bien  déter- 
miné de  u.  Les  grandeurs  géométriques  longueurs,  aires,  rolunies,  sont  des  classes 
bomogrnes  des  grandeurs.  Les  longueurs  des  côtés  d'un  polygone  forment  un  classe 
de  grandeurs,  mais  pas  une  classe  homogène,  car  la  somme  de  deux  cùlés  peut 
ne  point  être  un  côté  du  même  polygone. 

Soient  a,  b,  c.....  des  éléments  d'une  classe  homogène  do  grandeurs.  Nous  disons 
que  a^  b  quand  a  est  la  somme  de  b  avec  une  grandeur,  et  nous  disons  que  a  <C  b 
loi'sque  b^a.  Indiquons  par  la  notation  0«  la  classe  formée  avec  les  grandeurs 
plus  petites  que  a  ;  m  étant  un  nombre  entier  non  nul,  posons  la  =  a  et  (/« -|-  ')  ^ 
■=fna  -\-  a,  c'est-à-dire  indiquons  par  (/«  +  i)  a  la  somme  de  m -\- i  grandeurs 
égales  à  a. 

Les  propriétés  fondamentales  de  la  classe  u  siiffisanles  pour  déduire  les  pro- 
priétés ordinaires,   par  exemple,  des  grandeurs  géométriques,  sont  les  siiivanles  : 

I.  a -\- b  ^  b -\- a  fpropriélé  coniniutadfe  de  la  somme,  employée  par  EuCLiDE, 
par  exemple  dans  la  démonstration  de  la  prop.  .\11I  du  Livre  I}. 

II.  a -\-  ^ -1- c)  =  (a -j-  b)-\-c  (propriété  associatit-e  de  la  somme). 

'7 
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NoMDUEs  uATioNNELs.  —  Soient  m,  n,  p,  q  des  nombres  en- 
tiers (*)  non  nuls  et  soit  a  un  élément  quelconque  cVune  classe 
homogène  g  de  grandeurs.  En  suivant  lusage  commun,  nous 
indiquons  par  la  notation — a  la  grandeur  de  i,--,  bien  déter- 
minée, qu'on  obtient  en  multipliant  par  m  la  grandeur  x  telle 
que  nx  =  a.  D'après  le  troisième  théorème,  la  correspondance 

(  — I   est     univoqucmcnt    déterminée,    c'est-à-dire    (jue   |  —  |   esl 

égal  à  r unique  correspondance  Ç  parmi  les  g  el  les  g  telles  que, 
quel  que  soit  Vêlement  a  de  g,  n  [fa)  =  ma. 

Du  même  théorème  on  déduit  que  la  condition  i — j  =  (-^-j 

équivaut  à  la  condition  -^a  =  -i-«,  quel  que  soit  l'élément  a 
de  g;  mais  il  est  bien  aisé  de  reconnaître  }^^v  la  théorie  des 
grandeurs  que  cette  dernière  condition  équivaut  à  i)i(i  =  np. 


III.  a  n'est  pas  la  somme  de  a  avec  un  élément  de  n  (Elclidi:.  Axiome  IX, 
livra  1)  (reste  par  conséquent  exclue  la  grandeur  nulle). 

IV.  On  a  a=^b  oua>i  ou  a<^b.  (EucLiui:  dans  la  démonstration,  par  exem- 
ple, de  la  prop.  YI,  livre  1.) 

Y.  Quel  que  soit  l'élément  a  de  u,  la  classe  0«  n  est  pas  juillc  (c'est-à-dire 
qu'il  existe  des  grandeurs  plus  petites  que  a). 

YI.  Si  i>  est  une  classe  formée  avec  les  ^^,  qui  contient  des  éléments,  et  s'il  existe 
des  H  qui  n'appartiennent  point  à  0<',  alors  il  existe  un  élément  jc  de  ii,  tel  que 
Ox^Oi'.  (Qe.dv.vh'ST),  Postulat  de  la  continuité.) 

De  ces  propositions  on  déduit  : 

YIj.  Il  existe  un  multiple  de  a  plus  grand  que  b  (postulat  d'AucuiMiiDE'). 

YIo.  Il  étant  un  nombre  entier  non  nul  il  existe  un  élément  x  de  h  tel  que  7Lr  =  a 

(élément  qu'on  indique  habituellement  par   la  notation a). 

Par  Y  Indépendance  des  propositions  I-YI  nous  avons  les  suivants  : 

Si  a,  h  sont  des  points  et  si  a -\- b  est  le  milieu  du  segment  «  /',  alors  la  prop.  1 
est  vérifiée  et  la  prop.  II  n'est  point  vérifiée. 

Si  u  est  la  classe  des  nombres  le  zéro  compris,  alors  la  proj).  III  n'est  pas  véri- 
fiée, et  les  prop.  I,  II  sont  vérifiées. 

Si  u  est  la  classe  des  nombres  plus  grands  que  lo.  alors  la  prop.  IV  n  est  pas 
vraie  et  les  prop.  I,  II,  III  sont  vérifiées. 

Si  II  est  la  classe  des  nombres  entiers  (positifs),  le  zéro  exclu,  la  prop.  Y  n'est 
pas   vérifiée  et  les  prop,  I,  II,  III,  lY  sont  vérifiées. 

Si  u  est  la  classe  des  nombres  rationnels,  les  propositions  I.  H.  111,  IV,  Y  sont 
vérifiées,  mais  la  prop.  YI  n'est  pas  vérifiée. 

On  en  déduit  qu'une  quelconque  des  propositions  II-VI  n'est  point  la  conséquence 
des  propositions  qui  la  précèdent.  Il  serait  fort  important  de  démontrer  que  chacune 
des  propositions  I-YI  n'est  pas  une  conséquence  de  toutes  les  autres,  c'est-à-dire 
que  les  propositions  I-YI  sont  nécessaires. 

(')  Des  nombres  sans  sii>ne,  comme  sont  considérés  ceux  de  l'Arithmétique  et  pas 
des  nombres  avec  le  signe  -f-  ou  —  (positifs  ou  négatifs)  comme  sont  considérés 
ceux  de  l'Algèbre.  (Pour  ces  derniers   nombres,  voir  la  remarque  de  ce   numéro.) 
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Mous  pouvons  dire  ([ne  ( — j  est  un  iionibre  rationnel  ;  c'est 
précisément  Télément  qui,  dans  l'usage  commun,  est  indiqué,  tout 
Simplement,   par   la    nolalion  —  ^^'j.    bi   nous  écrivons  ^ — ^  au  lieu 

de|—'\  la  condition  (  —  )   =(i^)   reste  exprimée  par  —  =ii  et 
\  n  ),i  \  n  ).,        \  <7  ,/,;  ^        Il  q 

alors,  en  vertu  des  théorèmes  deuxième  et  troisième,  nous 
convenons  implicitement  de  faire  toujours  usage  du  signe  com- 
posé —  de  manière  que,  quelle  que  soit  la  classe  //  aux  éléments  de 
laquelle  nous  l'applicjuons,  la  condition  (  —  |  ==(i-j  soit  équi- 
valente à  la  condition  luq  =  np  :  cela  est  fort  utile  à  faire  pour 
la   consen'ûfion   des  propriétés  formales.   D'une    autre    manière 

nous  i)ouvons  convenir  d  écrire  —  au  lieu  tle    —      en  so/is-enlen- 

"  \  >i  j.j 

(huit  simplenieiit  lindice  g  :  nous  faisons  réellement  cela  dans  le 
langage  commun  où,  par  exemple,  le  mot  exprimé  par  la  nota- 
tion -r  ne  parait  jamais  isolé,  \wix\s  précède  toujours  une  grandeur 
qui  est  explicitement  énoncée  ou  sous-entendue  ('  :. 

X()Mi!ni:s  iRUATioxxELS.  —  Soiciit  ?/,  \>  deux  classes  de  i-alion- 
nels  qui  contiennent  effectivement  des  éléments,  ces  éléments 
étant  plus  petits  qu'un  rationnel  donné.  Par  la  notation  uo  nous 
indicjuons  la  classe  dont  les  éléments  sont  les  produits  de  la 
grandeur  u  pour  les  éléments  de  u.  Pour  le  postulat  de  la  ct)nli- 
nuité  il  existe  une  grandeur  .r  telle  ([ue  la  classe  des  grandeurs 
plus  petites  ([ue  x  soit  égale  à  la  classe  des  grandeurs  qui  sont 
plus  petites  que  ([uelques-uns  des  éléments  de  ua  :  nouspou\ons 
exprimer  ceci  en  écrivant  0.r=  0  [uci)  où  H  signidc  plus  petit  fjue. 
La  grandeur  .v  que  nous  venons  de  considérer  est  univoquement 
déterminée  :  nous  l'appelons  limite  supérieure  des  ua  et  nous 
rindi([uons  par  la  notation  l'  (/<«)• 


(')  L'idée  d'iiilroduirc  les  rationnels  conimo  des  oj)ératiùiis  (conimc  011  fait  dans 
le  langage  cuiiiniiin)  est  expliquée  exaetenicnt  pour  la  première  fois  dans  le  Eor- 
miitairc  de  Muiltcinulitjitrs,  t.  II,  jJ  2,  où  la  condition  d'égalité  est  donnée  par  défi- 
nition. 

(-)  D'api'ès  le  Théorème  111  on  a  1  j    =  (/«)y  et  par  conséquence  les  nombres 

entiers  cpii  en  résultent  sont  compris  dans  les  nombi'cs  rationnels. 
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Si  nous  posons,  par  (.IcHiiilioii 

(  l'u)a  =.  l\ua ] 

il  s'ensuit  que  le  signe  composé  l' u^cyxon  \)eut\irelimi/c  supérieure 
des  u,  est  une  correspondance  entre  les  i(  et  les  i,»-,  et  il  résulte 
du  troisième  théorème  que  :  [l'u),,  es/  égal  à  l'uni(i^iu'  correspon- 
dance \'„  parmi  Les  g  el  les  g,  (elle  que,  quel  que  soit  l'élénienl  a 
de  g,  fa  =  l'[ua).  Pour  certaines  classes  u  (comme  par  exemple 

11           1         1        '1  '                          '■*        '^'-*        '^'^'^         \  1 
pour  la  classe  dont  les  éléments  sont — , , ....     ';»  cor- 

i  lO  lOO  lOOO  ' 

respondancc  (Z'/O,,  est  une  rationnelle,  et  pour  d'autres  classes  elle 
est  un  élément  nouveau  que,  en  suivant  l'usage  commun,  nous 
pouvons  appeler  nombre  irrationnel  (par  exemple  u  étant  les 
nombres  rationnels  dont  le  carré  est  plus  petit  que  li). 

Par  le  troisième  théorème  on  déduit  que  la  condition  {l'iùg  = 
[l'v),j  équivaut,  (juclle  que  ce  soit  la  grandeur  a,  à  la  condition 
l'(^ua)  ^=  Z'(<'«),  condition  qui  é(|uivaut  à  0«  =  0«^  Dojic,  en  répé- 
tant les  précédentes  considérations  pour  écrire  /  //  au  lieu  de 
[l'u'^,j  nous  voyons  que  : 

La  condition  l'u  :^=  l'v  équivaut  à  la  condition  Ou  ^^^  Ov.  Et 
si  f7i  est  un  rationnel  : 

La  condition  m  ^= /'u  cq/a\'tiul  à  la  conditio/i  Om  =  Ou  (^^'. 

Bemarquc.  —  Les  nombres  rationnels  et  irrationnels  étant 
définis  comme  nous  venons  de  le  laire,  les  propriétés 

ii>       _,     p  III  di  p 

■ a  it  — —  a  = —  a . 

//  //  /i 


n     \  (1 

/'(«(.«))  = 

l'{[axy)a) 

/'(«a) +  /'(r«)  =  /'((// +  0«) 

donnent  aisément  les  délinitions  de  sommes  et  de  produits  de 
deux  nombres  réels, entiers,  lationnels,  irrationnels  (pielcon([ues. 

Les  nombres  positifs  et  /icgatifs  de  l'Algèbre  peuvent  être 
introduits  bien  aisément. 

Si  a  est  un  nombre,  -\-  a  est  un  signe  qui  placé  après  un 
nombre  produit  un  nombre,  et  —  a  est  un  signe  qui  placé  après 


(')  Voir  Gi:?iOCCiii-Pr.ANO,  Di/ffieiitiatrechnitnif  und  Gruntîziige  der  Intcgratrecli- 
7H/»n- (Leipzig,  i8()SK  où  li>s  cniHlilidiis  q»o  nous  venons  do  ilôniontror  sont  données 
l)iir  tléfuiiliiiii. 
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un  nombre  égal  ou  plus  grand  que  a,  produit  un  nombre.  En 
répétant  les  considérations  précédentes,  -|-  «  et  —  a  sont  des 
correspondances  par  lesquelles  on  démontre  (jue  : 

La  condition  -\-  a  ^  -{-  h  équivaut  à  la  condition  a  =  h. 

La  condition  —  a  =  —  I)  é(piivaut  ii  la  condition  d  =  h. 

-.  —  Dans  les  numéros  précédents,  nous  avons  délini  le  nom- 
bre rationnel  ou  irrationnel,  ou  positif  ou  négatit"  x  en  posant  x 
égal  (identique)  à  un  groupement  connu  a  de  signes  connus  ; 
c'est-à-dii-e  que  nous  axons  dé/îni  nominalement  rélément,<\  Par 
exemple  on  tlélinit  nominalement  pour  tout  le  monde  le  trianp/e, 

la  sp/ière,  les  nombres  premiers Mais  la  possibilité   de  définir 

nominalement  Télément  x  dépend  de  celle  d'avoir  a  notre  dispo- 
sition des  éléments  déjà  connus  avec  lesquels  on  puisse  former 
le  groupement  a.  que  nous  posons  identique  au  nouvel  élé- 
ment ,r  ;  par  exemple  sans  les  éléments  correspondance  et  gran- 
deurs nous  ne  savons  pas,  à  présent,  définir  nominalement  les 
nombres  irrationnels. 

Si  pour  l'élément  x,  il  n'est  pas  possijjie  de  donner  une  défini- 
tion nominale,  alors,  selon  la  signification  usuelle  du  mot  définir, 
l'élément  x  sera  défini  (sei-a  intrcKlnit  dans  la  science)  lorsqne 
nous  donnerons  une  ou  plusieurs  relations,  entre  x  et  des  éléments 
dé/à  connus,  tels  que  par  elles  on  puisse  savoir  si  C objet  donné  y 
est  ou  non  égal  {identique^  à  x.  Cette  méthode  est  appli- 
quable  en  vertu  de  la  définition  générale  d'égalité,  et  des  pro- 
priétés déduites  par  elle,  aux  éléments  nombres  cardinaux  et 
ordinaux  de  M.  G.  (]antor,  directions,  orientations,  longueurs, 
aires,  volunies,  masse,   tenipérature. .. 

Voici   comme  ou  peut  procéder. 

Lors([ue  nous  disons,  par  exenq)le,  que  x  est  une  longnenr, 
nous  entendons  dire  ([ut>  x  es!  un  éléme/it  simple  ')  ([iii  est  fonc- 
tion (par  exemple)  d'un  segment,  et  cette  fonction  est  commune 
à  tous  les  segments  superposables  entre  eux.  Si  a  est  un  segment, 
la  fonction  considérée  de  a  est  indiquée  par  la  phrase  longueur 
de  n.  Donc,  tandis  que  le  mot  longueur  est  un  nom  co.mmin,  une 
CLASSE,    le    mol    longueur  de    est  uiu:    coiMti:si>oM).VN(:i:   entre    les 


i')  C'esl-à-<lirc  est  un  éléinonl  tel  (|iii'  la  pliraso  y  est  un  x  n'a  i)a'i   <lc  sigiiifu-a- 
lioii,   coiiuuo   si  X  csl  un    noiiil)n',  un  si^'iic  <lo  foruttioii. 
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soiinienls  et  la  classe  lojigueKr.  De  même,  nombre  cardinal 
indique  une  classe,  nombre  cardinal  des  indique  une  correspon- 
dance entre  les  classes  et  des  éléments  simples  ([ui  sont  les  élé- 
ments de  la  classe  nombre  cardinal. 

En  général,  a  étant  une  classe  connue,  nous  considérons  une 
classe  u  dont  les  éléments  sont  fonctions  des  éléments  de  a  et 
nous  obtenons  le  siane  de  cette  fonction  en  faisant  suivre  du  mot 
deow  des  le  nom  de  la  classe  u.  Si  nous  indicjuons  i)ar  n'  ce  signe 
de  fonction,  la  classe  Ji  reste  définie  nominalement  en  disant  : 
dire  rjiiex  apparlienl  à  la  classe  u  èrjuiçaiil  à  dire  qu'il  existe  un 
élément  y  de  a  tel  que  x  est  identique  à  n'y  (').  Il  en  résulte  que  si 
la  Jonction  //'  est  définie,  alors  la  classe  u  est  introduite  dans  la 
science,  car  nous  pouvons  affirmer  ou  nier  la  relation  r  =  //'//. 

Considérons,  par  exemple,  les  nombres  cardinau.r  de  M.  G. 
Cantor    -')  pour  lesquels  il  est   bien   connu   que  : 

[a)  Si  u,  V  sont  des  classes,  pour  que  le  nombre  cardinal  des  u 
soit  égal  au  nombre  cardinal  des  v,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
classe  u  soit  semblable  à  la  classe  v  {^c'est-à-dire  (jue  u  [jcut  être 
mis  en  correspondance  univoque  et  réciproque  açec  v). 

Cela  posé,  nous  pouvons  introduire  dans  la  science  la  corres- 
pondance nombre  cardinal  des  en  posant  la  détinition  suivante. 

Défixitiox.  — ■  Nombre  cardinal  des  est  une  des  correspon- 
dances f  entre  des  classes  et  des  éléments  simples,  telles  que, 
quelle  que  soit  la  classe  n,  les  classes  v  pour  lesquelles  Iv  =  tu, 
sont  toutes  les  classes  semblables  à  u  et  les  seules. 

Le  théorème  (a)  résulte  immédiatement  de  cette  détinition,  et 
par  conséquent  nous  pouvons  toujours  établir  si  Télément  ij  est 
égal  ou  non  au  nombre  cardinal  des  u. 

D'une  façon  analogue  on  introduit  les  éléments  direction,  lon- 
gueur...^ que  nous  venons  de  citer  ("). 


(')  Voir  ù  ce  propos  I  Introduction  au  Formtdairc  </<•  M<i//irnia/i'/ni'.t  el  los  tonios  I 
et  II  du  For/nu  taire  de  Matheniatifptes. 

(-)  neidage  zur  Be^^/ihutiiiii;  (1er  Iraiin/initen  Meiiiien/e/ire.  Malli.  Ann.  lî  i;,  Ki- 
vista  di  matcniatica  a  187.5. 

{')  Pour  les  nombres  cardinaux  et  ordinaux  voii'  C  lîuu.vi.i-FoitTi,  Le  Cl<is.ii  finite, 
Sopra  un  ieoremn  det  Si^.  G.  Cantor  lAtli  Ace.  Torino.  i8<)()i,  l'iia  //aestione  mil 
nuineri  transfiulli  (Rondiconli  Circuilo  Matonuitico  di  Palcrnio,  i8;)7i.  Dans  ces  mé- 
niiiiros  los  éléments  abstraits  sont  introduits  en  déûiiissanl  pour  eux  l'égalité,  en 
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Remarque.  —  ^I.  Cantor  définit  le  nombre  cardinal  des  11  en 
disant  :  Nous  appelons  puissance,  ou  nombre  cardinal,  des  u 
Vidée  générale  que,  au  moijeîi  de  noire  active  facidté  de  penser, 
on  déduit  de  la  classe  u  en  faisant  abstraction  de  la  nature  et  de 
l'ordre  des  éléments  de  u.  hc  faire  abstraction  paraît  ici  comme 
une  opération  logique  ;  mais  quelles  sont  les  lois  auxquelles  elle 
satisfait?  Dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons,  les  lois 
dont  nous  venons  de  parler  sont  fixées  par  notre  définition. 

En  général  la  forme  de  définition  que  nous  proposons,  fixe,  au 
moyen  du  mot  égal,  la  signification  de  la  phrase  élément  abstrait 
fonction  {abstraite)  d'un  élément  connu,  qui  par  plusieurs  auteurs 
et  en  plusieurs  circonstances  est  employée  sans  la  définir  ('). 

Dans  notre  définition  de  nombre  .cardinal,  nous  avons  dit  que 
nombre  cardinal  des  est  une  des  correspondances  f. :  pou- 
vons-nous dire  que  nombre  cardinal  des  est  la  correspon- 
dance f....?  c'est-à-dire  pouvons-nous  admettre  que  la  classe 
des  correspondances  f  considérées  contienne  un  seul  élément? 
Non,  car  sans  faire  varier  les  conditions  pour  /'  nous  pouvons 
faire  varier  l'élément  simple  qui  correspond  à  u.  Par  exemple  en 
vertu  des  conventions  ordinaires  pour  les  nombres  positils  et 
négatils  nous  savons  que  +  et  —  sont  des  correspondances  f 
entre  les  nombres  réels  et  des  éléments  simples,  tels  que,  quel 
que  soit  le  nombre  .r,  les  nombres  réels  ij  pour  lesquels  fy  = 
fx  sont  tous  et  seulement  les  nombres  réels  égaux  à  .r  ;  or  si  a 
est  un  nombre  réel  non  nul  +  a  n'est  pas  égal  à  —  a. 

Les  deux  formes  de  définition  que  nous  venons  d'exposer  aux 


suivant  la  inùlhodc  employée  par  Euci.idk  poui"  introduire  les  rapports  iliv.  V, 
Def.  V)  et  qu'on  trouve  analysée  lojrjcjuenient  dans  Y Inirotluclion  an  Formulaire  de 
Matlu-matuiues.  Je  préfère  la  méthode  que  je  viens  de  suivre  dans  cet  ouvrage 
parce  qu'il  nest  plus  nécessaire  de  délinir  l'ég'alilé  de  deux  des  éléments  abstraits 
considérés.  Je  supprime  aussi  le  mol  abstrait,  car  je  ne  connais  pas  encore  une 
distinction  logique  bien  établie  entre  élément  abstrait  et  élément  eoncret. 

(')  Dans  le    Formulaire  de  Mathématiques   les   éléments   abstraits   .r.    y d'une 

classe  sont  introduits  en  déiinissant  nominalement  l'égalité  -r  =  ;/  (par  ex.  t.  FI, 
^  a,  propositions  o'Jo' i ,  o(»i"i,  aïo'i,...).  —  De  plus,  en  géné-ral.  dans  le  Formulaire 
1  égalité  est  définie  pour  tous  les  éléments  primilil's  ou  dérivés.  Il  faut  bien  observer 
que  cela  n'est  point  en  contradiction  avec  la  définition  générale  d'égalité  donnée 
aux  prop.  80  du  t.  11,^  i,  car  le  Formulaire  est  en  même  temps  un  recueil  de 
formules  et  de  toutes  les  théories;  or  il  est  aussi  logique  de  définir  en  tous  les 
cas  1  égalité  que  de  la  définir  une  fois  pour  toutes,  et  de  déduire  les  conditions 
d'égalité  dans  les  divers  cas  particuliers. 
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n°*  6  et  |-  sont  sudlsantes  pour  iiitioduirc  dans  la  science  tous 
les  éléments  s  qui  peuvent  être  mis  en  relation  avec  des  éléments 
déjà  connus  a,  h,...  c'esl-h-dirc  les  éléments  dérivés.  Mais  on 
arrivera  toujours  à  des  éléments  que  nous  ne  savons  point  mettre 
en  relation  avec  des  éléments  déjà  connus  et  pour  ces  éléments 
(éléments  primitifs)  la  méthode  qui  les  introduit  dans  la  science 
est  celle  des  postulais,  méthode  qui  est  hien  connue  (')  et  au 
sujet  de  laquelle  nous  n'avons  pas  d'observations  à  l'aire.  La 
méthode  des  postulats  reflète  l'origine  tout  à  fait  expérimentale 
de  la  Mathématique  (")  qui,  jusque  dans  ses  principes  a  emprunté 
à  l'expérience  un  minimum  de  propriétés  (postulats)  desquelles 
toutes  les  autres  peuvent  être  déduites  logiquement  (^).  A 
présent  la  Mathématique  tend  toujours  plus  à  se  délivrer  des  liens 
avec  le  monde  extérieur,  et  à  lormer  de  chacune  de  ses  parties 
un  système  logique  déductif  complet,  dont  les  postulats  expriment 
des  propriétés  susceptibles  de  plusieurs  interprétations,  vérifiées 
ou  non  par  l'expérience.  De  cette  tendance  résulte  un  réel  pro- 
grès logique  d'organisation  et  d'exposition,  à  condition  que  la 
didactique  n'oublie  pas  de  rappeler  que  les  théories  les  plus 
importantes   de   la   Mathématique    sont  dues  à  la  résolution    des 


(')  Dedekind,  yf'as  sind  und  was  sollcn  die  Zalilcn?  1888. 

Pasch,   Vorlesungen  iiber  n.ciire  Géométrie. 

G.  PeaxO,  Aritliinetices  priiicipia  nora  niethodo  exposita,  Toriiio.  lîocca.  1889.  — 
Principi  di  gcontetria  logicamente  esposti,  iSSi).  Formutaire  de  Matliciiiatiques,  t.  II, 
??.    ',    2. 

Mario  Pii.ki.  /  piimipi  detta  geomctiia  di  posizionc  coiiipcsti  '.n  .sistenta  iogico 
deduttifo.  Meiii.  Ace.  Torino,  1898. 

G.  BvRAl.I  t'oRTl.  Teoria  dette  graiidczze,  l'oriiuihiiro  de  Matliéinaliques,  t.  I, 
j)art.  IV.  Les  poslutats  pour  ta  Gevjiictrie  d  Euctide  et  de  Ltdyatseheivsky.  Mnthc- 
inalilccr-Kong-res.s,   Zuricli,    1898. 

f)  Comme  fort  ju.stiMnonI  l'obsorveM.  Laisanl  >  l.a  Multieinatique.  Paris,  (1.  Carré 
cl  G.  ^aud,  1898). 

1')  L'idée  de  temps  iiitroduile  aus.si  par  Nicwton  coiniiio  priinilive  peut  être 
définie  nominalcmenl.  Le  moitremcnt  ge'omeiritjiie  peut  être  défini  comme  une  cor- 
respondance spéciale  entre  points  et  points  (voii-  la  note  précédente)  ;  une  classe 
m  de  mouvements  géométriques  api^liqués  à  un  point  a  produit  une  classe  de 
points  ma  :  par  les  postulats  géométri(pies  on  déduira  si  les  éléments  ma  sont, 
suivant  Grassmann,  les  positions  d'un  point  P  fonction  continue  d'une  ou  de  deux 
ou  de  trois  variables  numériques  :  une  classe  m  de  mouvements  <;éométri(jues  safis- 
l'aisant  à  hi  première  condition  est  le  mouvement  de  ta  Mecanit/iie  :  un  cas  parti- 
culier de  ce  mouvement  peut  être  pris  comme  m  tuvement  «////«//•«•, c'est-à-dire  comme 
temps,  qui  reste  ainsi  introduit  géométriquement  sans  avoir  recours  à  des  points 
fixes  d'une  manière  absolue. 
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quesllons  de  («éouiélric,  do  Mécanique  et  de  Physu|iie  el  non  à 
des  aljstraclious  qui  nont  rien  ;i  l'aire  avec  le  monde  extiM'ieur 
et  l'expéiience  répétée.  C.  Bi  r.vli-Fouti  (Turin\ 


SUR  ] /ECONOMIE  DE  LA  PENSEE 

DANS  LES  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  (•) 


Je  n'aborderai  pas  ici  ce  problème,  d'une  grande  actualité, 
qui  consiste  à  examiner  dans  quelle  mesure  l'abstraction  dune 
part,  et  lintuition  d  autre  part,  doivent  trouver  place  à  luniver- 
sité  dans  renseignement  des  éléments  d  analvse.  Je  me  bornerai 
il  observer  qu'on  parviendra  aux  résultats  les  plus  (avorables  si, 
dans  certaines  limites,  chaque  prolessenr  a  la  liberté  de  suivre 
sa  propre  initiative. 

i*ar  contre,  je  suis  persuade  que  —  sauf  dans  des  cas  excep- 
tionnels où  l'on  se  trouve  en  présence  d'élèves  particulièrement 
doués  —  renseignement  universitaire  ne  peut  offrir  les  garan- 
ties d'un  succès  certain  et  continu,  (pie  s'il  est  accompagné  d'une 
revision  svstématique  des  malliématicjues  élémentaires.  Cette 
revision  doit  porter  principalement  sur  l'arithmétique,  l'algèbre 
et  la  trigonométrie.  Il  sulllrait,  \\  la  rigueur,  d  y  consacrer  une 
heure  par  semaine,  (les  leçons  rendraient  certainement  de 
grands  services.  Ainsi,  il  est  rare  (pie,  parmi  les  jeunes  gens 
venant  d  acconqtlir  leurs  études  secondaires,  il  s'en  trouve  un 
(pii  ait  une  idée  nette  de  la  relation  a°  ^  1,  à  laquelle  on  peut 
attribuer   deux    siffiiilications    enti('rement    dillérentes,    1  une  se 

o 

rattachant    simplemenl    ii    la   notation,   l'autre  provenant   du  cas 
limite  envisagé  dans  la   llicorii'  des  puissances. 

D'un  autre  côté  les  calculateurs,  tels  que  les  astronomes,  se 
plaignent  de  l'incapacité  des  jeunes   étudiants  [)our  tout  ce  qui 


(')  Celle  note  forme  une  suile  loule  naliirelle  à  l'arliclc  (luc  nous  avons  publié 
.sur  rcnseiiflicmfiit  de  la  Tn'ifiinonirlrie  (n»  i,  p.  /(I).  Elle  a  élc  préscnlée  au  Con- 
grès de  Uilsseldorf  en  septembre  i8()S  el  publiée  dans  le  lomc  Vil  du  Jaltres- 
bciiclil  (1er  D.  M.  l'.  M.  Vv.  Meyer  a  bien  voulu  nous  adresser  son  mémoire  pour 
les  lei-teurs  de  l'EiineignrniciU  inatlicnuUii/uc.  La  Diiu:(.  iio.n". 
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concerno  les  calculs,  même  dans  les  problèmes  trigonométriques 
les  plus  simples. 

^  oici  encore  un  autre  lait  dont  on  doit  tenir  compte.  Pendant 
le  cours  des  quatre  années  d'études,  l'étudiant  en  mathématiques 
parvient  à  se  lamiliariscr  avec  les  domaines  les  plus  dilliciles  et 
les  plus  délicats  des  sciences  exactes,  et  cela  développe  chez  lui 
un  certain  sentiment  d'orgueil.  Mais,  une  fois  placé  dans  l'ensei- 
gnement comme  maître,  il  éprouve  souvent  une  profonde  répu- 
gnance à  rassembler  les  premiers  éléments  qu'il  a  oubliés  depuis 
bien  des  années  ;  le  temps  qui  lui  reste  pour  la  préparation  de 
son  enseignement  ne  lui  permet  "pas  toujours  d'approlondir  le 
sujet  :  aussi  le  jeune  maitre  se  bornera-t-il  ;i  suivre  aveuglément 
un  manuel  quelconque. 

Cependant  ])ar  des  revisibJis  fréquentes  des  éléments  on  purvient 
non  seulement  à  réalise?-  d'importantes  éeonomies  dans  la  pensée 
et  dans  les  ealeuls,  mais  encore  à  rattacher  le  sujet  de  plus  en 
plus  étroitement  à  des  considérations  plus  élevées  (*).  C'est  ce  que 
nous  nous  proposons  de  montrer  ici  en  nous  bornant,  pour  le 
moment,  h  l'exemple  concret  de  la  trii^onométrie  pla/ie.  .le 
suppose  l'élève  en  possession  des  premiers  éléments  de  géomé'tric 
plane  et  d'algèbre. 

Le  premier  cycle  doit  avoir  un  l)ut  essentiellement  praticpie 
afin  de  conduire  le  plus  rapidement  possible  aux  applications^  c'est- 
à-dire  à  la  résolution  des  triangles.  On  introduira  le  sinus,  le 
cosinus,  la  tang    et   la  coto-  ù  l'aide    du   trianole    rectangle.    La 

'Do  Do 

résolution  des  triangles  rectangles  n'est  qu'une  simple  consé- 
quence de  la  définition  des  rapports  trigonométriques  et  du 
théorème  de  Pythagore  ;  pour  les  calculs  on  admettra  l'existence 
des  log  sin,  log  cos,  ...  On  passera  ensuite  aux  triangles  ([uel- 
conques.  Leur  étude  trigonométrique  est  basée  sur  l'examen 
des  triangles  rectangles  déterminés  par  les  hauteurs  du  triangle  ; 
elle  conduit  aux  relations  : 

Srt  ^=  h  sin  Y  —  c  siu  Ji  ^  o  (jjrinoi])e  des  sinus),  (i) 

Ca  ^  h-  -\-  c-  —  (t-  —  ibc  cos  a  =z  o      (principe  des  cosinus),  (2) 

P„  ^=  a  —  l>  cos  Y  —  c  cos  [3  =  0  (principe  des  projections).  (3) 


(')  Je  ni'aiipiiie  ici  sur  le  principe  giMiôrulcmcnl  addplé,  —  Ijieu  ((u'il  no  soit  pas 
toujours  !i|i|>li({ué  —  que  pour  lui-iuèiuo  le  )u;ulrc  doit  so  placer  à  un  point  de 
vue  plus  élevé  que  celui  qu'il  est  obligé  d  adopter  vis-à-vis  des  élèves. 
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(]es  trois  groupes  de  formules  sudlsent  tléjà  pour  procéder  à 
une  première  étude  de  la  résolution  des  triangles  quelcon<[ues. 
Ou  montrera  ensuite  eomnient  l'usage  du  demi-angle  peut  appor- 
ter certaines  simplifications. 

l-ln  appliquant  (2^  ou  même  '3,  au  triangle  isocèle  on  se  trouve 
immédiatement  conduit  aux  relations  entre  le  sinus  et  le  cosinus 

de  —  et  a.    Si  dans  un  triangle   quelconque   on  veut   inlrotluire 

y.  . 

le  demi-angle- — .  on  y  parviendra   le  plus  simplement  possible 

en  construisant  les  segments  b  -\-  c  et  b  —  c.  La  relation  fi) 
appliquée  aux  triangles  ainsi  obtenus  fournit  immédiatement  les 
(ormules  de  !\Iolhveide  et  par  conséquent  celles  de  Xeper.  L'in- 

troduction    de    sin  ■ — .   cos  — dans    fa)    conduit    ;i   des  relations 

'.i  '  '.>.  '  ' 

bien  connues  et  h  l'expression  de  l'aire  du  triangle.  On  s'assurera 
que  les  lormules  ol^tenues  conviennent  encore  au  cas  où  le 
triangle  renferme  un  angle  obtus,  en  établissant  que  1  on  a 
sin  (180"  —  a)  =  sin  a,  cos  (^180''  - —  a)  =  —  cos  a. 

Ces  premiers  éléments  mettront  l'élève  en  possession  dune 
méthode  simple  pour  la  résolution  des  triangles,  et  le  premier 
cycle  dans  renseignement  de  la  trigonométrie  présentera  ainsi 
un  ensemble  bien  déteiniiné.  Ce  résultat  peut  être  atteint  en  con- 
sacrant il  cette  branche  (pielques  heui'es  par  semaine, 

Penchnit  le  second  ci/clc  on  étudiera  les  relations  entre  les  diffé- 
rentes formules  du  triangle.  Il  sera  aisé  d'ojx'rer  le  passage 
d'un  groupe  à  un  autre  en  utilisant  des  éliminations  très  simples 
et  en  faisant  intervenir  la  valeur  de  la  somme  des  angles  d'un 
triangle.  L<i  comparaison  des  résultats  permeilra  déjà  de  s  élever 
au-dessus  de  la  tri^ono/nét/u'e  du  lr/u/ii;lc.  Par  exemple  on  peut 
oJjtcnir  la  propriété  exprimée  par  les  lormules  de  Molhveide  par 
deux  voies  analogues,  en  condjinant  par  addition  ou  soustraction 
d'abord  deux  ([uelconques  des  formules  du  groupe  (i),  puis  deux 
des  lormules  du  groupe  (:>.).  En  identifiant  les  résultatson  obtien- 
dra les  expressions  relatives  ii  la  somme  et  ii  la  différence  de  deux 
sinus  ou  cosinus  exprimées  en  fonction  du  produit  de  sinus  et  de 
cosinus  de  la  demi-somme  ou  demi-différence  des  angles;  un 
calcul  simple  conduira   ensuite  aux  cpialre  formules  du  théorème 
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(raddilion.  Va\  opérant  de  la  sorte  les  deux  angles  qui  intervien- 
nent dans  ces  lornudes  doivent  satisfaire  uni(|ncnient  à  la  condi- 
tion que  leur  somme  ne  dépasse  pas  deux  angles  droits  ;  pour 
s'adVanchir  de   cette   restriction  il    sudira   d"(''tablir  les   relations 

sin  (i8o'J  +  a)  =  —  siii  a,  cos  (180"  -j-  a)  ^  —  cos  a. 

Les  lormules  d'addition  peuvent  encore  être  établies  d'une 
manière  plus  directe  ;  nous  utiliserons  ii  cet  efFet  le  lanirasfe  de  la 
géométrie  aiTalytiqne.  On  considère  nu  triangle  dont  l'un  des 
sommets  A  coïncide  avec  l'origine  d'un  système  d'axes  rectan- 
gulaires choisi  de  manière  que  les  abscisses  ou  les  ordonnées  des 
deux  autres  sommets  B  et  C  aient  des  valeurs  égales  ou  égales  et 
opposées.  L'évaluation  de  l'aire  du  triangle  peut  être  obtenue 
aisément  quelle  que  soit  la  position  des  sommets  B  et  C  ;  on  déter- 
minera d'abord  l'aire  par  la  méthode  planimétrique,  puis  on 
établira  son  expression  à  l'aide  de  foiinules  trigonométiiques. 
Si  l'on  tient  compte  ensuite  de  la  relation  entre  les  coordonnées 
rectangulaires  et  les  coordonnées  polaires,  on  obtiendra  une 
expression  générale  pour  sin  (a —  fj),  dont  on  déduira  lacilement 
les  trois  lormules  coirespondantes. 

Dans  le  (roisicnie  ci/cle  on  se  placera  au  point  de  vue  de 
Vinçc/sion.  On  examinera  les  lV>rmules  ;'>.)  et  {.'V'  jioui-  des  lon- 
gueurs et  des  angles  quelconques.  Si  les  relations  ('.>.',  ou  encore 
de  grt)upe  (.5),  subsistent  pour  trois  h)ngueurs  ([uelcontjue  a.  h,  c, 
et  trois  angles  quelconques  a,  |ii,  ^  ('t  si  l'on  lait  al)slraction  des 
triangles  impropres  et  non  réels,  on  reconnaît  qu'en  eftet  on  se 
trouve  en  présence  d'un  triangle  unique  défini  par  les  éléments 
c/,  h^  c,  a,  [j,  y.  Aux  Cormules  ('>.^  on  doit  toutefois  joindre  la 
condition  a  +  |îi  -]-  y  =^  180",  <jui  peut  être  écrite  sons  la  forme 
trigon()in('*tri([ue 

cos(p +■;) +COS  a=  o.  (4) 

On  [)eut  donc  s'attendre  à  ce  <pie,  d'un  pareil  i;roii/)e  caravlè- 
i/s/i///ie  pour  l'existence  d'un  triangle,  on  puisse  déduire  tous  les 
autres  gi-oupes  de  lormules  en  se  servant  unicpu-ment  d(>  trans- 
l(»rmations  alg('bii(pies  et  sans  avoir  recours  à  la  Céomélrie.  Ce 
problème  peut  être  résolu  de  diilerentes    manières  ;  je  me  con 
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tenterai  de  montrer  ici  comment  Je  la  relation  V)  i  on  pent 
tliMluire  les  l'oi-mules  (i^,  (?.)  et  (4)-  l'^levons  au  carré  les  formules 
(i)  et  (3)  afin  Je  pouvoir  les  comparer  plus  facilement  avec  (a). 
On  a: 

Z,,^  /y^siii^Y—  c-sin^  3=  o.  (i') 

(<7,    ù,  c,  Joivent  être  pris  Jans  l'ordre  cvcli([ue  . 

-/„.  ^  (a  —  h  cos  -;)-  —  (f  cos  ^  )-  =  o,  (3') 

si  Ton  écarte  le  cas  Jes  triangles  impropres,  ces  formules  sont 
é([uivalentes  aux  groupes  (i)  et  (3).  A  la  formule  (4)  joignons  le 
lacteur  ■>.  hc,  c'est-ii-Jire  posons 


ibc[cos[p  -]- V)  +  cos  3:';]r=o. 


(4') 


Entre   les    expressions   -,    I,    C,    P,  renfermant  les  éléments 
quelconques  a,  h,c,  a,   ,3,  y,  on  a  les  relations  iJentiques  : 


~he  +  T.ch  =   Ci  -f  Cl-    , 

2C„  =^  r.„c  -\-  T.c„  -\-  ~„i,  -|-  -;„, T.iir  —  r^,h, 

2—0  —«0  ~r  ~ca         ~ah         ~b"  ~lic  "T  ~<:bj 

C„  +  v,  =  -„,+-,,.--^e,    \ 

~ah  ^  Ci   —  Se  . 


(•5) 

(6) 
(7) 

(8) 
(8") 


La  formule  (8")  représente  l'ensemble  des  formules  (5)  à  (8), 
car  celles-ci  se  déduisent  immédiatement  de  ^8").  La  significa- 
tion est  très  claire;  elle  montre  que  les  pensées  géomélii([ues 
([ui  conduisent  aux  expressions  (i),  (2),  (3)  sont  soumises  ;i  une 
relation  et  elle  donne  cette  relation  ;  autrement  dit  elle  fait  voir 
(pie  deux  de  ces  pensées  ne  peuvent  être  ramenées  l'une  à  l'autre 
qu'en  avant  recours  ii  la  troisième. 

Quant  il  R„,  son  expression  (^'j  la  plus  simple  s'obtient  en 
conservant  P„  et  S„  ;  on  a 


R„  =  P-„  -f  S2„  _  C„  -.  Ci  -  C 


(9) 


C)  Si  dans  {t))on  veut  évller  h  el  r.  on  ti'ouvc,  on  tciiaiil  coniptc  de  C,,-)- ^-c=2'"P'-, 
la  forme  j)lus  compli([iico  : 


(C„  +  C6)  (C„  +  Cr)  R„  =  iVu  Pc  (P-„  +  S-„  —  C„  —  C(,  —  C). 


(9) 
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Les  consiclcriitions  qui  interviennent  (laiis  ce  troisième  eyole 
s'étendent  de  nonveau  à  toute  la  Trigonométrie.  Mais,  comme 
le  calcul  explicite  des  résultats  présente  {piel(|ues  dilllcultés, 
je  me  bornerai  h  un  exemple  simple.  Supposons  qu'il  s'agisse  des 
différentes  formes  trigonométriques  de  la  condition  qui  exprime 
que  la  somme  de  deux  angles  a,  |i  (mod.  4  droits)  est  égale  à 
deux  droits. 

La  plupart  de  ces  l'ormes  ne  représentent  pas  uni([uement  la 
condition  proposée  ;  d'autre  part  on  doit  tenir  compte  que  dans 
bien  des  applications  les  conditions  auxiliaires  ne  peuvent  être 
satisfaites,   V  oici  les  formes  les  plus  connues  : 

P  ^  I  —  sin  (a  -j-  6)  =:  o,  cos-(a  -\-  '^)  =z  o, 

A^sina  —  cosp=o  B  ^  sin  lii — cosa=ro, 

S  ^  sin  2a — sinsp^o,  l        ^'°^ 

C  ^  cos^a  +  cos2  (3—  I  i^  {cosiT.  4-cos  -i'djrr  o. 

Envisageons  y.,  [j  comme  des  angles  quelconques  et  détermi- 
nons les  relations  numériques  (syzygies)  entre  les  premiers 
membres  des  relations  (loV 

Entre  les  deux  expressions  de  la  première  ligne  on  a  néces- 
sairement la  syzygie 

p2  _|_cos2(a+  [i)^=2P.  (il) 

On  peut  donc  écarter  cos  (a  -|-  ,j),  et  chercher  les  syzygies 
entre  les  cinq  expressions 

P,  A,B,  S,  C.  (12) 

Les  déterminants  fonctionnels  permettent  de  reconnaître 
qu'entre  deux  quelconques  des  expressions  (i  2)  il  n'existe  pas  de 
syzygie.  D'autre  part  Télimination  de  a,  j  entre  trois  (pielcon- 
ques  de  ces  expressions  montre  qu'il  existe  une  svzvgie  (non 
identiquement  nulle)  entre  ces  trois  expressions;  en  vertu  de  la 
proposition  précédente  on  voit  (piil  nen  existe  (juiine  sorte  et 
<{u'elle  est  irréductible.  Ces  dix  syzygies  peuvent  toutes  être 
obtenues  il  l'aide  des  moyens  ordinaires  de  l'algèbre  élémentaire  ; 
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nous  indiquerons  seulement  celles  dont  on  peut  déduire  facile- 
ment les  autres  : 

A2  +  B^  =  iP, 
(B:^  _  Aî)2  (A2  +  B2  —  4)  +  4S2  (  A2  +  B^)  =  o 
A-^B-^  (A2  +  B^  -  ,i)  +  C^  (A2  +  B2)  =  o 
LS-2B'  +  i  C^  +  B-'  (B2  _  2)  i'^]  (S2  +  4C2j  =  iB-S2. 

(!les  syzygies  sont  dune  signification  simple  ;  elles  embrassent 
r ensemble  des  relations    réciproques  entre  les  expressions  (12). 

Mais  on  peut  laire  encore  un  pas  de  plus  et  sortir  entièrement 
du  domaine  trigonométrique.  Les  formules  (10)  renferment 
([uatre  variables  sin  a  =  .<|,  sin  [j  :=  d\,  cos  a=  ?/,,  cos  j=y^ 
soumises  aux  relations 

P,  EE^x^i +r-i  — i  =  u,  P,  ^^a:^^  +  r-.  —  I  =0;  (14) 

taudis  ([ue  siu  la  zt  [i  ,  cos  (a  dz  |j),  sont  définis  par 

sin(al±:(il  =  .fjV,  zt.r.jj,  cos  (azh':i)  =  r,r,  qr  .fj.r.,.         (i5) 

Si  maintenant  on  c()inl)ine  Pj,  1^,  avec  trois  quelconques  des 
expressions  (i:i!  on  aura  des  systèmes  de  valeurs  (uj,  .r.,,  y,,  y,) 
pour  les(|uels  les  cinq  expressions  disparaissent  ;  leur  résultant 
doit  par  conséquent  être  identiquement  nul. 

Si  donc  on  forme  le  résultant  (irréductible)  de  : 

Pi  — a-^i  — V-1+  I,  P,  — -t-i— v-o  H-  I.  (14") 

et  de  trois  des  expressions  : 

P  —  (1  —  .rjv,  —  .r.Vi'j  (i2«) 

^^  — •«■i  +  j2>         A3  — .r^+Vi, 

^  —  -i»'!;']  —  ■■î-'"ij2.  ^  —  J-i  —  v%  +  I, 

on  obtiendra  la  syzygie  chei'chée  entre  P^,  P,  et  trois  (piclcompies 
des  expressions  (12). 

Ici   encore  les   calculs   (')  n'oll'renl     aucune     dilllculté  ;     nous 


(')  Le   lecteur  efl'cclucra  sans   jjcino  un  calcul  analogue  \}ii\xv  les  relations  (j)  à 
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donnons,    ii    lilre    d'exemples,    les   lelalions    suivantes  : 

A^-f  B2-P,  — Po  =  -2P, 

S2  (A2  +  &)  +  4SAB  (Pi  —  P,)  +  (A2  —  B2)2  [(A^  +  B^  —  /,) 

-  2  (Pj  +  P.)  +  (A^  +  B^)  (Pj  -  Pj^j  =  o, 
C^  (A2  +  B-^j  (A2  —  B2)2  +  2C  ['i  (  P^  —  V.,)  (  lî^  —  A2) 
-  (B2  +  A^j  (B-^  —  A^]  (B2Pj  -  A^',)] 
_1_  A2B2  (A2  -  B2)2  i  (A2  +  B2  -  4)  -  2  (P^  -f  P,)  | 
+  A2B2  (A2  +  B2)  (P,  —  P,)2 
+  (A2  +  B^)  (A^P,  -  B^P,)^  +  .;  (P,  -  P.)  (A2P,  _  B^^)  =  o. 

.  On  ol)jectera  que  précisément  dans  cette  voie  —  de  même  que 
dans  rarithmétisation  des  irrationnelles  d'après  Kronecker  — 
des  relations  très  simples  entre  les  irrationalités  trigonomé- 
triques  se  présentent  dans  une  longue  suite  de  relations  numé- 
riques entre  des  fonctions  entières  dont  l'ensemble  est  dillicile  à 
embrasser  (').  Il  est  vrai  que  cette  dilliculté  n'est  souveul  ([u'ap- 
parente  et  qu'elle  provient  des  calculs  effectués  explicitement  ; 
tandis  que  nous  pouvons  appuyer  nos  considérations  en  rappelant 
que  l'algèbre  possède  maintenant  des  méthodes  systémati([ues 
permettant  de  former  de  pareils  résultants  de  lonctions  entières. 
Mais  cette  étude  n'a  pas  encore  été  faite  pour  la  tiigonométrie 
élémentaire. 

Le  cycle  suivant  aurait  pour  I)ut  d'introduire  les  notions  (.1  in- 
variants, des  svzviiies  et  de  leurs  svstèmes  comiilets. 

AV.  l'^nANZ  Meyer  (Kônigsberg  i.  Pr.) 


(')  Quelque  cliose  d'analogue  se  présoiito  dans  les  équations  modulaires. 
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AU  POINT  DE   VUE  IMERNATIOXAL 


Tous  les  matlicMiaticieiis  savent-ils  que  les  expressions 

l)iîlion.  jrilliou.  (|M;Ui'illion,      quinlillion,  ilcciilioii, 

signifient  chez  les  peuples  du  Xord  riinité  suivie  lespectivenient 
'le     12,  18,  24,  30,  60   zéros 

tandis    (jue  chez   les  peuples  du  Midi  c'est  Tunitt'  suivie 

(le       9,  12,  15,  18,  33  zéros  :• 

Cette  divergence  de  sens  pour  des  mots  écrits  ahsoliuueut  de 
la  même  façon  n'est-elle  pas  déplorable,  et  ne  serait-il  pas 
urgent  d'y  remédier  ?  J^a  réforme  serait  d'autant  plus  lacilc  que 
les  mots  incriminés  ne  sont  j)as  employés  par  le  peuple  ;  pour 
les  usages  de  la  vie  il  snliil  de  calculer  jusqu'aux  millions,  et 
le  mot  milliard  a  partout  le  même  sens.  Au  besoin  on  pourrait 
encore  dire  :  mille  milliards  forment  une  milliasse;  alors  av(H' 
ces  cin([  mots  :  un,  mille,  million,  milliard,  milliasse,  on  pour- 
rait exprimer  des  nombres  bien  au  delà  des  l^esoins  populaires, 
en  se  servant,  comme  les  peuples  latins  de  tranches  de  trois 
chilIVes.  La  manière  de  nombrer  des  peuples  latins  est  plus  sou- 
ple et  plus  simple,  et  comme  telle  convient  parlaitemenl  jxuir 
l'usage  populaire. 

!Mais  dans  les  hautes  sciences  ou  peut  être  ameni'  ii  exprimer 
des  nomljres  beaucoup  plus  grands  que  dans  l'usage  commun. 
Or  la  nomeuclalure  gernuuii([ue  l'emporte  sous  ce  rapport  sur  la 
nomenclature  latine.  EUc  l'enqiorte  encore  pour  ètie  plus  ration- 
nelle, car  trillion  par  exenqile  signifie  million  ;i  la  hoisiéme 
puissance;  tandis  que  chez  les  latins  c'est  mille  ii  la  i-f-i)'' 
puissance.  Il  s'agit  ici  d'opt-rer  une  réfoiiue  (jui  puisse  être 
riiiscignenient  inatli.  i.S 
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adoptée  par   tout  le  inonde,    en   ne   Ijlessant    l'amonr-propre    de 
personne.  Voici  ce  qu'il  me  semble  qu'on  pourrait  luire  : 

1.  Supprimer  aljsolument  les  expressions  ii  double  sens  l>il- 
lion,  trillion,  etc. 

2.  Faire  une  convention  générale  pour  chacun  des  mots  sui- 
vants :  dix,  cent,  mille,  myriade  (*),  million,  milliard,  milliasse, 
et  admettre  qu'en  les  faisant  précéder  d'un  des  préfixes 

bi  Iri  quatri  quiiiti  déci 

on  élève  respectivement  à  la 

2mo  3mo  4mc  5mc  IQ"^'' 

puissance  le  nombre  qu'ils  expriment. 

Avec  cette  convention  chacun  des  peuples  en  désaccord  pour- 
rait continuer  de  nombrer  h  sa  manière  ;  seulement  les  Allemands 
au  lieu  de  dire  billion,  trillion,  etc.,  diraient  pour  éviter  toute 
amphibologie  bimillion,  trimillion,  etc. 

Les  Français  de  leur  côté  au  lieu  de  million,  billion,  trillion, 
diraient  lîimille,  trimille,  quatrimille. 

Mais  tous  trouveront  probablement  plus  simple  de  se  servir 
des  mots  de  million,  milliard,  milliasse,  et  d'alFecter  de  pré- 
fixes un  des  deux  derniers  mots.  On  aurait  des  tranches  de  9  ou 
de  12  chilFres,  subdivisés  en  tranches  de  trois,  mais  on  pourrait 
exprimer  des  nombres  bien  supérieurs  à  ceux  de  l'Arénaire 
d'Archimède.  On  incorporerait  le  préfixe  comme  on  l'avait 
incorporé  autrefois  au  mot  million,  en  évitant  toutefois  les  jeux 
de  mots  ;  ainsi  on  dirait  bimilliard,  et  non  billiard,  mais  on 
pourra  dire  billiasse  ;  trilliard,  trilliasse  :  quatrilliard,  quatril- 
liasse,  etc.  Le  décilliard  serait  l'unité  suivie  de  90  zéros  ;  la 
décilliasse  l'unité  suivie  de   120  zéros. 

Si  les  Grecs  sont  restés  fidèles  au  calcul  par  myriades  de 
leurs  ancêtres  (?),  ils  pourront  nombrer  par  tranches  de  quatre 
chilTres. 

Voici    un    tableau    comparatif   et    synonymique     d'un    certain 


(I)  Je  mots:  ce  mot  pour  le  cas  où   les  Grecs  modernes  seraient  restés  fidèles  à 
la  nomenclature  de  leurs  ancêtres. 
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nombre    des  diverses  expressions  résultant   des  conventions  ci- 
dessus  : 


-\OMENGL.A.TURES 

1 

PLANI.MÎ 

Tranch 
2  chiffres. 

TRIQUES 

es  de  : 

4  c-hiffres 
(hellénique). 

3  chiffres 
(latine) . 

STÉRjiO.MliTKIQLli 

Tranches  de  : 

6  chiffres 
(germanique). 

s 

9  chiffi-es 
(nouvelle). 

Un. 
Dix. 
Cent. 

Bicent. 

Un. 

Dix. 

Cont. 

Mille. 

Myriade. 

Un. 
Dix. 

Cent. 
Mille. 

Un. 

Dix. 

Cent. 

Mille. 

Dix  Mille. 

Cent  Mille. 

Million. 

Un. 

Dix. 

Cent. 

Mille. 

Dix  Mille. 

Cent  Mille. 

Million. 

Dix  Millions. 

Tricent.         

Bimille. 

Quatricent.      Bimyriade. 

Trimille. 



Cent  Millions. 
Milliard. 

Quinticent.      .   . 

Sexticent.      Trimyriade. 

Quatrimille. 

Bimillion. 

Mille  milliards. 

A  propos  de  lu  seconde  colonne  de  ce  tableau,  rappelons 
i^xiArchimèdc,  dans  son  fameux  Arénaire,  a  employé  une  numé- 
ration qui,  écrite,  serait  à  tranches  de  8  chilï'res,  et  qui  est 
londée  sur  la  bimyriade,  dixième  partie  du  milliard  qui  néces- 
site des  tranches  de  9  chiil'res.  Les  nomenclatures  des  deux 
premières  colonnes  répondent  à  la  progression  familière  aux 
géomètres-arpenteurs  :  mètres  carrés,  ares,  hectares,  myriares, 
voilà  pourquoi  je  les  nomme  planimélriques. 

Maintenant  résumons-nous,  surtout  au  point  de  vue  de  l'en- 
seignement. Il  me  semble  qu  il  y  aurait  lieu  de  convenir  inter- 
nationalement que  les  Arithmétiques  ne  parleraient  plus  des 
billions,  trillions,  etc.,  que  pour  dire  que  l'usage  en  est  aboli  et 
pour  indiquer  chacun  des  deux  sens  que  ces  mots  avaient  autre- 
fois. On  enseignerait  la  numération  au  moyeu  de  la  progression 
ayant  pour  raison  mille  et  des  noms  :  un,  mille,  million,  mil- 
liard, (milliasse).  On  indiquerait,  pour  ceux  (pii  pouiraient  en 
avoir  besoin,  la  manière  générale  ci-dessus  mentionnée  de 
dénommer   les  puissances  des  unités  décimales,  et  on   applique- 


272  "  G.    FOXTEXE 

rait  la  méthode,  suivant  l'avis  (riin  coiigr-ès  international  de 
mathématiciens,  soit  au  milliard,  soit  à  la  niilliassc  pour  avoir 
un  système  généralement  adopté  et  pai'tout  connu,  à  l'usage  des 
savants  qui  peuvent  avoir  besoin  de  nombres  excessivement  grands. 
Pour  ceux  (|ue  la  trop  nombreuse  svnonvmie  pourrait  effrayer, 
rappelons  que  chez  les  Germains  la  coexistence  de  milliard  et 
de  mille  millions  n'a  eu  aucun  résultat  fâcheux,  pas  plus  que 
chez  les  Latins  la  coexistence  de  milliard  et  de  billion,  mais 
ce  cjui  est  vraiment  fâcheux,  au  point  de  vue  international,  c'est 
le  double  sens  (')  dont  est  affligé  ce  dernier  mot  avec   tous    ses 

Ch.  Bkrdellé  (Rioz,  Haute-Saône). 


SUR  LES  SIGNES  DES   DISTANCES 

EN    GÉOMÉTRIE 


I.  J'écris  d'abord  le  tableau  suivant,  où  la  lettre  G  veut  dire 
Géométrie,  et  où  les  lettres  A,  a,  a,  désignent  respectivement  un 
point,  une  droite,  un  plan. 


G.  liiiéaii'c. 

Al 

G.  jilani-coniqne. 

1 
«1 

G.  axiale. 

1 
«1 

G.  plane. 

Al  ai 

G.  conique, 
ai,  (li 

G.  gônéi-alc. 

.3        2         l 

La  Géométrie  linéaire  est  l'étude  des  points  dune  di'oifo  7  con- 
sidérée comme  ravon  ;  la  Géométrie  plani-coni([ue  est  léluile  des 
droites  menées  dans    un   plan  s  par   un  point   S  ;    la    Géométrie 


(')  Ce  double  sens  a  laissé  des  traces  dans  les  artit-les  billion,  trillion.  etc..  du 
Dictionnaire  de  malhcmatiques  de  rEnfi/chyiedie. 
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axiale  est  rétiule  des  plans  qui  passent  par  une  droite  t  consi- 
dérée comme  axe. 

La  Géométrie  plane  est  l'étude  des  points  et  des  droites  dans 
un  plan  s;  la  Géométrie  conique  est  l'étude  des  droites  et  des 
plans  qui  passent  par  un  point  S. 

La  Géométrie  générale  est  l'étude  des  points,  des  droites,  des 
plans  de  l'espace. 

2.  La  notation  %\  signifie  qu'une  droite  dans  lespacc  est  déter- 
minée par  deux  points  (indice  inlérieur],  par  deux  plans  (indice 
supérieur)  ;  les  notations  Aj  et  a[  ont  un  sens  analogue.  La  nota- 
tion A;  signifie  que,  en  Géométrie  plane,  un  point  est  déterminé 
par  un  point  ou  par  deux  droites,  etc.  Dans  chaque  Géométrie, 
la  somme  des  deux  indices  surpasse  d'une  unité  le  nombre  des 
paramètres  dont  dépend  Vêlement  décrivant  dans  cette  Géométrie, 
ou  Vêlement  ens^eloppant  dans  cette  Géométrie  :  ainsi,  dans  l'es- 
pace, la  somme  des  deux  indices  est  4?  alors  qu'un  point  ou 
un  plan  dépend  de  trois  paramètres.  Le  produit  des  deux 
indices  lait  connaitre  le  nombre  des  paramètres  dont  dépend 
l'élément  :  ainsi  une  droite  nX  dépend  de  quatre  paramètres.  Dans 
un  espace  analytique  wn —  i  dimensions,  on  aurait  en  Géométrie 


générale  les  éléments 


MT 


MT\.  .,  m;!,....  mî;,...,  m^_2,    Mi-i, 


dont  le  premier  est  le  point,  le  dernier,  qui  peut  être  aj)pelé 
trope,  est  le  ravon,  lavant-dernier  peut  être  appelé  le  second  axe; 
on  peut  dire  ([ue  les  deux  éléments  Mj,  et  M','  sont  associaùles, 
et  ils  sont  associés  s'ils  ont  un  point  commun  et  par  suite  un 
trope  commun. 

!L  Deux  éléments  associables  ^l'j,  et  Mj  ont  un  moment.  Dans 
l'espace  réel,  avec  l'hvpothèse  euclidienne,  ces  moments  sont 
pour  les  diverses  Géomé tries  : 


A,B) 

siii  (a. 5) 

sin  {(r,l>) 

(A.?) 

sin  (a,/>) 

(A,/.) 
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c'est-à-<lire  :  i"  la  distance  de  deux  points,  le  sinus  de  Tangle 
de  deux  droites  associées,  le  sinus  d'un  dièdre  ;  2°  la  distance 
d'un  point  à  une  droite,  le  sinus  de  l'angle  d'une  droite  et  d'un 
plan;  3"  la  distance  d'un  point  à  un  plan,  le  moment  de  deux 
droites  quelconques.  L'hypothèse  euclidienne  inllue  sur  les  cases 
à  gauche  du  tableau. 

4.  Dans  un  ouvrage  publié  en  1892,  VHyperespace,  j'ai  montré 
que,  si  l'on  désigne  par  (Mj'|,  M^^)  le  moment  de  deux  éléments 
associables  pris  dans  un  certain  ordre,  on  a,  avec  des  conven- 
tions presque  nécessaires, 

(i)  (MU)   (M!;i  =  (-i)P'ix(MP,   M2), 

les  éléments  étant  dirigés,  l'espace  analytique  étant  orienté  ;  le 
moment  ne  change  de  signe  que  si  y;  et  q  sont  impairs  tous  deux. 
Je  me  propose  de  légitimer  cette  règle  pour  l'espace  réel  ;  les 
seuls  moments  qui  changent  de  signe  quand  on  change  l'ordre  des 
deux  éléments  sont  :  la  distance  de  deux  points,  le  sinus  de 
l'angle  de  deux  droites  dans  un  plan,  le  sinus  du  dièdre  de  deux 
plans,  et  la  distance  d'un  point  et  d'un  plan. 

Les  droites  sont  dirigées,  les  plans  sont  orientés  par  des  flèches 
circulaires,  l'espace  est  orienté  comme  il  suit  :  on  considère 
une  droite  et  un  plan  perpendiculaires,  on  dirige  la  droite  par 
une  flèche  /,  on  oriente  le  plan  par  une  flèche  circulaire  cp,  et  le 
système  [f,  cp),  que  l'on  peut  tourner  à  volonté,  est  dit  orienter 
l'espace  ;   on    pourrait  encore  employer  une   flèche   hélicoïdale. 

5.  Il  n'y  a  pas  lieu  d'insister  pour  la  Géométrie  linéaire,  ni  pour 
la  Géométrie  plani-conique  ;  pour  la  Géométrie  axiale,  quand  on 
considère  un  dièdre  [a,  h),  les  plans  sont  oiientés,  larète  est 
dirigée,  et  un  observateur  représenté  par  la  flèche  de  1  arête  suit 
des  yeux  le  mouvement  du  plan  a  quand  ce  plan  orienté  vient 
coïncider  avec  le  plan  orienté  h  :  l'espace  étant  orienté,  le  dièdre 
est  connu  en  grandeur  et  en  signe  à  2/17:  près.  Dans  ces  trois 
cas,  la  règle  (i)  se  vérifie. 

6.  Je  vais  montrer  (jue,  a^>ec  une  définition  convendhle,  nulle- 
ment (irhitraire,  on  a  par  exemple  dans  l'espace  pour  hi  dislance 
des  éléments  point  et  j)lan,  c'est-à-dire  A,'  et  AJ, 

(A,/>)  =  — (/.,A). 
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le  plan  étant  oriente.  Soit  (A,  b).  Parlons  de  A,  et  prenons  un 
point  B  dans  le  plan  h  ;  soit  a  la  droite  AB  que  Ton  dirige  à 
volonté  :  menons  par  B  une  droite  |â  dans  le  plan  b,  et  diri- 
geons-la à  volonté  ;  soit  a  le  plan  des  deux  droites  a  et  |j,  plan 
«ne  Ion  oiiente  à  volonté  ;  nous  écrirous  par  définition 

(A,i)rrÂBx  sin  (a,p)  X  sin  {>i,h), 

le  second  membre  étant  indépendant  de  B  et  de  jB,  et  de  la 
façon  dont  on  dirige  ou  oriente  les  éléments  introduits.  Nous 
écrirons  de  même,  par  définition, 

(fc,A)  =  sin  {b,a)  X  sin  (3, a)  X  BA, 

en  partant  de  b,  et  en  introduisant  successivement  le  plan  a  et 
la  droite  a.  Le  nombre  des  lacteurs  étant  impair,  on  a  bien  la 
relation  écrite  au  début  de  ce  numéro. 

On  aurait  de  même  en  Géométrie  plane  ou  en  Géométrie 
coni([nc,  avec  deux  lacteurs  au  lieu  de  trois, 

■k,'^)  —  (^,A),  sin  (a,/>)  —  sin  (i,a), 

ce  ([ui  est  conforme  à  la  règle  (i). 

".  Pour  le  moment  de  deux  droites,  %l  et  %,  on  doit  avoir 
(a,  j3^  =  ([i,  a).  Or,  de  quelque  façon  que  l'on  veuille  définir  le 
signe  de  ce  moment,  cela  aura  lieu  en  vertu  de  la  remarque  sui- 
vante :  si  xVB  est  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites, 
si  l'on  considère  les  deux  demi-plans  qui  passent  par  AB  et  par 
les  régions  positives  a  et  ,3  à  partir  de  A  et  B,  si  l'on  mène  le 
plan  bissecteur,  et  si,  dans  ce  plan,  par  le  milieu  0  de  AB,  on 
mène  Oc  perpendiculaire  sur  .\  lî,  cette  droite  est  un  axe  de 
symétrie  pour  les  droites  dirii^ées  y.  et  ,3,  de  sorte  que  le  système 
(a,  |î>^  peut  être  amené  en  coïncidence  avec  le  système  ([3,  a). 

Quant  à  la  définition  du  siane  du  moment  de  deux  droites,  on 
peut  la  déduire,  d'une  manière  aualt)gue  à  ce  qu'on  a  lait  au  n°  6, 
de  la  toi-mule 

(a.fi)  =  (3t,B)  xsin  irt,^), 

tlans  la([uelle  B  est  un  point  de  |j,  el  a  est  le  plan  déterminé  par 
B  el  a,  plan  ([ue  l'on  oriente  à  volonté.  Celle  lormiile^  utile  pour 
l'expression  du  volume  d'un  tétraèdre  en  ionclion  de  deux  arêtes 
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opposées...,  est  un  cas  paiùciilici'  du  ihi'or'eme  des  rji/tiire  clé- 
nwnls  doiiiK'  (lans  lOiivrage  elle  ]»lus  haut. 

(Lu  déiiiiilion  dn  moment  de  deux  droites  se  ratlaehe  à  des 
idées  générales  i\\\\  sont  exposées  au  chapitre  vu  du  même 
ouvrage  ;  l'hypothèse  euclidienne  influe  d'ailleurs  sur  cette  défi- 
nition ;  on  peut  dire  que  l'on  multiplie  la  distance  minimum  de 
deux  points  pris  sur  les  deux  droites  par  le  sinus  maximum  de 
l'angle  de  deux  plans  passant  par  les  deux  droites.^ 

8.  Avec  un  tétraèdre  de  référence  ABCD,  donl  les  arêtes  a,  [i, 
y,  a.',  \j ,  y'  sont  dirigées,  dont  les  plans  a,  h,  c,  d  des  laces  sont 
orientés,  on  a,  pour  un  point  M  et  un  plan  orienté  m, 

^     '    '  (A,«)  ^  ^ 


et  pour  deux  droites 


'afai 


+  ..•  +  •••  +••■  +  ••■  + 


les  idées  barycentriques  donnent  la  première  lormuli>  ;  on  a  la 
seconde  en  considérant  une  force  F  dirigée  suivant  "j.,  lorce  que 
l'on  décompose  suivant  les  directions  des  arêtes  du  tétraèdre,  et 
en  prenant  les  moments  par  rapport  ;»  v  :  les  composantes  de  la 
force  F  se  déterminent  d'ailleurs  par  le  théorème  des  moments. 
Si  l'on  pose 

(M,«)  =  .r,  /  (A,/w)  =  u,  (A,rt)  —  h. 

{U,h)  =  r,  \(B,w)  =  f,  \{^,b)-h', 

(M,c)="z,  MC,"0  =  '«'>  (C,f)--=/A 

(M,rf)  =  /,  ,  (D,7»)  =  r,  '   (D,rf)  =  /*'", 

on  a 

pour  in,  M)  on  doit  changer  le  slgnt>  du  second  meinlnc.  Pour  des 
droites,  on  pose,  en  se  réglant  sur  I), 


et  l'on  a 


AO  IJIT  'iz  ZK 

(t^.I-^  )  =  -7-  +  -TT-  +  --;7-  +-•—  +  ...  +  .  . 
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'■^11 


l/»'([iiafion  uonnale  iriine  droite,  .r  cos  a -f- //  cos  ,3  —  p=zo, 
et  r('(jiiatiou  noinuile  criiii  plan,  donneraient  lieu  à  des  remarques 
([ue  je  laisse  de  côté. 

().    l'ornions  le  tableau 


SogmenI . 

Angk'. 

Dièdre. 

Triaii"Ic. 


Trièdro. 


Ti'lraèdre 


La   première   ligne   donne  les  quantités  déji»  considéi'ées   AB, 
sin    a,  |i  ,  sin  (^a,  h].  Pour  un  triangle,  comprenant  trois  points  et 

trois  droites,  on  a  les  deux  (inantités  corrélatives  :>  S  et  -^ ,  S  clan! 

la  surface  et  R  le  ravon  du  cercle  circonscrit  ;  le  signe  de  R  est 
défini  par  les  formules 

BC  „  2S 


sin  (3,-;) 


=    ...    =    ...:=  2R 


Pour  un  triédre,  on  a  à  considérer  le  sinus  du  trièdre,  et  le 
sinus  du  tricdre  récipro([ue.  Pour  un  tétraèdre,  on  a  à  considérer 
le  volume  sextuplé  6  V,  el  une  (piantité  corrélative  ([ue  l'on  d('>fl- 
uirait  par  des  formules  analogues  au\  formules  écrites  en  deiiiicr 


lieu. 


lo.  Sans  vouloir  faire  ici  une  revue  complète  de  ces  quantités, 
nous  dirons  ([ue  Ton  peut  définir  laire  alg(''l)ri([ue  d  un  triangle 
•V  13  (1  par  les  lormules 

'1  ABC  —  BC  X  (A,a)  =  CÂ  x  (B.3)  =:  ABxiC,-;). 

a,  [ii.  V  désignant   les  droites  dirigées  ([ui  portent  les  côtés  ;  on 
peut  écrire,  A  ou  B  ou  C  mis  en  facteur  voulant  dire  -\-  i, 

■2.  ABC  =  À  X  BC  X  (A .a)  =  —  B  X  ÂC  X  ( B,3)  nr     .  . , 

le    signe    —   corresp(»ndant    au   dérangement    de    la    suite    BAC. 
(  )n  «'criia  di'   même 


6  ABCO  =  i  ABC  X  U  X  (//.D)  - 
—  _  il  X  2  ABC  X  (  U//    -    .    . 
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le  sigiK'  —  correspontlant  au  dérangement  de  la  suite  DAB(>, 
l'ordre  îles  élémenls  dans  la  parenthèse  étant  lié  à  Tordre  des 
deux  premiers  facteurs  ;  on  en  déduit  lacilement 

6  ABCU  =  ÂÏÏ  X  CD  X  (7,7'), 

Y  et  Y  étant  les  droites  dirigées  qui  portent  AB  et  CD. 

II.  Les  définitions  adoptées  donnent  les  conséquences  sui- 
vantes : 

On  constate  ([ue  la  distance  dun  point  A  à  une  droite  dii'igée 
3  dans  un  plan  orienté  est  positive  lorsqu'une  force  agissant  suivant 
[i  dans  le  sens  positif  a  un  moment  positil  par  rapport  à  A.  Pour 
l'angle  d'une  droite  et  d'un  plan,  on  a  une  règle  très  simple  et 
très  naturelle.  Pour  un  point  et  un  plan,  c'est  la  distance  ib,  A) 
qui  est  positive  quand  un  o])servateur  debout  sur  le  plan  du  côté 
de  A  voit  la  flèche  circulaire  du  plan  tourner  de  sa  droite  vers  sa 
gauche,  si  l'espace  est  orienté  de  droite  à  gauche  ;  pour  deux 
droites,  le  moment  est  positif  comme  en  Mécauicjue.  L'aire  dun 
triangle,  le  volume  d'un  tétiaèdre  sont  positifs  dans  les  condi- 
dions  a'énéralement  admises.  Relativement  à  la  tacon  d'orienter 
un  plan,  ou  l'espace,  il  est  essentiel,  quand  on  emploie  des  axes 
de  coordonnées,  ([^orienter  le  plan  deO.v  vers  Oy,  cV orienter  l'es- 
pace de  Ox  vers  Oij  pour  l'observateur  Oz  ;  si  l'on  tient  à  parler  de 
gauche  et  de  droite,  il  convient  alors  d'adopter  pour  l'espace 
une  disposition  des  axes  Ox,  O//,  Oc,. telle  que  l'observateur  Oz 
voie  les  axes  O.r,  Oij  comme  on  les  place  d'ordinaire  en  Géo- 
métrie plaue  :  auti'cment,  on  est  conduit  à  orienter  le  plan  de  Oij 
vers  O.r  comme  on  fait  souvent  en  Mécanique  plaue,  ce  qui  est 
fâcheux  pour  les  moments  ;  l'espace  est  alors  orienté  dans  le  sens 
astronomique  direct,  tel  qu'on  l'oriente  ])our  Tascension  droite 
et  pour  la  longitude,  mais  non  pour  lazimut  et  pour  l'angle 
horaire. 

(■.   FoNTKXK     Paris I. 


CLASSIFICATION 


LIGNES  ET  SURFACES  DU  SECOND   ORDRE 


M.  Mérav,  l'éminent  prolcssenr  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Dijon,  a  donné,  dans  les  Nom'elles  Annales  des  Malhè/na/i(fitcs 
(3"  série,  tome  XI,  novembre  1892)  une  classification  des  lignes 
et  surfaces  du  second  ordre  basée  sur  la  présence  des  points 
doubles. 

Cette  classification  ne  parait  pas  avoir  attiré  l'attention  comme 
elle  le  mérite;  je  me  propose  de  montrer  les  avantages  qu'elle 
présente  au  point  de  vue  de  la  spéculation  pure  et  de  l'enseigne- 
ment, que  celui-ci  s'adresse  à  de  futurs  matbématiciens  ou  à 
des  élèves  ingénieurs. 

La  théorie  des  lignes  et  surfaces  du  second  ordre  est  arrivée  à 
un  assez  haut  degré  de  perfection  pour  qu'il  soit  permis  de 
chercher  à  déterminer  les  propriétés  fondamentales  qui  peuvent 
servir  à  établir  une  classification  naturelle. 

Pour  atteindre  ce  but,  nous  devrons  tenir  compte  h  la  fois  des 
caractères  algébriques  de  ré([uation,  de  la  lornie  de  la  ligne  ou 
de  la  surface,  de  ses  propriétés  géométriques  et  peser,  pour 
ainsi  dire,  l'importance  de  chacun  de  ces  caractères. 

Tout  d'abord,  si  on  rélléchit  ii  l'état  actuel  de  la  (iéomélrie 
analytique,  on  est  conduit  à  conclure  que  le  caractère  algébrique 
doit  l'emporter  sur  les  autres.  L'Algèbre  fortement  constituée, 
grâce  il  ses  procédés  de  généralisation,  a  imposé  peu  à  peu  a  la 
(iéométrie  son  langage,  ses  conventi()ns. 

La  Ciéométrie  fournit  les  idées  premières,  les  définitions,  l  Al- 
gèbre les  précise  pour  qu'on  puisse  leur  appliquer  le  calcul  et 
elle  leur  donne  la  généralité  qu'elle  possède  elle-même  ;  les 
exceptions,  les  cas  particuliers  disparaissent. 

Il  parait  donc  naturel  de  chercher  dans  les  propriétés  de 
1  ('([nation  un    caractère   fournissant  une    base   assez    large  pour 
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supporter  toute  la  classification.  Du  reste  les  lignes  et  surfaces 
étant  définies  par  leurs  équations,  il  est  certain  que  c'est 
des  propriétés  de  la  forme  algébri(jue  que  doivent  découler 
toutes  les  propriétés  des  figures  correspondantes.  Si  donc  nous 
liouvons  une  concordance  absolue  entre  les  caraclèrcs  algé- 
l)riques  et  géométriques  des  lignes  ou  surfaces  appartenant  ii  un 
même  groupe,  si  les  caractères  des  différents  groupes  sont  dis- 
tincts, nous  aurons  la  meilleure  preuve  que  notre  classification 
est  naturelle. 

Examinons  d'abord  les  classifications  adoptées.  Pendant  un 
certain  temps  on  a  classé  les  lignes  et  surfaces  du  second  ordre 
d'après  les  propriétés  du  ce/ilre.  Cette  classification  est  primi- 
tive, artificielle  ;  le  centre  n'a  qu'une  importance  secondaire 
clans  les  lignes  du  second  ordre  et  il  n'en  a  plus  aucune  pour  les 
lignes  d'ordre  plus  élevé  (jui  n'ont  pas  de  centre  en  général. 

Insuffisante,  cette  classification  repose  de  plus  sur  une 
confusion  regrettable  ;  le  centre  d'une  ellipse  ne  joue  pas  le 
même  rôle  que  le  point  d  intersection  de  deux  droites  ;  le  pre- 
mier est  exclusivement  un  centre,  le  second  est  avant  tout  un 
point  double  qui  a  une  influence  primordiale  sur  les  propriétés 
algébriques  et  géométriques.  ()uelle  note  donnerait-on  à  un  élève 
confondant  un  centre  et  un  point  double  dans  une  (•ubi([ue  .'  Les 
mêmes  réflexions  s'appliquent  aux  surfaces. 

Actuellement  on  classe  les  coniques  en  résolvant  l'équation 
générale  et  en  construisant  les  différentes  ligues  qu'elle  peut 
représenter;  cette  étude  qui  repose  sur  les  propriétés  du  trinôme 
est  excellente  et  sert  de  modèle  pour  la  construction  des  courl>es 
d'ordre  supérieur. 

l'.lle  lournit  des  caractères  pi'opres  ;i  disliuguer  les  difTérentes 
lignes  du  second  ordre,  mais  on  a  tori  tl'en  déduire  une  classifi- 
cation sans  s'être  assuré  (|ue  ces  caractères  distinclils  sont  sufli- 
sanls  pour  définir  des  familles  naturelles.  Le  caractère  fonda- 
mental est  tiré  de  la  nature  de  A^;on  range  dans  un  même  groupe 
les  lignes  (jui  peuvent  être  homothéliques  ;  on  subdivise  ensuite 
chaque  groupe  d'après  la  nature  de  A^,  mais  sans  donner  la  véii- 
table  signiflcalion  géométric^ue  tle  ce  second  caractère. 

Nous  montrerons  <pu<  h-  caractère»  primortlial  doit  être  tiré  de 
A,  et  non  de  A,. 
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REMAnQLE.  —  (Je  désigne  par  A,,  A^,  A,  les  discriinliiaiits  des 
formes  à  deux,  trois  et  qualre  variables;  cette  notation  me 
paraît  bien  prélérable  à  celle  en  usage  <:/,  A,  II.) 

Depuis  quelques  années,  dans  tous  les  cours,  on  classe  aussi 
les  coniques  d'après  la  décomposition  en  carrés,  mais  on  la  lait 
de  telle  façon  que  la  nouvelle  métliode  se  réduit  à  la  résolution 
légèrement  déguisée  de  l'équation. 

Au  lieu  de  décomposer  naturellement  la  forme  complète  ren- 
due homogène,  on  s'occupe  d'abord  exclusivement  des  teinies  du 
second  degré;  on  constate  avec  satisfaction  qu'on  retrouve  la  clas- 
sification déjii  établie  et  plus  tard  on  exalte  encore  la  perfection 
de  celle-ci  en  montrant  qu'elle  concorde  avec  la  théorie  des 
centres. 

Ce  résultat  est  forcé;  on  a  dénaturé  la  décomposition  en  carrés 
pour  retrouver  Tancienne  classification  des  centres. 

Les  élèves  ne  sont  généralement  pas  aussi  satisfaits  ;  ils  ne 
conqiiennent  pas  qu'on  réunisse  dansun  même  groupe  rhy!)cri)ole 
et  deux  droites  qui  se  coupent,  et  tous  disent  qu'il  y  a  pour  eux 
deux  sortes  de  lignes  du  second  ordre  :  les  vraies  courbes  et  les 

o 

svstèmes  de  droites. 

Nous  ajouterons  (jue  la  terminologie  est  mauvaise  ;  on  place 
dans  un  même  genre,  genre  ellipse,  par  exemple,  l'oUIpse  ([ui 
n'a  pas  de  point  double  et  un  couple  de  deux  droites  qui  en 
a  un. 

Que  doit  penser  un  élève  \\  ([ui  l'on  définit  le  genre  d'une 
courl)e  ? 
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devons  d'aboid  chercher  le  caractère  algébrique  fondamental  des 
formes  quadraticpies. 

Toutes  les  propriétés  de  ces  formes  résultent  des  deux  théorèmes 
suivants  : 

I.  Toute  forme  quadrati([ue  à  n  variables  est  décomposable  en 
une  somme  algébri(jue  de  n  carrés  ou  de  moins  de  n  carrés  indé- 
pendants. 
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Le  premier  théorème  conduit  immédiatement  à  distinguer  trois 

familles. 

Première  famille  A^  ^  o  3  carrés, 

Deuxième  famille  A^  =  o  i  carrés, 

Troisième  famille  A^  ^  o  i  carré. 

Mineurs 
du  2)reuiier  ordre 
nuls. 

La  nature  de  A3  fournit  une  classification  algébrique,  simple  et 
précise.  Ce  caractère  a-t-il  une  signification  géométrique  impor- 
tante ?  Réunit-il  dans  une  même  famille  des  figures  ayant  les 
mêmes  propriétés  .' 

Dire  que  A3  =  o,  c'est  dire  qu'il  existe  un  système  de  valeurs 
d'.r,  y,  z,  non  toutes  nulles,  vérifiant  à  la  fois  les  équations 

C'est  donc  dire  qu'il  y  a  un  point  double  à  distance  finie  ou 
infinie. 

Première  famille  3  carrés  Pas  de  ])oiiU  double, 

Deuxième  famille  2  carrés  Un  point  double, 

Troisième  famille  i  carré  Une  ligne  de  points  doubles. 

La  considération  des  points  doubles  fait  rentrer  la  classification 
des  coniques  dans  celle  des  courbes  en  général,  puisqu  elle  est 
basée  comme  elle  sur  le  nombre  des  points  doubles,  sur  le 
genre. 

Montrons  que  la  décomposition  en  carrés  a  autant  d  importance 
au  point  de  vue  géométrique  qu'au  point  de  vue  algébrique. 

Les  théories  des  tangentes,  des  centres,  des  diamètres,  des 
axes,  des  foyers  sont  les  conséquences  d'une  théorie  unique, 
celle  des  polaires. 

Cette  théorie  domine  toutes  les  autres,  elle  les  comprend 
toutes  ;  c'est  donc  elle  ([ui  doit  fournir,  au  point  de  vue  géomé- 
trique, le  caractère  fondamental  pour  la  classification. 

Or  la  décomposition  en  carrés  entraîne  l'existence  des  triangles 
conjugués,  les  propriétés  des  polaires,  des  droites  conjuguées, 
des  diamètres,  des  axes,  des  foyers,  c'est-à-dire  toutes  les  pro- 
priétés des  coniques. 
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11  nous  reste  à  prouver  que  tous  les  coniques  dune  lamillc  ont 
un  ensemble  de  propriétés  bien  définies  .  que  ces  propriétés 
varient  d'une  famille  à  l'autre. 

Première  famille.  —  Cha(|ue  point  a  une  polaire  unique, 
chaque  droite  a  un  pôle  unique,  chaque  point  de  la  courbe  a  une 
tangente  unique.  La  droite  de  l'infini  aunpôle  unique,  le  centre. 
Chaque  point  de  liniini  a  une  polaire  unique,  cest-à-dire  quà 
toute  direction  de  corde  correspond  un  diamètre. 

D'un  point  quelconque  on  peut  mener  deux  tangentes.  Chaque 
courbe  a  quatre  foyers. 

Deuxième  famille.  —  La  présence  dun  point  double  modifie 
profondément  les  propriétés  des  polaires. 

La  polaire  du  point  double  est  indéterminée. 

La  polaire  d'un  point  quelconque  passe  par  le  point  double. 

Tous  les  points  d'une  droite  passant  par  le  point  double  ont 
même  polaire. 

Les  mêmes  théorèmes  s'appliquent  aux  diamètres,  aux  tan- 
gentes. 

Troisième  famille.  —  Les  mêmes  théorèmes  s'appliquent  à 
chaque  point  de  la  ligne  des  ])oints  doubles. 

Re.maiîque.  —  La  décomposition  en  carrés  de  l'ensemble  de  la 
forme  est  la  seule  classification  intéressante  en  coordonnées 
trilinéaires  et  tangentielles. 

l'^ntin  cette  classification  convient  également  aux  coniques  à 
coefficients  imaginaires. 

l^our  terminer  la  classification,  on  subdivisera  les  familles  en 
espèces,  d'après  la  nature  des  termes  du  second  degré. 

T,        ..       ,.      .,1  •^..  <  o  lIvpcM-bolc 

rromiero  lamulc       k      '  r.'       ^     ^ 

^    A._,  =  o    1  iirabolc 

A.  5^  o  f  ,,  ,,.     .  l   AA,  <"  o  Etlipsc  rcollo, 

^>  A,  >o  Espèce  elliptique        .     ^  ,„,.  *       .  .      . 

f  AA3  >.  o  Jbilipse  imagiuairc. 

Deuxième  famille     /  Aj  <C  o  Couple  hyperbolique, 

A3  =:  o  Aj  :=  o  Couple  parabolique  réel  ou  imaginaire, 

I  point  double.       \  Aj  >  o  Couple  elliptique. 
Troisième    famille 

^  1   Di-oite  double. 

Mineurs  i 

p  rcmior  ordre  nul*. 
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Classification  dks  siiifacf.s  nu  skcoxd  oiinni:.  —  On  peut 
esstiver  de  défendre  la  classification  actuelle  des  coniques,  en 
disant  qne  dans  chaque  groupe  on  trouve  des  figures  qui  peuvent 
être  homothétiques. 

Celle  des  surfaces  présente  le  plus  grand  désordre  et  il  n'y  a 
aucun  argument  a  fournir  en  sa  faveur,  autre  que  l'habitude. 

On  trouve  placés  dans  des  groupes  différents  les  cônes  et  les 
cvlindrcs  qui  ont  la  même  définition  ;  on  ne  peut  invoquer  l'ho- 
mothétie,  car  le  cvlindre  ellipti([iie  et  le  paraboloïde  ellipticjue 
ne  sont  pas  dans  la  même  classe,  tandis  que  les  deux  paraholoïdes 
sont  réunis;  la  décomposition  en  carrés  est  également  mécon- 
nue ;  le  cône  qui  correspond  à  trois  carrés  est  avec  les  surhices 
qui  en  ont  quatre. 

Appliquons  radicalement  la  décomposition  en  carrés,  et  nous 
retroviverons  la  simplicité,  Funité  déjà  observées  dans  la  classifi- 
cation des  coniques. 

^  ,  (   Hvpoibuloïde  à  i  nappe. 

Ti         •-        r       -H  A,  ~>  O  Espèce  livpcrbohqiio    •    ,"         i     ■    ■■  i    - 

Première  laiiuilc  3>  i  .1  1        ^    Hvperboloidea  anappes. 

^  I    AA'  —  B"2  <  o  ' 

Ai  ^  o  V  ;    Paraboloïde    li yperl)oli  - 

'  A^  =  o  Espèce  parabolicjiic  que. 

Pas  de  point  ,      •*  ^   n        i     i    •  1       ir    .• 

'  i  Paraboloule  elliptique. 

double  I 

J    .  .     ^       r      .  ir    ,•             .  Ellipsoïde  réel. 

A  firi-.'.s                  AA.,  >o  Espèce  ellipticfue      ^           *                        .      . 

^i''^^'^^-                »/,        o">L  /  Ellipsoïde  imaginaire. 

AA  —  B  -  >  o  ■         '■                   " 

AA^    <C   o       Ce)ne  réel. 
Deuxième  famille        AA.  >   O       Cùne  imaginaire. 


A.  =  o 


*       A3  =  O 


Cylindre  hyperbolique. 
Cylindre  ellij)lique   réel. 


I   point  double       i  Cylindre  elliptique  imaginaire 


3  carrés.  Mineurs  du  Cylindre  paraboiIt[uc. 

'    premier  ordre  nuls. 

'P      •    ■ .  r        11  Coiii>le  livijerboliquc  de  ijlans. 

1  roisieme    lainille  '  *  '  »  ' 

\   Couple  parabolique  réel. 

Ligue  de  points      ,   /^         1  i     r  •  •      • 

I  ^'Ouple  parabolique  imaginaire. 

doubles.  [    r^        1       11-    I- 

\  Couple  elliptique. 

Quatrième  famille.   Plan  double. 

On  est  frappé  par  la  simplicité  de  cette  classification;  l'étude 
des  plans  polaires  va  achever  de  prouver  combien  elle  est  natu- 
relle. 
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De  plus,  la  considération  des  points  doubles  lall  comprendre 
la  cause  des  singularités  que  présentent  les  plans  diamétraux 
dans  les  cylindres  et  les  couples  de  plans  ;  leur  présence  permet 
de  prévoir  ce  qui  doit  arriver  et,  au  lieu  d'une  série  de  faits 
détachés  que  l'élève  retient  avec  peine,  on  n  a  plus  qu'une  suite 
de  conséquences  fort  simples  d'un  fait  unicjue. 

Première  famille.  —  C/iarjue point  a  un  plan  polaire  unique  ; 
chaque  plan  a  un  pôle  unique.  Il  en  résulte  que  chaque  point  de 
la  surface  à  distance  hnie  ou  infinie  a  un  plan  tangent  ;  toute 
dii-ection  de  corde  a  un  plan  diamétral;  le  plan  de  l'infini  a  un 
pôle  uni([ue  qui  est  le  centre. 

A  toute  droite  correspond  une  droite  conjuguée.  A  toute  droite 
à  linfini  A  correspond  une  droite  conjuguée  unique  qui  est  le 
diamètre  conjugué  des  plans  parallèles  passant  par  A. 

Deuxième  famille.  —  Le  plan  polaire  du  point  double  est  indé- 
terminé. 

Le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  passe  par  le  point 
double. 

Si  des  points  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  double,  ils  ont 
même  plan  polaire;  —  en  particulier  le  plan  tangent  est  tangent 
en  tous  les  points  de  la  génératrice. 

Ces  propriétés  appartiennent  aux  cvlindres  qui  ont  leur  point 
double  à  l'infini  ;  il  en  résulte  que  : 

le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  des  génératrices, 
c'est-ii-dire  le  plan  polaire  du  point  double  est  indéterminé  ; 

si  deux  directions  de  cordes  déterminent  un  plan  parallèle  à 
la  direction  des  génératrices,  elles  ont  même  plan  diamétral. 

En  elFet,  les  points  à  l'infini  de  ces  deux  directions  sont  en 
ligne  dioite  avec  le  point  di>uble;  donc  ils  ont  même  plan  polaire. 

Troisième  famille.  —  L'intersection  des  deux  plans  du  couple 
est  une  ligne  de  points  doubles  et  on  peut  appliquer  ii  chacun 
d'eux  tous  les  résultats  précédents. 

Le  plan  polaire  d'un  point  (|uelcon(|ue  de  la  ligne  des  points 
doubles  est  indéterminé. 

Le  plan  polaire  d'un  point  <|uelcon(|ue  passe  par  la  ligne  des 
points  doubles. 

Quatrième  famille.  — Le  plan  polaiie  d'un  point  qurlconque  du 
plan  double  est  indéterminé. 

J-Inseig'nement  math.  ig 


286  G.    BIBELOT 

Le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  se  confond  avec  le  plan 
doul)le. 

Chasles  regardait  comme  le  meilleur  critérium  d'une  méthode 

o 

le  fait  qu'elle  s'appliquait  aussi  facilement  à  la  Géométrie  plane 
([u'au  problème  correspondant  de  la  Géométrie  de  l'espace  ;  il  est 
impossible  de  ne  pas  reconnaître,  ([u"à  ce  point  de  vue,  la  nou- 
velle classification  est  parfaite. 

A.    PoussAKT  fParis). 


UNE   PREMIERE   LEÇON 


GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 


On  sait  quelles  difiicultés  rencontrent  les  commençants  lors- 
que, après  avoir  considéré  un  système  de  deux  plans  de  projection, 
ils  font  le  rabattement  du  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal, 
rabattement  destiné  à  donner  l'épure. 

On  sait  aussi  quels  inconvénients  entraine  la  considération, 
pendant  la  plus  grande  partie  du  cours,  d'un  système  unique  de 
deux  plans,  l'un  horizontal  et  l'autre  vertical  :  les  élèves  n'ont 
pas  le  temps  de  se  familiariser  avec  la  méthode  des  changements 
de  plans  ;  et  puis  il  y  a  aussi  les  problèmes  insolubles,  momen- 
tanément, parce  que  telle  droite  est  de  profil,  alors  le  professeur 
est  forcé  de  dire  h  ses  élèves  :  vous  verrez  cela  plus  tard. 

Qu'on  le  veuille  ou  non,  la  considération  de  plus  de  deux 
plans  s'impose  dès  le  début,  et  par  conséquent  il  en  est  de  même 
pour  les  changements  de  plans  :  on  peut  donner  encore,  entre 
autres  raisons,  la  nécessité  oii  se  trouve  l'artisan  le  moins  instruit 
de  dessiner  un  plan  et  deux  élévations  pour  représenter  l'objet 
le  plus  simple. 

Tout  cela  a  été  signalé  depuis  longtemps.  Tout  récemment, 
M.  Laisant,  dans  son  très  intéressant  ouvrage  :  La  Mathématique, 
insiste  sur  ce  fait  qu'il  ne  faut  pas  «  rendre  l'élève  esclave  de 
deux  plans  de  projection  et  d  une  ligne  de  terre  invariablement 
tracée   ». 
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Du  reste,  clans  plusieurs  traités,  on  a  cherché  à  éviter,  par  tUlFé- 
rents  procédés,  les  dilïicultés  et  les  inconvénients  dont  il  vient 
dètre  question.  Voici  une  méthode  simple  qui  a  pour  elle  une 
expérience  continue  de  plusieurs  années  avec  des  élèves  de 
mathématiques  élémentaires  ;  elle  permet  de  passer,  sans  rabat- 
tement, de  la  figure  de  lespace  à  l'épure  ;  elle  permet  aussi 
d'éviter  les  inconvénients  d'un  système  unique  de  deux  plans  de 
projection. 

I .  —  On  sait  que  d'un  point  M  on  peut  mener  ii  un  plan  P 
une  perpendiculaire  et  une  seule  (5''  livre  de  Géométrie.  Le  pied 
de  cette  perpendiculaire  est  la  projection  du  point  M  sur  le 
plan  P  1^).  La  perpendiculaire  est  la  projetanle  du  point  sur  le 
plan. 

•1.  —  Soient  maintenant  'fig.  i)  : 

—  une  figure  formée  de  points  A,  B,  C,  D,...  et  réduite,  s'il 
le  faut,  à  une  échelle  déterminée  ; 

—  un    plan    horizontal.   II,  formé  par  une  feuille  de  papier  ; 


B, 


<&' 


Fig.   I. 

—  enfin  un  observateur  dont  Vœil  est  au-dessus  du   plan  II  et 
qui  regarde  la  figure  ABCD... 
Chacun  des  points  A,  B,  C,  D,... 
i"  n'a  qu'une  projection  a,  b^  c,  cl.,... 
1"  n'a  qu'une  distance  au  plan  II  [cote)  \ 


(')  Il  faudrait  dire  ici  :  projection  orthogonale,  mais  comme,  dans  la  suite  de 
cet  article,  on  naura  à  considérer  que  des  projections  ortLog-onules ,  on  dira 
projection,  tout  court. 
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3"  enfin,  cluicnn  des  points  est,  pai'  lapprtrt  ii  robservateur, 
soit  au-dessus  du  plan  11,  soit  au-dessous.  Il  résulte  de  lii  nue 
deux  points  dilléieuts  donnent  des  résultats  qui  difTèrent  par  l'un 
au  moins  des  trois  éléments  :  projection,  cote,  sens.  Par  consé- 
quent, à  une  figure  donnée  ABCD ,  de  l'espace,  correspond  une 

figure  plane  abcd...,  tracée  sur  II,  où  l'on  associe  à  chaque  point 
a,  b,  c,  fl,...  sa  cote  et  le  sens  dans  lequel  elle  est  comptée. 

Pour  que  ces  indications  soient  nettes,  on  peut  ffig.  o)  tracer 


B, 


une  droite  quelconque  .v//  dans  le  plan  II,  puis  mener  par 
<7,  b,  c,  d,...  des  perpendiculaires  à  ay  et  prendre  les  cotes,  sur 
ces  perpendiculaires,  à  partir  de  xy  : 

au-dessds  de  .ty,  pour  les  points  situés 
an-dessiis  de  II, 

au-dessous  de  .vy.  pour  les  points  situés 
au-dessous  de  II, 

l'observateur     qui  n'est   autre    que    l'opéra- 
teur) lisant  toujours  .ry  de  gauche  à  droite. 
(Pour  plus  de  clarté,  les  cotes  prises  dans 

le  plan  II  sont  indiquées  par  i -•). 

Maintenant,  si  l'on  enlève  la  figure  ABCD... 
de  l'espace  et  qiu^  Ton  considère  seulement 
les  tracés  laits  sur  la  feuille  II,  on  a  une 
épure  (fig.  3]  et  l'on  voit  qu  à  une  figure  de  l'espace  correspond 
une  épure  et  une  seule. 

Réciproquement,  à  une  épure  donnée  correspond    une  figure 
de  l'espace  et  une  seule.  Pour  le  montrer,   on  place  horizontale- 


V\ 


*'{?•  ->• 
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nient  la  leuille  II  contenant  lépure  — par  exemple,  la  fenille  de 
la  figure  3  —  les  tracés  en  dessus,  puis  on  mène  par  a,  h,  c,  d,... 
des  perpendiculaires  à  II  et  on  prend  les  cotes  : 

au-dessus  de  II  si,  dans  l'épure,  elles  étuienl  au-dessus  de  .r//, 
au-dessous  de  II  si,  dans  l'épure,  elles  étaient  au-dessous  de  .ry, 

en  lisant  toujours  ai/  de  gauche  à  droite.  On  retrouve  évidem- 
ment ainsi  la  figure  ABCD...  de  l'espace  (fig.  a). 


3.  —  La  droite  .v>/  a  été  prise  quelconque  dans  le  plan  II  de  la 
figure  I  ;  si  l'on  considère  le  plan  vertical  V  passant  par  .r//,  il 
sera  également  quelconcpie.  — Soient  r/,,   1/ ,  c' ,  d',...  (fig.  4)  les 


2 

B^ 

/ 

/a' 

/   ''' 

^  i'  i 

^A 

1 

/~ 

'  /^^ 

1 

h/ 

/  c^ 

y 
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/ 

M 

~\ 

■--/ 

i.  — 
f 

•*c           / 

et' 

■"-/--- 

X 

D 

v/ 

3 

/ 

^ 

Figr.  4. 

projections  des  points  A,  B,  C,  D,.,.  sur  V.  Les  longueurs  rt'A, 
AB,  t'(J.  <^/D.  ...  sont  les  éloignements  des  points  A,  B,  C,  D,  ... 
Les  pt»inls  a,  h,  c.  d,  ...  sont  les  pro/eciio/is  liorizonlales  des 
points  A,  B,  i\,  I),  ...  et  les  points  a  ,  //,  c',  d  ,  ...  sont  les  pio- 
jeclions  verticales  de  A,  B,  C,  D,  ....  La  droite  .r//  est  la  ligne 
de  terre  lelativc  aux  deux  plans  de  jJiojection  II  et  ^  considérés. 
Si  l'on  di'termine  les  intersections,  avec  II  et  V,  des  plans  a\a', 
h\ih\  ...  les  (quadrilatères  \ay.a',  B/y,S//,  ...  sont  des  rectangles. 
Par  exemple  \ay.a'  :  \a.  et  \a'  respectivement  perpendiculaires 
a  II  et  \  sont  respectivement  perpendiculaires  à  y.a  et  xa',  donc 
a  .^-  (l'i^zz  I   (//•.  ;  d'autre  part,  le  plan  a.K/i'  ('tant  perjicndiculaiie 
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à  II  et  V  (puisqu'il  passe  par  des  perpendiculaires  ii  ces  plans) 
est  par  conséquent  perpendiculaiie  à  .r//  ;  il  détermine  donc  le 
rectiligne  axa'  du  dièdre  correspondant,  et,  comme  ce  dièdre 
est  dioit,  axa'  =  i  dr.  ;  donc  Xaxa'  est  un  rectangle.  On  déduit 
de  lit  quer/A  =  a.a'  et  a' h.  =  xa,  et,  comme  x.a  et  ac/'sont  perpen- 
diculaires à  xij,  on  peut  dire  que  les  cotes  sont  égales  aux  dis- 
tances des  projections  verticales  ii  xy,  et  que  les  éloignements 
sont  égaux  aux  distances  des  projections  horizontales  à'v/. 

Par  conséquent  la  figure   .5  représente  à  la  lois  les  tract'S  laits 
sur  H  et  Y  h  condition  que  : 

i^l'on  mette  a',  h',  c' ,  d' ,   ...  aux  extrémités  des  cotes  (extré- 
mités non  situées  sur  xij)  et  que  : 

:i^  Ton  considère  les  éloignements  comme 

devant  être  pris  : 

au-dessous  de  .vy,  pour  les  points  situés 
eit  acant  de  V, 

au-dessus  de  .ry,  pour  les  points  situés 
en  arrière  de  V, 

par    rapport   à    un  observateur    ayant   l'œil 

au-dessus    du  plan  horizontal,   regardant  la 

figure  ABCD  ...    et  le  plan  V  et  enfin  lisant 

toujours  xy  de  gauche  à  droite  (fig.  5). 

l'ig.  5.  Ainsi,  à  une  figure  de  l'espace,  ABCD  ..., 

correspond    un   ensemble    unique    de    deux 

projections  sur  deux  plans    perpendiculaires   H   et  V,   et    telles 

que    les  deux  projections  d'un  même  point  de    l'espace  sont  sur 

une  même  perpendiculaire  à  xy  [li£!ne  de  rappel). 

Réciproquement,  étant  donnée  une  épure  tonnée  par  des  cou 
pies  de  points  aa' ,  bb' ,  ...  tels  que  les  deux  points  d'un  même 
couple  sont  sur  une  même  ligne  de  rappel,  à  cette  épure  corres- 
pond une  figure  de  l'espace  et  une  seule.  La  démonstration  de 
ce  lait  résulte  de  ce  ([ui  a  été  dit  pour  le  plan  II  considéré  seul, 
mais  on  peut  en  donner  une  déiuonstralion  directe.  Soit  donc 
l'épure  donnée  par  la  ligure  5  :  on  imagine  deux  leuilles  iden- 
li(pies  il  la  leuille  5  et  on  les  place  perpendiculalrenuMit  lune  à 
l'autre  de  lacon  que  les  deux  droites  xy  coïncident  ainsi  que  les 
deux  points  a,  les  deux  points  |iJ,  ...  (fig.  4)  ;  on   mène  par  a  et  a' 


iWE  PREMIÈRE   LEÇOX  DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE  291 

les  perpendiculaires  respectives  à  H  et  îi  V,  ces  deux  droites  sont 
dans  un  même  plan  (le  plan  ay.a')  et  dans  ce  plan  elles  sont  per- 
pendiculaires h  deux  droites  qui  se  coupent,  donc  elles  se  cou- 
pent elles-mêmes  et  en  un  point  qui  n'est  autre  que  le  point  A, 
Les  autres  points  B,  C,  D,  ...  sont  reproduits  de  même. 

4.  ^  En  résumé,  la  figure  5  peut  être  considérée  à  un  douille 
point  de  vue  :  elle  représente  les  projections  de  la  figure  ABCD... 
soit  sur  un  plan  horiz.ontal  II  unique,  soit  sur  un  système  de 
deux  plans,    l'un,    horizontal,    l'autre,  vertical. 

Ainsi,  sans  avoir  fait  de  rabattement,  on  a  l'épure  d'une  figure 
de  l'espace  sur  deux  plans  perpendiculaires.  Les  élèves  ont  donc 
constamment  devant  les  yeux  soit  la  figure  avec  l'ensemble  des 
deux  plans,  soit  l'ensemble  seul  des  deux  plans,  soit  enfin  le 
plan  horizontal  seul,  c'est-a  dire  l'épure,  et,  par  conséquent  ils 
voient  constamment  la  figure  en  rapport  avec  les  deux  plans  ou 
avec  un  seul.  D'ailleurs  savoir  isoler  les  plans  les  uns  des  autres 
est  avantageux  dans  la  considération  des  parties  des  traces  de 
surfaces  situées  sur  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal  ou 
sur  la  partie  inférieure  du  plan  vertical  ;  cela  est  avantageux 
encore  dans  les  questions  d'ombres  portées  sur  les  plans  de 
projection... 

De  plus,  avant  commencé  par  considérer  un  plan  horizontal 
seul,  puis  ayant  pris  un  plan  vertical  quelconque,  les  élèves  en 
prendront  tout  aussi  facilement  plusieurs  autres  et  lormulcront 
d'eux-mêmes  la  règle  du  changement  de  plan  vertical. 

Ces  préliminaires  posés,  on  peut  continuer  de  la  manière  sui- 
vante. 

5.  —  Quand  on  a  pris  un  système  de  deux  plans  perpendicu- 
laires V  et  11,  on  a  a  considérer  quatre  dièdres  qu'il  est  commode 
de  numéroter  : 

i*^"",  celui  où  est  l'œil  de  l'observateur, 

2''',  le  dièdre  adjacent  supérieur, 

3",  celui  qui  est  sous  le  :*'', 

4",  celui  ([ui  est  sous  le   i*""  (fig.  4)- 

De  mémo,  pour  simpliiier  l'écriture,  après  avoir  remarqué  que 
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la  ligne  de  terre  divise  V  et  II  en  deux  demi-plans,  on  désigne 
par 

H„,  le  demi-plan  horizontal  antérieur, 
H^^,  le  demi-plan  horizontal  postérieur, 
V,,  le  demi-plan  vertieal  supéi-ieur, 
V,,  le  demi-plan  vertieal  inférieur. 

Il  faut  voù\  au-dessous  de  la  ligne  de  terre,  ou  bien  II„  seul, 
ou  bien  ensemble  II„  et  V,  ;  au-dessus,  ou  bien  lî^,  seul,  ou  bien 
ensemble  H^,  et  Y,. 

6.  —  Etant  donné  un  point  d'un  certain  dièdre  par  sa  cote  et 
son  éloigncment  (en  nombres  ou  bien  en  longueurs  déterminées 
pur  des  portions  de  droites)  il  faut  pouvoir  immédiatement  en 
faire  l'épure.  Réciproquement,  étant  données,  dans  une  épure, 
les  deux  projections  d'un  point,  il  faut  pouvoir  dire  sans  hésiter 
dans  quel  dièdre  il  se  trouve. 

Les  règles  suivantes,  qu'il  faut  savoir  imperturbablement,  sont 
très  commodes  à  appliquer  ;  elles  sont  du  reste  évidentes.  Si  un 
point  est  dans  i  ou  3,  les  deux  projections  sont  de  part  et  d'autre 
de  la  ligne  de  terre  : 

dans  I,  la  projection  verticale  est  au-dessus  de  la  ligne  de 
terre, 

dans  3,  la  projection  verticale  est  au-dessous  de  la  ligne  de 
terre. 

Si  un  point  est  dans  1  ou  4>  les  deux  projections  sont  d'un 
même  côté  de  la  ligne  de  terre  : 

dans  2,  elles  sont  au-dessus  de  la  ligne  de  terre, 

dans  4>  elles  sont  au-dessous  de  la  ligue  de  terre. 

Les  réciproques  sont  vraies. 

Quand  on  a  deux  plans  de  projection,  un  point  a  deux  pr«»jec- 
tions  ;  aussi,  au  lieu  de  dire  :  le  point  A,  le  point  B,  ...,  on  dit: 
le  point  aa\  le  point  Ob',  ....  La  lettre  accentuée  désigne  toujours 
la  projection  verticale. 

Ainsi  (fig.  4  et  5),  le  p(»int  A  est  dans  i,  le  point  B  est  dans  :>., 
le  point  C  est  dans  3  et  le  point   I)  dans  4. 

On  voit  bien  maintenant  liniportanee  ([uil  y  a  de  lire  tou- 
jours .vi/  dans  le  même   sens  (par   exemple,  de  gauche  à    droite, 
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ainsi  ([ii'oii  la  lait  jus(|irà  présent  ;  on  fera  tourner  la  feuille  sur 
elle-même,  si  cela  est  nt'cessaire,  et,  pour  lire  plus  commodément, 
on  imaginera    que    cha<[ue    lettre   a    également   tourné   sur    elle- 


'JX 


Il  =  À/' 


Fig.  C. 

même.  —  Dans  les  quatre  épui'es  suivantes  ,^fig.  6\  on  a  un  point 
de   I. 

-.  —  Une  petite  remar([ue  est  maintenant  utile.  Si  un  point 
est  à  égale  distance  des  deux  plans  H  et  V  choisis,  c'est-ii-dire 
s'il  appartient  it  l'un  des  deux  bissecteurs  des  quatre  dièdres, 
sa  cote  et  son  éloignemenl  sont  égaux  et  par  suite  ses  projections 
sont  l\  égale  distance  de  ji/.  Klles  sont 
donc  confondues  si  le  point  appartient 
aux  dièdres  s>  ou  4- 

Les  récipro([ues  sont  viaies. 

Le   point  E    fig.  j",  est  dans  le  pre-        _ 
mier  bissecteur    clièdre  i)  ; 

Le  point  F  est  dans  le  second  bissec- 
teur (dièdre  2^  ; 

Le  point  L  est  dans  le  premier  bis- 
secteur (dièdre  3    ; 

Le   point  O  est   dans   le    second   bissecteur     dièdie    4)- 

8.  —  Aprt's  avoii'  pris  un  point  dans  chacun  des  cpialre  dii'dres, 
il  resli-  à  faire  l'épure  dun  point  pris  dans  liin  des  plans  de 
projection.  Pour  cela,  on  rcmarcjui-ra  ([u<>  si  un  point  est  dans  le 
plan  horizontal, 
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i"  sa  colc  élanl  nulle,  sa  projection  verticale  est  sur  la  ligne 
de  terre  ; 

2°  sa  projection  horizontale  est  le  point  lui-même,  donc  elle 
est  (fig.  8  et  ()) 

au-dessous  de  la  ligne  de  terre,  si  le  point  est  dans  II, 
(point  I), 

au-dessus  de  la  ligne  déterre,  si  le  point  est  dans  11^,  [point  .1^. 

Si  un  point  est  dans  le  plan  vertical, 

1°  son  éloignemenl  étant  nul,  sa  projection  horizontale  est  sur 
la  ligne  de  terre  ; 

2**  sa  projection  verticale  est  le  point  lui-même,  donc  elle  est  : 


J 


au-dessus  de  la  ligne  de  terre,  si  le  point  est  dans  V,  [point  M;; 

au-dessous  de  la  ligne  de  terre,  si  le  point  est  dans  V,  (point  N). 

Les  réciproques  sont  vraies. 

Comme  cas  très  particulier,  il  faut  considérer  un  point  appar- 
tenant à  la  fois  à  II  et  \ ,  c'est-à-dire  à  la  ligiie  de  terre  :  ses 
deux  projections  sont  évidemment  confondues  sur  la  ligne  de 
terre. 

A  cet  endroit  du  cours,  il  est  indispensable  que  les  élèves 
fassent  des  exercices  nombreux  sur  les  diverses  positions  du 
point  par  rapport  à  un  système  de  deux  plans  perpendiculaires 
H  et  V.  On  leur  iera,  par  exemple,  exécuter  de  petites  épures  de 
points.  Ces  points  leur  seront  donnés  chacun  par  son  dièdre  ou 
son  demi-pUm  accompagné  de  la  cote  et  de  1  éloignemenl  — 
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(j.  —  Au  début  de  cette  étude,  on  a  projeté  une  ligure  ABCD... 
sur  un  plan  horizontal  H,  puis,  pour  avoir  une  figure  plane,  on 
a  porté  les  cotes  dans  ce  plan  et  à  partir  d'une  droite  .}•//  quel- 
conque, ce  qui  a  donné  un  premier  mode  de  représentation. 
Knsuite,  on  a  introduit  un  plan  vertical  V,  quelconque,  puisqu'il 
dépend  de  ry,  ce  qui  a  donné  un  second  mode  de  représentation 
identique  au  premier. 

Or,  il  est  évident  que,  quelle  que  soit  cette  droite  :ry  et  par 
suite  quel  que  soit  ce  plan  Y,  la  projection  horizontale  ahcd... 
et  les  cotes  restent  invariables  (puisque  projection  et  cotes  sont 
relatives  au  plan  lli  ;  seuls,  la  projection  a'^'c-'t/'...  et  les  éloigne- 
ments  changent  quand  ^  change  (cependant  les  projections  sont 
égales  pour  deux  plans  verticaux  parallèles  entre  eux).  Par  con- 
séquent, avant  choisi  d'abord  un  plan  vertical  Y,  on  peut  passer 
de  l'épure  relative  au  système  H.r//Y  à  l'épure  relative  à  un  autre 
système  H.v^j/^X^  sans  avoir  recours  à  la  figure  de  l'espace.  Yoici 
la  règle  pratique  évidente  pour  chaque  point  : 

1'",  la  projection  horizontale  ne  change  pas  ; 

a*",  la  cote  ne  change  pas  ; 

3'',  la  nouvelle   projection  verticale  vient  sur  une  perpendicu- 


^.'.r- 


laire  à  la  nouvelle  ligne  de 
terre  .r,  y,,  aune  distance  égale, 
et  au-dessus  de  .i\  //^  si  l'an- 
cienne projection  verticale  est 
au-dessus  de  .ri/,  au-dessous  de 
.i\  >/ ^  si  l'ancienne  projection 
verticale  est  au-dessous  de  ri/ 
(fig.^  lo). 

l/ancienne  projection  verti- 
cale de  la  figure  ABCD...  est 
a'b'c'd'...,  et  la  nouvelle  projec- 
tion verticale  est  (t[b[c[d\.... 

Bien  entendu,  on  lil  toujouis 
.r,//j  de  gauche  à  droite,  et  loi)-  '^' 

servateur  aura  dû,  en  général,  changer  de  position,  mais  en 
remplissant  toujours  les  conditions  connues  :  son  œil  est  au- 
dessus  de  A  et  il  regarde  la  ligui-e  et  le  plan  \  , . 

Vax  réalité,  par  suite  de  l'identité  des  deux  motles  de  représen- 


1!  y 


\ïd/ 

i 
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tatioii,  011  pounîiil  dire  qu'un  fhangemfnt  tic  plan  se  réduit  à  un 
sini])]c  cJniniienicnt  de  droite. 

Puisqu'on  a  un  autre  plan  \ertical  \',,  les  dièdres  de  ^'  el  de  11 
ne  sont  pas  conservés  tels  quels  :  les  dièdres  supérieurs  de  même 
numéro  empiètent  généralement  l'un  sur  l'autre,  et  il  en  est  de 
même  des  dièdres  inférieurs.  Par  eonséfjuent,  un  point  peut 
veslcr  dans  le  dièdre  où  il  était  ou  bien  passer  dans  un  autre  : 
par  exemple,  dans  le  cas  particulier  de  l'i'pure  de  la  ligure  9, 

le  point  A  est  resté  dans  le  premier  dièdi-e, 
le  point  B  a  passé  du  deuxième  dans  le  premier, 
le  point  C  a  passé  du  troisième  dans  le  ([ualrième, 
le   point  D  est  resté  dans  le  quatrième. 

Kn  même  temps  que  les  dièdres  changent,  certaines  propriétés 
se  perdent  :  par  exemple  la  pi-opriété  d'être  dans  un  bissecteur, 
dans  un  plan  vertical  de  projection,... 

Ici  encore,  il  est  bon  de  taire  de  nombreux  exercices  avec  des 
[)laus  V^,  V3,  ...  placés  de  manières  variées  et  dont  un,  au  moins, 
est  parallèle  au  plan  V.  On  pourra  prendre  ces  plans  au  hasard 
ou  les  déterminer  de  façon  à  faire  passer  un  point  d'un  dièdre 
dans  un  autre  désigné  d'avance.  On  peut  enfin,  si  on  le  veut, 
déplacer  le  plan  horizontal  paiallèlement  ;i  lui-même. 

10.  —  On  pourrait  même  parler  du  changement  île  plan  hoii- 
zontal,  mais  il  est  préférable  de  le  rejeter  à  la  théorie  complète 
des  changements  de  plans,  car  ce  qui  a  été  dit  suftit  jusque-là. 
En  tout  cas,  on  fera  remar(|uer  (ju'ou  a,  au  début  tlu  cours,  pro- 
jet*' une  (igure  sur  un  certain  i>lan  horizontal  11.  j)uis.  qu'on  a 
intioduit  un  plan  vertical  \'  (pielcon([ue  ;  mais  (pi'on  aurait  pu 
tout  aussi  bien  commencer  pai-  projeter  la  ligure  sur  un  plan 
vertical  V  —  au  moyen  des  conventions  connues —  et  introduire 
ensuite  le  plan  horizontal  II  :  les  résultats  auraient  été  les 
mêmes.  On  auiait  même  pu  introduire  un  plan  ([uelcon([ue  II,, 
non  horizontal  au  sens  ])hysi([ue  du  nu)l.  mais  assujetti  seule- 
ment à  la  condition  d'être  perpeiuliciilair(>  au  plan  vertical  et 
jouant  par  conseipient  le  même  rôle  (jue  le  plan  II.  Par  analogie, 
on  conserve  à  ce  plan  11,  le  nom  de  plan  horizontal. 
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On  voit  donc  le  chaiigiMiKMit  de  plan  horizontal  tout  aussi  faci- 
lement que  le  changement  de  plan  vertical. 

On  remarque,  en  passant,  que  la  figure  5,  qui  représente  les 
projections  d'une  figure 

soit  sur  un   jtlan   hori/ontal  II  seul. 

soit  sur  un  svstème  de  deux  plans  H  et  V, 
représente  aussi  la  projection  de  la  même  figure  sur  un  plan  ver- 
tical \    seul. 

Peut-être  trouvera-t-on  trop  chargée  celte  étude  du  point, 
mais  on  peut  y  mettre  tout  le  temps  nécessaire.  Il  faut  bien  se 
persuader  en  ellet  (ju'on  n'insistera  jamais  assez  sur  ce  sujet,  et 
qu'il  ne  faut  pas  se  hàfer  de  passer  à  l'étude  de  la  droite  sous  le 
prétexte  très  tentant  (pi'on  y  retrouvera  le  point  ;  quand  les 
élèves  ont  à  apprendre  la  droite,  ils  ne  voient  plus  le  point,  et, 
s'ils  ne  saveni  j)as  sulllsamment  celui-ci,  ils  ne  peuvent  même  pas 
résoudre  les  questions  les  plus  simples  sur  la  droite,  comme,  par 
exemple  :  trouver  les  traces  dune  droite  connaissant  ses  projec- 
tions. 

Du  reste,  cette  complication  de  la  première  leçon  est  plus 
apparente  que  réelle  :  les  parties  qui  la  composent  se  trouvent 
dans  tous  les  ct)urs  ii  dillerenls  endroits.  Mais,  faite  ainsi,  elle 
donne  imméiliatement  aux  élèves  une  sensation  plus  exacte  de  ce 
([uest  la  Gét)melrie  descriptive,  et  cela  est  une  large  compensa- 
tion ;  si  l'on  compte  en  outre  les  avantages  directs  de  clarté  et 
de  commodité  <pu  s'y  trouvent  et  qui  en  découlent,  on  verra  que, 
somme  toute,  on  a  g''giiè  en  rapidité  et  que  les  élèves  savent 
mieux.  —  11  hiudrait  évidemment,  pour  s'en  rendre  très  bien 
compte,  développer  le  cours  élémentaire  prescpie  en  entier, 
mais  l'ensemble  (pii  précède  suHit  à  en  donner  une  idée. 

G.   BiDELOT  ^Melun). 
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Compte  rendu  de  la  huitième  réunion  annuelle  de  lAssociation 
allemande  pour  l'avancement  de  l'Enseignement  des  sciences 
mathématiques  et  naturelles. 

Celle  iniportanle  Association,  qui  coniple  aujoiird  liui  [)i'ès  ilo 
800  iiienibres,  s'est  réunie  à  Hanovre,  du  -l'i  au  2G  mai,  sous  la  prési- 
dence de  M.  le  professeur  Pietzker.  Les  séances  ont  presque  toutes  été 
tenues  dans  les  locaux  de  l'Ecole  technique  supérieure,  dont  les  instal- 
lations, les  laboratoires  et  les  collections  ont  offert  un  grand  intérêt 
pour  les  participants,  universitaires  pour  la  plupart.  Nous  ne  dirons 
rien  des  réunions  faniilières  pleines  d'entrain  dans  lesquelles  on  a  salué 
avec  joie  le  rapprochement  de  plus  en  plus  accentué  entre  les  Ecoles 
polytechniques  et  les  Universités,  ni  des  excursions  scientifiques  faites 
dans  les  environs.  Quant  à  la  séance  administrative,  nous  nous  borne- 
rons à  mentionner  les  deux  résolutions  volées  par  lAsseinblcc  : 

i"  L'Association  se  déclare  hautement  satisfaite  du  nouveau  décret 
qui  règle  le  plan  d'étude  des  candidats  à  l'enseignement  en  Prusse  ; 
elle  approuve  tout  particulièrement  cette  heureuse  innovation  grâce  à 
laquelle  il  sera  tenu  compte  des  c[uelques  semestres  passés  dans  une 
école  technique  supérieure. 

•2°  L'Association  exprime  le  vœu  <[ue  l'on  mette  à  la  disposition  des 
maîtres  secondaires  des  cours  de  vacances  organisés  dans  les  établis- 
sements techniques  supérieurs,  et  elle  demande  que  dans  le  bulletin  de 
la  société,  il  soit  publié  une  étude  des  programmes  des  Ecoles  techni- 
ques examinés  au  point  de  vue  du  récent  décret. 

Conforméuient  au  but  de  l'Association,  les  communications  présentées 
dans  les  différentes  séances  se  rattachent  à  renseigneiueut  des  mathé- 
matiques, du  dessin  technique  et  des  sciences  naturelles,  ces  enseigne- 
ments étant  envisagés  quant  à  leur  tendance,  leur  étendue  et  leur 
méthode.  Toutefois  il  a  aussi  été  présenté  un  certain  nombre  de 
travaux  d'un  caractère  purement  scientillcjue,  sans  rapport  direct  avec 
l'enseignement;  ce  sont  ceux  de  MM.  Rlx(;i:,  Seuîeut  c[  Kohi.hai'sch. 
Dans  la  première  séance  générale,  M.  le  professeur  Kiepeut  a  fait 
une  conférence  d'un  grand  intérêt  sur  une  question  dont  il  s'occupe 
depuis  plusieurs  années  ;  il  s'agit  de  l'introduction  de  la  science  de 
l  actuaire  dans  l'enseignement  supérieur.  Celle  innovation  s'impose  de 
plus  en  plus,  tant  à  cause  de  lulililé  prati(|ue  de  celte  branche  que  par 
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son  importance  au  point  de  vue  économique.  La  nécessité  d'un  pareil 
enseio-nement  est  démontrée,  dun  côté,  par  le  fait  que,  jusqu'ici,  les 
actuaires  ont  été  livrés  à  eux-mêmes  pour  ce  qui  est  de  la  préparation 
à  leur  cari'ière,  de  l'autre,  par  le  succès  qu'a  rencontré  à  Gôltingue 
le  séminaire  spécialement  consacré  à  la  technique  de  l'assurance.  Mais 
de  plus,  on  permettra  ainsi  aux  mathématiciens  qui  ne  se  sentent  pas 
attirés  vers  la  carrière  de  l'enseignement,  d'embrasser  une  profession 
souvent  largement  rémunérée. 

M.  Kiepert  présente  d'abord  un  aperçu  historique  de  la  science  de 
l'actuaire  et  passe  en  revue  les  divers  systèmes  successivement  adoptés, 
jusqu'à  celui  des  primes  actuellement  en  vigueur.  H  examine  en  même 
temps  la  question  des  tables  de  mortalité  établies  aux  différentes 
époques  :  Brune  et  Siissmilch  (1761),  Halley  et  Neumann  (1691),  Jean 
de  Witt  (iG;!),  et  dont  on  trouve  déjà  des  traces  chez  ^'uIpian  (200  av. 
.l.-C).  La  table  actuellement  en  vigueur  en  Allemagne  a  été  dressée 
en  i883  d'après  les  observations  faites  par  23  compagnies.  Les  sommes 
immenses  qui  se  trouvent  engagées  dans  les  assurances,  sous  les  formes 
les  plus  diverses,  sont  une  preuve  certaine  de  la  haute  importance  au 
point  de  vue  économique  de  la  science  de  l'actuaire.  Le  conférencier 
mentionne,  à  titre  d'exemple,  que  les  sommes  assurées  actuellement 
auprès  des  ^3  institutions  allemandes  atteignent  le  chiffre  de  G  milliards 
de  marks  ;  les  capitaux  réunis  à  cet  effet  se  montent  à  2  milliards. 

Dans  la  seconde  partie  de  sa  conférence,  ^L  Kiepert  aborde  la  théorie 
mathématique  des  assurances  ;  il  accompagne  son  exposé  d'exemples 
destinés  à  montrer  qu'il  ne  s'agit  pas  toujours  de  simples  questions 
d'Aritiimélique,  ainsi  qu'on  le  suppose  quelquefois  dans  le  public.  Il 
explique  enfin  quelles  sont  les  sources  de  bénéfices  des  compagnies  : 
elles  se  conqiosent  des  économies  réalisées  dans  les  frais  d  adminis- 
tration, d  un  meilleur  rendement  des  intérêts  et  d'une  mortalité  des 
assurés  moindre  que  celle  prévue  par  les  tables.  Ce  dernier  avantage 
peut  être  atteint  grâce  à  la  sélection  qui  s'opère  dans  l'admission  des 
assurés. 

A  l'ordre  du  jour  de  la  deuxième  séance  générale  figurait  une  confé- 
rence de  son  président,  intitulée  :  Du  si/stème  et  de  la  méthode  dans 
l'enseignement  des  sciences  exactes.  Cette  question  avait  été  soulevée  à 
l'un  des  précédents  congrès.  ^L  Pietzkeu  Ta  reprise  pour  l'examiner 
dans  son  ensemble  à  un  point  de  vue  général.  Il  définit  d'abord  le 
contraste  entre  les  enseignements  systématique  et  méthodique.  Dans  le 
premier,  lexamen  du  sujet  n'est  abordé  qu'après  avoir  exposé  les  pro- 
priétés fondamentales,  les  définitions  et  le  dogme,  en  partant  chaque 
fois  de  connaissances  précédemment  acquises  et  en  ne  considérant  les 
pr(q)riétés  particulières  que  dans  l'ensemble  du  système.  Dans  l'ensei- 
gnement uiéthodique,  par  contre,  il  est  tenu  compte  des  facultés  et  de 
l'état  des  connaissances  de  l'élève,  ainsi  que  de  la  subjection  du  maître  et 
de  1  élève.  M.  Pielzkei-  donne  naturellement  la  préférence  à  cette  dernière 
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UK'lhode,  Miuis  il  (.'8111116  que  si  létiide  sysléiiuilique  no  doit  |)as  servir  de 
point  de  départ,  elle  doit  loulefois  former  la  clôlure  de  1  enseignement. 
Cela  est  possiiile  nolamment  pour  les  Mathémalicjues,  dont  le  but  à 
l'école  est  de  présenter  limage  d'un  système  parfait.  Cette  branche  s"y 
prête  précisément  mieux  que  toute  autre.  Elle  ne  doit  pas  viser  uni- 
quement les  connaissances  techniques  ;  elle  doit,  au  contraire,  être  uti- 
lisée comme  un  moyen  en  vue  de  lacquisition  des  connaissances 
o-énérales.  En  terminant,  le  conférencier  résume  sa  manière  de  voir 
dans  les  trois  propositions  suivantes  : 

1°  L  enseignement  des  sciences  exactes  n"a  pas  encore  été  transformé 
de  son  caractère  systématique  en  une  forme  méthodique,  autant  que 
cela  serait  désirable. 

■x'^  Dans  renseignement  méthodique,  1  emploi  d  un  élément  subjectif 
se  trouve  justifié. 

3°  Les  programmes  officiels,  les  manuels  et  les  recueils  d'exercices 
doivent  être  tels  que  la  méthode  puisse  s'adapter  à  la  personnalité  du 
maître. 

Les  autres  travaux  présentés  au  congrès  sont  relatifs  à  des  branches 
spéciales. 

M.  RoDEXBiîaG  a  parlé  de  la  délimitation  du  domaine  de  Vcnscignc- 
)ucut  (le  la  géomclrie  descriptive  dans  les  établissements  secondaires 
supérieurs.  Selon  lui  on  doit  accorder  une  large  place  à  la  partie  pro- 
pédeutique.  11  s'agit  avant  tout  déveiller  et  de  développer  scientifique- 
ment la  conception  de  l'espace.  A  cet  effet  on  aura  recours  à  des 
modèles  de  solides  géométriques  simples;  il  suffira  souvent  de  repré- 
senter ceux-ci  par  leurs  arêtes  à  l'aide  de  fils  de  fer.  11  serait  désirable, 
en  outre,  de  faire  une  étude  comparée  des  représentations  d'un  corps 
dans  les  différents  modes  de  projection. 

M.  IIabemciit  a  examiné  la  question  suivante  :  dans  quelle  mesure 
peut-on  facililer  reiiscigne/iic/it  de  lu  Géométrie^  en  particulier  celui  des 
premières  notions  ?  (')  En  s'appuyant  sur  son  expérience  personnelle,  il 
estime  que  les  premières  notions  géométriques  peuvent  être  données 
sous  forme  de  jeu.  Il  ne  faut  pas  fatiguer  l'esprit  de  l'enfant  et  le  décou- 
rager par  des  difficliltés.  L'introduction  à  la  Géométrie  doit  être  aussi 
simple  que  possible.  Le  point  de  départ  doit  être  choisi,  non  pas  dans 
les  figures  abstraites,  mais  dans  les  formes  géométriques  que  présen- 
tent les  corps  placés  dans  l'entourage  de  l'enfant.  On  s'abstiendra  de 
commencer  par  des  définitions  ;  celles-ci  doivent  être  déduites  d'une 
étude  intuitive  de  l'objet.  Dès  le  début  on  exercera  l'œil  et  la  main  dans 
la  détermination  des  mesures.  Le  segment  mesuré  conduira  à  la  notion 
de  droite  ;  l'angle  sera  présenté  parla  considération  d  une  rotation.  Le 
pliage  des  figures  facilitera  les  considérations  géométriques.  11  y  aura 


(')    A    rapprocher  de   deux    eoiiféreiiees   faites    à   Pari-;,    runc  par    M.  Dic.L.vvx, 
l'autre  par  M.  Laisant  ;   voir  \ Enseignement  Mathémali<iue,  ti"  3,  p.  ai  J. 

.Yi'/f  (/<•  la  Il<<htction. 
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avantage  à  (aire  dessiner  les  figures  sous  dictée.  Dans  ce  premier  ensei- 
irnement,  le  maître  doit  insister  sur  le  rôle  utilitaire;  il  doit  se  servir 
de  grandeurs  concrètes  et  de  nombres  déterminés,  et  écarter  l'usage 
de  lettres  dans  les  calculs.  Dans  la  similitude  on  pourra  faire  intervenir 
les  traits  du  visage  et  rechercher  les  ressemblances. 

M.  RiCHTEu  indique  comment,  grâce  à  des  exercices  convenablement 
choisis,  lurt  nauti(jue  peut  être  pris  en  considération  dans  l'enseigne- 
ment des  sciences  mathématiques  et  physiques. 

Signalons  enfin  deux  comumnications  qui  se  rattachent  au  donaaine 
des  sciences  physiques  et  chimiques. 

L'une,  présentée  par  M.  BuAUER,est  relative  à  la  mesure  dans  ren- 
seignement de  la  chimie.  Elle  met  en  évidence  la  possibilité  de  démontrer 
aux  élèves  certaines  lois  quantitatives,  en  ayant  simplement  recours  au 
matériel  que  possède  le  laboratoire  d  un  établissement  secondaire.  Cette 
conférence  a  eu  lieu  dans  l  amphithéâtre  du  Rcalgi/mnasium  ;  elle  était 
accompagnée  de  nombreuses  expériences. 

L'autre  communication,  due  à  ^L  Schmidt  a  eu  pour  objet  un  appareil 
ti'ès  ingénieux,  destiné  à  rendre  intuitives  les  notions  et  les  lois  les 
plus  impoi'tantes  de  l'électricité.  Cet  appareil  marque  un  progrès 
sérieux  sur  ceux  qui,  jusqu'ici,  ont  été  construits  dans  ce  but.  Il  est 
l)asé  sur  l'emploi  d'un  courant  d'air,  tandis  que  les  autres  font  usage 
d'une  pression  d'eau.  L'appareil  de  M.  Schmidt  a  été  construit  par  la 
maison  Miiller-Uri  à  Braunschweig,  avec  la  collaboration  de  M.  le  pro- 
fesseur M.  Môller. 

0.  Laxg  (Hanovre). 

Les  Congrès  de  Boulogne-sur-Mer  et  de  Douvres. 

Le  Congrès  de  \ Association  française  pour  l'avancement  des  sciences 
se  tiendra  cette  année  à  Bouloc;xe-sur-Mer,  du  i ',  au  -ii  septembre, 
sous  la  présidence  de  ^L  Brouardel,  membre  de  l'Institut  et  de  l'Aca- 
démie de  médecine. 

Cette  date  a  été  choisie  de  manière  à  faire  concorder  hi  réunion  des 
savants  français  avec  celle  de  l'Association  britannique  pour  l'avance- 
ment des  sciences  c[ni  tiendra  sa  session  annuelle  à  Douvres,  à  la  même 
époque,  sous  la  présidence  de  M.  Miciiael-Fosteiî. 

Les  deux  sociétés  se  réuniront  deux  fois  en  séance  générale.  Il  a  été 
convenu  que  l'Association  française  irait  à  Douvres  se  joindre  à  la 
British  Association  qui,  à  son  tour,  viendrait  tenir  une  séance  à  Bou- 
logne. 

Nous  avons  sous  les  yeux  le  programme  détaillé  du  Congrès  de 
l'Association  française  ;  nous  en  extrayons  ce  qui  suit  : 

Jeudi  l'i  septembre.  —  Séance  d'ouverture  du  Congrès,  lléunion  des 
Sections  pour  les  élections  des  bureaux. 

Le  soir,  réception  par  la  Municipalité  à  rilôtcl  de  N'ille. 

Knseigncmciil  nuitli  .20 
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Vendredi  13  septembre.  —  Séances  de  Sections  et  visites  indus- 
trielles. 

Samedi  IG  septembre.  —  Visite  à  l'Association  britannique  à  Douvres. 
Départ  le  matin  de  Boulogne  par  le  bateau  spécial.  A  l'arrivée,  divi- 
sion en  deux  groupes  :  lun-  se  rendant  à  Canterbury,  pour  répondre  à 
l'invitation  de  cette  ville,  l'autre  restant  à  Douvres.  Retour  dans  la  soi- 
rée à  Boulogne. 

Dimanclie  11  septembre.  — Excursion  générale  à  Wimereux  (labo- 
ratoire zoologique  dirigé  par  M.  le  professeur  Giard,  installation  des 
appareils  de  télégraphie  sans  fils,  expériences  de  communication  avec 
la  station  anglaise),  le  cap  Gris-Nez,  Marquise. 

Lundi  18  septembre.  —  Séances  de   Sections  et  visites  industrielles. 

Mardi  19  septembre.  —  Le  matin,  séances  de  Sections.  Dans  l'après- 
midi,  excursion  à.  Calais,  visite  de  la  ville  et  d'une  fabrique  de  dentelles. 

Mercredi  2Û  septembre.  —  Le  matin,  séances  de  Sections  et  visites 
industrielles.  L'après-midi,  réunion  de  l'Assemblée  générale  pour 
l'élection  du  vice-président,  du  vice-secrétaire  et  le  choix  de  la  ville  où 
se  tiendra  le  Congrès  de  1901. 

Jeudi  21  septembre.  —  Réception  de  1  Association  britannique.  Inau- 
guration de  la  statue  de  Duchenne  (de  Boulogne).  Conférence  sur  Du- 
chenne,  par  M.  le  D''  Brissaud,  professeur  à  la  Faculté  de  médecine  de 
Paris,  médecin  de  l'hôpital  Saint-Antoine.  Banquet  offert  aux  membres 
de  l'Association  britannique. 

Les  i'endredi  22,  samedi  23,  dimanclie  2'i  septembre.  —  Excursion 
finale  dans  la  région  industrielle  du  Pas-de-Calais  :  Arras,  Douai, 
Lens,  Isbergues,  Saint-Omer,  Arques,  Dunkerque. 

Les  séances  des  puemiÈ:re  et  DEUXiiiME  sections  (Mat/iématiques, 
Astronomie,  Géodésie  et  Mécanique)  seront  présidées  par  M.  Collignox, 
inspecteur  des  ponts  et  chaussées,  ancien  président  de  l'Association. 
Parmi  les  communications  annoncées  pour  ces  séances,  nous  signale- 
rons les  suivantes  : 

A.  Beghin  (Roubaix)  :  Règle  à  calcul  (modèle  spécial)  donnant  une 
approximation  deux  fois  plus  grande  que  les  autres  modèles.  —  Colli- 
Gxox  (Paris)  :  1°  Durée  du  parcours  des  tangentes  et  des  normales  à 
une  courbe,  sous  l'action  de  la  pesanteur  ;  1°  Sur  les  tours  équidis- 
tantes  destinées  à  la  transmission  des  signaux  optiques.  —  E.  Fonta- 
NEAU  (Limoges)  :  Sur  l'intégration  des  équations  de  l'hydrodynamique. 
—  M.  Fholow  (Genève)  :  Sur  la  théorie  des  parallèles.  —  C.-A.  Lai- 
SANT  (Paris)  :  Aire  d'une  courbe  gauche.  —  E.  Le.moine  :  1°  Quelques 
applications  de  la  géométrographie  ;  2°  Propositions  relatives  à  la 
Géométrie  du  triangle. 

Les  séances  de  la  sEizii:MK  skctiox  i Lnsei^ncmcnti  seront  tenues  sous 
la  présidence  de  ^L  Levasselh,  membre  de  l'Institut,  professeur  au 
CoUèee  de  France. 


ClinOSIQUE  3o3 


M.  Griess. 


Le  n'^  17  (1''  iuin)  de  \  Education  niatliéinatique  nous  apporte  la  triste 
nouvelle  de  la  mort  de  M,  Griess,  fondateur  et  principal  rédacteur  de 
ce  journal,  et  professeur  au   Lycée  Charleniagne,   à  Paris,   décédé   le 

I  7  mai. 

]NL  Griess  était  à  peine  âgé  de  quarante-deux  ans  ;  érudit  et  dévoué 
ù  la  science,  il  avait  traduit  les  Fonctions  elliptiques  de  M.  Greenhill,  les 
Leçons  sur  la  Géométrie  de  M.  Klein,  et  V Algèbre  supérieure  de  M.  We- 
ber.  Son  caractère  valait  son  talent,  et  ce  savant  ne  comptait  guère 
que  des  amis  parmi  ceux  qui  le  connaissaient.  Sa  mort  prématurée  est 
une  perte  sérieuse  pour  renseignement  et  pour  la  science. 

C'est  bien  cordialement  que  nous  envoyons  à  notre  confrère  nos 
plus  sincères  condoléances,  et  que  nous  le  prions  de  vouloir  bien  en 
transmettre  la  respectueuse  expression  à  la  famille  si  éprouvée  qui 
vient  de  perdre  son  chef. 

Les  examens  de  lÉcole  polytechnique  en  France. 

Les  examens  éci'its  ont  eu  lieu  vers  le  commencement  de  juin,  et  les 
épreuves  orales  ont  commencé  le  24  juin.  Le  nombre  des  candidats, 
qui,  en  1898,  s  était  abaissé  à  950,  s'est  légèrement  relevé  cette  année. 

II  est  environ  de  i.ooo,  se  décomposant  de  la  manière  suivante  :  Goo  à 
Fai'is,  4<>o  dans  les  départements.  Le  nombre  moyen  des  élèves  admis 
à  lEcole  polytechnique  dans  ces  dernières  années  a  été  de  200  à  i-io. 
Ce  nombre  nest  pas  encore  officiellement  fixé,  mais  beaucoup  de  per- 
sonnes pensent  qu  il  sera  supéi'ieur  à  200  ('). 

C'est  seulement  dans  les  premiers  jours  de  septembre  que  les  exa- 
mens se  terminent,  et  la  liste  d  admission  est  habituellement  publiéa 
vers  le  1 5  ou  le  20  septembre. 

Prix  de  l'Académie  de  Madrid. 

L  Académie  royale  des  sciences  exactes,  physiques  et  naturelles  de 
Madrid  vient  de  proclamer  les  noms  des  lauréats  du  Concours  de 
mathématiques  de  1897.  Sur  trois  mémoires  présentés,  deux  obtien- 
nent un  prix.  Ce  sont  ceux  de  M.  Gixo  Louia,  professeur  à  l'Université 
de  Gènes,  et  de  ]\L  Gomes  Tkixeiua,  professeur  à  IP^cole  polytech- 
nique de  Porto. 

L'autre  mémoire  obtient  un  accessit;  il  a  pour  auteur  M.  Joaquim 
m;  \'aiu;as  y  Acluihe,  de  Salanianca. 

(^u'il  nous  soit  permis  d'adresser  à  ces  savants  nos  plus  vives  félici- 
tations pour  le  succès  académi((ue  qu'ils  viennent  de  remporter. 


l'i  L-  noinbro  des  adiiiissious  viciil  d  i-tre  offiriL-lK-mi'iil  fixé  à  220. 
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D''  G. -M.  Testi.  —  Corso  di  Matematiche  ad  uso  dellc  scuole  sccon- 
darie  superiori  c  piii  specialmontc  degli  instiluti  tecnici.  Volume  I. 
Arithmetica  lazionale  :  seconda  cdizione,  interamente  rifatta.  i  vol.  petit 
in-8o,  132  p.  Prix  :  2  fV.  60.  Livorno,  R.  Guisti,   i8g8. 

M.  Testi  vient  de  faire  paraître  une  nouvelle  édition  du  premier  volume 
do  son  cours  de  Mathématiques,  à  l'usage  des  écoles  secondaires  supérieures 
et  plus  spécialement  des  institutions  techniques. 

Le  cours  complet  comprend  trois  volumes  traitant  respectivement  de 
l'Arithmétique,  de  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie  élémentaires.  C'est  une 
élude  limitée  aux  premiers  éléments,  mais  ayant  pour  but  essentiel  de  pré- 
senter ceux-ci  dans  leur  enchaînement  logique  ;  on  s  adresse  donc  ici  à  des 
élèves  ayant  déjà  quelques  connaissances  mathématiques.  L'auteur  déclare 
dans  une  préface  qu'il  s'est  efforcé  «  d'atteindre  l'unité  de  méthode  et  la 
rigueur  scientilique,  tout  en  recherchant  cette  clarté  d'exposition  qui  est  la 
qualité  indispensable  d'un  livre  d'enseignement  ». 

La  nouvelle  édition  de  «  l'Arithmétique  rationnelle  »  offre  diverses  amé- 
liorations qui  ont  sensiblement  diminué  le  nombre  des  pages  du  volume  pri- 
mitif, en  V  introduisant  plus  de  brièveté  et  de  clarté. 

L'ouvrage,  divisé  en  deux  parties,  débute  par  un  rapide  exposé  des  prin- 
cipes de  logique  et  des  méthodes  de  raisonnement  dont  il  sera  fait  usage  dans 
la  suite  :  lois  des  inverses,  analyse,  synthèse,  induction  complète,  etc.  II 
continue  par  la  théorie  des  cinq  premières  opérations  arithmétiques  envisa- 
gées indépendamment  de  tout  système  de  numération  (l'exlraclion  des 
racines  est  traitée  plus  tard,  dans  le  cours  d  Algèbre).  On  aborde  ensuite  la 
numération  décimale  et  la  pratique  des  quatre  opérations  usuelles.  Quelques 
considérations  sur  la  divisibilité,  les  nombres  premiers,  la  détermination  du 
plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  commun  multiple,  terminent 
cette  première  partie. 

La  deuxième  partie,  consacrée  à  l'étude  dos  nombres  fractionnaires,  est 
rédigée  selon  l'ordre  ordinaire  des  traités  d  Arithmétique  :  propriétés  géné- 
rales des  fractions,  opérations  usuelles  sur  des  fractions,  fractions  décimales. 

Tout  en  reconnaissant  que  ces  notions  sont  généralement  bien  présentées, 
il  me  semble  qu  en  ce  qui  concerne  la  multiplication  par  une  fraction 
M.  Testi  s'écarte  passablement  du  but  qu'il  s'était  assigné.  Il  élude  l'expli- 
cation qu  exige  l'introduction  du  multiplicateur  fractionnaire,  en  donnant  de 
la  multiplication  la  définition  suivante  : 

«  Multiplier  un  nombre  a  par  un  nombre  h  signifie  déterminer  un  troi- 
sième nombre  c,  ipii  doit  se  déduire  de  a  en  opérant  sur  ce  dernier  nombre 
coinnie  il  faudrait  opérer  sur  l'unité  pour  obtenir  le  multiplicateur  h.  » 
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«    Il  résulte  de  cette  définition  que  multiplier  -j-  par  ,   c  est  prendre 

,      a       ,        ,    j. 
<•   m  fois  la  «"  partie  de  — ,  c  est-a-dire  que 

a       1)1    /     "     \       '"" 

h        II  \  h.  n   /  hn 

C'est  simple  ;  mais  cela  laisse  c[uelque  peu  à  désirer  au  double  point  de 
vue  de  la  clarté  et  de  la  rigueur. 

Il  est  vrai  que  nous  touchons  ici  à  une  partie  assez  délicate  de  l'Arithmé- 
tique élémentaire  ;  c'est  précisément  une  raison  pour  ne  pas  passer  dessus 
comme  chat  sur  braise. 

L'extension  de  la  notion  de  multiplication  au  cas  où  le  multiplicateur  est 
fractionnaire  constitue  l'une  de  ces  inductions  remarquables  qui  sont  le 
propre,  le  génie  même  des  Mathématiques.  Il  y  a  là  une  première  généralisa- 
tion importante  qu  il  faut  mettre  en  pleine  lumière,  au  lieu  de  la  dissimuler 
sous  une  convention  ou  une  définition  plus  ou  moins  habilement  posée. 

Pour  introduii'e  1  exposant  fractionnaire,  on  moiitre  comment  ion  est  con- 

doit  à  représenter  V/«     par  a    »    lors  même  que  m  n'est  pas  divisible  parw, 

et   l'on  justiGe  cette  notation    en  démontrant  que   les   règles   de  lexposanl 
entier  s'appliquent  aussi  à  l'exposant  fractionnaire. 

C'est  d'une  manière  entièrement  analogue  qu'à  mon  avis  on  devrait  pro- 
céder pour  passer  de  la  notion  du  multiplicateur  entier  à  celle  du  multipli- 
cateur fractionnaire. 

Cette  i'éserve  faite,  le  livre  de  M.  ïesti  peut  rendre  d'excellents  services 
aux  élèves  auxquels  il  est  destiné  ;  il  iue  paraît  cependant  coi'respondi'c  au 
pi'Ogramme  des  écoles  normales  plutôt  qu'à  celui  des  écoles  techniques. 

Lucien  Baatakd  (Genève). 

D""  H.  BoKK.  —  Mathematische  Hauptsàtze  fur  Gymnasien  :  zweitei- 
Thcil  ;  Pensum  des  Obergymnasiums  ;  zweitc  Auflagc.  i  vol.  in-8'    ïi'y  p 
Prix  :  2  marks  Go.  Uûrr,  Leipzig. 

Ainsi  que  riu<iii|iie  son  titre,  ce  livre  n'est  pas  un  manuel  proproniiiit  dit, 
mais  un  simple  abrégé  présentant  sous  forme  condensée  et  dans  un  ordre 
convenable  lensemble  des  connaissances  mathématiques  des  écoles  moyennes; 
il  renferme  tout  ce  qui  peut  être  confié  à  la  mémoire  de  l'élève  ou  être  faci- 
leiuent  consulté  par  lui.  Les  diliérents  sujets  sont  traités  de  manièi-e  à  laisser 
au  maîti-e  une  certaine  liberté  ([uant  à  Tordre  qu  il  arloptera  pour  son  pro- 
gramme. 

Les  services  cjue  peut  reiidre  un  pareil  abrégé  dans  renseignement 
moyen  sont  incontestables,  aussi  croyons-nous  que  ce  livre  sera  le  bienvenu 
de  beaucoup  de  maîti'es.  Mais  l'auteur  dépasse  encore  ce  programme  en  ce 
qu  il  ajoute  aux  propositions  de  courtes  démonstrations  ;  de  plus  il  fait  suivi-e 
les  parties  importantes  d'exemples  bieii  choisis.  L'exposition  est  excellente, 
et  on  ne  peut  que  louer  la  brièveté  et  la  concision  des  termes. 

Pour  ce  qui  concerne  le  choix  des  matières,  1  auteur  a  dû,  dans  une 
certaine^    mesure,    tenir   complo    du    [dan  d  étude   ndoiiti'  en  l'russc  :    vc  livi'i' 
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sera  <lonc  consullé  avec  intérêt  même  en  dehors  de  1  Allemagne,  parce  qu  if 
permet  de  se  faire  une  idée  de  létat  des  connaissances  mathémati([ues  dan& 
les  Gymnases  prussiens. 

Afin  de  faciliter  notre  compte  rendu  dans  ses  détails,  nous  énoncerons 
d  abord  les  deux  postulats  suivants,  concernant  les  mathématiques  des  écoles 
moyennes,  postulats  que  Ton  ne  peut  guère  contredire  : 

i)  L'école  moyenne  (Gymnase)  doit  se  concentrer  de  préférence  sur  les 
parties  des  mathématic[ues  qui  sont  de  toute  importance  dans  le  domaine  de 
la  vie  pratique,  ou  qui  facilitent  la  compréhension  des  questions  astrono- 
miques, physiques  et  techniques. 

2)  Elle  doit  ensuite  autant  que  possible  s'efforcer  de  relier  les  théories 
et  les  propositions  de  façon  que  les  propriétés  et  les  formules  obtenues 
dans  les  degrés  inférieurs,  retrouvent  leur  emploi  dans  les  degrés  supérieurs  ; 
par  contre,  les  propositions  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condition  doivent 
être  laissées  de  côté. 

Sur  cette  base,  nous  approuvons  l'auteur  d'avoir  négligé  les  équations  de 
Diophante  et  les  fractions  continues. 

L,  Arithmétique,  qui  comprend  les  puissances,  les  logarithmes  et  les 
équations  du  second  degré,  est  traitée  avec  toute  la  rigueur  désirable, 
comme  cela  ne  se  voit  guère  dans  un  manuel;  le  paragraphe  «  de  1  infini  et 
du  zéro  »  est  fait  dune  façon  particulièrement  excellente  et  originale,  ainsi 
que  les  racines  irrationnelles  et  ce  qui  s  y  rattache. 

La  notion  de  fonction  est  introduite  de  bonne  heure  et  d  une  manière 
habile.  Les  propriétés  fondamentales  des  séries  infinies  et  de  leur  conver- 
gence sont  présentées  avec  beaucoup  de  clarté.  Mais  c'est  ici  que  commencent 
les  difficultés.  Selon  1  auteur  les  séries  exprimant  c-^,  log  .r,  sin  x,  cos  a*  sont 
obtenues  d  une  façon  élémentaire.  Toutefois  nous  ferons  observer  à  ce  sujet, 
que  cette  soi-disante  exposition  élémentaire  est  beaucoup  plus  difficile  que 
celle  qui  utilise  les  procédés  ordinaires  du  calcul  différentiel.  El  en  pre- 
mière ligne,  le  théorème  de  Moivre  appartient  déjà  aux  parties  les  plus  épi- 
neuses des  mathématiques  élémentaires. 

Les  relations  de  la  forme 


les  calculs  et  conclusions  qui  s  y  rapportent  ne  sont  pas  à  la  portée  d'un 
élève  du  gymnase  ;  les  séries  obtenues  pour  sin  et  cos  lui  apparaîtront 
toujours  comme  des  résultats  du  hasard  et  non  comme  les  couséc[uences 
d'une  discussion  bien  déterminée.  La  formation  de  ces  séries  serait  bien 
plus  convaincante  si  1  on  pouvait  dire  à  1  élève  :  «  Nous  voulons  déduire  ces 
fonctions  des  propriétés  c[ui  nous  sont  connues,  c  cst-à-dire  des  théorèmes 
<1  addition.  »  Le  procédé  pour  légalité  des  coefficients  est  déjà  préparé  au 
§27  par  le  théorème  sur  les  conditions  d  identité  de  deux  fonctions  entières. 
Si  l'on   considère  en  outre  que  dans  la  Géométrie  analytique,   au  i;  G5,  le 

coeflicient   angulaire   de  la   tantcêute.  Uni   (  — '-^  ]   est  employé,   on  voit 

que  1  idée  des  dérivées  est  préparée,  et  1  on  ne  comprend  pas  pourquoi  1  au- 
teur a  abandonné  ce  point  de  vue  en  préférant  les  considérations  abstraites 
d  Euler. 

La  Ccoinétrie  /iluiic  a    fait  l'objet   princi|)al  du  premier  volume   de   l'ou- 
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vrage;  dans  ce  second  volume  elle  se  réduit  à  do  simples  compléments, 
parmi  lesquels  nous  signalerons  la  question  importante  de  la  Coristriution 
(les  expressions  algébriques.  On  y  trouve,  en  outre,  la  Théorie  des  trans- 
\ersales  avec  le  théorème  de  Pascal,  et  la  division  harmonique,  avec  les 
pôles  et  polaires  dans  le  cercle. 

La  Trigonométrie  est  exposée  d'une  manière  simple  et  précise;  son  champ 
est  limité  au  strict  nécessaire  Nous  croyons  qu'il  serait  difficile  de  faire 
mieux  dans  ce  domaine.  Le  développement  de  la  notion  de  fonction  trigono- 
métrique  pour  des  angles  supérieurs  à  90"  est  introduit  d  après  la  méthode 
des  coordonnées  en  Géométrie  analytique  ;  c  est  cette  méthode  en  effet,  qui 
fournit  les  définitions  les  plus  simples.  Ce  chapitre  se  termine  par  la  repré- 
sentation de  la  fonction  sinus  à  laide  d'une  courbe  ;  on  approuvera  cela 
par  égard  aux  applications  à  la  Physique. 

La  Stéréométrie  est,  à  notre  avis,  par  trop  restreinte  dans  ce  manuel.  11 
est  surprenant  qu  il  soit  fait  si  peu  usage  de  la  Trigonométrie.  Les  trièdres 
et  par  suite  les  triangles  sphériques  devraient  être  traités  d'une  manière 
approfondie  au  point  de  vue  des  constructions  et  des  calculs  ;  ils  devraient 
occuper  dans  ce  chapitre  la  place  la  plus  importante,  comme  le  triangle  en 
Géométrie  plane  et  en  Trigonométrie. 

Il  V  aurait  là  une  source  féconde  d'applications,  et  cette  étude  présente- 
rait, à  coup  sûr,  plus  d  intérêt  que  les  calculs  de  volume  de  tous  les  solides 
imaginables,  mais  qui,  dans  la  pratique,  ne  se  rencontrent  jamAis. 

II  suffit  de  rappeler  les  problèmes  suivants  :  tracé  d'une  route  d'une  pente 
donnée  sur  une  montagne  d'une  inclinaison  donnée;  détermination  des  angles 
des  faces  des  corps  réguliers;  position  de  Taxe  terrestre  sur  l'écliptique  et 
son  influence  sur  la  longueur  des  jours,  sur  les  saisons,  etc. 

Il  est  complètement  inutile  au  gymnase  de  traiter  d'une  façon  spéciale  la 
Trigonométrie  sphéri(.[ue.  Les  théorèmes  du  sinus  et  du  cosinus  suffisent  ; 
on  peut  se  passer,  sans  aucun  préjudice,  des  formules  de  Gauss,  des  analo- 
gies de  Neper,  etc.  Il  est  vrai  que  les  calculs  se  présenteraient  sous  une  forme 
moins  commode,  mais  l'objet  principal  nest  pas  le  calcul,  c'est,  en  première 
ligne,  l'interprétation  des  diverses  formules  appliquées  à  la  Stéréométrie.  Et 
sous  ce  rapport,  la  formule  du  cosinus  de  la  Trigonométrie  sphérique  rend 
«l'inestimables  services,  tandis  que  les  formules  commodes  pour  les  calculs 
logarithmiques  obscurcissent  les  relations  géométriques. 

Nous  désirerions  donc  un  meilleur  développement  de  la  Stéréoniéliie  et 
une  forte  réduction  de  la  Trigonométrie  sphérique,  ou,  encore  mieux,  une 
lomplète  liaison  de  celle-ci  avec  la  Stéréométrie. 

Du  reste,  il  est  possible  que  ces  critiques  s'adressent  plutôt  aux  plans 
d'étude  prussiens  de  1892  qui  ont  servi  de  base  à  l'auteur,  qu'au  manuel  lui- 
même,  et  nous  reconnaissons  avec  plaisir  que  celui-ci  présente  une  part  de 
bonnes  choses  en  stéréométrie.  Ainsi,  le  calcul  des  volumes  est  fait  très 
simplement  et  d'une  façon  très  compréhensible;  le  passage  de  la  règle  du 
cosinus  de  la  Trigonométrie  sphéric[ue  à  celle  de  la  Trigonométrie  plane  est 
une  bonne  idc-e. 

Une  courte  mais  excellente  introduction  à  la  Géométrie  analyticfue  à  deux 
dimensions  constitue  la  lin  de  1  ouvrage  :  elle  fait  connaître  de  celle  science 
aillant  qu  on  en  peut  diieander  d  un  élève  du  gymnase. 

H.  <].\Nii  i;  (.\.u-aii). 
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H.  BoRK,  P.  CuANTz,  E.  Haentzschel.  —  Mathematischer  Leitfaden  fur 
Rcalschulen  ;  zweilcr  Theil  :  Trigonométrie  iind  Stéréométrie,  i  vul.  ill-8^ 
128  p.  Prix  :  I  mark  60.  DiJrr,  Leipzig. 

Ce  petit  volume  a  été  rédigé  par  l'auteur  du  manuel  analysé  plus  haut, 
avec  la  collaboration  de  deux  de  ses  collègues  ;  il  offre  également  1  avantage 
d'une  remarquable  clarté  d  exposition. 

Mais  il  est  écrit  pour  des  établissements  d  une  autre  catégorie  el  d'un 
degré  légèrement  inférieur.  C  est  pourquoi,  dans  la  Trigonométrie,  une  fois 
les  premières  notions  établies,  il  donne  quelques  exercices  praticjues.  afin 
d  initier  les  élèves  aux  applications  dès  le  début. 

Les  formules  réunies  d  ordinaire  sous  le  nom  de  Goniométrie  sont  étudiées 
seulement  à  la  fin  de  la  première  partie.  Il  en  résulte,  d  une  part,  lavantage 
de  dispenser  d  abord  les  élèves,  pendant  quelque  temps  de  létude  des  théo- 
rèmes d'addition  et  de  leurs  conséquences,  étude  qui  offre  toujours  quelque 
difDculté  au  débutant,  tandis  que,  d'autre  part,  cette  méthode  a  le  désa- 
vantage de  donner  lieu  à  certaines  démonstrations  un  peu  artificielles.  De 
plus  il  s  agirait  de  savoir  si  lélève  trouve  encore  un  intérêt  dans  le  chapitre 
«  formules  d  addition  »,  après  qu  on  lui  aura  montré  que  Ion  peut  faire  de 
la  Trigonométrie  sans  ces  formules.  Nous  croyons,  en  outre,  qu  il  y  a  un 
inconvénient  à  ne  pas  mettre  en  évidence  le  caractère  propre  de  ces  for- 
mules, ainsi  qu'on  procède  dans  ce  manuel^  en  faisant  dériver  ces  formules 
d'un  problème  pratique. 

Ne  serait-il  pas  juste,  de  dire  à  l'élève  :  c  Après  avoir  constaté  (par  la 
figure)  que  la  fonction  sin  a  ne  croît  pas  proportionnellement  à  1  angle,  il 
nous  reste  à  déterminer  la  loi  de  croissance  de  sin  a  en  fonction  de  1  angle. 

Eu  outre,  on  ne  devrait  jamais  négliger  de  rendre  les  élèves  attentifs  à  ce 
que  1  expression  sin  aa  =  2  sin  a  cos  a,  permet  de  reconnaître  que  sin  2a  est 
plus  petit  que  2  sin  qt  et  que,  par  conséquent,  la  croissance  de  la  fonction  ne 
suit  pas  la  loi  de  proportionnalité. 

La  Stéréométrie  est  traitée  très  élémentairement  :  elle  est  accomjjagnée  de 
nombreux  exemples  simples  et  bien  choisis.  Les  auteurs  consacrent  quel- 
ques pages  aux  perspectives  centrale  et  parallèle  sans  entrer  dans  le  détail 
dune  élude  approfondie:  malgré  sou  peu  de  développement,  ce  chapitre 
peut  être  de  i[uel([ue  utilité.  s"il  est  accompagné  de  nombreux  exercices 
de  construction. 

Le  calcul  des  volumes  se  réduit  égalenieiil  à  une  élude  très  élémentaire; 
quelquefois  il  l'est  à  tel  point  que  1  on  a  renoncé  à  toute  démonstration.  Le 
principe  de  Cavalieri,  par  exemple,  est  introduit  el  utilisé  sans  preuve. 

On  voit  que  ce  livre  est  destiné  à  un  enseignement  reslroinl  :  mais  comme 
tel  il  rtMulra  certainement  d'excellents  services. 

H.  G.vMKK  (Aarau). 


F.    Di:    Heuscu,    professeur    à    l'Ecole    militaire    de    Bruxelles.    —    CourS 

d'Analyse;  I.  Calcul  différentiel,  i  vul.  gr.  in-8\  278  pages.  A.  Cas- 

laignc.  Bnixclles,   i8ij8. 

Ce  cours  d  analyse   a  été    rédigé    d  après   les   leçons    professées   à   1  Ecoli> 
mililaire  de  Bruxelles.    Le    premier   voliiim'.    (|ui  seul   vient   de    |>araîlre,  est 
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ronsacrô  aux  éléments  du  calcul  différentiel:  il  comprend  trois  parties.  Dans 
la  preniière  I  auteur  expose  la  dilTérentiation  des  fonctions  d  une  ou  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes.  La  seconde  traite  des  applications  analyti- 
iiues  :  étude  générale  des  séries,  formes  indéterminées,  maximum  et  minimum 
des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes.  La  troisième 
partie  comprend  les  applications  géométriques  ;  on  y  trouve  les  notions  essen- 
tielles relatives  à  1  étude  générale  des  courbes  et  des  surfaces. 

Grâce  à  la  simplicité  et  à  la  clarté  de  I  exposé,  cet  ouvrage  peut  être 
recommandé  à  ceux  qui  abordent  pour  la  première  fois  l'étude  de  l'Analyse. 
Toutefois  nous  devons  attirer  l'attention  de  ses  lecteurs  sur  la  table  des 
errata  placée  à  la  lin  du  volume  ;  nous  les  engageons  à  reporter  d  abord 
dans  le  texte  les  71  corrections  signalées  par  l'auteur.  Ce  nombre  dépasse 
de  beaucoup  celui  qu  on  peut  tolérer  dans  un  ouvrage  mathématique.  C  est 
dire  que  lautcur  et  1  imprimeur  n  ont  pas  apporté  à  cette  publication  tout  le 
soin  désirable.  Par  suite  de  leur  négligence  le  lecteur  se  voit  imposé  un 
travail  désagréable  qui  aurait  pu  être  évité  au  moyen  d'un  nombre  suflisant 
d  épreuves. 

Malgré  l'inconvénient  qui  vient  d'être  signalé,  le  livre  de  M.  de  Ileusch 
pourra  rendre  service  à  tous  ceux  qui  désirent  s  initier  aux  éléments  du 
calcul  différentiel, 

11.    F1.111!. 


X.  Ch.\uulit.  —  Cours  de  Géométrie  cotée  à  1  usage  des  candidats  à 
l'Ecole  spéciale  militaire  de  Sainl-Cyr,  i  vol.  grand  in-8",  299  p.  ;  Prix  : 
5  francs,  Nony  et  C"^,  Paris,   i8g8. 

C'est  un  ouvrage  qui  mérite  d  être  recommandé  ])Our  renseignement  de  la 
Géométrie  cotée.  Cette  partie  de  la  Géométrie  descriptive  est  présentée  très 
simplement  et  avec  toute  la  rigueur  et  la  clarté  désirables.  Un  bon  choix 
d  exercices  accompagne  chaque  chapitre  et  le  lecteui'  trouvera  plusieurs  do 
ces  exercices  résolus  dans  1  ouvrage  du  même  auteur  :  Problèmes  et  épures 
de  Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  cotée,  etc. 

La  première  partie  de  l'ouvrage  contient  l'exposition  de  la  méthode  des 
deux  projections  orthogonales.  L'auteur  se  borne  à  exposer  lessentiel  et 
renvoie  aux  exercices  plusieurs  problèmes  importants. 

Dans  la  deuxième  partie,  l'auteur  expose  les  principes  de  la  Géométrie 
cotée,  les  méthodes  générales  —  plans  verticaux  auxiliaires,  rotation  autour 
d  un  axe  vertical  ou  horizontal,  rabattements,  —  les  recherches  d  angles  et 
de  distances,  la  représentation  des  polyèdres,  leur  section  plane  et  linler- 
seclion  de  deux  polyèdres. 

La  représentation  des  lignes  et  des  surfaces  fait  lobjet  de  la  troisième 
partie.  La  théorie  générale  et  les  problèmes  de  tangence  y  sont  développés 
pour  les  surfaces  coniques,  cylindriques  et  de  révolution.  La  sphère  est 
traitée  à  part  j)ar  des  méthodes  plus  simples.  Enfin  les  constructions  des 
sphères  inscrite  et  circonscrilx^  à  un  tétraèdre,  ainsi  que  lintersection  d  n\\(i 
droite  et  d  une  surface  terminent  cette  partie. 

La  fjuatrième  et  dernière />«;7/t' s'occupe  des  sections  planes  des  surfaces.  . 
i-a  section  plane  d'une  sphère,  1  intersection  dune  splière   avec  un  polyèdre 
«•1  les  mêmes  problêmes  pour  les   cônes    et    les  cylindres  de  révolution  sont 
examinés  avec  beaucoup  de  soin.  I.,c  dernier  chapitre  montre  les  applications 
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(juc  1  on  peut  fain-  des  propricHés  dos  surfaces  de  r>'volulioii  aux  ipieslioiis 
de  distances  et  d  angles,  puis  traite  de  la  résolution  des  trièdrcs. 

Deux  notes  accompagnent  cet  ouvrage.  Dans  la  première,  l'auteur  démontre 
fjue  les  projections  orthogonales  d'une  conique  sont  des  coniques  de  même 
nature.  Dans  la  seconde,  il  donne  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  sec- 
tions planes  d  un  cône  ou  d  un  cylindre  de  révolution  qui  se  projettent  sui- 
vant un  cercle  et  il  en  déduit  des  constructions  relatives  à  ces  surfaces  ne 
nécessitant  pas  de  rabattement  d  une  de  leurs  sections  circulaires. 

Nous  regrettons  ({ue  1  auteur  n  ail  pas  parlé  des  applications  de  la  Géo- 
métrie cotée  aux  surfaces  to]jograpluc[ues,  il  aurait  rendu  service  à  plus 
d  un  lecteur. 

C.  Jaccottkt  (Lausanne). 


Ekn.  Dui'OKCQ.  —  Premiers  principes  de  Géométrie  moderne,  à  I  usage 
des  élèves  de  mathématiques  spéciales  et  des  candidats  à  la  licence  et  à 
lagrégation.  i  vol.  in-8°,  i6o  pages  ;  prix  :  3  francs  :  Gaulliier-Yillars, 
Paris,  1899. 

Grâce  à  sa  simplicité  et  à  son  élégance,  la  Géométrie  moderne  offre  un 
grand  intérêt  pour  les  élèves  et  contribue,  dans  une  large  mesure  à  déve- 
lopper chez  eux  lesprit  mathématique.  Ce  fait  est  bien  reconnu  ;  aussi,  la 
plupart  des  traités  de  Géométrie,  parus  en  France  depuis  une  vingtaine 
d'années,  contiennent  quelques  chapitres  destinés  à  initier  l'élève  aux  travaux 
de  Pascal  et  de  Desargues,  de  Poncelet  et  de  Chasles.  Pour  le  moment  ces 
premières  notions  sont  encore  présentées  sous  forme  de  compléments  ou 
d'appendice,  en  attendant  une  refonte  complète  des  théories  modernes  avec 
les  éléments  exposés  d'après  Euclide. 

Le  livre  de  il.  Duparcq  s  adresse  à  ceux  qui,  en  possession  des  premières 
notions,  désirent  se  familiariser  un  peu  plus  avec  les  méthodes  de  la  Géomé- 
trie moderne.  Il  est  destiné  aux  élèves  de  mathématiques  spéciales  et  aux 
candidats  à  la  licence  et  à  l'agrégation.  Sous  un  volume  relativcmnt  restreint, 
il  contient  les  principes  essentiels  de  cet  important  domaine  de  la  Géométrie 
présentés  sous  une  forme  remarquablement  claire  et  avec  beaucoup  de 
concision. 

Dès  le  jJi'cniior  chapitre  lauleur  fait  ressurlii-  le  caractère  netlement  ana- 
lytique de  la  Géométrie  moderne.  11  débute  par  les  notions  préliminaires 
relatives  à  l'emploi  des  imaginaires  et  aux  transformations  des  figures.  Puis, 
il  passe  à  1  étude  des  divisions  et  des  faisceaux  homographiques  pour  aborder 
ensuite  l'involution  et  la  généi-ation  des  courbes  et  des  surfaces  du  second 
degré. 

Le  chapitre  suivant  renferme  1  exposé  géométrique  de  transformations 
homographiques  et  corrélatives.  Dans  l'étude  des  transformntions  homogra- 
phiques lauteur  examine  successivement  1  homographie  plane  et  1  homo- 
graphie dans  l'espace.  La  notion  imporlanle  de  transformation  corrélative 
ou  dualislii[ue  est  présentée  sous  une  forme  très  simple  ;  elle  est  accompagnée 
de  quelcjues  applications. 

Ces  premières  notions  sont  ensuite  applic|uées  à  1  étude  des  principales 
propriétés  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  degré.  Dans  le  chapitre 
relatif  aux  conit[ues  sont  examinés  les  points  suivants  : 

Théorème  de  Desargues-Sturm   et  ses  conséquences  :  ptMes  et   polaires  : 
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ni'oblèmes  ;  coniques  liariiioiiiqiuMiiciit  circonscrites  —  ou  inscrites  —  à  un  ? 
conique,  extension  aux  cùnes  du  second  degré.  Le  chapitre  consacré  aux 
(luadriques  contient  les  propriétés  essentielles  concernant  les  pôles  de  plans 
polaires,  linlerscclion  de  deux  quadriqucs,  les  faisceaux  et  les  réseaux  de 
uuadriques.  A  signaler  encore  dans  ce  chapitre  l'extension  aux  quadriques 
d  un  certain  nombre  de  propriétés  démontrées  sur  les  coniques  harmonique- 
ment  circonscrites. 

Le  dernier  chapitre  contient  létude  de  quelques  transformations  :  applica- 
tions des  transformations  homographiques  et  corrélatives,  transformation 
par  polaires  récipro([ucs  relativement  à  une  sphère  ou  à  un  cercle  :  inversion, 
transformation  anallagmatiquc  ;  transformaiions  quadratiques  planes.  Lou- 
vragc  se  termine  par  l'étude  géométrique  de  la  transformation  de  Lie. 

De  nombreux  exercices  vrriés  accompagnent  les  diverses  notions  traitées 
dans  ce  volume,  les  uns  sont  exposés  avec  leur  solution,  d  autres,  sont 
simplement  énoncés  k  la  fin  de  louvrage. 

Cette  courte  analyse  suffit  pour  montrer  quelles  sont  les  matières  examinées 
dans  ce  petit  traité.  Comme  on  le  voit,  1  auteur  a  su  se  borner  aux  principes 
essentiels  de  la  Géométrie  moderne,  aussi,  croyons-nous  que,  par  cela  même, 
1  ouvrage  de  AL  Duporcq  sera  consulté  avec  profit  par  tous  ceux  qui  désirent 
s  initier  aux  méthodes  de  cet  intéressant  domaine  de  la  Géométrie. 

H.  Fmik. 
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A  signaler  dans  le  n°  7  : 

Prof.  A.  Pichlek  (Yienne]  :  Zum  Euklid'schcn  Bcwcis  der  unendlichen 
Menge  von  Primzahlen. — Prof.  F.  ScmrrxEK  (Yienne)  :  Zur  Behandlung  der 
orthogonalen  Projektion  des  Kreises.  —  Prof.  Dr.  J.  Tkisciiauf  (Graz)  :  Zur 
Thcori(>  j)rojectivischer  Strahlenbùschel. 

Zeitsch.   f.  math.  u.  naturw.  Unterricht,  herausgcgeben  von  J.-C.-Y. 
Hoefma.nn;  3o*^  année.  1899.  Teubner,  Leipzig. 

N°  .^  (jniii).  —  J.  DicKMANN  (Krefeld)  :  Die  Amortisationsrechnung  und 
die  Tilgung  ôffenllicher  Auleihon  als  UnterrichtsgegoustamI.  —  Wektheim 
(  Krankfurt-a.-M.)   :   Ueber  die  Ausziehung  der  Quadral  und    Knlnkwurzeln 
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hei  Hei-oii  voii  Aloxandria.  —  D'  Bottchek  (Leipzig)  :  Tortianorverfahroii 
zur  Âulfindung  aller  pythagoreischcn  Zahlonklecbliittor.  —  O.  Haktmann 
(Pforzheim)  :  Moglichst  kurze  uiui  annahernd  richligo  eleinentare  Beslini- 
mung  des  EUipsenumfanges. 

Zeitsch.    f.    Math,  u     Physik.,    herausgcgeben   von   D""   R.    Meh.mke   u. 
D^  M.  Camok:  t.    i '(.  u"-  i.  a  et  3,  1899;  Teubncr,  Leipzig. 

Celle  iiiiportanle  revue,  fondée  en  i856,  par  O.  Schlomilch,  est  dirigée 
depuis  un  an  par  MM.  R.  Mehhke,  professeur  à  1  Ecole  technique  supérieure 
de  Slultgarl.  et  M.  Ca:\tor,  professeur  à  1  Université  de  lleidelberg.  Les 
nouveaux  directeurs  lui  ont  fait  subir  une  heureuse  transformation;  ils 
tiennent  à  accorder  dans  leur  journal  une  large  place  aux  matliématiques 
appliquées. 

Celte  transformation  répond  à  un  réel  besoin  ;  elle  a  pour  raison  d  être 
l'importance  de  plus  en  plus  considérable  que  prend  l'application  des  mathé- 
matiques aux  sciences  techniques.  Sous  cette  nouvelle  forme  elle  s'adresse 
à  la  fois  aux  mathématiciens  et  aux  ingénieurs  et  leur  permet  de  suivre  les 
problèmes  qui,  chaque  jour,  prennent  naissance  dans  les  sciences  appliquées. 

Voici  le  sommaire  des  trois  premiers  numéros  du  tome  44  '■ 

N»  I.  —  H.  LoRENZ  :  Dynamik  der  Kurbelgetriebe.  —  K.  Heurk  :  Die 
Bestimmung  der  Gcschwindigkeit  nach  den  Methoden  der  Photogrammetrie. 
—  E.  MiiLLER  :  Beweis  einiger  Delerminantensalze  mil  tels  der  Grassmann- 
schen  Ausdehnungslelïre.  —  E.  Czubek  :  Beitrag  zur  grajjhischen  Intégration 
der  lincaren  Differential  gleichungen  ersler  Ordnung.  —  C.  Bakavelli  :  Sur 
les  «  Tables  des  chilfres  conslauls  »  de  M.  Calza,  destinées  à  faciliter  les 
mulliplicalions  et  les  divisions.  —  R.  ^Meumke  :  Beispiele  grai)hischer  Tafcln, 
mit  Bemcrkungen  uebcr  die  Méthode  der  fluchtrcclilen  Punkte.  —  Fr.  Schur: 
Die  Déformation  einer  geradliuigeii  Fliiche  zweileu  Grades  ohue  Aenderung 
der  Langen  ihrer  Geraden. 

•  Ilistoriscii-Iitterarische  Abtheilung.  — G.  Wertheim  :  Hérons  Ausziehung 
der  irralionalen  Kul)ik\vuizeln.  —  G.  ^^'ERTHEm  :  Ein  von  Fermât  heriïih- 
render  Beweis. 

N"'s  2  et  3,  -  IL  LoRENz  :  Dynamik  der  Kurbelgetriebe  Isuite}.  — 
A.  Beck  :  Ueber  pcrspektive  Affinitiit  zweier  Rauine.  —  R.  Schumann  : 
Uebcr  die  Verwendung  zweier  Pendel  auf  gemeinsamer  Untei-lage  zur  Bes- 
timmung der  Mitschwingung.  —  E.  Wolfiing  :  Ueber  Pseudolrochoiden. — 
E.  ScHULZE  :  Eine  Determinanteuformel.  —  R.  Meu.mke  :  Zur  Bestimmung 
der  Axe  der  Schraubuug,  durch  die  ein  slarrcr  Kurpcr  aus  einer  gegebenen 
Lage  in  eine  zweile  gebraclil  werden  kann. 

llist.-lilt.  Abtheilung.  —  H.  Sltek  :  Die  Kreis([uadrahir  des  Il)n  el- 
llailam.  —  (i.  AVkrtmei.m  :  Ueber  den  Ursprun.;-  der  Bezeiehuung  der 
L  nljekannleu  durch  den  Buchstabeu  x. 

Nyt   Tidsskrift  for  matematik,    lo'^  année,  série  .V,  n"  i,  série  B,  U"  2, 
1899,  K(jl)euhaun. 

PaeiagOgisches   Archiv,    Iu<rausgegeben    von    Prof.  G.  Daun.    it'~  année. 
11'  ),  1899.  DiiiT,   l^'ipzig. 

Schweizerische  Pâedagogische  Zeitschrift,  herausgegeben  v(ni  F.  FRirt- 

CM  und  G.  SiLiKi:  9«  année,  n'  i.    1889.  Orell  Fii^sli.  Znricli. 
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E.  DupoRCQ.  —  Premiers  principes  de  Géométrie  moderne  à  lusago 
des  ('lèves  de  mathéiiKitiques  spéciales  et  des  candidats  à  la  licence  cl  à 
1  agrégation;  i  vol.  in-S",  i6o  p.;  prix  :  3  francs;  Paris,  Gauthier-Vil- 
lars,   1899. 

H.  PoiNCAKi:.  —  Cinématique  et  Mécanismes;  Potentiel  et  Mécanique 

des  fluides;  Cours  professé  à  la  Sorbonnc.  rédigé  j)ar  A.  Glillf.t:   i  vol. 
gr.  in-S^*,  385  p.;  prix  :  i5  fr.;  Paris,  G.  Carré  et  C.  Naud,  1899. 

H.  Fehk.  —  Application  de  la  méthode  vectorielle  de    Grassmann  à 
la  Géométrie  infinitésimale;  une  broch.  in-8",  94  p.;  Paris,  G.  Carn- 
et c.  Naud,  1899. 

René  Baire.  —  Sur  les  fonctions  de  variables  réelles  (thèse  de  doctorat 
présentée  à  la  Faculté  des  sciences  de  Paris);  -i'-  thèse  (propositions  don- 
nées par  la  Faculté)  :  principales  propositions  relatives  aux  surfaces  dont 
les  rayons  de  courbure  sont  fondions  l'un  de  l'autre;  1  vol.  in-Zj",  121  p.: 
Milan,  C.  Rebeschini,  1899. 

G.  Stiner.  —  Die  dreimal  beruhrenden  EUipsen    der  Steiner'schen 
Hypocykloïde;  Saint-Gall,   Druck   der  ZoUikofer  schcn   Buchdruckerei . 
1899. 

]\I.  D  Oc.vGXE. —  Traité  de  Nomographie;  théorie  des  Abaques  ;  applica- 
tions pratiques,  i  vol.  gr.  in-8  ',  180  p.  :  prix  :  i  {  francs  ;  Paris,  Gauthier- 
Yillars,  1899. 

A.  C\nE.\.  —  Sur  la  formation  explicite  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  à  un 

nombre  fini  de  branches  (tiièse   de   doctorat   présentée   à  la  faculté  des 
sciences  de  Paris]  ;  i  vol.  in-  i  ',  96  p.  ;  Paris,  Gauthier- Villars,    1899. 

M.  Servant.  —  Essai  Sur  les  séries  divergentes  (thèse  de  doctorat  pré- 
sentée à  la  faculté  des  sciences  de  Paris)  ;  i  vol.  in-4°,  09  p.  :  Paris,  Gau- 
thier-Villars,  1899. 

G.  YivANTi.  —  Corso  di  Calcolo-infinitesimale ;  i  vol.  iu-8",  56o  p.  : 
prix  :  8  lires;  Libreria  Editrice  Ant.  Triiuarchi,  Messina,  1898. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  t.  XXVII  ;  1899. 

Fasc.  I.  —  GouRSAT  :  Sur  les  écjuations  du  second  ordre  à  n  variables 
analogues  à  léquation  de  Monge-Anipère.  —  Hvdamard  :  Sur  les  conditions 
de  décomposition  des  formes.  —  C.  Bolrlet  :  Elude  théorique  sur  la  bicy- 
clelle.  —  G.  Hf.MBERT  :  Sur  ime  inlerprélalion  géométrique  île  récjnalioii 
modulaire.  —  G.  Hlmbert  :  Sur  les  polygones  de  Poncelel.  —  Blvtel  :  Sui- 
une  propriété  des  trajectoires  obliques  tl  luie  famille  de  géodésiques. 


Le  Gérant  :  C.  NAUD. 
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I.a  Table  de  P\  thagore  nous  a  tous  initiés  de  bonne  heure,  de 
trop  bonne  heure  peut-être,  à  répéter  comme  des  perroquets  : 
4  fois  3  douze,  -  l'ois  9  soixante-trois,  8  t'ois  5  quarante,  etc.,  etc. 

Au  point  de  vue  pratique,  un  peu  phénicien  (?)  de  hi  plupart 
des  gens,  cehi  est  parlait  et  peut  passer  pour  une  «  notion  »- 
Mais  il  laut  reconnaître  (|ue  Tempirisme  de  ce  procédé  ne  nous 
mène  pas  loin,  même  dans  rAPPLicvriox  de  la  science,  attendu 
que  l'on  ne  peut  guère  appliquer  une  Loi  qu'en  hi  dépouillant 
des  circonstances  trop  particulières  où  elle  se  présente. 

Les  auteui'S  ont  donc  eu  raison  de  placer  tout  au  début  de 
l'arithmétique  la  définition  suivante  :  ((  multiplier  un  nombre  par 
un  autre,  c'est  chercher  un  troisième  nombre  qui  se  compose 
avec  l'un  des  deux  premiers,  comme  le  second  se  compose  avec 
riinité.  —  \\n  d'autres  termes  :  Deux  nombres  étant  donnés, 
j'appelle  l'un  niullijMcande  et  l'autre  niiilliplicateur  ;  et  je  me 
propose  de  trouver  un  nombre  appelé  produit  (jni  soit  au  multi- 
plicande comme  le  multiplicateur  est  à  I'unité.  » 

.^  I.  Mais  ([u'est-ce  que  ceci  signifie  :  w  Etre  à...  c(Hunie...  est 
il...  .'  »  —  Si  Ion  dit  à  l'élève  que  12  est  à  3  comme  4  est  à  i, 
en  ce  sens  que  12  est  le  quadruple  de  3,  comme  4  est  le  ([ua- 
druple  de  i,  l'élève  pourra  ci-oire  que  l'on  confond  ici  e.vplicu- 
lion  avec  cuniplicuiion  '  et  il  ri'pondra,  s'il  ose,  que  «  le  double, 
le  triple,  le  quadruple,  le  quintuple,  etc.,  d'un  nombre  sont  des 
idées  suftisamment  claires  pour  se  passer  delà  eom[iai  aison  ([u  On 
a  essayé  de  faire  «. 

Cela  est  très  exact  au  l'oiul.  (^ar  la  série  des  tiMines  ci-dessus, 
douhle,  triple,  (jaudruple...  nous  conduit  facilement  ii  l'expression 
généii([ue  de  n-uplc  ou  de  .multipli:  ;  d'où  la  définition  suivante  : 

l'Inscigncincnt  in;illi.  21 
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«  multiplier  un  iiomhve  par  un  autre,  c'est  chercher,  dans  la 
série  des  «  multiples  »  de  ce  premier  noml)re,  celui  qui  a  pour 
numéro  d'ordre  le  chiffre  du  second  nombre.  » 

Il  en  résulte  dès  lors  que  le  multiplicande  n'est  point  un  nom- 
bre absolument  abstrait,  à  la  façon  du  multiplicateur.  D'autre 
part,  le  produit  est  congénère  du  multiplicande  et  semi-concret 
comme  lui.  Nous  allons  le  prouver  avec  complaisance,  à  cause  de 
la  giavité  réelle  de  ce  problème  pédagogique. 

I.  —  On  tarde  trop,  je  crois,  ii  faire  connaître  aux  élèves  le 
«  coefficient  ».  Ce  serait  pourtant  là  un  bon  moven  pour  leur 
définir  sérieusement  le  nombre  abstrait. 

Il  n'v  a  au  monde  que  des  objets  (qui  se  comptent^  et  des  ges- 
tes réitérés  (pour  les  compter  un  à  un].  Dire  aux  enfants  ou  aux 
jeunes  gens,  peu  importe,  que  «  six  »  est  un  nombre  abstrait, 
parce  que  l'on  trouve  abstraitement  ce  nombre  dans  six  cha- 
peaux, six  bouteilles,  six  œufs,  etc.,  c'est  confondre  autour  avec 
alentour  !  Si  vous  voulez  matérialiser  vos  leçons,  ayez  donc  un 
tas  de  bouteilles,  de  chapeaux  ou  de  ce  c^ue  vous  voudrez.,  puis 
allez  au  tas  et  •A^^ovXex  successivenieiit  sur  la  table  i,  2,  3,  4  bou- 
teilles, par  exemple.  Vous  n'aurez  pas  de  peine  à  faire  comprendre 
il  l'auditoire  que  vous  vous  êtes  dérangé  1,2,  3,  ^  fois  pour  ras- 
sembler, soit  des  bouteilles,  soit  des  chapeaux,  soit  n'importe 
quoi. 

Le  voilii  pris  sur  le  vif  le  fameux  nombre  abstrait  :  c'est  le 
«  combien  de  fois  .'  » 

Supposons  maintenant  que  vous  rapportiez  trois  bouteilles  «  la 
fois  et  que  vous  fassiez  ce  manège  8  fois  ;  cela  fait  a4  bouteilles, 
n'est-ce  pas  ?  mais  il  faut  enfoncer  leclou.  Remportez  donc  ([uatre 
l)ouf cilles  à  la  fois  et  débarrassez  votre  table  en  six  coups. 
Recommencez  encore  en  prenant  deux  bouteilles  ii  la  fois  et  en 
faisant  12  voyages;  puis,  pour  finir,  enlevez  les  bouteilles,  en 
^t  tours  de  main...  —  Voilà  une  bonne  leçon  ! 

■!(  2.  Le  Ml  i.TiiM.ic.vxDK  dérive  d  un  groupement  préalable  des 
unités  quel(on(iues  ;  quand  l'emljallage  est  terminé,  on  emporte 
les  ballots,  nu  à  un,  et  on  compte  les  départs.  Le  MLLrii'i.icATF.i  u 
sei't   il    enregistrer  la  cote.   i\c    n'est   j)as  une  u  quantité  »,  c'est 


DES   RÈGLES   DE   LA    M ULT I P LI C A  T l O X  3i9 

plutôt  une   «  quotité  »,  —  dans  le  sens  étymologique  du  terme. 

Ici  se  présente  une  réponse  h  la  question  soulevée  par  les  méta- 
physiciens :  «  Le  nombre  vingt,  par  exemple,  est-il  une  collection 
synthétique  de  20  unités  ou  le  vingtième  nombre  de  la  série 
numérique  .'  » 

Hé  bien?.'...  Cela  dépend.* —  Grammaticalement  parlant  les 
nombres  «  cardinaux  »  sont  des  adjectifs  déterniinatifs  qui  n'ont 
aucun  sens  complet  par  eux-mêmes.  En  ajoutant  à  la  suite  le  mot 
«  chose  »  ou  mac/lin  (?)  on  se  tire  d'affaire,  mais  on  ne  fait  point 
une  abstraction  correcte  ni  enviable. 

Si  l'on  veut  être  intelligible,  il  faut  transformer  le  mot  «  vingt  » 
t'u  «  vingtaine  »  et  compter  les  vingtaines  comme  on  compte  des 
j)aquets  d'allumettes  ou  des  sacs  de  pommes  de  terre,  etc.,    etc. 

Par  contre,  et  toujours  grammaticalemeiit,  s'il  s'agit  d'un 
numéro  d'ordre,  on  écrira  :  Louis  XH  =  Louis  le  qua- 
torzième ;  et  on  fera  observer  que  i4  est  un  nombre  ordinal 
populairement   abrégé. 

Donc  :  le  nombre  80  (quatre-vingts),  tel  qu'on  a  pris  l'habi- 
lude  de  l'articuler,  est  un  index  plutôt  algébrique  qu'arithmé- 
tique, en  ce  sens  que  la  multiplication  de  20  par  4  y  est  énoncée 
«'t  non  pas  efrectuée.  Pour  le  penseur,  quatre-vingts  suggère 
ridée  de  la  quatrième  vingtaine  transférée  et  consignée  par  la 
caisse  des  Dépôts  et  Consignations.  Le  maître  d'école  devrait 
faire  analyseï-  cette  locution  de  la  manière  suivante  :  «  Quatre- 
vingts,  c'est-à-dire  4  f'i>is  vingt,  c'est-à-dire  la  quatrième  expé- 
dition des  marchandises  qu'on  a  coutume  de  ficeler  par  bottillons 
de  20  pièces.  »  —  En  résumé  :  Une  {'ingtaine  est  comme  une 
douzaine,  un  (juarteron^  une  grosse;  une  tonne^  etc..  Ça  se 
compte  à  la  (jueue  leu  leu,  tout  comme  des  chapeaux,  des  bou- 
teilles ;  et  le  co.mi'ti:  (jue  ça  représente  est  un  nombre  abstrait 
proprement  dit,  en  deux  temps  et  trois  mouvements.  —  Le  mot 
('  fois  ))  se  traduit  par  «  temps  »  en  beaucoup  de  langues. 

J:j  3.  Au  delà  de  l'enseignement  primaire,  il  serait  bon  de  noter 
diflerenciellement  les  nombres  abstraits,  les  vrais  coelficients, 
par  N  X  1°,  afin  de  les  distinguer  foiinellement  deX  X  i'  =un 
nombre  qui  coiitiiMil  X  unités.  —  Bref  :  X  fois  ^^^  X.  i"  ;  un  =  i'  ; 
N  fois  un  ^  X.   1".  i'  =  X.  1'. 
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Que  l'on  ne  ciic  pas  à  la  scolaslique. ..  !  Car  je  vais  immédia- 
lement  prouver  que  (5  X*  7  =  35)  est  une  proposition  va^uc, 
indigne  de  la  réputation  des  mathématiciens.  —  Voici  cette 
preuve  : 

a).  Si  c'est  la  niulliplicalion  de  deux  nombres  parlailcnient 
abstraits  l'nn  par  l'autre,  il  faut  opérer  ainsi  : 

I"  +  i^  +  i*'  +  i^  +  1°  +  1"  +  I" 

jO     _|_      jO     ^      jû     _|_      ,0     _1_      jO 

!•:■    _|_    i'<    _j_    lO    _j_ 

1"  +    l'^    + 

I^   + 

+1" 

Tulal  =  jj  fois      l'J     ou      35  pur. 

En  langage  ordinaire  on  devra  dire  :  j  fois  X  7  fois  égale 
35  fois. 

,3).  Si  je  considère  la  multiplication  de  j  unités  par  5,  j  aurai 
35  unités  ou  5  fois  les  sept  unités,  une  quintuple //ty^/«(/e  d  objets 
indéfinis^    mais    d'oBJKTs.     Ou    bien   :    (5    X    i")    X    (j  X    i') 

=  (35xi')- 

En  prenant  -  fois  une  demi-décade,  j'aurais  le  même  lésnltat. 

Nous  y  reviendrons. 

y).  Si  je  pose  la  multiplication  de  5  unités  par  j  unités, 
j'aurai  35  unités  carrées  :  (5  X  Ji'j  X  {"  X  i')  =  (35  X  '')  et 
35  est  un  nombre  rectangle. 

0).  Gomme  corollaire  :  je  dis  que  -aj  est  le  carré  de  5.})()urvu 
([ue  ci/ifj  ne  soit  pas  (5  X  i"). 

§  4*  I-e  genre  didactique  est  trop  abandonné  pour  (pic  j  es- 
père soutenir  ici  que  le  nombre  64,  par  exemple,  ditlere  de  lui- 
même,  selon  que  l'on  envisage  64  fois,  64  unités  simples, 
64  unités  carrées  ou  64  unités  cubiques,  ou  même  (S4  unités  de  la 
forme  i^.On  a  la  routine  d'écrire  :  64Xi"  =  64X  i'=64X  '"> 
etc.  On  enseigne  <|ue  4X4X4^=^X8,  sans  renuuquer  que 
le  signe  =^  serait  absurde  en  géométrie  pour  établir  la  lointaine 
analogie  entre  un  hexaètlre  de  4  niètres  de  côté  et  un  cari'é  tb* 
8  mètres  de  côté. 
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L'alg'èbi'c  a  fini,  pour  beaucoup  de  maîtres,  par  la  (l<'nionslra- 
tion  de  /"  =  V  =/*=:/'*  ...  etc. ,  . . .  etc . 

On  ne  remontera  pas  le  courant  ! 

N'empêche  que  toutes  ces  contusions  entre  V/iomoni/niic  et 
Vêî^alitè  ne  soient  antiratii^melles...  Mais  revenons  à  notre  sujet 
précis. 

Y  a-t-il  trois  termes  ou  ([uatre  termes  en  jeu  dans  la  multi- 
plication ? 

—  Hé  bien  ??...  et  encore,  cela  dépend  !  Voici  pourquoi  :  Si  je 
considère  la  multiplication  comme  la  répétition  ou  l'addition  h 
elle-même  d'une  certaine  orandeur,  un  certain  nombre  de  fois, 
il  n'est  guère  indispensable  de  reconnaître  quatre  termes  : 
a4  +  24  +  24  +  24  +  24  =  120  représente  le  résultat  d'une 
sommation  spéciale.  Au  lieu  d'ajouter  l'un  à  l'autre  cinq  noml)res 
inégaux,  j'ai  ajouté  cinq  nombre  égaux.  C'est  tout. 

Mais  si  je  considère  l'égalité    de   deux    rapports  par  quotient, 

A         « 
tels  que -^  =  V  1  ma  conception  est   forcément  ci uaternitaire  ou, 

si  l'on  veut,  doublement  binaire.  I^e  multiplicateur  et  l'unité  for- 
mant un  premier  couple,  le  produit  et  le  multiplicande  forment 
un  second  couple  analogue  au  prçmier. 

Remarquons  tout  de  suite  que  l'homogénéité  n'est  exigible 
que  dans  les  deux  termes  d'un  même  couple.  Bref:  «  Six  pommes 
de  terre  est  à  deux  pommes  de  terre,  comme  quinze  violons 
est  à  cinq  violons.  » 

Toute  lacétie  à  part,  j'ai  le  droit  de  biiler  au  numérateur  et 
au  dénominateur  un  terme  commun,  et  de  diviser  les  deux  termes 
par  «  pommes  de  terre  »,   dans  un  cas,  et  par  «  violons  >•>   dans 

,,     .  1       i'  <      1   •  6  i5 

1  autre    cas;     de     lacon     a     laisser    — =^ -^     ou    mieux     encore 

6x1"         i5xi"^ 
^  = -^ —,  atiu  de  souligner  l'idée  systématique. 

II.  —  La  commutativité  seml)le  inséparable  de  l'essence 
de    la    multiplication  ;    surtout     dans     la    conception    (juaterni- 

taire-^  =  -7- ,  attendu  (lu'on   p<'ut   déplacer   les    movcns   ou    les 
M  h  111 

extrêmes,  ad  libitum. 

Quelle  est  donc,  dès  lors,  l'origine  des  noms  de  mxtJùplicatcuv 

et  de  multiplicande? 
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Avouons-lc,  à  noire  honte,  il  y  a  ^9  p.  100  des  écoliers  (jui 
demeurent  convaincus  que,  clans  la  multiplication,  on  doit  placer 
en  haut  de  la  page  le  grand  nombre  et  au-dessous  le  plus  petit. 
Demandez  à  qui  vous  voudrez  de  multiplier  3j  par  819,  et  vous 
verrez,  sauf  exception  infiniment  rare,  l'enfant,  le  jeune  homme 
ou  le  monsieur  écrire  ainsi  : 

819 
37 


5733 

2457 

3o3o3 


Allez  au  tableau  et  faites  vous-même  l'opération  de  la  manière 
suivante  :    Vous  verrez...  1 

37 
819 


333 

3; 
296 

3o3o3 


Mon  intention  n'est  pas  de  changer  les  habitudes  de  (aire... 
Ces  habitudes  ont  été  fixées  par  la  loi  de  commodité,  mais  lin- 
telligence  est  assez  souple  pour  ne  })as  se  figer  d'emblée  comme 
une  sauce  vulgaire  !  Vax  d'autres  termes  :  Je  voudrais  que  l'on  lit 
savoir  aux  étudiants  que  le  nombre  placé  en  haut  est  le  plus 
grand,  mais  qu'il  n'est  pas  \on']0\\YS  ipso  facto  le  multiplicande; 
de  sorte  que  l'on  ramène  la  multiplication  à  une  allure  uniforme 
en  invoquant  le  principe  de  la  commutativ  itt".  Cela  n'est  ])as  une 
subtilité,  tant  s'en  faut. 

§  5.  La  notion,  la  nature  et  l'origine  du  multiplicande  impli- 
quent une  sorte  d'hypothèse  mystique,  sur  les  rôles  des  nombres  ; 
hypothèse  en  vertu  de  lacpielle  il  y  aurait  un  dualisme  arithmé- 
tique calqué  sur  lanlithèse  du  mâle  et  de  la  lemelle,  ih'  1  actil  et 
du  passil.  Prenons  un  fait  facile  ii  analyser,  c  esl-à-dire  un 
nombre  d'objets  concrets,  comme  60  œufs,  par  exemple. 
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Je    puis  partnger  ces  60  œuls  en    tas  égaux,   de  plusieurs    ma- 
nières différentes  et  symétriques  deux  à  deux. 


6  tas  de  10  œufs  : 

5  »  »  1 2        >) 

4  »  »  1 5        ') 

3  »  »  20        » 

2  ))  I)  3o        » 


10  (as  lie  6  œufs 


20     »      »     3 
3o     »      1)     2 


Or,  dans  chaque  exemple,  le  tas  d'œuls  envisagé  devient  la 
«  matière  »  de  l'opération  au  même  titre  que  l'œuf  individuel. 
L'  «  esprit  »  de  l'opération  s'oppose  donc  à  cette  matière,  comme 
l'actif  au  passif,  etc.. 

Je  ne  vois  pas,  quant  ii  moi,  de  meilleure  idée  à  se  laiie  con- 
cernant le  niiiUiplicande  et  le  miilliplicaleiir. 

La  commutativité  est  donc  un  phénomène  purement  expéi'i- 
mental    au   début    et    ultérieurement   généralisé.    Mais  5  tas   de 

o 

12  œufs  =4  t^s  de  i5  œufs  n'est  pas  une  égalité,  ni   une   équa- 
tion; c'est  une  «  é(juipollence  »  empiriquement  découverte  ! 


§  6.  Il  n'est  j)as  mauvais,  non  plus,  de  prendre  en  considéra- 
tion un  fait  géométrique,  savoir  :  que  le  rectangle  avant  pour 
hase  12  mètres  et  pour  liaut<nir  5  mètres,  peut  tourner  d'un 
angle  droit  autour  d'un  de  ses  sommets  et  prendre  l'aspect  d'une 
autre  /ii:[t(re  i\Min\  a  mètres  de  hase  et  12  mètres  de  haut.  On 
postule  ensuite  la  permanence  de  l'aire,  en  dépit  de  la  rotation 
et  l'on  écrit  :  i2X5  =  5X  12.  —  Mais  cela  aussi  est  une  petite 
découverte  expérimentale  très  féconde. 

Remarquez  hien,  en  effet,  que,  dans  Taire  d'un  rectangle 
envisagée  comme  produit,  il  n'y  a  pas  lieu  d'opposer  les  fac- 
teurs :  lîasc  qX  Hauteur.  Cette  fois,  il  v  a  commutativité  lorcée, 
attendu  que  Va  base  est  ad  libitum  multiplicande  ou  multiplica- 
teur. —  Mieux  que  cela  :  «  11  y  a  deux  multiplicandes  mutuelle- 
ment et  hissexuellement  [\^^  multiplicateurs...  »  Aussi  la  formule 
de  ce  genre  de  multiplication  mérite-telle  d'être  retenue,  sur- 
tout si  l'on  veut  poursuivre  notre  étude  sur  le  problème  que  nous 
nous  sommes  posé  dès  le  début,  savoir  :  «  (Quelles  sont  les  i-ègles 
les  plus  générales   de  la  multiplication  .S) 

Tout  le  monde  doit  avoir  retenu  dans  sa  mémoiic,   comme  un 
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événement  solennel,  l'élranoe  émotion  (|ii  il  <i  lessenlie  en  iipjiie- 
nant  (|ue  le  prodiiil  de  (Iciix  lignes  tlroiles  'segments  pouvait 
s'obtenir  au  moyen  dune  «  ([uatrième  ])ro])ortionnelle  «>,  sans 
qu'il  lût  (juestion  de  recfan^/c  eonsliuit.  ni  d  aiie.  ni  de  suilacf 
évaluée. 

C'est  ici  que  Ton  saisit  vraiment  1  origine  étymologique  des 
proportions  A  :  B  ::  c/  :  i,  qualifiées  <'  géométriques  »  par  les  vieux 
savants. 

vj  -,  Quand  on  lit  les  u-uvics  de  R.  Descartes,  on  se  figure 
tout  d'abord  nn  [)arti  pris  de  réduire  systématiquement  le  roncrcl 
à  1  (ihsivdil.  sans  aucune  chance  de  iécipro<jne.  Mais  e  est  unr 
erreur. 

.Vil  bout  d  lin  certain  temps,  on  découvi'c  (jiie  l'immortel 
penseur  est  le  fondateur  de  I'application  : 

1°  ou  2°  de  l'Algèbre  îi  la  Géométrie  ; 

.•>.°  ou  1°  de  la  Géométrie  à  F  Algèbre  : 

3"  (plus  sûrement^  de  la  fécondation  nnt/iœ/lc  de  ces  deux 
sciences  mathématiques,  lune  par  l'autre. 

La  technique  appropriée  èi  la  détermimition  d'une  quatrième 
proportionnelle  consiste  essentiellement  dans  le  tracé  de  plu- 
sieurs triangles  semblables,  de  façon  ii  lier  intimement  l'une  ii 
l'autre  la  grandeur  et  la  direct  ion  '. 

Bref:  l'égalité  de  deux  rapports  par  (|iiotient.  dans  les  seg- 
ments rectiliones,  nous  conduit  «  malgré  nous  »  auxBiR.VDiALEs. 

et  nous  révèle  la  profonde  intuitioii  des  éciixains  ([ui  appelèrent 

.     .         ,  .A         a 

géométrique  la  proportion -r^  =-t- . 

Reprenons  maintenant,  par  curiosité,  la  délinition  de  la  mul- 
tiplication largement  conçue. 

Il  nous  lant  dire  :  «  Problème  ({ui  consiste  ii  déterminer  une 
inconnue  nommée  l'itonirr,  en  fonction  de  trois  grandeurs  con- 
nues, dont  rune  est  prise  pour  iîtai.on,  soit  par  rapjtori  ii  la 
seconde,  soit  par  rapi)ort  ;i  la  troisiéinc.  soit  par  rapport  ii  cha- 
cune. » 

Ce  n'est  pas  tout  :  il  faut  ajcuitrr.  en  circt.  i'  que  le  prt»duit  s»- 
compose  et  .se  ro/w/>o/7t' par  rapport  au  niiiltiplicande,  tout  comme 
le  multiplicateur  se  compose  et  .sr  comporte  par  rapport  à 
l'étalon  ». 
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î^  8.  Mais,  diia-t-oii,  (|u"est-ce  que  cette  façon  de  se  coniporler 
par   rapporta...^ 

Réponse  :  «  C'est  tout  le  calcul  des  grandeurs  dirigées,  soit 
dans  le  plan,  soit  dans  l'espace.  » 

Voilà  donc  les  plus  hautes  difficultés  de  la  niathémalique  évo- 
quées et  impliquées  dans  cette  étude. 

111.  —  Trois  vecteurs  coplanaires  étant  donnés,  avec  indication 
expresse  de  celui  qui  est  pris  pour  unité^  on  les  amène  faci- 
lement à  concourir,  c  est-à-dire  à  ravonner  d  un  même  point  oi'i- 
ginel  ;  et  il  est  facile  aussi  de  construire  un  quatrième  vecteur  se 
comportant  par  rapport  îi  l'un  quelconqiie  des  deux  premiers, 
comme  celui-ci  se  compose  et  se  comporte  par  rapport  au  vec- 
teur unitaire.  —  Il  est  inutile  d'insister  là-dessus. 

>î  9.  Pourquoi  donc  cette  simplicité  serait-elle  détruite  en 
passant  des  vecteurs  coplanaires  aux  vecteurs  non-coplanaires  .' 

—  Parce  que^  dirais-je  modestement,  le  prestige  exercé  par 
l'illustre  Hamilton  a  produit  les  mêmes  efi"ets  que  le  prestige 
exercé  par  l'illustre  (envier  :  on  n'a  pas  osé  se  permettre  de 
trouver  autre  chose!!! 

Les  grands  hommes  ont  malheureusement  le  défaut  des  grands 
arhres  :  il  est  diflicile  de  faiie  pousser  quelque  chose  à  leur 
omhre,  sauf  le  lierre  qui  monte  le  long  de  leur  tige  puissante  et 
qui  redescend  bientôt  pour  remonter  encore...  et  ainsi  de 
suite. 

La  nation  qui  a  produit  Hamilton  a  raison  d'ètie  fière...  Mais 
celle  qui  a  produit  Descartes  aurait  tort  de  ne  pas  l'être.  J'avoue, 
en  ce  qui  me  concerne,  ([ue  le  calcul  sublime  des  quaternions 
étant  fait  el  bien  fait,  il  n'y  a  pas  à  le  refaire.  Mais  je  soutiens 
que  1  exceptionnalilé  de  son  algèbre  n'est  elle-même  (ju'une  vue 
subjective  des  faits  géométriques  de  l'espace  à  trois  dimensions, 
une  conquête  par  mouvement  tournant  de  la  Terre  Promise,  un 
beau  stratagème  de  guerre  enfin.  —  Voici  la  justification  minu- 
tieuse de  mes  paroles  hardies. 

>i   lo.  Pédagogicpuiment  examinée,  la    question    de    savoir  jus- 

,    ,     A  fi  1.1  .... 

([u  ou  -—  =^  -T-  peut  s  étendre,  se  traiterait  ainsi  : 
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((  On  ne  cluingo  pas  la  valeur  d'une  iVaclion  en  multipliant  ses 
deux  termes  par  le  même  nombre,  quel  <[uc  soit  ee  nombre.  >> 

Voilà  pourquoi  — j^-,  comme  -j— ,  peut  être  réduit  ii  une  iVaelioii 

assez  heureusement  choisie  pour  que  le  dénominateur  soit  i°  {un 
puissance  zéro). 

Mais  la  routine  est  omnipotente  :  on  considère  la  division 
comme  le  couronnement  des  quatre  règles  de  l'Arithmétiqu»' 
élémentaire;  de  sorte  que  le  rapport  par  quotient  de  A  :  B  n'au- 
rait même  pas  de  sens  pour  éclairer  la  définition  du  produit  vis- 
ii-vis  du  multiplicande  ? 

Dans  un  tel  état  de  misère  philosophique,  comment  voulez- 
vous  arriver  à  comprendre  et  surtout  à  (aire  comprendre  la  mul- 
tiplication de  deux  vecteurs  l'un  par  Tautre  ?  on  renonce  à  être 
professeur...  on  se  fait  prestidigitateur  et  l'on  escamote  la  caite 
gênante. 

Il  faut,  comme  on  dit,  s'élever  du  connu  à  1  inconnu  et  insistei- 
fortement  sur  les  choses  très  connues  sans  craindre  d'y  perdre 
son  temps.  Car  les  hésitations  que  l'on  éprouve  plus  tard,  en 
présence  d'un  problème  nouveau,  tiennent  surtout  à  ce  qu'on 
sait  mal  le  problème  antérieur  qui  sert  à  préparer  la  solution. 

Si  tous  les  vecteurs  étaient  parallèles  et  toujours  dirigés  dr 
gauche  à  droite,  par  exemple,  la  recherche  du  vecteur-produit, 
par  les  constructions  géométriques,  eût  fait  l'effet  d'un  aitifice 
ingénieux  :  on  se  serait  dit  que  la  détermination  de  la  propor- 
tionnalité des  seoinents  rectiliones  s'obtient  en  détruisant 
momentanément  leur  parallélisme,  sauf  à  le  rétablii'  dans  l'énonce 
final  de  la  réponse  stricte  à  la  stricte  question. 

S  II.  Je  n'ai  pas  besoin  de  dire  que  j'attache  une  importance 
psychologique  très  grande  à  ce  fait  histori([ue,  en  vertu  duquel 
les  grandeurs  vectorielles  non  diversement  dirigées  dans  le  plan, 
finissent  par  entraîner  le  constructeur  ii  la  fiction  d'autres  vec- 
teurs diversement  dirigés,  pour  faciliter  son  travail!  —  La  pro- 
portionnalité des  lignes  ne  s'établit,  en  (iéométiie  vraie,  (pie 
grâce  au  truc  des  angles. 

Mais  voici  la  contre-partie  :  «  Que  deviendront  nos  siniili- 
tudes^   dès  que  nous  sortirons  du  plan  .'  » 

—  Réponse   :  Des  «  analogies  convenables  ». 
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Il  est  certain  ([uc  le  lapport  de  deux  vecteurs  exige  (rois 
déterminations  : 

i"  Un  quotient  numérique  abstrait  ; 

:i°  Un  angle  des  directions  divergentes  ; 

3"  Le  plan  sur  lequel  on  constate  la  divergence  angulaire. 

C'est  le  TEitMON  initial  ! 

De  là  ce  théorème  : 

«  Deux  vecteurs  A  et  B  peuvent  être  déplacés  parallèlement  li 
eux-mêmes,  jusqu'à  ce  qu'ils  concourent  en  un  même  poinl 
origine  et  soient  correctement  coplanaires.  —  Arrivés  en  cet  étal, 
leur  rapport  est  à  la  fois  quotientiel  et  aiiguldire.  » 

Par  conséquent  nous  pouvons  deviner  ([ue  la  biradiale  iormée 
par  le  vecteur-produit  et  le  vecteur-multiplicande  est  eom|)osé<' 
de  deux  segments  rectilignes  avant  entre  eux  le  rapport  quotien- 
tiel et  angulaire,  que  nous  avons  trouvés  entre  le  multiplicalrur 
et  l'unité. 

§  12.  Ici  une  pose  nécessaire  :  une  biradiale  analytiquement 
représentée  constitue  un  quaternion  et  non  pas  un  «  ternion  ». 
—  Si  le  ternion  suffit,  il  faut  renoncer  à  la  découverte  de 
Hamilton,  carrément  et  non  pas  sournoisement  ! 

Ce  sommaire  dilemme  ne  tient  pas  :  Car,  personne  n'a,  jus- 
qu'ici, déterminé  la  Solidarité  oblii^aloire  des  hiradiales  analo- 
gues. —  Voilà  pourquoi  il  n  est  pas  question  de  renverser,  ni  de 
modifier,  ni  d'améliorer  la  méthode  hamiltonienne.  — On  cherche 

AUTHE    CHOSE.  Yoilà  tOUt. 

Le  calcul  des  ternions  consisterait  (hjuc  à  présenter  la  multi- 
plication des  vecteurs,  dans  l'espace,  sans  descendre  de  l'abs- 
traction conventionnelle  et  fictive  à  la  réalité  concrète,  mais  en 
remontant  bitMi  j)lutùt  du  concret  mécanico-géométrique  à  l'abs- 
trait pur  de  lanalyse. 

(^ette  tentative  est  issue  de  l'esprit  didacti([ue,  avant  tout,  ef 
ne  vise  aucunement  à  la  découverte  ollicielle  ! 

Il  s'agit  d'étendre  progressivement,  gradalivement  et  sans 
secousse,  la  notion,  la  nature  et  l'enseiu'nemenl  des  Règles  de  la 
Multiplication. 

IV.  —  Il  est  évident  ({ue  \(t  strie I  rapport  géométrique  de  deux 
vecteurs,  l'un  vis-à-vis  de  l'autre,  ollVe  a  l'esprit  un  sens  iiHiné- 


3'ji8  HAoïL  fi  A  no  y 

diot,  abstraction  iaile  clr  l'iinllr  choisie  pour  l'évaluer.  Mais  cette 
hiiKiriU'  pure  tieni  \\  ce  ({ue  l'un  des  deux  vecteurs  est  implicite- 
ment pris  pour  l'unité  non  mentionnée.  Dès  lors  il  se  trouve  que 
la  valeur  relative  de  l'autre  vecteur,  avec  sa  déviation  angulaire 
plane,  sullil  à  tout. 

Or  le  problème  de  la  multiplication  introduit  en  somme  une 
seconde  biradiale  dont  l'un  des  rayons  est  caché.  On  dit  ceci, 
par  exemple  :  «  Sur  les  arêtes  indéfinies  d'un  angle  trièdre  S, 
on  prend  SA  =  i ,  SB  =  Y'  et  SC=V'  et  il  est  question  de 
construire  un  quatrième  vecteur  SD  =  .r,  tel  que  V  :  i  :  :  x  :  V  ; 
dans  loitle  la  force  du  terme. 

1^  l'S.  Discussion.  —  V'  =  3,  \"  =  \  et  ,r=:i2,  pour  mieux 
spécifier  le  cas  et  se  débarrasser  des  nombres  nus. 

(le  que  nous  savons  encore,  je  suppose,  c'est  que  x  doit  faire 
avec  V"  le  même  angla/i  p/an  que  V  avec  le  vecteur-unité.  Soit  a, 
cet  angle. 

Donc,  dira-t-on  a  première  vue,  il  y  a  une  infinité  de  solutions, 
attendu  que  le  vecteur  ,r  peut  tourner  librement  autour  du  vec- 
teur Y"  sans  cesser  de  se  comporter  avec  ce  vecteur  comme  il 
convient. . .  .' 

Soit  :  11  y  a  une  infinité  de  solutions  passables  ^  mais  il  y  en  a 
une  meilleure  que  les  autres  :  c'est  précisément  celle  qui  permet 
en  même  temps  d'affirmer  que  le  vecteur  x  fait  avec  Y'  le  même 
angle  [i  que  Y'  fait  avec  le  vecteur-unité.  Car  rien  en  somme  ne 
justifie  la  distinction  fonctionnelle  de  Y'  et  de  Y'',  en  tant  que 
Minltiplicande  ou   multiplicateur. 

Toute  élection  n  cet  égard  est  gratuite  de  notie  part  : 

i.e  produit  de  deux  vecteurs  est  une  conception  née  de  la  Géo- 
métrie plane,  et  nous  ne  sommes  pas  obligés  d'introduire  une 
nouvelle  condition  de  dissymétrie,  une  hypothèse  de  successivilé 
dans  une  donnée  où  tous  les  éléments  sont  co-existonts.  Je  dirais 
volontiers  que  dans  la  multiplication  de  deux  vecteurs,  il  y  a 
deux  multiplicandes  et  point  de  multiplicateur  prédilectif,  ou  que 
—  du  moins  —  celte  conception  immédiate,  intuitive  et  spon- 
tanée, l'emporte  philosophiquement  sur  celle  des  qualernions 
artificiels  et  symboliques.  La  commulativité,  c'est  l'épreuve  cru- 
ciale, le  vi'ai  conl l'Ole  ou  contre-rôle . 
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Plus  iliiectcment  encore  :  Deux  hi radiales  égales  e!  eopla- 
naires  sont  nécessaireinent  comprises  entre  deux  autres  biia- 
diales  énales  et  coplanaires  ;  deux  biradiales  éoales  non-copla- 
nalres  ne  sont  pas  nécessairement  comprises  entre  deux  autres 
biradiales  égales,  mais  peuvent  lètre.  Dans  ce  dernier  cas,  elles 
représentent  quatre  vecteurs  en  proportion  géométrique  aussi 
parlaite  que  s'il  y  avait  co-planarité,  —  On  pourrait  dire  (ju'il  v 
a  co-planarité  ('//7//e//t',  dont  l'^/tV/zeZ/e  n'est  (ju'un  cas'phis  p;irli- 
cidier. 

In  angle  solide  tétraédri([ue  ii  laces  aiticulées  loi'mant  des 
angles  dièdres  essentiellement  varial)les,  de  zéro  ii  i8o  degrés, 
et  sur  les  arêtes  desquels  on  prend  les  4  vecteurs  •  i,  V,  V",  .r; 
tel  est,  dans  l'espace,  le  dispositif  impeccable  de  la  multiplica- 
tion V  X  V"  =  V"  X  V  =  X. 

Il  en  résulte  effectivement  l'égalité  des  faces  opposées,  dans 
l'angle  tétraèdre  susdit. 


CONCLUSION 


l,oiS([ue  (jualre  grandeurs  peuvent  se  coupler  deux  ;i  deux  et 
peuvent  donner  lieu  à  certaines  analogies,  en  passant  d'un  couple 
à  l'autre,  on  se  trouve  en  présence  d'une  pnoponnox. 

f/enseignement  mathématique  manque  malheureusement  de 
terme  généri([ue  pour  englober  les  divers  rapports  que  les  gran- 
deurs sont  susceptibles  d'entretenii'.  (Jn  dit  bien,  en  langue 
courante:  «  A  esta  B,  comme  <7  est  à  Z*.  »  —  Mais,  jusqu'à  pi-ésent 
du  moins,  on  ne  voit  pas  clairement  ce  que  c'est  ([ue   Ivriu:  a...  ? 

Il  serait  peut  tMre  inconvenant  de  dire  que  la  niélapli iisi<iue 
est  la  lèpre  de  l'esprit  humain...  Je  me  contenterai  donc  de 
soutenir  que  la  démangeaison  de  l'abstrait,  que  le  prurit  de  la 
généralisation  illimitée  a  un  inconvénient  proverbial  : 

«  Trop  gratter  cuit  !  » 

Ainsi  j'avais  ci'u  un  instant,  à  fort,  ([ue  le  langage  le  meilleur 
pourrait  ètie  le  suivant  : 

«  .V  est  fonction  de  15,  commet  est  fonction  de  h. y) 

delà  coiuluirait  très  simplement,  en  effet,  à  ramener  toutes  les 
proportions,  ii  l'idée  fondamentale:  // ^^  f'{.r'^^.   A  étant    une  cer- 
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hùnc  valeur  de  y  pour  .r  =  B  ;  a  étant  une  seconde  valeur  de  ^ 
pour  x  =  b  ;  il  y  a  quelque  raison  de  poser  :  A  est  à  B  comme 
a  est  à  l). 

■^  i4-  Le  premier  cas  résulte  de  la  (onction  élémentaire 
yi^.r+K,  K  étant  une  constante  finie,  positive  ou  négative.  — 
Dès  lors  :  A  est  à  B,  comme  a  est  à  h,  signifie  proprement  que  A 
dépasse  B,  comme  a  dépasse  h. 

Ce  genre  de  rapport,  par  équidifFérence,  n'exclut  pas  la  diver- 
sité des  objets  comparés,  de  groupe  à  groupe.  Ainsi  il  n'est  pas 
douteux  que  8  chapeaux  est  à  6  chapeaux,  comme  i5  lampes  est 
il  i3  lampes,  en  ce  sens  que  le  même  excédent  de  deux  unités  se 
retrouve  ici  et  là.  C'est  précaire,  mais  cela  existe. 

La  fonction  élémentaire  y  =  K.r  nous  fait  passer  des  rapports 
par  équidilTérence  aux  rapports  écpiiquotientiels.  Cette  fois  : 
A  contient  B  comme  a  contient  b. 

Mais  on  aurait  tort  de  considérer  d'autres  fonctions  élémen- 
taires quelconques,  à  moins  d'en  donner  un  motif  mathématique- 
ment plausible. 

Peut-on  admettre,  par  exemple,  que  4  soit  à  i6,  comme  7  est 
\\  49.  en  ce  sens  que  4  est  racine  carrée  de  16  comme  j  Test 
de  49? 

Peut-on  supposer  que -— soit  \\  - — comme  —  est  à  — -m- ,  sous 
|)iétexte  ([ue  l'angle  de  60  degrés  a  pour  sinus -i-^,  au  mènie 
litre  (lue  langle  de  45  degrés  a— 7=? 

C'est  en  examinant  impartialement  ces  questions  que  Ion  est 
amené  à  découvrir  le  qin'd  propriuni  des  proportions  dignes  de 
ce  nom,  savoir  :  la  possibilité  de  changer  de  place  les  moyens  ou 
les  extrêmes.  Dès  lors  1  expression  large  :  Est  à  comme...  est  à, 
se     réduit     subitement     à    léquidlflerence    et   à    l'équiquotient. 

A  —  B  =  r/  —  A.  ou  l)ien  -^;=  --  .  Voilà  tout. 

^  i5.  Autreiois  on  écrivait  en  style  de  proportions,  au  moyen 
de  points  séparés  ou  groupés  par  deux  ou  par  (juatre.  On  ne  tra- 
duisait jualheui-eusemenl  que  par  les  mots  :  Est  à,  comme,  esta... 
i.v  lut  donc   un  rt'cl  progit's    que    de    traduire    en  slvle    d'équa- 


/jKS    REGLES    DE    LA    M  CL  T  l /' L I C  A  T  /  ()  .\  3{i 

lions,  au  inoyoïi  du  signe  canonique  :  (:^) ,   par    des  algorilliiucs 
distincts  : 

/A   —  B  ^  //  —  h  :  d'où  A —  B  -|-  />  —  fl  =r  o,      d'iiiif  pari. 

{A  a  ...  A  X  A 

f  -—-  =  -r-  ;  cl  ou  -:=; =  I ,     «  aulrc  pari . 

'   B  A  B  X  «  * 

l*édagogiquemeiit,  il  laul  le  répéter  cent  l'ois,  cela  veut  dire 
([ne  nous  ne  connaissons,  en  mathématiques  élémentaires  ou 
supérieures,  (jue  deux  opérations  officieUenient  commutatives  : 
l'addition  et  la  multiplication,  et  que  cette  vérité  revient  à  allir- 
iner  que  zéro  est  logarithme  de  un,  dans  tous  les  systèmes  pos- 
sibles et  concevables  ! 

^   T.,a  somme  des  moyens  ::=  la  somme  des  extrêmes  : 
'    I.e  produit    "  »        =  le  produit    >'  » 

Tel  est  le  bilan  de  nos  connaissances  sur  les  proportions  non 
abusivement  conçues. 

Il  s'agissait  donc  de  voir,  à  ce  point  de  vue  précis,  l'extension 
maxiina  de  la  proportion  par  quotient,  autrement  dit:  «  l'égalité 
propre  de  deux  rapports  quotientiels  obtenus  par  des  construc- 
tions géométriques.  » 

5;i  i6.  C  est  à  ce  moment  que  se  présente  à  1  fsprit  du  pliilo- 
s(»phe-mathématicien  \  indisHolubililè  des  deux  conceptions  :  dinn- 
lion  et  grandeur,  grandeur  et  direction,  sans  hiérarchie  prédi- 
lective...  —  Retenez  bien  cebi. 

Au  reste,  s'il  y  avait  une  préséance  rationnelle,  il  laudrait 
placer  la  direcfion  avant  la  i^randeur  ;  géométrique  . 

On  arrive,  de  proche  en  proche,  ii  cette  proposition  remar- 
quable, savoir:  «  ([ue  le  /nnll/jj/icatcnr  doit  (oiinier  autour  de 
l'rMTK,  comme  \q  produit,  lui  aussi,  doit  tourner  autour  du  .mil' 
1  iiM.ic.\.NDi:,  en  conservant  un  rapport  (piotientiel  délini  et  une 
divergence  angulaire  définie.  »  BreT  :  «  le  lieu  géoni('tri([ue  des 
situations  du  produit  est  un  cône  circulaire  droit  tout  pareil  an 
lieu  géométrI<[ue  tles  situations  du  multi|>licateur.  chacune  à 
chacune.  » 

En  somme  l'unité  est  une  longueur-unité  et  un  axe  iondamen- 
tal  ;  le  midtiplicande  est  une  longueur-unité  (secondaire)  et  un 
axe  secondaire.  C'est  autour  de  ces  deux  axes  que   tournent   res- 
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pectivcmeul  le  imilliplioalciir  cl  le  produit,  de  laeoii  à  eonservei- 
une  solidarité  déterminablc  en  chiKiue  posilioii,  et  avec  crileriitm 
de  réversibilité  parfaite. 

Cette  solidarit»'  relève  de  la  Ciiiéinati(jiie  ;  et  nruis  lavons  nialè- 
r((t/isé('  au  moyen  d  une  hicllc  non  déciite  jusqu  a  ce  jour,  saul 
erreur  bihlioniaphjque  et  (acile  ii  coiiigei'. 

Il  en  résulte  une  ofénéralisation    non    abusive   des   vecteurs   co- 

o 

jdduaires  en  vecteurs  s ij/i //■(>/}/ (/a es.  dont  les  co-planaires  ne  sont 
plus  qu'une  photographie  instantanée  et  casuelle.  - —  Cette  idée 
parait  féconde. 

>j  I-.  La  composition  des  «  couples  »  ne  doit  pas,  en  ellet, 
donner  une  solution  double,  à  moins  que  les  rotations  ne  soient 
.st/ccessives.  La  «  parodie  »  sphériquc  de  Tabou tage  des  vecteurs 
a  et  |3,  donne  (a  +  ^)  différent  de  [p -{-  a)  ;  mais  Laboutage  n'est 
pas  le  type  exclusif  de  l'addition  des  vecteurs  ni  des  arcs.  Une 
parodie  meilleure  est  celle  du  parallélogramme  des  forces. 

Il  faut  donc  donner  aux  deux  arcs-vecteurs  la  même  origine, 
terminer  le  triangle  sphérique  et  mener  un  arc  médian  que  Ton 
prolonge  ensuite  d'une  quantité  égale  ii  lui-même.  Tel  est  1  ana- 
logue de  la  (ddiiondlc  représentant  la  r(''sultante  unique. 

Plus  directement,  dans  lespace,  on  construlia  un  angle  solide 
tétraèdre,  avant  des  laces  opposées  ('-gales.  Sur  les  arêtes  11  sera 
toujours  possible  de  prendic  (|uatre  longueurs  iormant  deux 
biradiales  égales  comprises  entre  deux  autres  biradiales    égales. 

(^ette  intuition  géométrique  est  au-dessus  des  imjyedimenla  de 
lanalyse  :  il  m'importe  peu  ([ue  Ton  calcule  ou  que  l'on  lU'  cal- 
cule point  au  moven  de  svmboles  t(''lralogi([ues  <[ualifiés  (/inilcr- 
nions.  —  Une  muraille  de  (Miine.  fort  respect neuse  sans  aucun 
doute,  environne  |)our  moi  le  céleste  lïaniilton,  soit  dit  sans 
ironie.  — Ce  quil  iaul  proiesser  avant  tout,  c  est  le  oi  ati:hnu)n 
ancestral  de  la  «  proportion  géométri([ue  »  intelligible  j)ai'  soi- 
même,  avant  toutes  les  algî'bres... 

§  18.  Et  puisque  je  pront)nce  en  iinissaut  ce  mot  au  plurud. 
les  ALGiîBREs,  je  tiens  ;i  dire  (pie  la  grande  conception  d  A.  Comte 
au  sujet  du  calcul  des  «  foucluuis  indirectes  »  est  plus  scienti- 
lH[ue  que  jamais.  Introduire  aitiliclellement  dans  le  calcul  des 
algorithmes  quelconcpies.  d  les  faire  (lispaïaître    en  lin  d'opéia- 
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tinns  comme  un  échalaiulage  provisoire  ;  tout  le  génie  de  l'ana- 
lyse est  là.  Péclagogiqucment  je  voudrais  donc  que  la  méthode 
infinitésimale,  celle  des  qualernions  et  autres...  lussent  exposées 
en  l)loc  par  le  professeur  historien. 

Il  aurait  qualité  pour  faire  voir  que  la  langue  des  calculs  est 
lort  souvent  circonlocutionnelle  ou  périphrastique.  mais  (rue  cela 
n'a  rien  de  compromettant,  en  ce  sens  que  nos  conceptions  fon- 
damentales des  choses  restent  toujours  telles  quelles, 

f.es  algébristes  pur  sang  sont  comme  les  banquiers  :  ils  tra- 
vaillent sur  des  symboles;  et  leurs  spéculations  ne  valent  que 
par  la  possibilité  de  retraduire  le  tout  en  langage  économique 
réel. 

Uaoll  Bahox  ''Paris). 


SUR  LA  METHODE  EN  GEOMETRIE 

DA1M{|"-S    M.   .1  A  G  QUE  S    HAUA.MARD 


Bien  ([ue  le  livre  tout  entier  mérite  assurément  qu'on  s'y  arrête, 
je  ne  veux  parler  ici  (pie  de  quelques  pages  des  Leçons  de  (îêo- 
nu'lrie  de  M.  .Tac([ues  Hadamahd  :  elles  ont  pour  titre  :  Sur  la 
mélhode  en  (tèoniètrie,  et  les  conseils  qu'elles  contiennent  doivent 
(*'tre  médités  par  les  élèves  et  par  les  maîtres.  Dégager  la  mé- 
liiode  de  recherche,  les  objets  sur  lesquels  doit  se  fixer  l'atten- 
lion  ;  contribuer  ainsi  à  l'éducation  de  cette  faculté,  c'est-i>-dire 
il  la  fois  de  la  volonté  et  de  l'intelligence,  tel  est  le  but  de  l'au- 
teur; ce  but.  tous  les  maîtres  dignes  de  ce  nom,  ([ui  cioienl  (pic 
la  science  donne  de  la  vigueur  aux  esprits  ([ui  s'en  nourrissent, 
doivent  l'avoir  devant  les  veux. 

(ielte  éducation  de  1  attention,  poui'  ce  ([ui  est  des  malhémali- 
(pies,  se  fait  par  l'habitude  même  de  la  recherche  et  pai-  une 
bonne  direction  donnée  ii  l'habitude.  Cl'est  cette  direction  ([ui  est 
l'objet  propre  de  M.  Iladamard.  Il  est  certain  ([u'elle  peu!  résul- 
ItM-,  au  moins  pour  les  meilleuis  esprits,  de  Ibabitmlr  elle-même, 
de  l'étude  du  cours,  de  lapplication  de  ce  coins  ;i  des  exercices 
l^iiscigiiciiifiil  iimlli.  aa 
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gradués  (').  Les  règles  à  suivre  ressortcnt  des  exemples,  et  l'on 
finit  par  s'y  conformer  sans  y  penser.  Mais  est-il  bon  de  n'y  pas 
penser,  est-il  bon  que  l'habitude  soit  inconsciente  ?  Pour  ceux  à 
qui  le  commerce  des  mathématiques  a  donné  d'excellentes  habi- 
tudes, il  y  a  un  vérltaljle  intérêt  ])liilos<)phi([uc  it  leconnaître  en 
quoi  consistent  ces  habitudes,  en  quoi  et  pourquoi  elles  sont 
excellentes,  comment  elles  aident  i»  découvrir  la  vérité,  au  moins 
dans  un  domaine  particulier  ;  s'ils  arrivent  à  reconnaître  dans 
quelle  mesure  elles  peuvent  être  transportées  ailleurs  que  dans 
ce  domaine,  et  combien,  dans  la  réalité,  la  complication  des  don- 
nées et  des  inconnues  s'oppose  à  la  simplicité  des  raisonnements 
mathématiques;  ils  n'y  perdront  rien  pour  leur  conduite  dans  la 
vie.  Mais  cette  connaissance  de  la  méthode,  du  chemin  qu'il  faut 
prendre,  des  pièges  qu'il  faut  éviter  importe  encore  plus  aux 
commençants  qui,  en  entrant  dans  une  région  toute  nouvelle  pour 
eux,  s'y  sentent  perdus  et  se  découragent  souvent  sans  raison. 
Parmi  ceux  qui  ont  poursuivi  l'étude  des  mathématiques,  qui  ne 
se  rappelle  des  moments  de  désespoir  devant  des  questions  d'une 
simplicité  enfantine  ?  Et  combien  se  sont  dépités  en  reconnais- 
sant l'inutilité  des  efl'orts  qu'ils  avaient  faits  ?  Combien  d'autres 
se  sont  abandonnés  au  découragement,  ont  fermé  leur  livre,  bou- 
ché leurs  oreilles,  laissé  passer  le  temps  d'apprendre  les  éléments, 
qui  ne  se  retrouve  plus  ?  Combien  de  ceux-là  auraient  pu  être 
sauvés  si,  à  ce  moment,  un  maître  leur  avait  montré,  sur  le  pro- 
blème même  qui  les  décourageait,  y^o?</'(y//o/  ils  n'arrivaient  pas  it 
le  résoudre;  si  au  lieu  de  leur  donner  la  solution  de  ce  problème, 
solution  qui  leur  reste  d'autant  plus  étrangère  qu'elle  est  plus 
élégante  et  concise,  il  leur  avait  indiqué,  à  la  clarté  confuse  du 
but,  le  chemin  qui  mène  vers  cette  solution,  s'il  leur  avait  dit 
pourquoi  ce  chemin-là  était  sans  doute  le  vrai;  si,  tout  le  long, 
tantôt  les  précédant,  tantôt  les  suivant,  il  les  avait  encouragés  et 
soutenus.  Autant  qu'un  texte  imprimé  peut  remplacer  la  parole 
vivante,  la  note  de  M.  Hadamard  sera,  pour  les  commençants,  ce 
maître-là. 


(')  On  ne  saurait  trop  recommander,  à  ce  point  de  \\\o,  le  recueil  do  problèmes 
de  M.  Pktersea',  qui  a  été  composé  avec  un  art  consomme.  .\  ces  problèmes, 
M.  Petkrsen  a  joint  d'ailleurs  d'excellenls  conseils,  mais  qui  se  rapportent  plu- 
ùt   t.ux  uicthodes  particulicres  qu'à  la  méthode  en  général. 
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A  quelques  lecteurs  superficiels,  elle  paraîtra  composée  de 
truïsmes.  Dégager  des  Iruïsnies,  c'est  peut-être  la  vraie  besogne 
du  philosophe.  (Qu'une  règle  semble  évidente  à  celui  qui  est  ac- 
coutumé à  rappli(|uer,  c'est  la  preuve  (|ue  la  règle  est  bonne  ; 
c'est  l'habitude  même  <|ui  confère  à  cette  règle  son  caractère 
d  évidence,  et  la  facilité  avec  laquelle  on  l'applitjue  qui  la  fait 
paraître  inutile.  Cette  facilité  n'a  pas  été  acquise  sans  efforts  ; 
plus  tôt  on  aura  une  conscience  claire  de  la  règle,  moins  on  fera 
d'efforts  stériles.  Apprendre  à  travailler  utilement,  c'est  le  moven 
sur  d'apprendre  à  aimer  le  travail,  et  le  bénéfice  est  moral  au- 
tant ([u'intellectuel.  Je  ne  serais  pas  étonné  ([uc  M.  lladamard  ail 
eu  ([uelque  arrière-pensée  de  ce  genre,  qui  la  soutenu  quand  il 
a  écrit  sa  Note,  et  l'a  décidé  à  braver  des  plaisanteries  faciles. 

C'est  la  partie  de  la  note  intitulée  «  Théorèmes  à  démontrer  » 
qui  est  la  plus  importante.  L'auteur  réduit  ii  trois  les  règles  à 
appliquer. 

1°  Subsliluer  les  dé/iiutions  <iii.v  définis,  «  ce  (|ui,  disait  Pascal, 
ne   change  jamais  le    sens  du    discours  n.   L'illustre   écrivain  n'a 
pas  craint  d'insister  sur  cette  règle  dans  son  .1/7  de  persuader. 
Même  dans  sa  généialité  et  sa  banalité,  elle  est  bonne  à  répéter; 
l'expérience   le   montre   assez;  mais  M.  lladamard  lui  donne  une 
portée  considérable  en  regardant  comme  définition  d'une  figure 
toute  propriété  qui  est  équivalente  à  la  définition  primitive,  c'est- 
à-dire  qui  appartient  ii  la  figure  et  n'appartient  qu'à  cette  figure. 
Le  cercle,  par  exemple,  peut  être    regardé   comme    le    lieu    des 
points    é([uidistants  d'un   point    fixe,  ou  le  lieu  du  sommet  d'un 
angle   constant  dont  les  côtés  passent   par   deux   points  fixes,  ou 
comme  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à 
deux  points   fixes  soit  constant.  Toutes   ces  propriétés,  pour  me 
borner  à  celles-là,  peuvent  être  regardées  comme  des  définitions 
équivalentes  du  cercle.  S  il   entre    un   cercle   dans   le   théorème 
qu'il  a  à  démontrer,  l'élève   devra  se  les  rappeler  toutes  et  choi- 
sir celle  qui  lui   paraît   se   lapprocher   davantage   de  la   conclu- 
sion. 

2°  ^e  serwir  de  loatc  lltiipotltèse.  .le  veux  lemarquor  en  passant 
que  celte  règle  suppose  que  la  question  est  l)ien  posée.  Cest  sur 
des  ([uestions  bien  posées  que  les  élèves  doivent  s'exercer  ;  ils 
ont  assez  à  laire  ii  chercher  les  intermcdiairt-s  entre  Ihypothèsc 
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et  la  conclusion,  à  distinguer  neltenient  lo/t/e  lliypothèse  et  les 
degrés  de  la  démonstration  où  interviennent  les  diverses  parties 
de  cette  hypothèse;  ^I.  Iladamard  leur  conseille  avec  raison  de 
faire  cette  dernière  recherche  sur  les  démonstrations  mêmes 
des  propositions  classic{ues.  Quand  ils  auront  été  longtemps 
rompus  à  cet  exercice,  quelques-uns  apprendront  à  se  poser  des 
questions  :  c'est  là,  à  proprement  parler,  le  commencement  du 
tiavail  de  recherche  :  heureux  ceux  (jui  parviendront  un  jour  à 
discerner,  dans  l'infinie  complexité  des  choses,  les  éléments  sim- 
ples qui  permettent  de  traduire  une  question  physique  en  un 
pi'oblème  mathématique,  bien  posé.  Comment,  alors,  se  servir  de 
fon/e  l'hvpothèse  ?...  Mais  nous  voilà  bien  loin  des  débuts  de  la 
Géométrie.  Revenons-y  avec  la  troisième  règle  de  M.  Iladamard. 

,')"  Donner  à  V énoncé  toutes  les  formes  dont  il  est  susceptible  et 
choisir  entre  ces  ormes.  Retourner  sous  toutes  ses  faces  l'hypo- 
thèse et  la  conclusion,  les  transformer  en  hypothèses  ou  en  con-- 
clusions  équivalentes,  de  manière  à  les  rapprocher,  à  saisir  deux 
foi-mes  qu'il  soit  possible  de  relier  par  des  intermédiaires,  voilà, 
au  fond,  ce  qui  reste  arbitraire  dans  le  travail  de  l'étudiant,  c'est 
le  champ  où  s'exerce  son  libre  effort.  La  première  règle,  sous  sa 
lorme  générale  consiste  à  dire  :  Sachez  exactement  ce  que  vous 
voulez  démontrer,  sachez  le  sens  des  mots:  sous  la  forme  plus 
précise  que  lui  donne  l'auteur  «  passer  en  revue  les  diverses  dé- 
(Initions  ».  elle  contient  la  troisième  règle,  puisque,  aussi  l^ien. 
les  diverses  formes  de  l'hvpothèse  et  de  la  conclusion,  ce  sont  les 
diverses  définitions  de  cette  hypothèse  et  de  cette  conclusion  : 
encore  convenait-il  d'y  insister,  car  une  même  définition  a  plu- 
sieurs faces  entre  lesquelles  il  faut  choisir. 

]3ans  les  questions  faciles,  (jui  conviennent  au  débutant,  il 
s'agira  seulement  de  distinguer  deux  formes  de  l'hypothèse  et 
de  la  conclusion  qui  se  recouvrent  exactement,  ou  dont  la  pre- 
mière enveloppe  entièrement  la  seconde;  plus  lard,  on  devra  lui 
donner  ii  démontrer  des  théorèmes  où  une  forme  de  1  hypothèse 
ressemble  à  une  forme  de  la  conclusion  et  lattire  en  quelque 
sorte;  à  lui  de  trouver  le  lien  t|ui  les  réunit  ;  plus  tard  encore, 
sa  vue  s'aiguisera,  il  deviendia  capable  de  saisir  des  rapports 
plus  lointains  et  plus  cachés,  des  liens  plus  nombreux  et  plus 
subtils. 
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C'est  sur  des  exemples  multiples  el  l)ieu  eholsis,  (laités  avec 
tous  les  détails  nécessaires,  (pie  M.  lladamard  montre  la  valeui' 
des  règles  qu'il  a  résumées,  la  raison  tlu  succès  ([uand  on  les  ap- 
plique comme  il  faut,  les  erreurs  où  Ion  tombe  quand  on  les 
oublie  :  je  suis  assuré  que  ceux  qui  le  suivront  pas  à  pas  dans 
ces  exemples  seront  convaincus  de  T utilité  de  son  œuvre. 

La  seconde  partie  de  la  note  se  rapporte  aux  lieux  géométri([ues 
et  aux  problèmes  de  construction  :  l'auteur  explique  comment  les 
principes  qu'il  a  développés  dans  la  première  partie,  doivent  être 
entendus  et  appliqués  dans  ces  deux  sortes  de  (questions;  je  ne 
m'v  arrêterai  pas. 

La  troisième  partie  est  la  plus  u  savante  »>  ;  c'est  celle  qui,  sans 
doute,  a  coûté  le  moins  d'elïort  à  l'auteur,  et  probablement  celle 
qu'il  aurait  sacrifié  le  plus  volontiers.  Il  aurait  eu  tort  de  le  faire. 
L'extraordinaire  développement  scientifique  auquel  nous  assis- 
tons n'a  pas  accru  la  durée  de  la  vie  moyenne,  ni  augmenté  la 
capacité  cérébrale  des  enfants,  ni  avancé  làge  auquel  ils  sont  en 
mesure  de  commencer  les  études  scientifiques  :  de  là  la  nécessité 
de  condenser  ces  études,  de  faire  pénétrer  plus  de  choses  dans 
l'enseignement  élémentaire,  si  l'on  veut  que  tous  bénéficient  de 
l'accroissement  de  la  science  et  que  quelques-uns  deviennent  ca- 
pables d'v  contribuer.  I-es  idées  que  les  génies  créateurs  ont 
découvertes  sur  les  sommets  descendent  peu  h  peu,  s'infiltrent 
dans  les  éléments,  les  pénètrent  et  les  renouvellent  lentement. 
Cela  esl  nécessaire,  et  les  admirateurs  d'Euclide  doivent  en 
prendre  leur  parti.  Dans  ce  rajeunissement  des  éléments,  il  (aut 
du  tact  et  même  un  peu  de  timidité  :  c'est  sous  forme  d'exercices, 
de  remarques  incidentes,  de  compléments,  que  les  idées  nouvelles 
s'introduisent  d'abord;  peu  h  peu,  elles  arrivent  à  ne  plus  ella- 
roucher,  elles  deviennent  plus  familières,  elles  prennent  la  place 
(jui  leur  est  due  dans  l'enseignement,  .le  ne  voudrais  pas  dire  du 
mal  des  (>\ercices  <[ul  n Ont  pas  d  autre  valeur  ([ue  d'ètr(>  di's 
exercices  :  il  en  (aut,  et  beaucoup;  mais  ils  doivent  être  recon- 
nus comme  tels  et  ne  doivent  ni  encombrer  l'enseignement  clas- 
si(pie,  ni  surchaiger  la  mémoire  des  étudiants  :  le  l)«ni  luailre 
sait  choisir  de  temps  en  temps  des  exercices  d'une  autre  nature 
où  péni'tre  une  idée  importante,  une  méthode  nouvelle  ([u  il  l<'ra 
ressortir  et  dont  l'étudiant  verra  les  prolongements.  Une  remar- 
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que,  l'aile  en  passant,   peut  «Hie  coininc    une    lenètre  ouverte   sur 
rinfini  de   la   science. 

Une  leçon  complémentaire,  qui  retrace  i»  grands  traits  plusieurs 
méthodes,    qui  les   relie,   qui   en    montre   la  puissance,   voila  ce 
qu'est  la  troisième  partie  de   la  note  de  ^I.  lladamard.  Aucun»- 
idée  n"a  plus  d'importance,  en  mathématiques,  que  celle  de  tians- 
formation.  C'est   tout  d'abord  une  idée   directrice,  c'est  elle  qui 
apporte  l'ordre  dans  les  choses  :  comme  on  Ta  dit  bien  des  fois, 
les    propositions   du   premier,  du   second,    du   troisième   livre   se 
groupent  autour  des  transformations  par  translation,  par  rotation, 
par  homothétie  et  similitude.  La  puissance  des  méthodes  de  trans- 
formation pour  la  découverte  et  renchaînement  des  vérités  mathé- 
mati([ues  est  maintenant  connue  de  tous,  et  les  plus  simples  de  ces 
méthodes  sont  entrées  dans  l'enseignement  classique.  M.   llada- 
mard  les   rappelle  rapidement  pour  en  montrer  la  portée,  poui- 
expliquer  en  quoi  elles   se  ressemblent,  en  quoi  elles  difièrent. 
Mais  l'idée  de  transformation  est  elle-même  dominée  par  l'idée 
de  groupe,  et  l'auteur  a  cru  que  le   moment  était   venu  de  taire 
descendre   dans  les   éléments  cette  notion  capitale.  Il  s  adresse, 
bien  entendu,  aux  élèves  déjà  avancés,  à  ceux  qui  ont  acquis,  non 
pas  beaucoup  de  connaissances  géométriques,  mais  l'habitude  du 
raisonnement  géométrique,  à  ceux  qui  sont  capables  de  généra- 
liser et  d'abstraire,  et  que  la  science  attire,  en  dehors  des  préoc- 
cupation  d'examen  :   il  leur  explique   ce  que  c'est    qu'une  forme 
rcdiiile,  qu'un  incariant^  qu'un  g/onjjc,  comment  l'existence  des 
invariants  dérive  de  celle  des  groupes,    par    l'intermédiaire  des 
formes   réduites,  et    comment   l'existence   d'invariants  comniuns 
à  une  catégorie  de  transformations  montre  que    ces  ti"insh)rma- 
tions  forment  un  groupe.  Tous  les  élèves,  assurément,  ne   liront 
pas   cette  troisième    partie,  et   quelques   professeurs,    peut-être, 
estimeront  qu'elle  contient  des  idées  (|ui  ne  sont  pas  à  la  portée 
de  leurs  élèves  ;  mais  ils  ne  pourront  s'empêcher  de  reconnaître 
<[ue   ces   idées,    même  sans   être  professées    explicitement,    pei- 
mettent.   sur  (juelques  points,    de  donner  îi  renseignement  une 
meilleure  forme  et  à  quelques  propositions  ('liMufiilalres  un  sens 
plus  profond. 

.Il  i.Ks  'rANM.i!V  (Paris). 
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Il  s'agit  ici  de  la  Géométrie  élémentaire.  Tous  ceux  qui  se  sont 
occupés  d'enseignement  savent  quelle  est  en  cette  matière  l'im- 
portance capitale  de  la  première  direction  donnée  à  l'esprit,  et 
malgré  les  études  publiées  à  ce  sujet,  la  matière  n'est  pas  épuisée, 
tant  s'en  faut.  Parmi  les  professeurs  les  plus  éniinents  et  ayant 
les  idées  les  plus  personnelles  sur  ce  premier  enseignement  de 
la  Géométrie,  on  peut  citer  le  colonel  Mannheim,  universellement 
connu  des  mathématiciens,  et  qui  enseigne  la  Géométrie  descrip- 
tive et  ses  applications  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris. 

Nous  aurions  été  heureux  d'(d>tenir  de  lui  un  ou  plusieurs 
articles  destinés  à  nos  lecteurs  ;  mais  il  s'est  confiné,  pour  ainsi 
dire,  exclusivement  dans  la  publication  de  travaux  purement 
scientifiques  et  se  montre  résolu  à  persévérer  dans  cette  voie. 
Comme  nous  insistions,  en  lui  montrant  tout  l'intérêt  et  toute 
l'utilité  que  présenterait  le  développement  d'idées  fort  anciennes, 
fort  enracinées  chez  lui  (et  selon  nous  fort  justes;,  il  nous  engagea 
vivement  ;i  présenter  cet  exposé  nous-mème,  et  a  profiter  des 
conversations  fréquentes  que  nous  avions  eues  avec  lui  sur  cette 
matière.  Il  s'offrit  même  ii  nous  remettre  quelques  notes,  ce  qu'il 
a  fait  avec  sa  bienveillance  habituelle. 

De  ces  explications  nécessaires,  il  résulte  que  le  présent  article 
n'est  pas  en  réalité  de  celui  qui  le  signe,  et  qui  fait  simplement 
office  d'interprète.  Les  idées  fondamentales  qu'oi\  y  trouvera 
développées,  appartiennent  en  propre  à  l'éminenl  professeur. 
Certes,  nos  lecteurs  auraient  beaucoup  gagné  ii  ce  que  ]\L  le 
colonel  Mannheim  consentît  à  vaincre  sa  répugnance  pour  la 
rédaction  d'articles  qui  ne  sont  pas  exclusivement  scientifiques  ; 
sa  pensée  aurait  assurément  été  mieux  exprimée  que  dans  l'ana- 
lyse un  peu  sèche  que  nous  en  présentons.  Mais  nous  cherchons 
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du  moins  à  la  piésciiter  lidèlcment  ;  ii  clffaut  de  la  forme,  le  lond 
subsistera,  et  c'est  l'essentiel. 

Il  convient  dajouler  que  le  colonel  Mannheim,  il  y  a  bien  des 
années  déjà,  ne  se  contenta  pas  d'émettre  les  doctrines  dont  il 
s'agit.  Il  chercha  en  outre,  et  il  trouva  l'occasion  d'en  faire  une 
application  pédagogique  ;  et  cette  expérience  ne  fit  que  confirmer 
ses  idées  premières.  Nous  demandons  aux  professeurs,  le  cas 
échéant,  d'imiter  cet  exemple,  et  nous  sommes  certain,  dans 
tous  les  cas,  (juils  trouveront  avantage  a  réfléchir  sur  la  ques- 
tion, après  la  lecture  de  cet  article. 

Lorsqu'un  élève  commence  à  s'initier  à  la  Géométrie,  soit  qu  il 
s'agisse  d'un  tout  jeune  enfant,  soit  que  le  commençant  ait  atteint 
déjà  un  certain  âge,  comme  il  arrive  souvent  dans  l'enseignement 
populaire,  un  premier  obstacle  se  dresse  devant  lui  :  c'est  la  nou- 
veauté du  lanoaore.  Il  entend  énoncer  une  suite  innombrable  d'ex- 
pressions,  familières  au  professeur,  il  voit  défiler  sous  ses  yeux  un 
nombre  excessif  de  termes,  dont  chacun  ne  se  fixe  pas  immédia- 
tement dans  son  esprit  avec  la  netteté  désiraljle  A  plus  forte 
raison,  le  commençant  ne  peut-il  suivre,  ou  plutôt  deviner,  l'idée 
qui  nécessite  l'emploi  de  ce  langage.  Dès  le  dél)ut,  la  mémoire  se 
trouve  non  seulement  en  jeu,  mais  surmenée,  harassée,  et  le 
découragement  s'ensuit. 

o 

La  première  préoccupation  de  l'instituteur  (nous  employons  ce 
mot  dans  son  sens  le  plus  élevé  et  le  plus  général^  doit  être  de 
combattre  la  diificulté  que  nous  venons  de  signaler,  de  la  suppri- 
mer même  si  c'est  possible.  Il  suflit  pour  cela  de  faire  dessiner  les 
figures  les  plus  simples  de  la  Géométrie  ])lane.  en  écrivant  tou- 
jours le  nom  de  chacune  d'elles  à  côté  du  dessin  qui  la  repré- 
sente. En  apparence,  cette  façon  de  procéder  fera  traîner  les  choses 
en  longueur,  et  produira  un  retard  dans  l'enseignement  ;  en  réa- 
lité, elle  en  accélérera  la  marche,  car  le  temps  employé  à  bien 
apprendre  et  à  comprendre  n'est  jamais  du  temps  perdu  ;  on  en 
retrouve  largement,  plus  tard,  le  bénéfice. 

Ce  n'est  pas  tout.  Au  lieu  de  se  borner  à  taire  exécuter  le  des- 
sin des  figures,  à  mesure  quon  les  dc'finit,  il  faut  en  outre,  dès 
(pie  la  chose  est  possible,  faire  eflectuer  par  les  élèves,  certaines 
constructions  faciles.  En  reproduisant  ces  constructions  plusieurs 
fois,  ils  en  retiendront  le  mécanisme  et  ils  apprendront  en  même 
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temps,   pour   ainsi   diic   sans   son   apercevoir,    les    lennes   qu'on 
cniploie  ponr  les  gnicler  dans  lexécntion  des  tracés.- 

Une  chose  essentielle  dans  celle  preniîèie  partie  de  1  énseij^nt - 
ment  géométrique,  c'est  de  faire  exécuter  chaque  dessin  h  une 
échelle  donnée.  Ceci  revient  à  dire  que  Fidée  de  rapport  doit  être 
placée  h  la  hase  de  l'enseignement  de  la  science  des  grandeurs, 
au  déhut  même  de  cet  enseignement,  ii  lencontre  de  la  tradition 
profondément  irralionnelle.  ([ni  tait  reléguer  cette  notit)n  à  la  fin 
de  l'Arithmétique,  et  jusqu  au  troisième  livre  de  la  Géométrie. 
<)u'il  s  aoisse  de  nomhres.  cru  il  s'aoisse  de  lononeurs.  l'idée  de 
l'absolu  est  toujours  creuse  et  vaine  ;  nous  ne  pouvons  lien,  tant 
que  nous  n'essayons  pas  de  compter  et  de  mesurer  ;  pour  compter 
ou  mesurer,  l'unité  nous  est  nécessaire  ;  le  choix  de  cette  unid- 
reste  à  notre  disposition  ;  mais,  une  fois  qu'elle  est  choisie,  le 
nombre  qui  sert  à  évahier  une  collection  d'objets,  une  longueui-. 
ou  toute  autre  grandeur  mesurable,  ne  s  implante  dans  l'espiit 
que  sous  forme  de  rapport.  En  Géométrie,  pour  revenir  an  sujel 
qui  nous  occupe,  ce  rapport  seul  nous  donne  la  notion  précise 
des  ligures,  et  Ton  comprend  sans  tarder  que  le  choix  de  récheilc 
nest  qu'un  choix  d'unité.  Construire  un  triangle  équilatéral  (l(»nl 
chaque  côté  soit  égal  à  i,  par  exemple,  est  une  expression  vide 
de  sens  ;  elle  devient  au  contraire  admirablement  précise  dès  qu'on 
s'est  donné  l'échelle,  c'est-ii-diie  l'unité  de  longueur  servant  ;i 
l'exécution  du  dessin. 

Parmi  les  constructions  élémentaires  et  simples  qu  on  peut  <îI 
«pion  doit  ainsi  faire  exécuter  au  commençant,  il  convient  de 
signaler  les  suivantes  : 

Construire  des  triangles  isoscèles  ; 

Construire  un  triangle  équilatéral  ; 

Déterminer  la  bissectrice  d'un  angle  ; 

Elever  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'un  segment  ; 

Elever  une  perpendiculaire  à  l'extrémité  d  nn  segment  ; 

Inscrire  nn  hexagone  régulier,  un  triangle  équilatéral.  nn 
<'arré,  dans  nn  cercle,  etc.,  etc. 

A  la  suite  de  ces  exercices  convenablement  gradués.  rep<'tés. 
et  prali([ués  avec  le  plus  grand  soin  matériel,  l'élève  n'aura  pas 
ile  peine  à  comprendre  ce  que  sont  les  données  (pii  pcrmell(;nl 
d'établir  une    lioure.    Cette    notion   lui    viendra   d'elle-même    en 
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([iK'hjiie  soiU'.  car  11  sera  loujouis  en  rvetl,  dans  rexécutlon  de 
ses  ti'acés,  pour  voir  si  les  données  <|ui  lui  sont  fournies  sont 
sullisantes  et  si  elles  ne  sont  pas  surabondantes.  En  cas  d'insul- 
lisance.  il  reconnaît  en  effet  que  le  tracé  ne  peut  pas  s'achever 
avec  précision  parce  que  la  figure  à  obtenir  n'est  pas  coniplète- 
ment  définie,  si  bien  (ju'il  y  a  alors  indétermination.  Si  les  don- 
nées sont  au  contraire  trop  nonibieuses,  des  contradictions  en 
résulteraient,  et  l'on  se  trouve  en  présence  d'une  impossibilité. 

Une  lois  l'élève  arrivé  à  ce  point,  on  pourra  lui  dire  alors  sans 
explication,  car  toute  explication  serait  inutile  : 

Deux  figures  construites  avec  les  /ficrues  données,  de  la  même 
manière  et  ai>ec  la  même  échelle,  sont  deux  figures  égales. 

Ceci  équivaut  à  une  théorie  de  figures  égales,  nous  oserions 
dire  à  la  seule  théorie  raisonnable  des  figures  égales.  N'est-il 
pas  insensé,  notamment,  de  considérer  par  exemple  comme 
égaux,  ainsi  qu'on  le  fait  couramment,  deux  triangles  symé- 
triques par  rapport  à  une  droite,  et  de  confondre  ainsi  dans  la 
même  appellation  des  figures  qui  peuvent  être  superposées, 
les  unes  sans  sortir  du  plan  où  elles  sont  tracées,  les  autres  en 
leur  faisant  subir  un  retournement,  c'est-ii-dire  un  déplacement 
il  travers  l'espace  .' 

Tout  aussi  parfaitement,  l'élève  familiarisé  avec  les  tracés  dont 
nous  avons  parlé,  admettra  la  définition  suivante  : 

Deux  figures  construites  avec  les  mêmes,  données,  de  la  même 
manière  et  wix;  dks  kcuei.i.es  difi-kkkntks,  sont  deux  figures  sem- 
h  laide  s. 

fl  saisira  très  bien  que  l'une  de  ces  ligures  est  en  grand  ce  que 
l'autre  est  en  petit.  Il  aura  donné  un  corps  ii  cette  notion  banale 
et  pour  ainsi  dire  instinctive,  qui  nous  fait  dire  de  deux  figures 
({u'elles  oui  la  méinc  forme  et  des  grandeurs  dillérentes.  Il  pos- 
sédera en  un  mol  1rs  éléments  essentiels  de  la  théorie  de  la  simi- 
litude. 

Ainsi  piépai'é,  l'élève  pouria  dt's  lors  profiter  d'un  enseigne- 
ment géométrique  normal,  comprendre  le  langage  qu'on  emploiera 
et  accomplir  des  progrès.  On  lui  aura  préparé  le  chemin  au  lieu 
d'accumuler  comme  ii  plaisir  les  obstacles  sur  sa  route. 

C'est  exclusivement  sur  cet  enseignement  du  début  que  portent 
les  observations  dr  !\I.  le  colonel   Mannheim  (jue  nous  venons  de 
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it-produiie.  C  est  en  efiet  la  partie  la  plus  essentielle,  et  nous 
pai-tao('()ns  complètenient  ses  opinions  snr  ce  sujet.  ISIais,  ([uant 
au  (lévelop})ement  ultérieur  de  linstruction  géométrique,  il  v 
aurait  encore  beaucoup  de  remarques  à  taire  et  beaucoup  de  cri- 
ti([ues  à  exercer.  Soit  par  la  méthode  suivie  (et  dont  beaucou[) 
d'auteurs  et  de  professeurs  tentent  visiblement  de  se  dégager^ 
soit  par  le  choix  souvent  absurde  des  innombrables  propositions 
entassées  sous  le  nom  de  théorèmes,  soit  par  Tomission  de  no- 
fions  essentielles  qui  sont  systématiquement  passées  sous  silence, 
on  paralyse  les  élèves,  on  anéantit  à  l'avance  les  résultats,  on  se 
donne  l)eaucoup  de  peine  pour  en  retirer  peu  de  profit.  C'est  un 
sujet  sur  lequel  j'espère  pouvoir  revenir,  non  pas  dans  un  article, 
mais  dans  vingt  peut-être,  car  le  sujet  est  vaste,  sinon  inépui- 
sable. Mais  ce  sujet,  je  ne  veux  pas  même  l'eflleurer  ici,  et  je 
pi'éfère  livrer  simplement  à  la  méditation  des  professeurs  les 
réflexions  du  savant  dont  j'ai  essayé  ci-dessus  de  me  faire  l'in- 
terprète, 

(].-A.  Laisani  . 


SUR    QlELQUi:s    RAPPORTS 

DU    GALCl  L    INTÉGRAL    KT    l)K   LA    GLOMKTIUE  "> 


Les  applications  du  calcul  intégral  élémentaire,  à  la  Géomé- 
trie des  courbes  et  des  surlaces  sont  bien  connues.  Cependant 
la  Géométrie  peut  être  utilisée  directement  et  avec  avantage 
comme  princi[)«'  iieuristique  et  quelquefois  comme  moyen  de  dé- 
monstration d'anciennes  et  de  nouvelles  formules  d'inh-giation  ; 
ces  dernières  en  acquièrent  une  signification  immédiatement  sai- 
sissable,  ce  qui,  au  point  de  vue  pédagogique,  n'est  pas  sans 
importance.  Quelques  relations  de  ce  genre  vont  être  dévelop- 
j>ées  plus  bas.  Dans  la  plupart  des  cas,  la  pi'cuve  en  est  tellement 
évidente,  qu  elle  peut  être  négligée. 


•(')  Conférenon  faite  le  9  décembre  i8i)8,  à  la  Seclioii  des  Seinu-cs  Malliéiualiqucs 
cl  Pliysiques  de  la  Pliysikal-Oelionom.  Gcsclhchafl  à   Kcrnigsberg. 
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Nous  coinnienoons  par  les  foi'nuiles  l'oiulamcntales  de  la  théo- 
rie (les  quantités  irrationnelles  quadratiques  : 

(I  )  ^  I  V  I  —  '^'^  dx  =1 .1  \/  I  —  .}•-   -|-  arc  siii  .»•, 

(aa)  il  \/x'  —  I  dx  =  x  \/x'-  —  i  —  /  (x  -\-  [' x- —  i), 

(  ib)  .  J'v^.'ï^T^  ^.r  =  .»■  v^^M^  +  /  (•»•  +  V^-^^^+T)  ■ 

La  lormule  (ij  est  géomét)iquement  ('vidente.  Considérons  un 
point  (■^■,_//\  dans  le  premier  quadrant,  sur  la  oijconféi'ence  du 
cercle 

Traçons  le  rayon  vecteur  r,  désignons  par  S  le  secteur  de 
cercle  compris  entre  ;•  et  la  partie  positive  de  l'axe  des;/,  par  J^la 
surlace  comprise  entre  :r,  i/,  l'axe  positil  des  //  et  Tare  de  cercle, 
enfin  par  A  le  triangle  rectangle  de  côtés  .r,  ?/,  la  lormule  (i)  dit 
assurément  que 

Dans  le  cas  d'une  ellipse,  il  ne  se  présente  pas  de  transfor- 
mation importante  ;  des  facteurs  constants  s'introduisent  dans  les 
«leux  membres  de  (i^  mais  n'en  altèrent  pas  la  signification  géo- 
métrique. —  La  formule  art;  ou  son  équivalente  (a/y)  se  rapporte 
d'une  manière  analogue  a  la  figure  d'une  hvperbole  équilatère  on 
aussi  d'une  liyj)erbole  quelconque. 

Soit 

l'équation  de  l'hyperbole,  O  le  centre,  S  le  sommet  '  .,  1'  {^',1/), 
un  point  de  l'hyperbole  que  nous  pouvons  supposer  dans  le  pre- 
mier quadrant  ;  soient  X,  Y  les  pieds  de  .f.  //  sur  les  axes.  Le 
rayon  vecteur  limite  avec  OS  et  l'arc  d'hvperbole  P  S  :=  5  un 
secteur  S;  j-,  ij  sont  les  côtés  d'un    h-iangle  rectangle    A.    L'ai-c  .s- 


(')Au  lien  de  1  abscisse  a  du  sommet,  qui  n'est  choisie  que  p.ni"  raison  do  commo- 
dité, on  peut  prendre,  dans  tontes  les  formules  d'intégral,  r.nbscissc d'un  point  quel- 
conque de  l'hyperbole. 
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limite  avec  les  eitorilomiées  .r  et    //,    et  les  deux  axes,    deux  sui- 
l'aces  J,  et  .1,,. 

Mnfin  soient  a^  et  a.^  les  asymptotes  dans  le  premier  et  le  qua- 
Irième  quadrant  ;  construisons  par  Pet  S  des  parallèles  à  r?.,  jus- 
([n"à  leurs  points  d  intersection  Pj  et  Sj  avec  ti^  ;  appelons  la  sui- 
taee  «  A  »  limitée  par  a"  et  les  segments  PPj,  SS,,  Pj  S,  la  surface 
(i.s(//»p(ofifjnc  [\  de  .v.  Les  formules  (art)  et  (a/-»)  expriment  comme 
le  montre  un  calcul  simple  que 

(ta)'     .],=\  —  A.  (ihy     J„  =  A  +  A. 

Mais  inversement,  lexislence  de  cette  relation  peut  être  rendue 
visible  au  moyen  de  la  Géométrie  élémentaire  pure.  Car  d'après 
une  propriété  londamentale  de  l'hyperbole  (qui  peut  aussi 
passer  pour  une  définition)  les  triangles  OSS,  et  OPl^,,  possè- 
dent la  même  surface,   qui  est  la  moitié  du    «  parallélogramme 

asvniptoti(|ue  »  [l  de  surlace  constante  dans  1  hv[)erbole  et  égale 

,    ah 
a  — . 

Mais  la  surlace  limitée  par  .s-  et  les  segments  SO,  OP,,  P,P 
ist  décomposée  d'abord  par  /•  en  deux  parties  S  et  OPPj,  puis 
diin  autre  coté  par  SS,  en. deux  parties  A  et  OSS,  de  sorte  qu'on 
en   déduit 

(5)  Ï  =  A. 

D'ailleurs  la  ligure  montre  au  premier  coup   d'ceil  qiw 
(G)  J„-}-J,=uA.  1  +  J,  =  A. 

donc   aussi  ([ue 

Ilelations  vi-aies    poui-    tout   arc   de    courbe    PS    (non    seulement 
pour  un  arc  d'hyperbole). 

Au  moyen  de  (6),  (y),  on  reconnaît  que  la  relation  (5)  est  équi- 
valente à  {'■*■(')'  <ni  aussi  à  (a/»)'  et  peut  enfin  prendre  la  lornie 

(S)  h,—l,  =  iA. 


i')  Si  1  on  exécute  Ui  iiK-me  eiiiislnuliuii.  en  intervertissant  les  asvniploles,  on 
otjlirnt  une  deuxième  «  surface  as_vnij)toli(|Me  ».  qui  a  la  tuènie  surface  qiie.V, 
connue  le  montre  la  (i'^nrc. 
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Nous  avons  donc  ce  résultat  : 

«  Le  ihéorème  de  la  constance  du  parallélogramme  asympto- 
tique  dans  l'hyperbole  est  équivalent  [^]  aux  relations  ['mi)' ,  {'J^O  ', 
(5),  (8)  et  représente  en  même  temps  la  valeur  des  formules 
intégrantes  (aa),  (aZ»)  «  Y  ». 

La  même  figure,  ainsi  que  le  calcul  permettent  de  véiifiei' 
que  l'une  quelconque  des  quatre  propriétés  (art)',  (a/-»)'  (5),  (8]  est 
une  caractéristique  de  l'hyperbole.  Kn  effet  la  difTérentielle  de 
.1,^  —  J^  —  y  A  par  rapport  à  .v  est  égale,  à  un  lactcur  constant 

<•-           v'^ 
près,  à  la  différentielle  de  —7-^ — --j-, i    par     rapport     à     .v, 

comme  on  s'en  aperçoit  si  on  utilise  les  asymptotes  comme  axes 
de  coordonnées  obliques. 

Ce  théorème  se  laisse  généraliser. 

Soit  un  système  d'axes  rectangulaires  0, ,  0,,  ainsi  que  deux 
droites  a,,  a^  également  inclinées  sur  l'axe  des  .r.  Si  Ton  cons- 
truit  d'après  l'indication  donnée  plus  haut,  la  surface  A  pour  tout 
arc  de  courbe  P  S  et  si  l'on  cherche  toutes  les  courbes  PS  pour 
lesquelles  J,,  .1,^,  A  sont  liées  par  une  relation  linéaire  à  coeffi- 
cients constants  : 

(9)  iiJ,/  -\-  inJ ,  =  /A, 

on  obtient  une  écpiation  diflerenlielle  de  la  forme  : 

, OL.r  -j-  'f/Y 


(10) 


■:r  +  or 


qui  est  intégrable  par  une  méthode  connue,  et  inversement  la 
signification  géométri([ue  d'une  équation  différentielle  ^10)  pour 
des  valeurs  ([uelconques  de   a.  ^,  y,  0   (les  signes  étant  convena- 


(')  Daulre  [);ii(.  K-  lliot)i'i"'iuc  dont  il  s'a^^it  esl  aussi  équivalent  aux  Ihoort-mcs, 
soit  sur  l'égalitc  des  deux  surfaces  asyniptotiqucs.  soit  sur  la  propriété  dont  jouit 
le  segment  dolanj^eiite  compris  entre  les  asymptotes,  d'être  divisé  en  deux  jjarlies 
égales,  au  point  de  contact,  ainsi  qu'à  ce  théorème  sur  la  proportioi\nalité  de  la 
sous-normale  à  l'abscisse  (les  signes  étant  choisis  convenablement),  puis  au  théo- 
rème qui  dit  (jue  H  est  la  moitié  du  triangle  D,  que  forme  la  tangente  avec  les 
asymptotes,  enfin  (dans  le  cas  où  les  droites  sont  repoussées  comme  solution  non 
satisfaisantei  au  lait  que  D  a,  en  tous  cas,  une  surface  constante.  Car  toutes  ces 
suppositions  conduisent  de  la  même  manière,  à  l'éfpiation  ditl'érentielle  i/y'  =  /t*x. 
On  se  rend  compte,  comment  on  [icul  employer  le  principe  fondamental  dans  les 
j)ropriclés  des  courbes. 
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!)loincnt  choisis)  est  une  relation  ç)  dans  l;H|iielt('  les  lappoits 
(le  n,  m,  k  sont  délenninés.  On  ieinai(juera  ([u  au  nioven  des 
formules  générales  {6],  \j)  la  relation  '9  peut  être  transformée 
en  six  formes  d'apparence  dillerente,  mais  é(juivalentes  cpiant 
au  fond('). 

Considérons  exelusivemenl  cette  formule  <><''nérale  6)  ou 
aussi   [-]. 

La  première  des  loi  mules  [6)  écrite  explieileuient 

(6a)  I  xdy -{-  1  dYX=.vy 

n'est  pas  autre  chose  qu'une  forme  particulii'i'e  de  linti^oration 
partielle,  qui  prati([uement  a  pour  but  de  réunir  deux  par  chnix, 
des  intégrales  dont  les  fonctions  sont  inverses. 

Cette  singularité  de  la  forme  n'est  cependant  (juapparente. 
Supposons  a"  et  y  fonctions  d'une  troisième  variable  /  ce  (jui  ne 
change  pas  du  tout  la  signification  géométri([ue  des  deux  membres 
de  (6a),  mais  (6a)  prend  alors  la  forme  : 

„     .  r      dy     ,  C      dx 

(6a,'  j.,-^^^/+jv— ./.=.n- 

et  l'on  reconnaît  aussitôt  (jue  cela  représente  la  règle  générale 
de  rinlégration  partielle. 

«  La  loi  de  1  intégration  partielle  reçoit  ainsi  un  sens  géomé- 
trique commun,  w 

La  seconde  des  formules  générales  (6)  I  -|-  .1,  =  A  s'écrit  dans 
le  calcul  intéiri'al 


(61)) 


1  /-^/cp  :=  xy  —  1.  j  ydx. 


l'i  On  déduit  de   (()^  par  un  calcul  lacilo,  les  cinq   rclalions  : 

J t  (m  -\-  ri)  —  a/wA  -{-  2}A  =  O,  J,,  [m  -\-  n)  —  2/iA  —  2f A  =  o, 

^  [m  -\-  n)  -j-  A  (/H  —  n)  —  2f.\  —  o, 
,1,  Ini  —  ")  +  2/mï:  —  2?A  =  o,  Jj  [ni  —  n]  -j-  2ni:  —  2jA  =  o, 

fjiii    l'c^tcnl  valables  dans  les  cas  d'exception 

[m  =0,  «  =  o,  f  =  o,  [m  -j-  «I  =  o.  l'ii  —  II)  =  i>)  ; 

On    peut  encore  augmcnler   le   nombre    des  furnies  ('■<piiv.'ili'nli'<,  en   intruiluisiinl 
le^  <pianlilés  présentées  dans  la   remarque   sur  la   lormiilc    n-. 


En  elTet  il  est  (iicile   de  cléinontrer  analvtiquement  que  la  lor- 
inule  (6/>)  apparaît,  quand  on  introduit  dans  1  intégrale    1  y  d  .r 
les  coordonnées    polaires   /•,  '^   au   lieu  des   rectangulaires  x,  y 
Car  si  /■'  représente  la  dillerentielle  de  /•  par  lapport  à    es  on  a 
immédiatement  : 

^  Jjn  =  I  ydx  =:  I  '■  •*>'/'  '-i  ( —  '•  •'>•'/'  »  +  '■'  <'0N  o)  do 
(il)  '  ''  ■ 

'  ^'j--  \  .vdy^=.  j  /•  (OS  'j  (/•  cos  o  -\-  /•'  sin  o '  do 

tlOù  par  soustraclion   : 

(12)  J„  —  J,   =    f/'-V/'J 

et  ainsi,  à  cause  de  (6fl),  on  obtient  la  relation  (6/>)  dont  il  est 
question.  Le  calcul  précédent  est  de  nouveau  susceptible  d'une 
généralisation  importante.  Si  l'on  traite  de  même  manière  les 
intégrales  |  .r"'y'\Lv  et  1  .r'\//"'dy,  on  obtient  do  suite  au  moven 
de  {6a) 

{l'ï)  ('»4-i)  l  >■>»  +  "+ ^  [cos  f]'"  {.sin  o)"-'do=z.r"' ^^y'^ — (w-f  «-)-i)  l  x'"y"  d.r. 

nty  n  signifient  ici  des  exposants  quelconques  fexcepté  ni  -{-  \  :=  o] 
et  //  est  une  lonction  quelconque  de  .r.  La  formule  est  susceptible 
de  nombreuses  applications  ;  si,  en  particulier,  m  et  n  sont  des 
nombres  entiers,  x  et  y  liés  par  une  équation  du  deuxième  degré, 
l'intégrale  de  droite  se  ramène  par  des  mélbodes  connues  aux 
(onctions  logarithmiques  et  cyclométriqucs.  La  même  méthode 
régit  aussi  l'intégrale  de  gauche  qui  représente  une  classe  éten- 
due dintégrales  trigonomélriques,  difficiles  ii  elTectuer  directe- 
ment. 

Dans  le  cas   où  /«  =  o,    /i  =  2    on  obtient  la  formule    utile  aux 
surlaces  de  révolution  : 

(iJ)  1  /•'  sin  odo  =  >  >■- —  5  I  y'-d.r 


I  /•'  sin  odo  =  .»■>■-  —  5  j  r'-( 


cette  formule  peut  aussi  se  déduire  de  la  règle  de  (iuldin  . 

On  se  demandera  si  la  tleuxièmc  méthode  principale  du  calcul 
intégral  élémentaire,  la  méthode,  dite  de  substitution,  nesl  pas 
aussi  susceptible  d'une  leprésenlalioii  g('omelri([ue  simple. 
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Il  est  bon  de  preiulre  pour  point  de  départ  la  règle  équivalente 
du  calcul  différentiel,  c'est-à-dire,  si  .r,  y,  z  sont  des  fonctions  de 
/,  la  formule  : 

dy        d.v         dz 

^'^^  II-  -JT-  -di='- 

Le  point  P  (.r,  ?/,  ")  parcourt  une  eourl)e  gauche;  si  Ton  pro- 
jette la  tangente  en  P  sur  les  plans  des  (.rr),  [~y),  et  si  Ion  dé- 
signe par  '',5  i^^:,  3^;/  les  angles  de  ces  projections  avec  la  direction 
positive  des  axes  des  .r,  des  y  et  des  -,   la  relation  (i4;  dit  que  : 

Mais  c'est  une  formule  générale  (jusqu'ici  peu  considérée, 
semble-t-il)  des  éléments  de  la  géométrie  analytique.  En  efl'et  si 
une  droite  quelconque,  dans  l'espace,  formant  avec  les  axes  les 
angles  a,  ^j,  -',  est  projetée  comme  ci-dessus,  on  a  immédiate- 
ment : 
,    ,  cos  s  „  cos  a  cos  y 

I  b)  tg-!:c  = ,tgPz  =  ,    tgOi,,  =  i- , 

'  cas  7.  cos  Y  cos  fj 

d'où  Ton  déduit  'l.V  ;  inversement  il  est  clair  ([ue  'i5  est  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  trois  directions  sur  les 
plans  de  coordonnées  soient  la  projection  d'une  direction  dans 
l'espace.  Remarquons,  en  passant,  que  la  détermination  d'une 
direction  dans  l'espace,  par  les  angles  y,,  [i.  a,^  ollVe  plusieurs 
avantages  sur  la  méthode  ordinairement  employée,  ([ui  consiste 
a  utiliser  les  angles  -',  3,  y.  ;  il  en  est  de  même  en  Géttmétrie  des- 
criptive et  surtout  dans  les  cas  où  le  sens  de  la  direction  n  im- 
porte pas  ('). 

La  formule  (i5)  peut  encore  avoii'  une  autre  signification.  Si  à 
la  place  des  angles  v^,  ^3.,  a^,  on  introduit  leurs  suppléments, 
c'est-à-dire  les  angles  des  projections  avec  les  axes  négatifs,  ou 
bien  encore  leurs  compléments  c'est-à-dire  les  angles  des  pro- 
jections  avec   les  axes  négatifs  des  y,  des  x   et  des  z,  et  si  l'on 


(')  Ainsi  par  exemple  dans  la  déicrmination  des  différents  angles  W  dans  les- 
pace.  quand  il  existe  une  on  plusieurs  relations  entre  la  quantité  \V,  et  les  valeurs 
des  trois  anjjles  tic  projection;  parliculièrcnienl  quand  les  quatre  angles  sont 
donnés  d'une  manière  «pielcoiique. 

Enseignement  uuith.  23 
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désigne  les  tangentes  de  ces  six  angles  par  /.,  ,  ?.  ,  /,^,  /'., ,  t'.^  t'.,, 
on  aura  les  relations  : 


(17)         UhJ,^  =  —  I,     ^V',i<'«  =  —  I .     /,—  —r-  .     /,i  =  — r->     'v.  = 


i'-.. 


On  obtient  ainsi  une  généralisation  directe  de  la  notion  du 
rapport  anharmonique  dans  le  cas  de  deux  variables  indépen- 
dantes. 

Eu  effet,  la  relation  (i^j  existe  entre  les  6  valeurs  d'un  rapport 
anharmonique;  il  est  vrai  qu'il  s'en  présente  une  autre  (formant 
avec  celle-ci  un  rapport  anharmonique)  qui  peut  s'écrire,  svmé- 
triquement,  au  moyen  des  angles  a,  ^i,  y  : 

(18)  cos  a  -j-  cos  p  4"  cos  y  =:  o. 

En  d'autres  termes  :  pour  un  faisceau  de  rayons  pris  dans  le 
plan  .r  -|-  //  -f-  3  =0,  et  dont  le  sommet  est  a  l'origine  0,  les  six 
quantités  t,  t'  représentent  les  six  valeurs  du  rapport  anharmo- 
nique, comme  paramètres  (^)  du  faisceau  de  rayons. 

Si  la  condition  (18)  disparait,  les  quantités  (,  t'  deviennent  les 
paramètres  du  faisceau  de  ravons  O. 

W.  Franz  ]Meyer  (Kônigsberg). 

(Traduit  de  rallcmand  par  Alph.  Bernoud.) 


DE  LA  XOMOGIIAPIIIE 

ET  DE  LA  NÉCESSITÉ  DE  L'INTRODUIRE  DANS  L'EXSEIGXEMEXT 


Quel  qu'il  soit,  physicien,  chimiste,  astronome,  ingénieur,  peu 
importe,  un  homme  de  science  qui  n'est  pas  théoricien  pur  doit 
très  souvent  rechercher  les  résultats  numériques  auxquels  cou- 


(')  Cela  rcssoi't  immédiatement  du  fait  que  les  six  valeurs  il'uu  rai^port  anhnr* 
moniquc,  quand  l'une  d'elles  est  égalée  au  carre  de  la  tangente  d'un  angle,  co'incident 
avec  les  carrés  (pris  avec  le  signe  convenable)  dos  six  fonctions  trigonométriques 
funduuienlalcs.  Ceci  a  un  rapport  très  étroit  avec  la  délinition  d'un  angle  dans  la 
géométrie  projcctivc. 
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duil  l'application  de  diverses  lormules  générales,  variables  d'une 
science  à  l'autre  et  considérées  comme  acquises.  Le  financier, 
le  personnel  des  Compagnies  d'assurance  ou  de  retraite,  etc.,  sont 
dans  le  même  cas,  de  sorte  qu'il  existe  toute  une  pléiade  d"lu)nimes, 
même  instruits,  obligés  de  consacrer  un  temps  précieux  à  répé- 
ter fréquemment  des  calculs  d'ordinaire  longs  et  lastitlieux. 

Ajoutons  que  dans  1  iinmeuse  majorité  des  cas  de  la  pratique, 
on  préfère  de  loin  une  solution  commode  et  rapide  a  une  autre 
plus  rigoureuse  et  moins  intuitive.  Il  en  est  surtout  ainsi  dans 
l'art  de  l'ingénieur,  où  les  solutions  approchées  sont  d'autant 
plus  indiquées  que  l'on  ne  connaît  que  d'une  façon  peu  précise 
les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  aux  quantités  fournies  par  l'expé- 
rience et  sur  lesquelles  les  calculs  sont  fondés. 

Pour  ces  motifs,  on  a  été  amené^  depuis  longtemps,  à  recher- 
cher les  movens  les  plus  propres  à  simplifier  les  calculs,  quand 
même  l'exactitude  du  résultat  en  souffrirait  quelque  peu.  I^es  pro- 
cédés imaginés  à  cet  effet  sont  au  nombre  de  quatre,  savoir  :  les 
tables  numériques  ou  barèmes,  les  machines  il  calculer,  le  calcul 
graphique  et  les  abaques;  passons-les  rapidement  en  revue. 

Le  calcul  de  celui  qui  doit  appliquer  une  formule  est  daljord 
simplifié  s'il  peut  trouver,  dans  des  tables  construites  ad  lioc.  les 
résultats  numéri(jues  ([ue  donne  cette  formule  pour  des  valeurs 
des  données  convenablement  choisies  ;  la  table  fournit  alors,  soit 
directement,  soit  [jar  interpolation,  le  résultat  de  la  formule  pour 
n'importe  quel  cas  particulier. 

Les  divers  formulaires  en  usage  renferment  une  quantité  de 
tables  de  ce  genre,  dont  le  nombre  s'accroît  constamment  avec 
les  besoins  de  la  pratique.  On  peut  regarder  les  tables  de  loga- 
rithmes comme  rentrant  dans  la  catégorie  actuelle. 

L  usage  (le  l'une  ou  de  l'autre  des  machines,  dites  machines  à 
calculer,  lacilite  considérablement  aussi  les  applications  numé- 
riques. La  règle  à  calcul  est  de  loin  la  plus  employée  de  ces 
machines.  Sur  ma  demande,  ^L  l'ingénieur  Daubresse,  chel  des 
travaux  graphiques  à  nos  écoles  spéciales,  a  bien  voulu,  il  y  a 
quelques  mois  à  peine,  en  expliquer  l'usage  et  le  maniement  à 
notre  jeune  cercle  mathématique  et  dorénavant  ^L  l'ingénieur 
Suttor,  chargé  des  exercices  mathématiques,  remplira  la  même 
mission,  chaque  année,  auprès  de  nos  futurs  candidats  ingénieurs 
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et  candidats  en  sciences  physiques  et  mathématiques;  ici,  jus- 
qu'à présent,  les  élèves  des  dernières  années  d'ingénieurs  étaient 
seuls  initiés  à  l'emploi  de  la  règle. 

Parmi  les  moyens  de  simplification  de  calcul  dont  on  dispose 
actuellement,  il  faut  distinguer  d'une  laçon  particulière  les 
méthodes  graphiques.  C'est  parce  que  ces  méthodes  sont  plus 
expéditives  et  plus  intuitives  que  les  procédés  analytiques  et 
qu'elles  fournissent  des  résultats  suffisamment  exacts  pour  les 
besoins  de  la  pratique,  qu'une  préférence  marquée  leur  a  été 
accordée  pendant  ces  dernières  années,  tant  dans  les  écoles  d'in- 
génieurs que  dans  les  ateliers  de  construction. 

Les  divers  procédés,  signalés  jusqu'à  présent,  les  seuls  d'un 
usage  courant,  ont  un  inconvénient  commun  :  chaque  application 
numérique  exige  encore  un  calcul  ou  une  épure  spéciale,  donc 
demande  encore  un  temps  parfois  considérable.  Il  est  bien  vrai 
que  les  hommes  supérieurs  qui  ont  la  direction  d'un  grand  éta- 
blissement scientifique  ou  industriel  ne  s'astreignent  pas  à  faire 
eux-mêmes  de  pareilles  opérations  et  que  des  suljalternes,  calcu- 
lateurs ou  dessinateurs,  sont  ordinairement  chargés  de  cette 
besogne  essentiellement  mécanique.  C'est  ainsi  que  la  plupart  des 
ateliers  de  construction  comprennent  un  bureau  technique,  com- 
posé surtout  de  dessinateurs  et  qu  à  côté  des  grands  observa- 
toires, il  existe  des  bureaux  de  calculs,  dont  l'unique  mission  est 
de  former  les  éphémérides  astronomiques  ou  nauti([ues,  exécuter 
des  calculs  d'orbites,  etc. 

Quoi  qu'il  en  soit  au  sujet  de  ce  dernier  point,  le  défaut 
commun  des  méthodes  précédentes  est  aggravé  par  ce  fait  qu'une 
même  application  est  souvent  efTectuée,  quelquefois  au  même  ins- 
tant, par  un  grand  nombre  de  calculateurs  ou  de  dessinateurs, 
lorsqu'il  eût  sulii  qu'un  seul  fît  l'opération. 

Pour  éviter  qu'il  en  soit  ainsi,  il  existe  un  moyen  simple,  mais 
qui  n'est  à  conseiller  qu'à  l'occasion  de  formules  fréquemment 
appliquées  ;  il  consiste  à  calculer  d'avance  et  à  publier  au  besoin 
les  résultats  aux(|uels  ces  formules  peuvent  conduire  pour  des 
valeurs  des  données  sullisamment  rapprochées  et  ne  dépassant 
pas  certaines  limites.  Très  précieuse  en  toute  circonstance,  une 
pareille  puljlication  offre  l'avantage  considéiable  ilo  fournir  aussi 
le  résultat  à  un   moment  où   tout   autre   procédé  aurait  été  iuap- 
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plicable  :  ce  peut  être  le  cas  du  marin  en  détresse  ou  de  lolllcier 
militaire  en  présence  de  l'ennemi. 

Quant  à  la  manière  dont  il  convient  de  réunir  ainsi  les  princi- 
paux résultats  d'une  formule  usuelle,  d'ordre  technique,  le  mieux 
est  de  former,  non  un  barème,  mais  un  tableau  sfraphique  coté 
ou,  comme  on  dit,  un  abaque  [^  .  L'abaque  constitue  donc  un  qua 
trième  moven  de  simplification  de  calcul,  particulii'rement  com- 
mod"e,  puisqu'un  al)aque  renferme  en  lui-même  toutes  les  solu- 
tions qui  peuvent  se  rencontrer  en  pratique  lors  de  l'application 
d'une  formule  déterminée  ;  une  fois  un  pareil  tableau  graphique 
dressé  pour  une  certaine  formule,  l'application  à  un  cas  particu- 
lier est  réduite  au  plus  grand  degré  de  simplicité,  à  une  lecture 
faite  sur  l'abaque  lui-même. 

C'est  h  la  fin  du  siècle  dernier  ([u  on  paraît  devoir  faire  remon- 
ter le  premier  abaque  et  depuis  lors,  on  en  avait  certes  construit 
un  grand  nombre,  de  tvpes  divers;  ce  n'est  cependant  qu'en  1891 
que  les  principes  qui  les  concernent  ont  été  réunis  par  M.  l'in- 
génieur d'Ocagne,  professeur  à  l'I^cole  des  ponts  et  chaussées  de 
Paris,  en  un  corps  de  doctrine  auquel  il  a  donné  le  nom  de  Xomo' 
^rapliie  {^).  Considérée  à  un  point  de  vue  très  général,  la  nou- 
velle science  détermine  et  classe,  dans  sa  partie  théorique,  tous 
les  modes  possibles  de  représentation  plane  des  équations  ;  elle 
recherche  ensuite,  dans  sa  partie  pratique,  quels  sont  ceux  de 
ces  modes  qui  sont  applicables  à  une  équation  donnée  et  quel  est 
celui  d'entre  eux  qui,  dans  le  cas  considéré,  présente  le  plus 
d'avantages.  Un  an  après  l'apparition  de  la  «  Nomographie  », 
r Institut  de  France,  dont  la  compétence  en  matière  scientifique 
est  universellement  appréciée,  lui  accordait  l'un  dt>  ses  prix  et 
reconnaissait  ainsi  olliciellement  la  haute  valrur  du  travail  de 
M.  d'Ocagne. 

Depuis  1891,  les  questions  relatives  aux  abaques  n'ont  cessé 
d'être  étudiées  avec  ardeur,  tant  au  poinl  de  vm-  tli('oii([ue  cju'au 
point  de  vue  pratique,  non  seulement  par  le  savant  autmir  de  la 
brochure  de  1891,  mais  encore  par  beaucoup  d'autres  ingt-nieurs, 
des  astionomes,  etc.  Qu'il  me  suffise  de  signaler  le  plus  inqioi- 


\\  Du   mol  t'^TL-,  danrtir. 
^*)  De  vo;jio;,  loi. 
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tant  et  le  plus  récent  des  travaux  publiés  dans  cet  ordre  d'idées  : 
c'est  un  ouvrage  d'ensemble,  comprenant  près  de  5oo  pages,  dû 
encore  à  la  plume  infatigable  de  ^I.  d'Ocagne  et  où,  à  côté  des 
principes,  il  a  su  réunir  un  très  grand  nombre  d'applications 
extrêmement  intéressantes  et  variées;  ce  volume  est  cinq  lois  plus 
gros  que  la  brochure  de  1891.  A  mon  avis,  le  nouveau  Trailê  de 
Nomograpliie  {^)  est  un  ouvrage  d'un  prix  inestimable,  qui  devrait 
se  trouver  entre  les  mains  de  quiconque  porte  intérêt  aux  appli- 
cations numériques.  Mais  ce  n'est  pas  le  lieu  d'entrer  dans  des 
détails  concernant  la  théorie  ou  les  applications  des  abaques  ;  un 
article  spécial  doit  être  consacré,  dans  cette  revue  même,  au 
récent  Traité  de  M.  d'Ocagne. 

Personnellement,  quand  j'enseignais  la  mécanique  appli(|uée, 
j'avais  déjà  été  vivement  frappé  de  certains  abaques  relatifs  à  cette 
science.  L'appaiition  de  la  brochure  de  1891  n'en  a  pas  moins 
été  pour  moi  une  révélation  et  à  partir  de  cette  époque,  je  suis 
devenu  un  chaud  partisan  des  abaques.  Auprès  de  mes  collègues, 
auprès  de  mes  élèves^  dans  mes  écrits,  partout  je  fais  de  la  pro- 
pagande. L'année  dernière,  sur  ma  demande,  M.  Goedseels, 
actuellement  administrateur-inspecteur  de  l'observatoire  royal  de 
Belgicjue  et  à  qui  la  nomographie  est  redevable  d'un  de  ses  cha- 
pitres les  plus  généraux,  venait  donner  à  nos  élèves-ingénieurs 
actuels  une  très  intéressante  conférence  sur  les  abaques  ;  cette 
conférence  fut  ensuite,  dans  l'intérêt  des  aînés,  publiée  dans  le 
Bulletin  de  VUnioîi  des  iiigè?iieurs  sortis  des  écoles  sj)éciales  de 
LoHs>ain{j).  Cette  année,  sur  mon  conseil,  un  jeune  étudiant  plein 
d'avenir,  M.  Dehairs,  donnait  à  son  tour  ii  ses  condisciples  en 
sciences  mathématiques,  une  causerie  sur  le  même  sujet  et  lait 
plus  significatif,  INI.  l'ingénieur  Suttor  ouvrait  à  l'Institut  prépa- 
ratoire annexé  a  nos  écoles  spéciales  un  véritable  cours  de  nomo- 
graphie. 

Aujourd'hui,  en  effet,  il  ne  sullil  plus  que  <[uelques  ingénieurs 


(')  Grand  iii-8",  Gaulliier-Villurs,  iSijg. 

Le  leclcuv   trouvera  plus  loin,  dans  la  lîihtioiira/ifiie,  une  analyse    do  ce  Traiti- 
rcdig'éc  par  M.  Laco.mbi;,  professeur  à  IJ-Zoolc  polytechnique  de  Zurich. 

La  Direction. 

(';  Troisième  fascicule,  i8y8.  Egalement  dans  les  Aiinalcs  de  ta  Sociele  scien/ifitfite 
de  BiKxcltes,  i8<j8  ;  tirage  à  part  chez  M.  Lagacrt,  Bruxelles. 
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ou  professeurs  isolés  fassent  apprécier,  dans  des  cercles  res- 
treints, les  avantages  que  présentent  les  abaques.  La  nomogra- 
phie  possède  d'autres  droits.  Elle  constitue  tout  un  corps  de  doc- 
trine reposant  sur  des  principes  sûrs  et  dont  l'exposé,  surtout  si 
Ion  se  borne  au  côté  pratique,  n'exige  guère  que  les  notions  les 
l)]us  élémentaires  de  Géométrie  analyti([ue  plane;  quoi([ue  jeune 
«Micore,  elle  a  un  passé  glorieux  et  on  peut  lui  prédire,  sans  crainte 
de  se  tromper,  l'accueil  le  plus  sympalhi([uc  auprès  de  tous  les 
hommes  techniques. 

Mais  il  faut  compter  avec  la  nature  humaine  ([ui,  particulière- 
ment à  un  certain  âge,  est  rebelle  à  tout  nouveau  genre  d'études  ; 
on  ne  peut  espérer  qu'un  ingénieur  en  position,  généralement 
absorbé  par  des  questions  très  diverses,  ait  le  goiit  et  sache  trou- 
ver le  temps  de  compléter  des  connaissances  théoriques  déjà 
lointaines,  (juand  même  il  reconnaîtrait  que  ce  complément,  une 
fois  acquis,  pourrait  lui  être  fort  utile. 

Pas  de  doute  :  c'est  îi  l'école  que  doivent  s'acquérir  les  notions 
théoriques  essentielles,  surtout  si  elles  sont  élémentaires  et  d'or- 
dre général  et  si  leur  introduction  dans  l'enseignement  ne  doit 
pas  prendre  une  part  trop  large  du  temps  ordinairement  réservé 
il  d'autres  matières.  Ces  conditions  étant  toutes  réalisées  par  la 
nomographie,  on  ne  peut  hésiter  davantage  à  l'inscrire  au  pro- 
gramme des  cours,  spécialement  parmi  les  matières  destinées  au 
luUir  ingénieur.  C'est  l'ingénieur  qui  doit,  en  efï'et,  profiter  le 
premier  du  nouvel  enseignement  ;  il  se  contente  souvent  d'ap- 
proximations relativement  grossières  et  pour  lui,  la  solution 
lournie  par  1  aba([ue  sera  d'ordinaire  la  solution  définitive. 

Ce  qui  ne  veut  pas  dire  que  la  nomographie  ne  puisse  être  très 
utile  aussi  au  mathématicien,  à  l'astronome,  au  financier;  seule- 
ment, pour  ceux-ci,  comme  ils  ont  généralement  besoin  d  une 
plus  grande  approximation  dans  les  résultats,  la  solution  ([ue 
ch)nne  ral)aque  ne  sera  souvent  qu  une  première  indication,  ^d  au- 
tant plus  précieuse,  il  est  viai,  qu'on  aura  allaire  à  des  calculs  plus 
longs  et  plus  pénibles  et  où    une   erreur   est  aisément  commis»'. 

Parmi  les  premiers  initiés  ;i  la  nouvelle  théorie,  ceux  (|ui  ont 
une  aptitude  spéciale  pour  le  calcul  et  le  dessin  pourront  se  taire 
constructeurs  d'aba([ues.  l-intre  leurs  mains,  une  lormule  géné- 
rale sf    traduira   <'n   al)a(pie,    sans    ([u  il    soit    iifcessaui'  ([u  ils  se 
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préoccupent  de  la  signification  des  lettres  que  renierme  la  for- 
mule ;  il  sudlt  que  celle-ci  soit  assez  simple  et  que  les  variables, 
en  nombre  quelconque,  oscillent  entre  des  limites  assez  resser- 
rées. Pour  plus  de  facilité  j)Our  l'homme  technique,  les  abaques 
pourront  être  accompagnes  d'une  légende  explicative,  indiquant 
leur  mode  d'emploi. 

Reste  un  dernier  point  h  examiner  :  dans  quelle  année  d'études 
convient-il  d  établir  le  cours  d  abaques,  ou  mieux  de  nomogra- 
phie  ?  On  pourrait  très  bien  le  placer  dans  la  classe  de  mathéma- 
tiques spéciales  ou  première  scientifique,  comme  l'a  fait  cette 
année,  avec  grand  succès,  M.  l'ingénieur  Suttor  à  notre  Institut 
préparatoire  ;  en  sept  leçons  d'une  heure,  les  élèves  ont  pu  v 
acquérir  une  idée  déjà  satisfaisante  des  principaux  tvpes  d"a- 
baques.  Je  trouve  toutefois  préférable  de  ne  pas  trop  écarter  les 
leçons  renlermant  les  principes  de  la  nomographie  des  cours 
pratiques  qui  peuvent  et  doivent  même  appliquer  ces  principes. 
C'est  pour  ce  motif  (ju'appuyé  par  certains  collègues,  je  viens  de 
demander  qu'un  pareil  cours  soit  établi,  à  raison  de  quinze 
heures  de  leçons,  en  deuxième  année  de  notre  école  dincrénieurs, 
donc  à  côté  des  cours  de  calcul  différentiel  et  intégral,  de  méca- 
ni([ue  analytique  et  de  graphostatique.  Dans  ma  pensée,  ce  cours, 
qui  doit  être  également  suivi  par  les  élèves  de  sciences  phvsiques 
et  mathématiques,  doit  comprendre,  outre  lexposition  des  prin- 
cipes, un  certain  nombre  d  exemples,  puisés  dans  des  domaines 
familiers  aux  élèves  et  destinés  h  montrer  ii  quel  degré  de  sim- 
plicité beaucoup  d'applications  sont  réduites  par  l'emploi  d  un 
abaque  ;  parmi  ces  applications,  on  peut  citer  certains  abaques 
de  la  multiplication  et  des  intérêts  composés,  celui  des  len- 
tilles, l'abaque  de  la  distance  sphérique,  les  abaques  des  équa- 
tions du  deuxième,  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  divers 
abaques  de  trigonométrie  rectiligne  ou  sphérique,  etc.,  etc.  Les 
applications  plus  spéciales,  astronomi([ues  ou  techniques,  doivent 
être  réservées  aux  professeurs  spécialistes  et  enseignées  par  eux 
dans  leurs  cours  respectifs^  après  le  cours  général  de  nomogra- 
phie. 

Grâce  à  la  bienveillance  éclairée  de  M-'  Kebbelynck,  recteur 
de  l'Université,  mon  projet  n'a  pas  tarde  ii  recevoir  une  solution 
favorable,  de  sorte  ([ue  l'Université  de  Louvain  possédera,  dès  le 
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mois  de  novembre  prochain ,  un  cours  de  nomogiaphie  o'éuérale, 
peut-être  le  premier  en  date.  Puisse  cet  exemple  trouver  bien- 
tôt de  nombreux  imitateurs  ! 

Ern.    Pasquikh. 

Louv;iiii,  le  il  juillet  i89<(. 


REMARQUES 

SUR    LES   COORDOWÉES   POLAIRES 


On  considère  d'ordinaire  les  coordonn(>es  polaires  d'un 
point  M  du  plan  comme  deux  nombres  z  et  co  —  appelés  l'un 
rai/on  ceclcnr,  lautre  anomalie  ou  aziniiith  —  dont  le  premier 
est  le  nombre  positif  qui  mesure  la  distance  entre  M  et  un  point 
fixe  0  le  pôle)  tandis  que  le  second  représente  Tangle,  compté 
dans  un  sens  déterminé,  formé  par  la  demi-droite  OM  avec  une 
demi-droite  fixe  a  [Va.re  polaire)  issue  du  point  0.  On  ajoute 
que  dans  ce  système  chaque  point  est  rintersection  de  deux 
lifi;nes  coordonnées  analogues  ou  correspondantes  aux  axes  dans 
le  système  cartésien  ;  ces  lignes  sont  un  cercle  dont  0  est  le 
centre,  et  une  droite  cjui  passe  par  le  point  O. 

Cette  définition  est  parfaitement  légitime  et  ne  présente  aucune 
imporf(^ction  si  on  l'applique  ii  des  points  isolés  ;  c'est  bien  celle 
qu'adoptent  tous  les  traités  de  Géométrie  analyti([ue.  On  a  l'ha- 
bitude de  la  légitimer  davantage  en  établissant  les  relations 
entre  les  coordonnées  polaires  qu'on  vient  de  définir  et  les  coor- 
données rectangulaires  dont  0  est  l'origine  et  a  l'axe  des  abs- 
cisses.  On  ajoute  encore  que,  si  l'on  a  recours  i»  la  repi-ésentation 
des  nombres  complexes  sur  les  points  du  plan,  la  premifrc  eoor- 
donné'c  polaire  du  point  M  n  est  que  le  module  ou  valeur  absolue 
du  nombre  complexe  représentf-  par  le  point  M.  tandis  que  la 
seconde  en  est  V amplitmle  ou  largument. 

En  se  servant  de  la  dt-finition  citée,  il  est  aisé  de  ré-soudre  les 
problèmes  fondamentaux  ([u'oIlVe  l'analyse  infinitésimab'  des 
courbes   planes,   tels  que   le  tracé   de   la  tangente,  le   calcul   de 
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Taire  et  la  délerminaiion  tlu  cercle  oscillateur,  en  un  mot  toutes 
les  questions  où  il  sulllt  de  considérer  un  petit  arc  de  la  courbe, 
^lais  lorsqu'on  veut  considérer  et  étudier  toute  une  courbe  on  est 
arrêté  par  une  dilliculté  extrêmement  grave,  lui  effet,  comme  en 
coordonnées  cartésiennes  on  représente  une  courbe  par  une 
équation  telle  que 

?  {x,  y)  =  o, 

dans  le  système  polaire  on  devra  employer  dans  le  même  but  une 
(■'([uation  de  la  forme 

/■(p,  w)=o.  (i) 

Or  il  est  jjien  clair  que  si  l'on  lait  varier  oj  depuis  —  ce  jus- 
qu'à -|-  00  ,  il  arrivera  en  général  que  dans  certains  intervalles 
p  sera  positif,  comme  il  doit,  mais  dans  certains  autres  il  acquerra 
des  valeurs  négatives,  ce  qui  est  une  contradiction  patente 
avec  la  définition  d'où  nous  sommes  partis.  Cette  circonstance  n'a 
pas  écbappé  aux  meilleurs  auteurs  qui  ont  exposé  la  méthode  des 
coordonnées  ;  mais  ils  n'ont  pas  approfondi  la  question,  ils  se 
sont  bornés  à  conseiller,  pour  vaincre  cet  obstacle,  de  passer  a  un 
système  cartésien.  C'est  une  véritable  fuite,  qui  fait  croire  aux 
commençants  que  le  système  polaire  est  bien  moins  puissant  que 
le  système  cartésien,  dont  il  semble  être  l'esclave;  c'est,  d'un  autre 
côté,  une  faute  méthodologique,  car  la  logiqne  me  semble  impo- 
ser que,  lorsqu'on  a  commencé  h  traiter  un  certain  sujet  à  laide 
d'un  certain  système  de  coordonnées,  on  doit  conserver  ce 
système  jusqu'à  la  fin.  Mais  il  v  a  pire  encore  :  l'empressement 
de  revenir  aux  coordonnées  cartésiennes  empêche  bien  souvent 
de  tirer  tout  le  parti  possible  de  la  simplicité  et  de  l'élégance 
des  équations  polaires,  il  ne  permet  pas  d'étudier  en  même  temps 
toutes  les  courl)es  d'une  même  famille,  lors(|ue  pour  certaines 
valeurs  du  paramètre  la  courbe  correspondante  est  algébrique, 
tandis  (pie  pour  d'autres  elle  est  transcendante  (^'). 

On  ])eut  éviter  tous  ces  inconvénients  en  appli([uant  le  fécond 
principe  tles  signes  en  Géométrie,   par  une  simple  modilication 


(')  Jo  cite  l'oinnic  exemples    les   spirales   sinusoïdes  ç."  ^  a"   oos  h  w,  n  élanl   le 
paramètre. 
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(le  la  définition  ([ne  nous  avons  rappelée  au  début  de   cet  article: 
c'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

Considérons  dans  un  plan  un  point  fixe  O  et  une  demi-droite  (/ 
issue  du  point  0  ;  imaginons  qu'une  demi-droite  ;•  tourne 
autour  de  O  en  partant  de  la  position  a  dans  le  sens  considéré 
comme  positil  ou  dans  le  sens  opposé.  Pour  chacune  de  ses  posi- 
tions on  trouvera  sur  la  demi-droite  /■  une  infinité  de  points  ;  nous 
les  indiquerons  par  la  lettre  ÎNI)  et  un  nombre  égal  se  trouvera 
sur  le  prolongement  de  7-,  ou,  comme  nous  préférons  dire, 
sur  la  demi-droite  complémentaire  /■  (nous  les  représenterons 
par  M).  Cela  posé,  pour  fixer  la  position  d'un  point  M  on  prendra 
deux  nombres  o,  to,  le  premier  toujours  positif,  assez  définis  par 


les  égalités 

o 


-\-  longueur  OM,      m  :=z  angle  («;)  ; 


au  contraire  la  position  d'un  point  M  est  déterminée  par  deux 
nombres  analogues,  dont  le  premier  est  toujours  négatil  ;  ils 
sont  caractérisés  par  les  relations  : 

p  =z  —  longueur  OM,     to  =  angle  («/•). 

Par  conséquent,  tous  les  points  d'une  demi-droite  auront  la 
coordonnée  p  positive,  tandis  que  tous  ceux  de  la  demi-droite 
complémentaire  l'auront  négative  ;  et  (^ice  versa  un  point  appar- 
tiendra il  une  demi-droite  ou  à  sa  complémentaire  suivant  ([ue 
sa  coordonnée  p  sera  positive  ou  négative.  Quant  à  la  coor- 
donnée 0),  elle  sera  la  même  pour  tous  les  points  d'une  demi- 
droite;  elle  sera  positive  ou  négative  suivant  que  la  demi-droite 
mobile,  pour  arriver  ii  la  position  considérée,  aura  tourné  dans 
le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatil. 

Ces  définitions  et  conventions  font  voir  (jue  :  i"  si  une  denu- 
droite  r^  fait  avec  a,  dans  un  sens  déterminé,  l'angle  m^,  la 
demi-droite  complémentaire  /•„  fera  avec  le  même  axe  et  dans  le 
même  sens  un  ancrle  égal  à  (.)„  ±  t  ;  2"  la  demi-droite  /•  ]>our 
atteindre  la  position  r„  peut  être  censée  avoir  tourné  toujours 
dans  le  sens  positil".  11  s'ensuit  (pie  pour  déterminer  la  position 
d'un  point  par  nos  coordonnées  pcdalres,  on  pourrait  toujours 
employer  deux  nombres  positifs,  au  lieu  de  ceux  aux([uels  mènent 
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directement  les  remarques  précédentes.  Mais  cette  substitution 
artificieuse  est  contraire  à  la  nature  môme  des  choses,  comme 
l'est,  par  exemple,  la  considération  du  logarithme  principal,  que 
Cauchy  proposa  et  que  personne  n'emploie  plus  aujourd'hui. 

Elle  \to\\YYi\ peut-être  réussir  utilement,  lorsqu'il  s'agira  de  points 
isolés  ou  bien  si  l'on  veut  abandonner  les  coordonnées  polaires 
pour  s'adonner  aux  coordonnées  cartésiennes  ;  mais,  en  général, 
elle  rend  plus  compliquée  la  résolution  des  questions  relatives 
aux  courbes.  Cela  arrive  particulièrement  lorsqu'il  s'agit  d'un  pro- 
blème, qui  pour  le  géomètre  a  une  importance  hors  ligne, 
quoique  ceux  qui  les  premiers  ont  cultivé  de  la  Géométrie  analy- 
tique en  aient  méconnu  la  valeur,  c'est-à-dire  le  problème  de 
découvrir  quelle  forme  a  une  courbe  déterminée  par  une  équa- 
tion du  type  (i).  Pour  résoudre  ce  problème,  c'est-à-dire  pour 
construire  la  courbe  donnée,  la  méthode  qui  découle  de  ce  qui 
précède  (et  dont  Archimède  a  fait  —  mutatis  mutandis  —  la 
première  ajjplication  dans  ses  recherches  sur  la  spirale  qui 
porte  son  nom)  est  la  suivante  :  Imaginons  que  la  demi-droite  /• 
tourne  autour  du  pôle  0,  en  partant  par  exemple  de  la  position  a, 
dans  un  sens  déterminé  et  après  dans  le  sens  opposé  ;  soit  t.),, 
l'angle  que  forme  a  avec  une  de  ses  positions  /•  tout  à  fait  arbi- 
traire ;  l'équation  /*(o,  to^,)  =  o  donnera  pour  p  un  certain  nombre 
de  valeurs  positives  p^,  p.,,...  et  un  certain  nombre  de  négatives 
—  p,,  —  p.,,...;  iHix  premières  correspondent  les  points  M^,  M^,... 
de  la  demi-droite  /„  tels  que 

ô¥;  =  p,,  ôm7=  p,,... 

aux  secondes  les  points  ^I,,  M, do  la  demi-droite  complémen- 
taire tels  que 

0>T7=  P|.  oX  =  ?.... 

Tous  ces  points  Mj,  M,,...  M,,  M,,...  appartiennent  à  la  courbe  (  i). 

En  considérant  toutes  les  positions  possii)les  de  la  demi- 
droile  /•,  on  obtiendra  tous  les  points  de  la  courl)e  (i).  On  peut 
remarquer  que  la  rotati(»n  de  la  dioite  /•  doit  en  général  être 
efl'ectuée  sans  fin  dans  les  deux  sens,  lorsqu  il  s  agit  d  une  courbe 
transcendante,  mais  lorsque  la  courbe  (i)  est  algébrique,  le 
mouvement  pourra  être  arièlc  a])r('s  un  certain  nouibre  de  tours. 
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car,  en  le  continuant,  on  rctonibeiait  sur  des  points  de  la  courbe 
déjà  tracés. 

Pour  donner  à  ce  que  nous  venons  d'exposer,  toute  la  clarté 
désirable,  il  est  bon  d'en  faire  application  à  quelques  exemples. 

Commençons  par  un  cas  très  simple.  Soit  donnée  ré([uation 

p  ^  14  R  siu  cj  ;  (2) 

elle  montre  que  si        o  <  oj  <  -     on  a     o  >  o, 
tandis  que  si  -  <  ai  <  2  -    on  a     p  <  o  : 

elle  montre  aussi  qu'aux  valeurs  hi  =  (.ù^  et  to  =:  co^  -f~  2-  corres- 
pond la  même  valeur  de  p.  Cela  prouve  que  pour  obtenir  la 
courbe  représentée  par  l'équation  ' :>]  il  sullit  de  taire  accomplir 
à  la  demi-droite  ;■  un  tour  complet  ;  pour  chacpie  position  de  la 
demi-droite  génératrice  appartenant  aux  premiers  demi-tours,  on 
a  un  point  de  la  courbe,  mais  pour  clui(|ue  position  de  la  demi- 
droite  relative  au  second  demi-tour  on  a  un  point  sur  la  demi- 
droite  complémentaire  (').  On  peut  ajouter  la  remar([ue  (|uc  les 
valeurs  co  =  lo^,  et  m  ^  -  —  <j)^  donnent  pour  p  des  valeurs 
égales.  Par  conséquent  la  courbe  est  composée  d'un  seul  arc  ap- 
partenant au  demi-plan  qui  se  trouve  au-dessus  de  Taxe  polaire, 
arc  (jui  est  svmétrique  par  rapport  il  la  droite  menée  par  le  pôle 
perpendiculairemenl  à  l'axe  polaire.  C'est  ce  qu'il  est  très  aisé  de 
vérifier  en  reniaïquant  ([ue  la  courbe  (2)  n'est  que  le  cercle  de 
rayon  R  tangent  au  pôle  à  l'axe  polaire  et  dont  le  centre  est 
au-dessus  de  cet  axe. 

La  courbe  représentée  par  l'équation  (2)  appartient  à  la  classe 
des  «  rhodonées  »  de  G.  Grandi  ou  «  rosaces  »,  dont  p=  2R  sin  rnù 
est  l'équation  générale.  Or  cette  classe  (qui  comprend  des 
courbes  algébriques  et  des  courbes  transcendantes  et  dont 
l'étude  générale  au  moven  des  coordonnées  cartésiennes  est 
malaisée)  peut  très  bien  servir  à  prouver  l'utilité  des  nouvelles 
coordonnées  polaires;  en  particulier  elle  nous  fournira  le  second 
exemple  des  considérations  précédentes. 


('}  C'est  du  reste  un  puiiit  déjà  trouvé  pendant  le  jJreniier  demi-tour. 


iGi 


G.   LORIA 


Supposons /z;=  — ;  nous  avons  alors  la  courbe 

'j  =  -iW  s  in 


(3) 


Aux  valeurs  (o  ^  to^  et  (o  =  co^^  +  4^  correspond  la  même 
valeur  de  p  :  donc  deux  tours  de  la  droite  génératrice  sont 
sufllsants  pour  décrire  complètement  la  courbe.  En  outre  l'équa- 
tion (3)  lait  voir  que 

SI  o  <<  oj  <:^  1-     on  a     p  •<  o 

SI  2-  <;  co  <;  4~     on  a     p  <C  0., 

Cela  prouve  que  sur  chaque  demi-droite  du  premier  tour  il 
existe  un  point  de  la  ligne  dont  il  s'agit  ;  le  lieu  géométrique  de 


Fig.    I. 

tous  ces  points  est  un  arc  fermé  OBDA'D.B^O  langent  h  Taxe  po- 
laire (fig.  i).  Au  contraire  sur  aucune  demi-droite  du  second 
tour  on  n-e  trouve  un  point  de  la  courbe,  mais  il  en  existe  un 
sur  le  complémentaire  de  chacune  de  ces  demi-droites  ;  tous  ces 
nouveaux  points  engendrent  un  autre  arc  i'ermé  OB',D,ADB'0 
(symétri^iue  par  rapport  à  0  du  précédent)  qui  complète  la 
courbe.  Cette  courbe  a  deux  points  doubles  D  et  D,  et  au  pôle  un 
point  de  contact  de  deux  branches  ;  elle  a  deux  axes  de  symé- 
trie orthogonaux  entre  eux,  car  à  ses  valeurs  de  w,  telles  (lue 
i,_,  ^  ot:  _  Wy,  2-  H-  w^  correspondent  pc)ur  les  rayons  vecteurs 
des   valeurs    arithméliciucmeut   égales.    Comme  contrôle   de  ces 
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conclusions,  remarquons  ([ue,  si  on  passe  aux  coordonnées  carté- 
siennes, l'équation  (i^.)  devient 

[x^  +  y^f  -  4R-  i-r'-  +  r-Y  +  4R'  v"  =  o, 

dont  lu  discussion  mène  aux  mêmes  conséquences  relatives  h  la 
forme  de  la  courbe  que  nous  avons  obtenues  plus  haut. 

Ces  exemples  pourraient  être  multipliés  h  l'infini.  Nous  nous 
bornerons  à  ces  deux  qui  nous  semblent  sullisunts  jjour  notre 
but.  ^lais,  avant  de  finir,  nous  croyons  nécessaire  d'ajouter  une 
remarque  sur  certaines  spirales  bien  connues;  de  celte  remar([ue 
il  s'ensuivra  que  l'idée  ordinaire  qu'on  a  de  leur  forme  est,  du 
point  de   vue  où  nous  sommes  placés,  incomplète  sinon  fautive. 

La  définition  ordinaire  de  la  spirale  d'Archimède  se  traduit 
par  l'équation  p  =  «w.  (4) 

On  peut  toujours  supposer  a  >  o,  car,  dans  le  cas   contraire 
on  écrira  p  = —  «  ( — w)  et,  en 
changeant    le    sens   positif  des 
angles  on  retombera  sur  Ihv- 
pothèse  a  >  o. 

En  faisant  varier  co  depuis  o 
jusqu'il  -(-  ce  ,  on  voit  que  la 
courbe  part  du  pôle,  autour 
duquel  elle  fait  un  nombre  in- 
fini de  tours  en  s'en  éloignant 
sans  borne  ;  on  arrive  de  cette 
manière  à  l'arc  tracé  en  ligne 
pleine  dans  la  figure  2  :  on  le  con- 
sidère d'ordinaire  comme  com- 
posant toute  la  courbe  repré- 
sentée par  ré([uation  (4).  Mais 
si  après,  on  fait  varier  co  depuis  o 
jusqu'à —  X  ,  on  obtient  sur  le  prolongement  de  chaque  demi- 
droite  un  point  de  la  courbe,  et  tous  ces  nouveaux  points  forment 
une  nouvelle  branche,  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  ii 
l'axe  ])oWu'e  secondaire  {')  :  c'est  la  branche  pointillée  de  la  figure  2. 


(')  Qii  il  me  soit  peniiis  puur  abrt-gor  de  donner  ce  nom  à  la  dcmi-droilo  qui  lait 
avec  l'axe  iiolairc  dans  le  sens  positif  un  angle  droit. 
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Or  il  est  évident  qu'en  voulant  laisser  à  l'angle  variable  m  toute  la 
liberté  à  laquelle  il  a  droit,  on  devra  le  l'aire  varier  entre  —  x; 
et 4-00;  en  conséquence  (contrairement  à  ce  qu'on  continue  de 
faire)  comme  représentation  gèoméuicj  ne  co.vpLiiTE  de  1  équation  (4) 
nous  considérons  l'ensemble  des  deux  branches  qu'on  voit  tra- 
cées dans  la  figure  2.  Nous  voyons  donc  que  la  spirale  d'Archi- 
mède  est  douée  d'une  infinité  de  points  doubles  placés  sur  Va.re 
polaire  secondaire  ;  ils  correspondent  aux  valeurs  de  p  exprimées 

par  (ok  -\-  I  I  -^  a,  k  étant  un  nombre  entier  nul  ou  positii'. 

On  prouve  d'une  manière  analogue  que  parmi  les  spirales 
représentées  par  l'équation 

p  =  rtco",  (5) 

où  n  est  un  nombre  entier  positif,  celles  qui  correspondent  à  n 
pair  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  polaire,  tandis  que  les 
autres  le  sont  par  rapport  à  l'axe  secondaire  ;  les  premières  ont 
an  pôle  un  pt»int  de  rebroussement  et  sur  l'axe  polaire  oc  '  points 
doubles,  les  antres  ont  ce  '  points  doubles  sur  l'axe  secondaire. 
Nous  laissons  aux  jeunes  lecteurs  le  soin  d'énoncer  les  pro- 
priétés analogues  des  courbes  comprises  dans  l'équation. 

piu  —  a'^M",  (6) 

ni  et  n  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  ;  et  aussi 
de  vérifier  que  la  spirale  logarithmique 

?  =  rte*"  (7) 

est  formée,  en  dehors  de  la  l)ranche  continue  que  l'on  considère 
d'ordinaire,  d'une  autre  pointillée  analogue  à  celle  ])ien  connue 
qui  fait  partie  de  la  courbe  logarithmique. 

Les  considérations  précédentes,  quoicjue  très  simples  et  élé- 
nientaiies,  m'ont  semblé  dignes  d'être  exposées  ici,  car  elles  se 
rapportent  a  un  point  de  doctrine  fondamentale  dans  l'étude  de 
la  Géométrie  analytique  appliquée  aux  courl:)es  planes.  Il  est  à 
peine  nécessaire   d'avertir   qu'on  pourrait  les  étendre  ii  l'espace. 

(iiNo   Loni.v   (Gènes). 
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Modèles   pour  l'enseignement   des    sciences  mathématiques. 

La  maison  L.  BniLL,  à  Darrastaclt.  vient  de  céder  son  édition  de 
modèles  pour  renseignement  des  mathématiques  supérieures  à  M.  Mar- 
tin Schilling,  éditeur  à  Halle  (a.  S.).  Ses  premiers  travaux  ont  été 
exécutés,  il  y  a  plus  de  vingt-deux  ans  sous  la  direction  de  M.  A.  Biull, 
alors  professeur  à  l'J^cole  technique  supérieure  de  Munich,  avec  la 
collaboration  de  M.  le  professeur  F.  Kleix.  A  ces  deux  géomètres  se 
sont  joints,  plus  tard,  MM.  les  professeurs  Dyck,  Finsterwaldeu, 
KiMMER,  Rodenbehg,  Rohx,  Schoenflies,  ScinvARZ,  Chr.  et  II. 
\\  IEXER  et  d'autres,  qui  ont  largement  contribué  à  augmenter  la  collec- 
tion des  modèles  et  à  1  étendre  aux  domaines  les  plus  divers  des  sciences 
mathématiques  et  physiques.  Aujourd'hui  on  doit  à  la  maison  Brill  une 
collection  particulièrement  riche  en  modèles  concernant  la  théorie  des 
courbes  et  des  surfaces  et  la  théorie  des  fonctions. 

Le  nouvel  éditeur  s'est  adjoint  pour  la  direction  scientifique  de  son 
entreprise,  un  professeur  à  l'Université  de  Gilttingue,  M.  le  D""  F. 
Schilling,  dont  la  compétence  pour  ce  genre  de  travaux  est  bien  con- 
nue. Il  se  propose  d  apporter  un  soin  tout  particulier  non  seulement 
aux  modèles  qui  se  rattachent  aux  mathématiques  pures,  mais  encore  à 
ceux  qui  relèvent  des  mathématiques  appliquées. 

Dans  ce  domaine  il  y  a  certainement  encore  beaucoup  à  faire  dans 
l'intérêt  de  renseignement  ;  plusieurs  branches  sont  encore  presque 
entièrement  dépourvues  d  appareils  de  démonstration.  Il  faut  donc  espé- 
rer que  MM.  Schilling  rencontrent  l'appui  dont  ils  ont  besoin  pour 
mener  à  bien  cette  utile  entreprise  à  laquelle  nous  souhaitons  tout  le 
succès  qu'elle  mérite. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

La  prochaine  réunion  des  mathématiciens  allemands,  qui  doit  avoir 
lieu  à  Munich,  du  i-  au  'ïi  septembre,  promet  d'être  fort  brillante  au 
point  de  vue  des  travaux  qui  y  seront  présentés. 

La  liste  des  communications  annoncées  pour  la  section  i  [Mailicnia- 
tiques  et  Astronomie \  cjui  sera  présidée  par  M.  le  prof.  D'  Baie»,  ne 
contient  pas  moins  de  dix-se})l  numéros. 

Enseignement  mutb.  24 
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Deux  (le  ces  travaux  font  partie  de  la  catégorie  des  rapports  que  la 
Deutsche  mathematiker  Vereiniguxg  a  coutume  de  proposer  chaque 
année.  L'un,  intitulé  :  Sur  la  théorie  aritlinictiqnc  finalyticinc  des  fonctions 
algébriques,  sera  présenté  par  M.  K.  IIexsel  [Berlinj;  l'autre,  dû  à 
!M.  Heun  (Berlin),  a  pour  titre  :  Les  problèmes  cinétiques  clans  la  tech- 
nique scientifique. 

La  section  17  [enseignement  des  sciences  mathéniaticiues  cl  naturelles^ 
sei\a  pi'ésidée  par  j\L  le  D''  Geoiu;  Kerscuexsteixek.  Douze  travaux 
ont  été  annoncés.  Nous  signalerons  en  première  ligne  le  rapport  de 
^L  Weber  (Strasbourg)  et  le  contre-rapport  de  ^L  Hauck  (Berlin)  sur 
l'organisation  de  l'enseignement  mathématique  à  l'Université  en  vertu 
du  nouveau  règlement  prussien.  Il  était  à  prévoir  que  ce  récent  décret 
donnerait  lieu  à  de  nombreux  commentaires.  Trois  autres  communica- 
tions se  rapportent  en  elfet  à  ce  même  sujet  ;  ce  sont  celles  de  MM.  Ru- 
DEL  (Nûrnberg),  Schottex  (Halle)  et  Treutleix  (Ivarlsruhe). 

>L  Pietzker  (Xordhausen),  dont  la  compétence  en  matière  pédago- 
gique est  bien  connue,  fera  une  conférence  sur  la  place  que  doit  occu- 
per l'enseignement  des  sciences  exactes  dans  le  mouvement  de  l'éformes 
scolaires. 

Figurent  encore  au  programme  les  communications  de  ^t.  Ducrue  : 
sur  la  division  décimale  de  langle;  de  M.  Schijlke  (même  sujetj  et  de 
M.  Fischer  :  démonstration  de  modèles  d'enseignement  pour  la  méca- 
nique. 

Nous  donnerons  un  compte  rendu  du  congrès  et  tout  particulière- 
ment des  travaux  se  rattachant  à  renseignement  mathématique. 

Prix  Jablono\'vski  pour  l'an  1902. 

La  société  Jabloxowski  accordera  un  prix  de  mille  marks  au  meil- 
leur travail  ayant  pour  but  de  développer  les  recherches  abordées  par 
M.  PoixcarÉ  dans  son  mémoire  :  La  méthode  de  Neumann  et  le  problème 
de  Dirictilet  ('). 

Les  mémoires  destinés  au  concours  doivent  être  déposés  avant  le 
jO  novembre  1902,  au  secrétariat  de  la  Société,  à  Leipzig  ;  ils  peuvent 
être  rédigés  en  allemand,  en  latin  ou  en  français. 

Pour  plus  de  détails  voir  le  Journal  de  Crelle,  t.  120,  p.  2'jG,  ou  les 
Math.  Annalen,  t.  52,  p.  3i5. 


(')  .4cta  math.,  xx,   i8y(j. 


CORRESPONDANCE 


Paris,  le  3i  juillet   iSf)i). 

Messieurs, 

Dans  son  intéressant  article  sur  la  classification  des  lignes  et  st/rfaccs 
(la  second  ordre  {^L' Enseignement  mathématique ,  n"  j),  M.  A.  Poussart 
donne  pour  les  quadriques  de  la  première  famille  (ou  sans  point 
double),  le  tableau  suivant  : 

Promièro  tamillo    a,<o Espèce  hyperbolique.   (  Hypcrboloïdc  ;i  un,,  luq.pr. 
A^^  o  1  ^^( B"- <r  G  ^   Ilypcrboloïdc  à  douxnappes 

Pas  de  point      \  t-      •  i     i-  v   Paraboloïde  hvporboliquo. 

,      ,,  ,  A,  ^  o  Lspece  parabolique.        ^       i     i      ,       'n-      • 

double  i    -  ^         ^  ^         I   Paraboloïde  elliptique. 

4  carrés  AA3>o  Espèce  elliptique.       v    Ellipsoïde  réel. 

AA'  —  B"-  >  o  '   Ellipsoïde  imaginaire. 

Ce  talileau  est  loin  d'être  complet.  Non  seulement  il  n'indique  pas 
ce  qui  difFérencie  les  deux  hyperboloïdes,  paraboloïdes  ou  ellipsoïdes 
et  ne  mentionne  pas  le  cas  d'un  hyperboloïde  pour  lequel  on  a 
AA' — B"-:^o;  mais  il  fait  abstraction  de  la  plus  grosse  difficulté 
(jui  existe  dans  la  question,  c'est-à-dire  du  cas  oii,  un  hyperboloïde 
étant  rapporté  aux  plans  de  trois  sections  ellipticiues,  on  a  :  AA.  <r  o. 
A'  A  '  —  lî  -,  A  A  —  B  '^  et  A  A'  —  B"^  >< . . 

J'ai  donné  dans  un  article  récent  [youvelles  Annales,  i8(jS,  p.  ',  i  "))  le 
tableau  suivant  qui  est  le  résumé  de  la  discussion  complète  de  réfjuation 
générale  décomposée  en  carrés  dans  l'hypothèse  A^i^o  : 

AA-  >  o       AA'  —  B"^  >  o        ^      -^v  >  o  —  Ellipsoïde  imaginaire. 

■  '      A.  <  o  —  Ellipsoïde  réel. 

AA^  <  o.     AA'  —  B"-  >  o 


Aj  >  o  —  Hyperboloïde  à  une  nappe 
Aj  <;  o  —  Hyperboloïde  à  deux  napjj 
A^  >  o  —  ParaboIoïiJe  hyperbolique. 
Ai  <  o  —  Paraboloïde  elliptique. 

Veuillez  agréer,  etc.  L.    Bii>i;iîr     Pari-  . 


A.  ±  o,     A  A'  —  B"2  ^  o 

A  ;  =  o 
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Maurice  d  Ocag.ne.  —  Traité  de  Nomographie.  —  Théorie  des  abaques  : 

Applications  pratiques,  i  vol.  ur.  iii-8".  .J^o  p.  ;  prix  (broché)  :  14  fr..  relié 
cil  cuir  souple,  17  IV.  :  Paris,  Gautllicr-^'illars,  1899. 

La  Nomographie  est  la  théorie  des  abaques  ;  ceux-ci  ont  pour  but  la  repré- 
sentation graphique  cotée  des  lois  mathématiques  déOiiies  par  des  équations 
à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Telle  est  la  définition  que  donne 
IM.  d  Ocagne  dans  l'introduction  à  son  beau  volume.  Quoique  le  nom  de  cette 
nouvelle  science  ne  date  que  de  1891,  il  y  a  certainement  plus  d  un  siècle 
qu  on  a  commencé  à  construire  des  abaques.  Petit  à  petit,  la  nécessité  de 
méthodes  graphiques  se  faisant  sentir,  le  nombre  des  abaques  devint  de  plus 
en  plus  grand  ;  des  méthodes  de  transformation  fui'ent  découvertes.  Mais  ces 
résultats  étaient  disséminés  ;  dans  un  mémoire  se  trouvait  un  abaque  utilisé 
par  les  ingénieurs,  dans  un  autre  un  théorème  fournissait  une  méthode  nou- 
velle. La  nécessité  d  une  théorie  générale  se  faisait  sentir.  M.  d'Ocagne  a 
réuni  ces  travaux  épars  et,  en  y  joignant  ses  propres  recherches,  en  a  fait 
un  tout  harmonieux,  intéressant  pour  le  mathématicien  et  très  utile  pour 
l'ingénieur.  L  auteur,  et  c'est  à  notre  avis  son  grand  mérite,  a  constamment 
cherché  à  généraliser.  Il  faudrait,  comme  M.  d'Ocagne,  être  ingénieur  et 
mathématicien  pour  juger  sainement  ce  livre  ;  car,  outre  une  foule  de  résul- 
tats pratiques,  il  conduit  à  des  méthodes  théoriques  générales. 

Nous  allons,  par  une  brève  analyse,  chercher  à  donner  une  idée  du  con- 
tenu de  ce  volume  de  plus  de  45o  pages.  L'auteur  s'occupe  tout  d  abord  des 
équations  à  1  variables  et  de  leur  représentation  par  une  échelle  abacjue  qui 
constitue  une  échelle  de  fonction. 

Les  équations  à  3  variables  sont  ensuite  étudiées  dans  un  deuxième  cha- 
pitre. La  théorie  des  abaques  dits  cartésiens  est  appliquée  aux  abaques  de 
multiplication,  de  l  équation  trinôme  du  troisième  degré  et  du  poids  de  la 
vapcui-  d  eau  contenue  dans  l'air.  L'anamorphose,  déjà  introduite  par  un 
exemple,  est  développée  et  la  forme  des  équations  auxquelles  cette  transfor- 
jiiation  est  applicable  est  obtenue  ;  citons  parmi  les  applications  un  abaque 
de  tir,  celui  des  débits  d  une  rivière,  des  portées  lumineuses,  etc.  L'emploi 
lies  transparents  est  généralisé  et  a2)pli([ué  aux  abaques  dits  hexagonaux.  Le 
fractionnement  des  échelles  permet  de  diminuer  les  dimensions  de  l'abaque. 
Au  moyen  de  Ihomographie  on  engendre  tous  les  abaques  à  droites  entre- 
croisées dune  équation  donnée;  ceci  permet  eu  particulier  de  transformer  le 
quadrilatère  limitant  la  partie  utile  de  1  abaque  en  un  rectangle  donné 
d  avance.  La  forme  générale  des  équations  représentables  par  des  abaques  à 
droites  ou  à  cercles  entre-croisés  est  établie;  tels  sont,  par  exemple,  l'abaque 
(lu  fruit  intérieur  drs  murs  de  soutènement  et  celui  des  muis  de  soutènement 
pour  des  terres  prolilées  suivant  leur  talus  naturel.    Le  chapitre  se  tei'ininc 
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par  liiUroiUiction  dos  coordonnées   polaires   el   leur  application  aux  abaques 
polaires. 

Le  chapitre  m  traite  de  l'importante  théorie  des  points  alignés  basée  sur 
le  principe  de  dualité.  Un  fragment  d'une  table  graphique  pour  1  arpentage 
des  coupes,  représentée  au  moyen  de  droites  entre-croisées  et  de  points  ali- 
gnés, montre  clairement  les  avantages  de  cette  dernière  méthode.  La  cons- 
truction directe  des  abaques  à  points  alignés,  leur  transformation  homo- 
graphique  et  leur  fractionnement  sont  établis.  Los  abaques  à  échelles 
roctilignes,  parallèles,  concourantes  ou  non  concourantes,  sont  étudiés  en 
général  ;  les  applications  de  celte  théorie  sont  fort  intéressantes,  tels  sont 
de  nouveaux  abaques  de  multiplication,  celui  des  moments  d  inertie  des  rec- 
tangles, des  marches  de  troupes  en  colonnes,  des  distributions  d  eau,  de  la 
correction  barométrique,  etc.  Dans  les  abaques  do  léquation  du  deuxième 
degré,  des  lentilles  plan-convexe,  du  volume  du  ballast,  de  l'équation  du  tri- 
nôme du  troisième  degré,  de  l'équation  de  Kepler,  etc.,  interviennent  les 
échelles  curvilignes.  La  méthode  des  points  alignés  peut  aussi  être  apjiliquée 
à  la  représentation  de  lois  empiriques  ;  tels  sont,  par  exemple,  1  abat[ue  de 
l.i  vitesse  d'un  train,  du  tir  de  siège  et  des  consommations  théoriques  d  une 
machine  à  vapeur. 

Les  abaques  à  double  alignement  permettent  de  représenter  des  éi[ualions 
à  4  variables;  tels  sont,  par  exemple,  les  abaques  des  poutres  unifor- 
mément chargées,  de  l'écoulement  des  gaz  par  des  tuyaux,  du  nivellement 
barométrique  et  de  l'écoulement  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts.  Les 
types  d  équations  représenlables  par  des  abaques  à  transversales  circulaires, 
à  équerre  et  à  parallèles  mobiles  sont  obtenus  :  tels  sont  les  abaques  des 
levers  tachéoinétriques  et  dos  murs  de  soutènement. 

Le  chapitre  iv  traite  dos  abaques  accouplés  et  surtout  de  leur  application 
au  calcul  des  profils  de  remblai  et  de  déblai. 

Quoique  divers  modes  de  représentation  d'équations  à  plus  de  3  variables 
aient  déjà  été  obtenus,  ces  équations  font  robjel  du  chapitre  v.  Les  points 
et  les  lignes  à  i  cotes  sont  tout  d  abord  définis,  ainsi  que  les  échelles 
binaires.  Les  applications  les  plus  intéressantes  sont  les  abaques  :  de  la 
prime  des  porte-mire  du  nivellement  général,  des  annuil(.-s,  de  la  formule  de 
jauge  de  l'Union  des  yachts  français,  des  intérêts  composés  el  de  l'erreur  de 
réfraction  dans  le  nivellement  géométrique.  La  méthode  des  points  alignés 
est  appliquée  aux  points  à  2  cotes  dans  les  abaques  des  intérêts  composés, 
de  la  distance  sphériquo,  de  la  trigonométrie  sphérique,  des  équations  du 
troisième  et  du  c[uatricme  degré.  Eu  généralisant  ce  (]ui  précètle,  1  autour 
arrive  aux  éléments  à  n  cotes  et  aux  échelles  multiple*;  1  abaque  de  la  dévia- 
tion du  compas  est  une  application  do  celte  théorie.  Dans  une  deuxième  par- 
lie,  les  syslomes  mobiles  à  translation  el  à  rotation  sont  étudiés  et  appliqués 
à  la  règle  à  calcid  pour  la  traction  d  une  locomotive,  aux  abaques  do  la  cor- 
rection des  mires  et  de  la  lumière  diffusée.  L'anamorphose  logarithmique 
fournit  des  abaques  à  translation  ;  tels  sont,  par  exemple,  ceux  des  équations 
trinômes  do  degré  quelconque  cl  des  équations  complètes  de  degré  3,  4  *^t  5. 
l'ar  le  nombre,  la  diversité  et  l'importance  des  applications,  le  chapitre  v 
osl  fies  plus  intéressants  pour  l'ingénieur.  On  voit  clairement  dans  ce  cha- 
pitre comment  on  pourra  roprésontor  par  un  abaque  une  équation  à  n  varia- 
1)1. s. 

Le  rhaj>itro  vi  et  dernier   coutionl  la    lliéorie   générale  dos  abaques.    L'an- 


370  BIBLIOGRAPHIE 

tcur  les  étudie  tout  d'abord  au  point  de  vue  de  leur  structure  ;  il  définit  les 
contacts  et  les  abaques  à  plusieurs  plans  superposés,  dont  les  abaques  à 
alignement,  à  translation  et  à  rotation  ne  sont  que  des  cas  particuliers.  Puis 
les  équations  générales  répondant  aux  principaux  types  d'abaques  sont  éta- 
blies. Dans  ces  équations  interviennent  des  fonctions  arbitraires,  qui  sont 
appelées  les  composantes  du  type  d  équation  considéré.  Pour  terminci-, 
M.  d  Ocagne  clicrche  comment  on  pourra  former  les  fonctions  composantes 
et  à  quelles  conditions  ces  fonctions  seront  toutes  réelles. 

Ce  chapitre  vi,  purement  théorique,  s'adresse  avant  tout  aux  mathémati- 
ciens et  constitue  la  synthèse  de  l'ouvrage.  Ainsi  que  le  dit  1  auteur  dans 
sou  introduction,  il  englobe  toutes  les  méthodes  possibles  de  représentation 
plane  des  équations  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  M.  d'Ocagne 
attii'e  spécialement  l'attention  des  mathématiciens  sur  ce  chapitre  «  en  raison 
des  problèmes  ind'ressants  dont  il  peut  leur  fournir  la  matière  ». 

M.    Lacomisl:  (Zurich). 

Encyklopsedie  der  mathematischen  "Wissenschaften  mit  Einschluss 
ilirer  Anwendungen.  —  Mit  Unterstïitzung  der  kaiserlichen  und  kœni- 
glichen  Akadeinien  der  ^Vissenschaflen  zu  Miinchen  und  Wicn  und  der 
kœnigliehen  Gesellschaft  der  ^Vissenschaften  zu  Goltingen,  sowie  imler 
Mitwirkung  zahlreichcr  Fachgcnossen  :  herausgegeben  von  D""  H.  Bukk- 
HAKDT,  o.  Professer  der  Mathcmatik  an  der  Universiliit  Zurich,  und 
D""  W.  Franz  Meyer,  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universital 
Konigsberg  i.  Pr.  En  six  volumes  gr.  in-8°  (prix  du  volume  :  environ 
20  francs)  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1899.  —  T.  II.  Analvsis,  redigiert  von 
H.  BuRKHARDT.  Erstcs  Hcft.  (160  S.) 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  d'indiquer  ('),  dans  ses  grandes  lignes,  le 
programme  adopté  pour  cette  importante  publication  et  nous  avons  donné 
le  plan  détaillé  du  premier  volume  dont  les  deux  premiers  fascicules  seuls 
ont  paru.  Grâce  aux  dispositions  prises  par  MM.  Meycr  et  Burkhardt  les 
deux  premiers  volumes  pourront  paraître  à  peu  près  simultanément. 

Le  présent  fascicule  donne  la  série  des  chapitres  du  second  volume,  entiè- 
leuient  consacré  à  \  Analyse.  Avant  d'en  donner  le  compte  rendu  nous  repro- 
duirons d  abord  la  liste  des  articles  que  doit  comprendre  ce  volume,  avec 
les  noms  des  collaborateurs  chargés  de  la  rédaction  de  ses  différentes  par- 
ties. 

A.  Analysis  reelleu  Grôssex. 
I.  Grundlagen  der  allgemeincn  l-iuiktionculeliro  :  A.  Pringsheim  in 
Miiuchen.  —  2.  Differential  u.  Integralrechn.  :  A.  Voss  i.  Wùrzburg.  — 
i.  Beslimmte  Intégrale  :  G.  Brunel  in  Bordeaux.  —  4-  Gewohnl.  Differen- 
lialgleichgn.:  P.  Painlevé  in  Paris.  —  5.  Partielle  Differenlialgleichungen  ; 
E.  V.  \Veber  in  Miinchen.  —  G.  Ivonlinnicrliciie  Transformalionsgruppen  : 
L.  Maurer  in  Tiibingen.  —  7.  RandwirlauCgaben  :  a)  Gewuhnliche  Dill'eroii- 
lialgleichungen  :  M.  Bâcher  iu  Cambridge,  Mass  :  b)  Partielle  Dilferential- 
gleich.  d.  Poleutiaitheorie  :  H.  Burkhardt  in  Ziirich  und  W.  Fr.  Meyer  in 
Konigsberg  :  c)  Audere  partielle  Dilferentialgleichungen  :  A.  Sonunerfeld  iu 


')  Voir  L  Eiiselgucineni  iiia//u'/iuiti./ia\  u"  2,  p.    1  il   à  1.I4  ;    18(19. 
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Clausllial.  —  8.    Rcihenonlwickelungcn  :   H.    Biu'khardt    in   Zurich   uncl   A. 
Somiuorfold  in  Clauslhal,  —   9.  Variationsroclmuni>-  :  A.  Knosor   in   Dorpal. 

B.  Analtsis  komplextr  Grossen. 

I.  Allgeracino  Kunktionenlhcorie  :  W.  F.  Osgood  in  Cambridge,  Mass.  — 
1.  Algebraische  Funklioiion  und  ihre  Intégrale  :  \N".  \\'irlinger  in  luns- 
bruck.  —  3.  Baetininitc  Intégrale  :  H.  Burkhardt  in  Zurich.  —  4.  Lincare 
Diderenlialgloich.  :  H.  Burkhardt  in  Zurich.  —  4  b.  Kugelfuuktionen  u.  dgl.: 
A.  NVangerin  in  Halle.  —  5.  ZS'ichilinearc  DilTerentialglcich.  :  P.  Paiulevé  iu 
Paris.  —  6.  Umkchrfunktionen  :  a)  EUiptischc  Funktioneu  ;  W.  llarkness 
in  Bryn  Mawr  Coll.,  Pa  ;  b)  Aberschc  Funktionen  :  W.  Wirlinger  i.  Inns- 
bruck  ;  c)  Automorpho  Funktionen  :  R.  Fricke  i.  Braunschw.  —  7.  ïheta- 
lunklionen  :  A.  Krascr  in  Slrassburg  und  W.  \Virtinger  in  Innsbruck.  — 
8.  Funktional-Gleichungen  u.  Opcrationcn  :  S.  Pincherle  in  Bologna. 

Ce  fascicule  comprend  les  trois  premiers  articles  de  la  lettre  A.  Le  pre- 
mier (p.  I  à  53),  consaci'é  aux  notions  fondamentales  de  l'étude  des  fonctions. 
est  rédigé  par  M.  A.  Pringsheim.  Dans  la  partie  historique  l'auteur  passe 
en  revue  les  phases  par  lesquelles  a  passé  la  notion  de  fonction  depuis  le 
sens  que  lui  a  donné  Euler  jusqu'au  cas  tout  à  fait  général  défini  par  Diri- 
chlil.  Puis  il  examine  successivement  ce  que  l'on  entend  par  valeur  limite, 
valeur  infinie,  fonction  continue,  fonction  dilférentiablc  et  forme  indétermi- 
née. Viennent  ensuite  les  définitions  relatives  aux  discontinuités  et  aux  sin- 
gularités d'une  fonction.  L'article  se  termine  par  un  paragraphe  consacré  au 
cas  général  d'une  fonction  de  plusieurs  variables. 

Dans  le  second  article  M.  A.  Yoss  présente  un  résumé  du  calcul 
différentiel  et  intégral.  Il  expose  d'abord  la  notion  de  dérivée  d'une  fonc- 
tion d  une  variable  et  le  théorème  des  accroissements  finis  ;  puis  il  passe  au 
cas  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  :  dérivées  partielles,  différentielle 
totale,  dérivées  partielles  d  ordre  supérieur.  Le  paragraphe  consacré  aux 
applications  contient  les  propriétés  qui  ont  trait  aux  développements  d'une 
fonction  d'une  on  de  plusieurs  variables;  dans  cet  exposé  il  est  tenu  compte 
des  travaux  récents  de  Schecffer,  Peano,  Stolz,  Dantzer  et  d  autres.  Ou  passe 
ensuite  au  calcul  intégral.  L  auteur  résume,  pour  le  cas  des  fonctions  d  une 
variable,  les  propriétés  fondamentales  des  intégrales  indéfinies,  puis  celles 
des  intégrales  finies  avec  les  deux  théorèmes  de  la  moyenne.  Puis,  il  aborde 
le  cas  général  d  une  fonction  de  plusieurs  variables.  Les  théorèmes  de 
Cirecn  et  de  Stokes,  et  la  dilférenlialiou  à  indices  quelconc[ues  font  1  objet 
d'un  paragraphe  spécial. 

M.  Voss  u  a  pas  omis  de  consacrer  quch[ues  pages  aux  inti'graleurs,  aux 
inlégraphes  et  à  l'analysateur  harmonique  (').  D'après  lui  l'iulégralenr 
Amsier,  dont  le  premier  modèle  remonte  à  Tannée  i854,  reste  toujours  le 
meilleur  au  point  de  vue  (le  la  simplicité  et  de  lélégance.  C'est  en  effet  aussi 
le  plus    répandu  :    on  le  trouve,  en  Allemagne    surtout,  entre  les    mains    de 


(')  Nous  saisissons  cette  occasion  pour  exprimer  notre  élonnemenl  au  sujet  de 
l'ignorance  complète  clans  laquelle  on  laisse  eneore  bien  des  éludiants,  uiènu>  dans 
les  écoles  techniques,  pour  tout  ce  rpii  eoncerne  ces  iiistrunietits .  Il  y  a  là  des 
applications  livs  simples  des  noliotis  ensi'ifcnéi's  dans  les  eoiirs  (l'analyse  et  de 
méranirpie.  U  est  vrai  que  dans  bien  des  élablisseuienls  la  collei-ticm  des  modèles 
et  instruments  <lestinés  à  l'enseignement  niathénialicpie  ne  se  ré<luil  eneore  guère 
qu  à  un  compas  !  et  encore! 
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beaucoup  cringénicurs  cl  d  architectes  et  dans  bien  des  administrations  pour 
lo  cadastre. 

Ce  fascicule  se  termine  par  la  première  partie  du  chapitre  relatif  aux 
intégrales  définies.  M.  Brunel  y  fait  l'exposé  des  théorèmes  généraux  con- 
cernant les  intégrales  définies,  les  intégrales  définies  généralisées  d'après 
Riemann  et  Jordan,  ainsi  que  les  différentes  définitions  que  l'on  donne  de  la 
fonction  F  [a).  * 

11  n'est  guère  besoin  d  ajouter  que  tous  les  théorèmes,  ainsi  que  les  auteurs 
cités  sont  accompagnés  des  indications  bibliographiques  destinées  à  per- 
mettre au  lecteur  de  recourir  aux  mémoires  originaux. 

H.   Fehr. 

BouTV  (E),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Progrès  de 
l'Electricité.  Oscillations  hertziennes.  Rayons  cathodiques  et 
rayons  X  II''  Supplément  au  Cows  de  physique  de  l'Ecole  Polrtechnif/iie, 
j)ar  Jamin  et  Bouty).  In-8,  avec  4^  fig-  et  i  pl.;  1899.  3  fr.  5o. 

Les  progrès  de  rélcclricité,  dans  ces  dernières  années,  justifient,  à  coup 
sûr,  ce  Volume  supplémentaire  du  Cours  de  Physique  de  Ja.min  et  Bouty. 
L'Auteur  a,  du  reste,  traité  la  question  dune  façon  tout  à  fait  indépendante 
du  Cours  lui-même,  de  sorte  que  c'est  véritablement  une  situation  de  la 
Science  électrique,  à  ce  jour,  qu'il  a  présentée  au  public.  Il  est  inutile  de 
dire  C[ue  les  oscillations  hertziennes,  les  rayons  cathodiques  et  les  rayons  X 
ont  été  étudiées  comme  il  convient  dans  ce  nouvel  ouvrage. 
Voici  les  litres  des  neuf  chapitres  que  comprend  ce  volume  : 
I.  Généralités.  —  11.  Appareils  et  méthodes  de  mesures  :  systèmes  d'uni- 
tés. —  III.  Electrolytcs,  diélectriques.  —  iv.  Magnétisme.  —  v.  Courants 
alternatifs.  Moteurs  à  courants  alternatifs.  —  vi.  Courants  de  haute  fré- 
quence. Vitesse  de  propagation  des  perturbations  instantanées. —  vii.  Oscil- 
lations hertziennes.  —  viii.  Décharge  disruptive.  —  ix.  Les  rayons  catho- 
diques et  les  rayons  X. 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences,  t.  CXXIX; 

Paris,  Gauthier-Villars,  1899. 

N"  I  (3  juillet).  —  L.  PicART  :  Sur  la  suppression  des  essais,  dans  le  cal- 
cul des  orbites  paraboliques.  —  E.-O.  Lovktt  :  Sur  les  transformations  des 
droites.  —  C.  Guiciiard  :  Sur  les  surfaces  de  M.  Voss.  —  Le  Vavassecr  : 
Les  groupes  d  ordre  16  p,  p  étant  un  nombre  premier  impair.  —  P.  Pain- 
levé  :  Sur  le  développement  dune  branche  uniforme  de  fonction  analytique 
en  série  de  polynômes.  —  E.  Goursat  :  Sur  deux  équations  intégrales  du 
second  oi'drc.  —  J.  Freduolm  :  Sur  une  classe  d'équation  aux  dérivées  par- 
tielles. —  N.  Saltykow  :  Considérations  sur  les  travaux  de  MM.  S.  Lie  et 
A.  Mayer. 
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N'^  2  (10  juillet).  —  P.  Paixlevé  :  Sur  le  développement  des  foncliou!<  ana- 
lytiques de  plusieurs  variables. 

N*5  3  (17  juillet).  —  E.-O.  LovETT  :  Sur  les  transformations  des  droites.  — 
C.  GuicHARD  :  Sur  la  théorie  générale  des  congruences  de  cercles  et  de 
sphères. 

N"  4  ('^4  juillet).  —  N.  S.VLTYKOw  :  Sur  la  théorie  des  équations  aux  déri- 
vées partielles.  —  E.  Maillet  :  Sur  les  équations  indéterminées  de  la  forme 
x''  -\-y''  z^cz''.  —  A.  De.moulin  :  Sur  une  correspondance  entre  deux  espaces 
réglés. 

N°  5  (3i  juillet).  —  E.  Vallier  :  Sur  la  loi  des  pressions  dans  les  bouches 
à  feu.  —  E.-O.  Lovett  :  Sur  les  équations  de  Pfaff.  —  H.  Dulac  :  Sur  les 
cols  des  équations  différentielles. 

rs'°  6  (7  août).  —  Appell  :  Sur  les  mouvements  de  roulement  ;  équations 
du  mouvement  analogues  à  celles  de  Lagrange. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  rédigé  par  M.M.  G.  Dakbolx  et 
J.  Ta.n.nery  ;  2"=  série,  t.  XXIII,  1899.  Prix  d'abonnement  annuel  :  Paris, 
18  fr.;  France  et  Union  postale,  20  fr.;  Paris,  Gauthier-Yillars. 

Janvier.  —  E.-O.  Lovett  :  Sur  les  inconvénients  projectifs  d  un  système 
de  in  -\-  I  points  dans  1  espace  à  n-\-  i  dimensions. 

Février,  —  C.  Cailler  :  Note  sur  l'équation  diflércntielle  de  Laplace  et 
sur  une  formule  d'Abel. 

Mars.  —  E.  Lixdelcu  :  Démonstration  élémentaire  de  1  e.xistence  des 
fonctions   implicites. 

Avril.  —  C.  Blkali-Fouti  :  Sur  les  rotations. 

Mai.  —  N.-J.  Hatzidakis  :  Trois  formules  très  générales  relatives  au.v 
courbes  dans  l'espace. 

Juin.  — E.  Picard  :  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre.  —  Tzitzéica  :  Sur  la  déformation  des  quadriques  de  révo- 
lution. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  t.  XXVIl,  1899. 

Fasc.  2.  —  Andrade  :  Sur  quelques  paradoxes  de  statique  non  eucli- 
dienne. —  C.  Bourlet  :  Elude  théorique  sur  la  bicyclette  (seconde  partie). 
—  Ch.  BiocHE  :  Mémoire  sur  les  surfaces  de  troisième  ordre  qui  admettent 
pour  ligne  asymptotique  une  cubique  gauche.  —  De  Montciieuil  :  Etude  sur 
les  surfaces  réelles  définies  par  léqualion  ç  ^, ^,  ^  o.  —  Lé.meray  :  Sur  les 
équations  fonctionnelles  ([ni  caractérisent  les  opérations  associatives  et  les 
opt-rations  distributives.  —  II.  Dti'ORT  :  Sur  les  hypotiièses  fondamentales 
de  la  Géométrie. —  De  Polig.nac  :  Sur  un  théorème  de  Tait.  —  E.  DuroRcii  : 
Sur  une  généralisation  de  la  transformation  de  Lie.  —  Pai.nlevk  :  Sur  le 
calcul  fies  intégrales  d  un  système  différentiel  par  la  méthode  de  Cauchy- 
Lipschitz. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Toulouse 
pour  les  sciences  mathématicjnes  et  les  sciences  |)liysi([ues,  public'cs  sous 
les  auspices  du  ministère  de  l'Instruction  publit[U(!,  par  un  Comité  de 
rédaction   composé  de  professeurs  de  mathémati([ues,  de  physique  it  île 
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chimie  de  la  faculté.  —  i^  série,  l.  I,  1899,  Paris,  Gaulhier-Yiliars  :   Tou- 
louse, 1](J.  Privai. 

2'  fasc.  —  yi.  Skrvaxt  :  Essai  sur  les  séries  divergentes.  —  H.  Bonasse  : 
Sur  les  courbes  de  déforaialion  des  (ils.  —  E.  Delasscs  :  Sur  l'équilibre  des 
systèmes  articulés. 

Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  journal  des  (  audidais  aux  écoles 
spéciales;  à  la  licence  et  à  lagrégalion,  dirigé  par  C.  A.  Evisant  et  X.  Ax- 
TOMARi  :  3*^  série,  t.  XA'II,  1899.  Prix  d  aljonnement  annuel  :  Paris,  1 5  fr.  ; 
départonients  et  union  postale,  17  fr.:  autres  pays,  -lo  f r  ;  Gauthier- 
Yillars. 

Mai.  —  R.  Bricard  •  Deuxième  concours  des  «  Nouvelles  Annales  <>  pour 
1898.  —  V.  NoBiLE  :  Note  de  Géométrie  cinématique.  —  H.  Eaurext  :  Sur 
les  nombres  premiers. 

Juin.  —  F.  Caspary  :  Applications  des  méthodes  de  Grassmann  :  vecteurs 
dans  le  plan  ;  définitions  ;  propriétés.  —  Genèse  :  Sur  quelques  intégrales.  — 
Stuyvaert  :  Point  remarquable  dans  le  plan  d'une  cubique. 

dx  dXf 

Juillet.  —    E.    Eacour  :    Sur   l'équation    d"Euler  — =^^  =  — ,  .    — 

A.  Pleskot  :  Limites  des  racines  d  une  équation  n'ayant  que  des  racines 
réelles.  —  L.  Ripert  :  Sur  l'homographie  et  la  dualité  appliquées  aux  pro- 
priétés métriques  de  Icspace. 

Août.  —  L.  AuTONNE  :  Sur  le  rapport  aniiarmonique.  —  Combeliac  :  No- 
tions élémentaires  sur  les  groupes  de  substitution.  —  O.  Boklen  :  Note  sur 
une  surface  étudiée  par  Painvin.  —  G.  de  Longcuamps  :  Les  courbes  images 
et  les  courbes  symétriques. 

Bulletin  de  la  Société  Philomathique  de  Paris,  fondée  en  1788  ; 
9*^  série,  t.  I,  n''-'  i  ;  Paris,  189g. 

G.  Candido  :  Note  de    trigonométrie  rectiligne. 

Mathesis,  Recueil  mathématique  à  lusage  des  écoles  spéciales  et  des  éta- 
blissements d  instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansion  et  J.  Neuberg  ; 
2^  série,  t.  L\,  1899.  Prix  d'abonnement  annuel  :  Belgique,  7  fr.  5o  ; 
(■■tranger,  9  fr.    (iand,  A.  Hoste  ;  Paris,  Gaulhier-Yiliars. 

Mai.  —  Jerabek  :  Courbes  polaires  réciproques  des  épicyclo'ides  et  des 
hypocycloïdes.  —  L.  Orlando  :  Applications  de  l'inversion. 

Juin.  —  P.  ^LvNsio.N  :  Continuité  analytique  et  continuité  vulgaire.  — 
G.  LoKiA  :  Ciénéralisation  d'un  problème  de  minimum.  —  G.  Gérard  :  Sur 
le  point  de  l-'régier. 

Juillet.  —  PiKONDiM  :  Sur  la  sj)irale  logarillunique.  — A.  Dimoulin  :  Pro- 
priété des  lignes  asyniptoliques  d  une  surface  réglée.  —  L.  Colondo  :  Sur 
le  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés. 

Août -septembre.  —  G.  Fontené  :  Construction  du  polygone  de  dix-sept 
côtés.  —  L.  Ripert  :  Sur  les  transformations  ipiadratiques  involufives.  — 
I)i;gm;ldre  :  Sur  deux  faisceaux  de  coniques. 
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Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques,  rédigée  sous  les 

iiuspiccs  (le  la  Société  matliéuialiqiu-  d  Amsterdam,  par  Ph.  SciiouTi;,  D.-J. 
KoRTEWF^,  J.-C.  Ki-UYVER,  W.  Kai'Tky.n,  P.  Zeeman  ;  l.  VII  (■2'=  partie)  : 
octobre  1898-avril  1899  ;  Prix  d'abonnement  annuel  :  4  FI-  \^  'i"-  Jo); 
Amstoidam,  F.eipziii',  Paris,  Londres  et  Ediinbourj^. 

Celle  importante  revue  de  bibliograpbie  mathématique  a  pour  but  de 
«  faire  connaître,  'sans  délai  de  queli[uc  importance,  le  titre  et  le  contenu 
principal  des  mémoires  mathématiques  publiés  dans  les  principaux  jour- 
naux scientifiques  ».  C  est  un  précieux  instrument  de  travail,  dont  la  publica- 
tion fait  le  plus  grand  honneur  à  la  Société  mathématique  d  Amsterdam.  Les 
savants  qui  se  sont  consacrés  à  cette  œuvre  avec  tant  de  dévouement  y  ont 
apporté  un  esprit  de  précision  cl  de  clarté  qui  ont  jiour  résultat  de  rendre 
les  recherches  très  faciles.  La  classification  adoptée  est  celle  du  Répertoire 
bibliographique  des  sciences  mathématiques. 

Nous  signalons  avec  d'autant  plus  d'intérêt  la  Revue  semestrielle  à  latten- 
lion  des  mathématiciens  et  des  professeurs  qu'elle  n'est  pas,  nous  semble- 
t-il,  aussi  connue  qu'elle  mériterait  de  l'être.  En  réalité,  pas  un  homme  s  oc- 
cupant de  la  science  mathématique  par  goût  ou  par  profession,  ne  devrait  se 
priver  d'un  pareil  secours,  s'il  désire  se  tenir  sans  efl'ort  au  courant  des  tra- 
vaux qui  se  publient  ([uolidicnnement. 

Journal  de  mathématiques  élémentaires,  publié  par  H.  Vlibert  ; 
23"^  année,  1898-1899.  Prix  d  abonnement  annuel  :  France,  j  fr.:  étranger, 
G  fr.;  Paris,  Nony. 

La  2jf  année,  qui  se  termine  par  le  n''  20  (  i ')  juillet)  contient  les  articles 
i[ue  nous  énumérons  ci-tlessous  : 

G.  FoNTF.xÉ  :  Sur  la  division  en  aritliméti([uc.  —    P.  Bakrikn  :    l'étude  élé- 

uuMitaire  sur  les  variations  du  trinôme   bicarré.  —  J.  Gikou  :  \  ariations  de 

,     r         .  ax- 4- b.r -{- c  .     ,,  ,.  •  ... 

la  fonction  v  :=      .    , .  —  A,  .Mork.vux  :  Lomparaison  tceouutrique 

■'         a'x' -\-b'x-\-c'  '  "  ^ 

de  deux  différences  entre  les  trois  moyennes  arithmétii[ue,  gi''omélrit[ue  et 
liarmonitjue .  —  A.  Yacqcaxt  :  Sur  l'existence  du  triangle  équilatéral.  — 
il.  Fo.NTENÉ  :  Sur  la  théorie  des  parallèles.  —  J.  Girod  :  Sur  la  démonstra- 
tion du  théorème  de  Ccva.  —  M.  d  Ocagxe  ;  Sur  les  normales  à  1  ellipse.  — 
N'oGT  :  Sur  la  distinction  des  points  d  une  sécante  intérieure  ou  extérieure  à 
une  conique.  —  Arnolld  :  Sur  les  directions  de  Monge  des  cylindres  de 
révolution.  —  Yogt  :  Récipro([ues  des  théorèmes  de  Dandelin.  —  Th.  Ca- 
KONNET  :  Elude  géométrique  de  léquilibre  d  un  corps  sur  un  plan  incliné 
poli. 

L'Education  mathématique,  jminial  pii!)lii-   par  Ch.  Bioche  et  11.  Vii- 

liiir.r:  i''  année,  1898-1899.  Pi-ix  d  abonnement  annuel  :  l'^rance.  5  fr.: 
étranger,  G  fr.;  Paris,  Xony. 

Le  n"  (ij  juillet)  termine  la  première  année  <le  celte  intéressante  publica- 
tion. Parmi  les  notes  publiées,  nous  relevons  celles  dont  voici  les  titres  : 

Multiplication  rapide  d'un  nombre  par  11  et  par  iii. —  Procédé  de  forma- 
tion des  caractères  de  divisibilité.  —  Sur  la  décomposition  des  polynômes 
<'n  produits    de  facteurs.  —    Petites   remar([ucs  sur   le  calcul  des  quantités 
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qui  renferment  des  radicaux.  —  Petites  remarques  sur  la  résolution  de 
l'équation  du  second  degré.  —  Mise  en  équation  des  problèmes  d'algèbre 
et  en  particulier  de  ceux  se  rapportant  à  la  Géométrie.  —  La  Géométrie  est- 
elle  «  l'art  de  raisonner  juste  sur  des  figures  fausses  »?  —  Remarques  sur 
les  relations  métriques.  —  C.  Couturier  :  Sur  les  constructions  en  Géomé- 
trie. —  Sur  les  conditions  de  possibilité  de  construction  d  un  triangle.  — 
Quelques  propositions  utiles  dans  la  construction  des  triangles.  —  Maurel  : 
Construction  géométrique  des  côtés  des  décagones  réguliers.  —  Remarques 
relatives  aux  constructions  géométriques.  —  Démonstration  géométrique  de 
l'identité  (a  -\-  hf  =  a-  -\- 1  ah  -j-  h- .  —  Lieux  géométriques  plans.  —  Remar- 
ques générales  sur  les  démonstrations  géométriques.  —  Remarcjucs  sur 
tjuclques  méthodes  générales  employées  eu  Géométrie. 

Revue  des  mathématiques  spéciales,  rédigée  par  MM.  E.  Humbkrt  et 
G.  Papelier  ;  9=  année,  1898-1899.  Prix  d  abonnement  annuel  :  France, 
8  fr.;  étranger,  9  fr.;  Paris,  Nony. 

N"  9  (juin  1899).  —  Cil.  Méray  ;  Sur  un  déterminant  dont  celui  de  Yan- 
dermonde  n'est  qu  un  cas  particulier. 

X'^  10  (juillet  1899).  —  G.  FoNTENÉ  :  Envcloj)pc  d"un  côté  d'un  rectangle 
inscrit  à  un  rectangle  donné. 

rs'°  II  (août  1899).  —  Note  sur  la  correction  de  1  épure  de  Géométrie  des- 
criptive au  concours  d  admission  à  l'Ecole  polytechnique.  —  Ch.  Méray  : 
Sur  la  mesure  de  la  zone  sphérique.  —  J.  Paoli  :  Sur  l'abaissement  des 
équations  réciproques;  explication  d'un  artifice. 

Bulletin  de  l'Enseignement  technique,  2^  année,  1899;  Prix  d'abonne- 
ment annuel  :  France,  6  fr.;  étranger,  7  fr.;  Paris,  Nony. 

Cette  très  utile  publication,  fondée  en  1898,  paraît  en  général  tous  les 
quinze  jours.  Elle  renferme  une  précieuse  collection  de  documents  officiels, 
comprenant  les  arrêtés  ministériels,  les  programmes,  etc.,  et,  dans  une 
i"^  partie,  des  études  sur  différentes  sujets.  Xous  y  relèverons  à  l'occasion 
ce  qui  pourra  présenter  de  l'intérêt  au  point  de  vue  mathématique, 

Revue  générale  des  sciences  pures  et  appliquées,  directeur  L.  Oli- 
vier ;  10*^  année,  1899.  Prix  d'abonnement  annuel  :  Paris,  20  fr.;  départe- 
ments, 11  fr.;  union  postale,  23  fr.;  G.  Carré  et  C.  Xaud. 

Ce  recueil,  dont  l'éloge  n'est  plus  à  faire,  et  dont  la  haute  autorité  scien- 
tifique est  désormais  établie,  consacre  à  la  science  mathématique  une  impor- 
tante partie  de  sa  bibliographie.  Les  articles  originaux  sur  les  mathéma- 
tiques sont  plus  rares.  Nous  ne  manquerons  pas  de  les  signaler  à  l'occasion. 
Le  n"  7  (i5  avril)  contient,  de  M.  H.  Poi.ncaré  et  sous  le  titre  :  Réflexions 
sur  le  calcul  des  probabilités,  une  étude  digne  d'attirer  à  la  fois  l'attention 
des  géomètres  et  des  philosophes. 

Jahrbuch  ueber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begriiudet  von  Carl 
OuRT.MAN.N,  im  Verein  mil  andereu  Matliematikern  und  unler  besonderer 
Mitwirkung  der  Herren  Félix  Mïiller  und  Albert  Wa.ngerin  herausgege- 
ben  von  E.mil  Lampe.  —  T.  28,  année  1897  (en  3  fascicules)  ;  i"'''  fascicule- 
un  vol.  in-8"  de  416  P-  1899,  Georg  Reimer,  Berlin. 

Nous  attirons  tout  particulièi'cMuonl    lalleutioM   de   nos    lecteurs   sur    cette 
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importante  publication  qui  a  déjà  rendu  de  très  grands  services  aux  matlié- 
niaticiens.  Chaque  volume  du  Jahrbuch  donne  le  résumé  de  toutes  les 
publications  mathématiques,  périodiques  ou  autres,  parues  dans  l'intervalle 
d  une  année.  Les  divers  articles  sont  réunis  par  ordre  de  matière.  Grâce  à 
celte  classification  on  peut  se  rendre  compte,  chaque  année,  des  progrès 
réalisés  dans  les  divers  domaines. 

Le  tome  28  se  rapporte  aux  publications  parues  en  1897.  Le  premier  fas- 
cicule qui  seul  vient  de  paraître  contient  les  sections  suivantes  ; 

I.  Histoire,  philosophie,  pédagogie.  —  11.  Algèbre.  —  m.  Arithmétique 
élémentaire  et  supérieure.  —  iv.  Analyse  combinatoire  et  calcul  des  varia- 
tions. —  v.  Séries.  —  vi.  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  vu.  Théorie  des 
fonctions. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  gegrundct  von 
A.-L.  Ckiille,  182G,  licrausgegêbea  \on  L.  Ficns.  Band  120,  1899.  Georg 
Reimer,  Berlin. 

Heft  I.  —  IIoRX,  J.  :  Ueber  das  Yerhalten  der  Intégrale  einer  linearen 
Differential  gleichung  erster  Ordnung  in  der  Umgcbung  einer  Unbes- 
timmtheitsstelle.  —  Hermès,  O.  :  Die  Formen  der  Yielflache.  —  Nelmann, 
Eknst  :  Zur  Poisson  schen  Théorie  der  Elcktrostatik. 

Heft  1.  —  Hensel,  K.  :  Ueber  diejenigen  alge'braischen  Korper  welche 
aus  zvvei  andern  componirt  sind.  —  H.vuck,  Glido  :  Nochmals  die  recipro- 
ken  Figuren  der  graphisciien  Statik.  —  ^V.\LLE.^■BERG,  G.  :  Ueber  eine  Klasse 
nicht  lincaror  Difrorentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  —  S.\.\i.schùtz.  L.  : 
Ueber  einen  bosondern  Kettenbruch  mit  negativen  Theilzâhlern.  —  Ckaig. 
TuoMAs  :  Application  of  certain  partial  differential  équations  derived  from 
Codazzis  équations. 

Heft  3.  —  KoTTEK,  Fritz  :  Der  Bodendruck  von  Sand  in  verticalen  cylin- 
drischen  Gefassen.  —  Saalschûtz,  L.  :  Ueber  einer  besonderen  Kettenbruch 
mit  negativen  Thcilzahleru.  —  Kneser,  Ad.  :  Untcrsuchung  und  asymptotis- 
che  Darstellung  der  Intégrale  gewisser  linearcr  Differentialgleichungen  bei 
grosscn  reellen  Wcrthen  des  Arguments.  —  Preisaufgabe  der  F'iirstlich 
Jablosowskischex  Gesellschafl  fur  das  Jahr  1902  ('). 

Mathematische  Annalen,  hcrausgegebcn  von  F.  Klei.n.  NV.  Dvck,  Ad. 
.Mayer,  t.  V2,  fasc.  I  (maij,  fasc.  2  et  3  (juillet);  1899,  Teubner,  Leipzig. 

Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht,  herausgegeben  vou  J.-C.-V. 

HoFK.MANN  ;   iO'^  auuée,  1899,   ToiiIjmoc.   Leipzig. 

N'^  5  (juillet).  —  G.  Hel.m  (I)rosden)  Ueber  das  Rcchncn  mit  Mas- 
scinheiten    beini   mathematisch-naturwisscnschafllichen    Unterricht. 

Dans  la  partie  bibliographique  M.  Dr.  Quenseu  donne  un  compte  rendu 
très  détaillé  (p.  377-382)  du  premier  numéro  de  VEnseigneinent  iiialhéiiia- 
tique.  Nous  lui  présentons,  ainsi  qu  à  M.  le  directeur  Hoffmann,  nos  plus 
vifs  remerciements  pour  laccueil  si  bienveillant  qu'ils  ont  lait  à  notre  re- 
cueil. 


(')  Voir  plus  haut,  ('hronitjuv,  j).    J6(j. 


3:^  ni'I-LETIN    niBLIOGRAPIlIOUE 

Unterrichtsblaetter  f.  Mathematik  u.  Natur-wissenschaft,  hcrausgc- 
geben  von  Prof.  I)''  B.  Schwalbe  unci  Pi*uf.  Fr.  Pietzkek  ;  5''  année,  n°  3, 
1899.  O.  Salle,  Berlin. 

F.  PiF.rzKER  :  System  uncl  Méthode  ini  e.xaklwissenscliaftlichen  Untei-riclil. 
—  C.  IIiLDF.iiR.vMJT  :  Ueber  die  Beliandliing  des  gebundeuen  Zeichncns  auf 
dcn  hoUei-en  Lehranstalten,  besonders  auf  deui  Realgyninasium. —  F'.Piclz- 
ker  :  Ueber  die  Bildiing  der  algeleiteten  piiysikalisclieu  Bcgriff'e. 

PaedagOgisches  Archiv,  herausgegeben  von  Prof.  C.  D.vii.n  ;  41e  année, 
n'^*  7  et  8.  1899.  Diii'r,  Leipzig. 

Atti  délia  Reale  Academia  dei  Lincei,  anno  296,  série  5'',  vol.  YIII, 
1°  et  12°  semestre,  1899;  Rendiconti  ;  iiomc,  tip.  dcU,  R.  ace.  dei  Loncei. 
Rcudicouti  dellordunanza  Solenne  dei  4  Gingno  1899. 

Fasc.  12  (18  juin).  — Fano  :  Un  teorcma  suUe  variela  algebriche  a  trc 
dimensioni  con  infinité  trasformazioni  proiettivc  in  se. 

F'asc.  a  (16  juillet).  —  Banal  :  Sulla  dcformabilita  délie  superficie  a  tre 
dimensioni. 

Fasc.  2  (16  juillet). 

Rendiconti  dei  Circolo  matematico  di  Palermo  ;  t.  XIII,  1899. 

Fasc.  3,    i  (mai,  juin,  juillet,  août).  —  Alagn'a  :  Délia  congruenze  binomic 

rispetto  ad  un  modulo  p  o  ad  una  potenza  di  csso,  nel  caso  in  cui sia 

MU  numéro  pi'imo,  ovvero  il  doppio  d'un  numéro  primo.  —  De  Francuis  : 
Riduzione  dei  sistemi  lineari  00''  di  curve  piane  di  génère  3,  per  A-  >  i.  — 
Gekbaldi  :  Sul  gruppo  seraplice  di  36o  colliueazioni  piane.  —  Dk  F"ranchis  : 
SuUe  rcti  sovrabbondanti  di  curve  piaue  di  geuere  2.  —  Bourlet  :  Sur  la 
détermination  de  la  surface  d'une  piste  de  vélodrome.  —  Lovett  :  Xote  on 
ihe  contact  Transformations  of  developable  Surfaces. 

Giornale  di  matematiclie  di  Battaglini,  coniiuué  par  A.  Capelli  :  vol. 
XXXYII,  1899.  Prix  d'abonnement  annuel  :  union  postale,  18  L. 

Mars-avril.  —  E.  Ciaxi  :  Sopra  la  conligurazionc  di  Kummer.  —  U.  Si.ak- 
l'is  :  Una  proprictà  dei  determinanti  dedotta  dal  concetto  di  sortituzione.  — 
Bruto  Mabolli  :  Di  una  classe  di  funzione  fini  te  c  continue,  non  sviluppa- 
bili  in  série  di  Fourier  nel  puuto.»  =  0.  —  D.  de  F'rancesco  :  Sopra  alcune 
formole  elementari  di  Geometria  non  euclidea.  —  Glelio  del  Pkute  :  Le 
omohraphie  c  corrclazioni  pernuntabili  fra  di  loro  in  uno  spazio  ad  un 
numéro  ([ualunque  di  dimensioni.  —  A.  da  Porto  :  Sulla  gencrazione.  per 
stelle  reciproche,  dcUe  quadriche  ad  un  numéro  qualunquc  di  dimensioni. 

Mai-juin.  —  A.  da  Porto  :  Sulla  generaziohe,  per  stelle  reciproche,  dellc 
<[uadrielie  ad  un  numéro  qualunquc  di  dimensioni.  —  A.  d'Alessandro  :  Sui 
gruppi  llamiltoniaui.  —  V .  de  Astis  :  Sul  sislemaditre  forme  ([uadratiche 
binaric.  —  F.  Stasi  :  Sul  sistema  di  due  quarliche  derivabili  da  una  mede- 
sima  quintica.  —  L.  Si.mgallia  :  Sulle  superficie  ad  area  minima  applicabili 
su  se  stcrse.  —  Franz  Meyer  :  Rapports  sullo  stalo  présente  délia  Teoria 
tleuli  iiivarianli. 
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El  Progreso  matematico,  revisla  de  matcmalicos  puros  y  aplioadas  ;  Di- 
roclor  :  D.-Z.-(i.  dk  G.vldeano  ;  série  2",  ano  I,  1899  ;  prix  d'aboiineiuenl 
semestriel  :  Espagne,  5  pesetas:  Etranger.  6  fr.;  Coro,  99,  Saragosse. 

X»*  2  (juin)  et  3  (juillet).  —  J.-J.  Dcr.vn-Loriga  :  Sobre  los  circulos  nota- 
bles del  triaugulo.  —  J.  Rius  y  Casas  ;  Relaciones  forinales  entre  dos  objc- 
los  rcciprocos.  —  Z.-G.  de  Galdeano  :  La  nialematica  y  su  ensefianga.  — 
Z.-G.  DE  Galdeano  :  La  modcrna  organizacio  de  la  matcmatica.  —  Grxo 
LoKiA.  —  Un  problema  di  aritnietica  que  se  encuenlra  eu  el  estudio  de  las 
rodoneas. 

American  Journal  of  Mathematics,  cdiied  by  S.  Ni:\ycomb  :  Vol.  XXI  ; 

prix  d  abonnement  annuel  ;    5   dollars  ;  Baltimore,  Johns  Hopkias  press, 

1899- 

X'^  3  (juillet).  —  L.-E.  Dickson  :  Détermination  of  tlie  structure  of  ail 
Linear  Homogcncous  Groups  in  a  Galois  Field  whicli  are  delîncd  by  a  qua- 
dratic  Invariant.  —  E.-M.  Blake  :  Upon  the  Rulcd  surfaces  generated  by  tlie 
plane  movements  wbose  Centrodes  arc  Congruent  Conics  Tangent  at  homo- 
logous  points.  —  J.-C.  Glasha>-  :  Quinquisection  of  the  Cyclotomic  Equation. 
—  J.-C.  Glasho.n  :  On  the  m  Fold  Section  of  the  Cyclotomic  Equation  in  the 
case  of  m  Prime. 

Ce  numéro  contient  en  outre  la  table  générale  des  matières  des  tomes 
XI-XX. 

NieuwArchief  VOOr  Wiskunde,  nitgegevendoor  het  \ViskundigGenoots- 
schap  te  Amsterdam,  onder  Redactie  van  J.-C.  Kluvver.  D.-J.  Korte- 
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Dans  toutes  les  directions  do  la  Pensée 
la  Métaj)h_vsi({iie  commence  où  la  clartc 
finit;  elle  oflfrc  ses  services,  anssilùl  (jue  ht 
science  refuse  les  siens. 

(SCLI.Y   PuiUllU.M.ME.) 


Pour  nous,  le  lait  le  plus  oertuiii,  c'est  que  uous  existons.  Ce 
tait  nous  est  révélé,  non  pas,  comme  le  disait  Descartes,  parce 
«[ue  nous  pensons,  mais  parce  que  nous  sentons,  parce  (|ue 
uous  avons  des  sens,  parce  que  nous  avons  de  la  .se/isi//ili(c. 

Nous  avons  en  outre  quehjuc  chose  qui  nous  lait  conserver,  ou 
([ui  lait  que  nous  crovons  conserver  en  itous  1  impression  des 
sensations  (.Ifjii  perçues,  et  cela  dans  Tordre  où  elles  ont  été  per- 
çues; ce  quel([ue  chose  est  la  />ic/)ioire.l\  la({uelle  est  liée  la  notion 
du  temps. 

Ces  impressions  (|ue  nous  croyons  conserver  sont  des  idées. 
X.'inleUiiicncc  est  le  pouvoir  <[ue  nous  avons  d  associer  des 
idées,  de  les  comparer,  de  conclure  que  nous  pouvons  ressentir 
des  impressions  analogues  à  celles  que  nous  avons  déjii  (''juou- 
vées  ;  les  inq>ressions  (jue  nous  n'avons  ])as  reçues  et  (pie  n(»us 
concevons  sont  encore  des  idées.  Penser,  c  est  avoir  îles  niées  el 
1<'S  combiner. 

Nous  pensons  :  i"  parce  ([ue  nous  avons  de  la  sensibilité  ; 
•j."  parce  que  nous  avons  de  la  mémoire  ;  ?y  parce  (pic  nous  a\  ons 
de  rintelligence  ;  et  en  résumé  parce  que  nous  existons. 

.le  crois  (jue  Toi-igine  de  toutes  nos  idées  se  trouve  dans  nos 
sens.  On  a  allirmi-  (pi  il  v  avait  des  niées  innées,  c'esl-ii-ilirc  avani 
une  autre  origine.  Je  voudrais  que  l'on  me  citât  une  pareille 
idée.  Pour  ma  part,  je  ncn  connais  i)as  ;  je  ne  peux  pas  prouver 
(pi  il  n'eu  existe  pas,  je  me   boine  ii  dire  tpie  je  iTen  ai   jamais  eu 

I  jisri^nenicnl  ni;itli .  •  ' 
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de   pareilles  ;   et,    qu'il   en    existe    ou    quil    n'en   existe    pas,  je 
n'aurai  pas  à  m'en  préoccuper  dans  la  suite. 

Jusqu'ici  je  n'ai  fait  que  constater  un  état  de  choses  évident  : 
nous  avons  de  la  sensibilité,  de  la  mémoire,  de  l'intelligence. 
Pour  continuer,  je  vais  faire  des  hypothèses  ;  rien  ne  prouve  leur 
légitimité  a  priori,  mais  en  les  admettant  j'expliquerai  bien  des 
choses  sans  rencontrer  de  contradictions. 

Notre  première  hypothèse  peut  se  lormuler  ainsi  :  nos  sensa- 
tions sont  produites  par  des  choses  qui  sont  en  dehors  de  nous, 
dont  l'existence  est  indépendante  de  la  nôtre  ;  les  unes  sont 
matérielles  et  impressionnent  directement  nos  sens,  les  autres 
sont  incapables  d'impressionner  directement  nos  sens  et  sont 
analogues  au  moi;  ce  sont  des  choses  qui,  si  je  puis  m'exprimer 
ainsi,  sont  d  autres  moi. 

Je  ferai  cette  hvpothèse  que  deux  choses  matérielles,  ou,  comme 
l'on  dit,  deux  corps,  occupent  des  positions  distinctes,  ce  qui 
revient  a  admettre  la  notion  de  Vespace;  en  outre,  j'admettrai 
(![u'un  corps  peut  changer  de  place,  c'est-à-dire  peut  être  déplacé. 

La  notion  de  temps  s'impose  ;  et  lorsqu'un  déplacement  a  lieu 
effectivement  dans  le  temps  et  dans  l'espace,  il  devient  un  niou- 
cemeni. 

Il  est  bien  difficile  de  nier  l'existence  du  temps  ;  on  peut  nier 
celle  de  l'espace  ;  mais  ce  qu'on  ne  peut  pas  me  contester,  c'est 
que  j'ai  le  droit  de  tirer  de  l'hypothèse  de  leur  existence  les  con- 
clusions logiques  qu'il  me  plaira  d'en  tirer,  tant  que  ces  conclu- 
sions ne  seront  pas  contradictoires. 

Il  me  semble  que  je  puis  agir  sur  la  matière  pour  la  déplacer, 
la  transformer,  comme  il  me  semble  qu'elle  agit  sur  mes  sens  ; 
j^ldmets  que  cette  action  est  réelle,  ou,  si  vous  prêterez,  quand  je 
dirai  ([ue  j'agis  sur  la  matière  ou  que  la  matière  agit  sur  moi,  il 
faudia  sous-entendre  ces  mots  il  /ne  semble  que...,  ou  tout  se 
passe  pour  moi  comme  si... 

Cela  bien  entendu,  voyons  cpielle  est  la  raison  de  nos  actes. 
Sans  que  nous  puissions  précisément  définir  la  jouissance  ou  la 
souflrance,  nous  savons  qu'elles  ont  une  existence  très  réelle  et 
qu'elles  sont  susceptibles  de  plus  et  de  moins;  quand  nous  allons 
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accomplir  un  acle  nous  croyons  savoir  qu'il  va  nous  procurer 
des  jouissances  ou  des  soud'rances  ;  nous  crovons  savoir  égale- 
ment cpie  si  nous  ne  l'accomplissons  pas  il  en  résultera  d'autres 
jouissances  ou  d'autres  souffrances.  Nous  nous  décidons  dans  le 
sens  qui  nous  procure  le  plus  de  satisfaction  ou  le  moins  de 
désagrément  ;  ce  qui  fait  que  nous  nous  décidons  est  ce  que 
j'appelle  la  folonfé. 

Xos  actes  peuvent-ils  être  prévus,  notés  à  l'avance  par  une 
intelligence  supérieure,  comme  nous  prévoyons  certains  phéno- 
mènes, d'après  ce  que  l'on  appelle  les  lois  de  la  nature  ?  Je 
n'en  sais  rien,  c'est  un  mvstère  que  je  n'essaierai  pas  de  péné- 
trer ;  au  surplus  il  n'y  a  là,  je  crois,  qu'une  querelle  de  mots,  et 
pour  ce  qui  va  suivre,  je  n'aurai  pas  besoin  de  trancher  la 
question. 

Le  but  que  je  me  propose  dans  ce  qui  va  suivre  est  de  mon- 
trer comment  se  forment  et  se  développent  les  connaissances 
humaines  et  comment  on  peut  arriver  à  la  connaissance  du  plus 
grand  nombre  de  vérités. 

Le  but  dos  sciences  est  la  recherche  des  vérités  et  leur  classi- 
iication  dans  un  ordre  méthodique,  de  manière  à  les  retenir  plus 
facilement.  La  Philosophie  est  la  science  par  excellence,  c'est 
l'ensemble  de  toutes  les  sciences  ;  elle  a  pour  but  d  étudier  leurs 
procédés  généraux,  leur  classification,  leurs  allluités. 

Et  d  abord  il  iiKit  bien  nous  rendre  compte  de  ce  cpie  nous 
appeh»ns  une  vérité.  L  origine  de  nos  connaissances  se  trouve 
dans  nos  sens  ;  or  ces  sens  ne  nous  transmettent  que  des  impres- 
sions dont  la  cause  nous  restera  éternellement  inconnue;  et  pour 
classer  ces  impressions,  bien  plus  que  pour  nous  en  rendre  un 
compte  exact,  nous  avons  fait  (juclques  hypothèses.  J'appellerai 
vérité  tout  ce  qui  ressortira   logi([uement  de  ces  hypothèses. 

La  vérité  n'a  donc  rien  d'absolu  ;  elle  est  toute  relative  ii  l'idée 
que  l'on  se  lait  d'un  monde  qui  n'existe  peut-être  pas,  et  sur 
lef[uel  nous  avons  ceitainement  des  idées  lausses,  ainsi  que 
jt>  le  d('montrerai,  lorscpie  j  analvserai  la  notion  ([ue  nous  nous 
faisons  de  l'espace. 

Descartes  croit  que  nous  pouvons  connaître  la  vérité  absolue 
parce  que  Dieu  n'a  pas  voulu  que  nous  fussions  les  jouets  de  per- 
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pétuelles  illusions.  Or  sans  faire  piolession  crathéisnic,  il  seia 
bien  permis  de  dire  ([ue  l'idée  de  ]3ieu  est  une  idée  déjii  très 
complexe,  el  qu'elle  ne  saurait  inteivenir  a  priori  pour  expli- 
quer nos  impressions  premières;  et  toute  démonstration  de  Tcxis- 
tence  de  Dieu  contiendra  au  fond  les  hypothèses  fondamentales 
que  nous  avons  été  obligés  de  faire.  INIème  en  admettant  la  révé- 
lation et  le  miracle,  il  laul  admettre  que  cette  révélation  et  ce 
miracle  ne  sont  pas  des  illusions.  Il  est  vrai  qu'en  faisant  de 
Dieu  Ihvpothèse  (bndamentale,  on  pourrait  se  passer  de  celles 
que  nous  avons  faites  ;  c'est  une  autre  manière  d'envisager  les 
choses  ;  mais  Descartes  lui-même  n'acceptait  évidemment  pas  ce 
point  de  vue. 

?^ncore  quelques  mots  d'explication  :  dans  la  suite  nous  serons 
ol)ligés  de  faire  de  nouvelles  hypothèses  ;  leurs  conséquences 
seront  encore  des  vérités,  jusqu'au  moment  où,  ayant  reconnu 
quelque  contradiction  dans  les  conséquences  de  ces  hypothèses, 
nous  serons  conduits  à  les  rejeter.  En  résumé,  la  vérité  ne  peut 
se  présenter  à  nous  que  sous  une  forme  toute  relative.  Au  fond, 
quand  nous  formulerons  une  affirmation,  il  y  aura  toujouis  un 
sous-entendu  :  c'est  que  nos  hypothèses  sont  exactes. 

Mais,  dira-t-on,  puisque  la  certitude  n'existe  pas,  puisque  les 
vérités  sont  purement  relatives,  h  quoi  bon  nous  livrer  \\  létude 
des  sciences  ? 

A  cela  je  répondrai  que  nous  faisons  tous  de  la  science  it  notre 
insu,  comme  monsieur  Jourdain  faisait  de  la  prose.  Instinctive- 
ment, la  cuisinièie  qui  met  du  sel  dans  sa  soupe  fait  de  la  science  ; 
elle  applique  cette  vérité,  ii  laquelle  elle  croit,  pour  l'avoir 
acquise,  qu'une  soupe  sans  sel  ne  procure  qu'une  médiocre 
jouissance  ii  celui  qui  la  mange  ;  elle  n'est  pas  absolument  sûre 
que  celui  (|ui  mangera  sa  soupe  sera  un  ètie  réel,  ni  à  plus  lorte 
raison  (piil  éprouvera  une  jouissance  réelle  ;  mais  en  faisant  sa 
soupe,  elle  fait  mentalement  cette  hypothèse,  sans  peut-être  sen 
icndre  conqite.  Xoli'c  cuisinière  est  un  tout  \)o{\\  savant  :  nous 
sommes  tous  des  savants  malgré  nous. 

Kn  second  lieu,  bien  que  les  vérités  acquises  soient  toutes  rela- 
tives, elles  sont  pour  nous  une  source  de  jouissances.  Enfin,  il  v  a 
des  esprits  curieux  qui  ('-piouvent  le  besoin,  pour  leur  satislaction 
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peisoluielle,  de  "chercher  hi  vérilc  pour  elle-uièiiie.  D'ailleurs 
beaucoup  de  vérités  restées  k)ugtemps  stériles  ont  fini  par  deve- 
nir des  sources  de  jouissances  pour  Ihunianité  tout  entière.  La 
science  n'est  donc  pas  seulement  un  pur  ohjet  de  curiosité. 

La  connaissance  de  hi  vérité  relative  étant  une  chose  désirable, 
il  se  pose  alors  cette  question  qui,  considérée  au  point  de  vue  le 
plus  général,  est  du  ressort  de  la  Philosophie.  Comment  peut-on 
parvenir  à  connaître  la  vérité  ? 

11  V  a  en  général  trois  manières  d  arriver  à  la  coni'.aissance  de 

o 

la  vérité  :  la  première  toute  rudimentaire  et  ([ui  s'impose  à 
Ihomme  le  moins  cultivé  est  lobseriuil/on^  c  est-h-dire  la  classifi 
cation  dans  la  niémoire,  des  impressions  laissées  par  les  sens  ; 
cette  observation  peut  se  borner  a  une  simple  réceptivité,  et  elle  ne 
nous  lait  alors  acquérir  cjue  des  connaissances  très  élémentaires  ; 
elle  peut  être  faite  avec  méthode,  attentivement,  et  elle  conduit 
ainsi  à  un  plus  ç^rand  nombre  de  vérités  plus  importantes. 

l/obser\ation,  an  lieu  d  être  en  quelque  sorte  passive,  peut  se 
laire  en  provo<[uant  lapparition  de  pliénomènes;  on  lait  alors  ce 
([ue  Ton  appelle  une  expérience.  Le  jour  où  l'homme,  après  avoir 
constate  par  lObservation  (jue  les  arbies  portaient  des  Iruits 
utiles  à  sa  nourriture,  a  eu  l'idée  de  cultiver  ces  arbres  pour  étu- 
dier les  conditions  d'une  meilleure  récolte,  il  a  lait  une  expé- 
rience. L  expéi'ience,  ([ui  est  un  moyen  de  connaître  la  vérité,  est 
1  observation  taite  d  un  phénf)mène  provo([ué  par  1  homme  et  (jue 
la  nature  seule  ne  nous  aurait  pas  permis  de  (aire. 

l*]n(in,on  peut  encore  trouver  des  vérités  en  raisonnant,  c'est- 
ii-dire  en  cherchant  les  consécpieuces  des  phénomènes  observés. 

Ces  trois  manières  de  parvenir  ;i  la  vérité  donnent  lieu  à  trois 
catégories  de  sciences  :  les  sciences  d'observation,  les  sciences 
expérimentales  et  les  sciences  de  raisonnement.  Cette  classifica- 
tion n  est  pas  rigoureuse,  car  dans  toutes  les  sciences  on  lail 
usatre  des  trois  movens  d  investigation  dont  nous  venons  de 
parler.  11  y  a  plus  ;  je  démontrerai  que  toute  science  passe  par 
trois  phases  successives  :  i'^  la  phase  d  Obseivation  ;  2°  la  phase  de 
raisonnement  ;  .)"  la  phase   expérimentale. 

Nous  avons  maintenant  ii   examiner  comment  doivent  être  diri- 
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gées  robscrvation,  rexpéricncc,  le  liiisonncmcnt,  pour  parvonir 
à  la  vérité. 

D'abord,  il  convient  d'observer  ([ue  nous  avons  un  moyen 
puissant  de  soulager  notre  mémoire  et  de  retrouver  la  trace, 
l'image  des  pbénomènes  que  nous  avons  observés  ;  c'est  le  lan- 
gage ;  et,  bien  que  cette  assertion  paraisse  assez  évidente,  il  ne 
sera  pas  inutile  de  montrer  à  quoi  cela  tient  ;  nous  verrons  en 
même  temps  l'importance  d'une  langue  bien  laite  sur  le  dévelop- 
pement des  idées,  c'est-à-dire  en  définitive  sur  le  développement 
de  la  science. 

On  peut  créer  une  langue  rudimentaire  en  représentant  les 
objets  dont  l'existence  nous  est  directement  révélée  par  les  sens, 
par  des  signes  qui  seront  des  images  (des  dessins]  plus  ou  moins 
grossières  rappelant  ces  objets.  On  peut  avoir  d'autres  signes  pour 
rappeler  les  sensations  produites  par  ces  objets  ;  adoptons  un 
signe  exprimant  l'airirmation,  un  signe  exprimant  la  négation, 
un  signe  exprimant  un  état  passé,  un  signe  exprimant  un  état 
présent,  un  signe  exprimant  un  état  futur;  cela  sutlira  pour  classer 
un  nombre  d  idées  très  supérieur  au  nombre  des  signes  employés 
et  pour  soulager  considérablement  la  mémoire;  supposons  par 
exemple  que  les  lettres  A,  B,  C...  désignent  des  objets  matériels, 
(/,  b,  c...  des  sensations,  que 

a   soit  le  signe  de  1  aflirmatiou, 
V    soit  le  signe  de  la  négation, 
—  soil  le  signe  du  passé, 
(o    soil  le  signe  du  présent. 
-)-  soit  le  signe  du  l'ulur. 

En  supposant  le  nombre  des  lettres  égal  à  :ij,  nous  pourrons 
exprimer  2j  X  aj  X  5,  soit  3i25  idées  avec  aS  +  aS  +  5  ou 
55  signes.  Si  par  exemple  A  est  un  chien,  si  a  est  la  sensation 
produite  par  ce  qui  est  chaud, 

A  awrt 

exprimera  que  le  chien  est  chaud; 

A  a'.)rt       Av  -\-  a 

exprimera  qu'il  est  chaud,  mais  (|u"il  ne  le  sera  pas  toujours,  etc. 
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l'no  pareille  lanoue  hiéroglyphique  est  une  langue  primitive 
très  rudinientaire  et  très  mal  faite  ;  elle  ne  peut  permettre  que 
l'expression  d'un  nombre  très  restreint  d'idées,  mais  telle  ([uelle 
est,  elle  peut  déjà  rendre  d'immenses  services. 

Une  langue  bien  laite  doit  remplir  les  conditions  suivantes  : 
1"  elle  doit  n'employer  qu'un  petit  nombre  de  signes  conven- 
tionnels ;  2"  elle  doit  être  pauvre,  c'est-îi-dire  que  toute  idée 
nette  et  précise  doit  pouvoir  se  rendre  simplement  d'une  ma- 
nière, et  d'une  seule  ;  3°  des  règles  absolument  fixes,  et  sans 
exception,  doivent  présider  à  la  formation  des  signes  qui  repré- 
sentent les  idées. 

Une  pareille  langue,  dira-t-on,  ne  se  prêtera  ni  aux  dévelop- 
pements oratoires,  ni  à  l'expression  des  sentiments  poétiques  ;  à 
cela  je  répondrai  :  vous  n'en  savez  rien,  l'expérience  seule  pou- 
vant nous  renseigner  à  cet  égard;  et  ensuite,  cela  m'est  indiffé- 
rent; si  une  pareille  langue  existait,  ce  serait  celle  des  savants, 
et  qui  sait  ?  peut-être  aussi  celle  des  poètes. 

Il  est  certain  que  la  langue  très  compliquée  des  Ciiinois  a  dii 
être  la  cause  de  l'arrêt  complet  ([ui  sest  produit  dans  le  dévelop- 
pement de  leur  civilisation. 

Je  n'ai  pas  lintention  d'étudier  la  manière  dont  se  sont  for- 
mées les  langues  ;  le  temps,  l'espace  et  surtout  l'érudition  me 
font  défaut;  il  me  sera  cependant  permis  de  croire  que  l'alphabet, 
qui  dérive  sans  doute  des  caractères  hyéroglyphiques,  a  été  l'une 
des  inventions  qui  ont  eu  le  plus  d'influence  sur  le  développe- 
ment de  la  pensée. 

luifin  je  ferai  cette  remarc[ue,  qu'aucune  langue  existante  n'est 
bien  faite  ;  je  n'en  voudrais  pour  preuve  que  le  besoin  qu'ont 
éprouvé  les  géomètres  de  créer  une  langue  universelle  pour  expri- 
mer certaines  idées,  a  la  rigueur  possibles,  mais  dilliciles,  ii  expri- 
mer en  langage  ordinaire;  cette  langue  n'est  autre  que  la  notation 
algébii(jne  :  la  notation  algél)ri([ue  n'est  sans  doule  pas  parfaite, 
piiis<prellc  s'est  modifiée  depuis  sou  invention  ;  mais  il  faut  ci-oire 
<iu"elle  est  singulièrement  précise,  puisqu'il  s'est  fondé  en  Italie 
une  école  philosopbi([ue  qui  emploie  pour  élayer  ses  raisonne- 
ments un  mode  de  représentation  de  la  pensée  qui  a  de  grandes 
analogies  avec  la  notation  algébrique. 


i88 


//.  LAiRF.yr 


^Inis  il  est  temps  de  rernier  cette  parenthèse,  que  nous  avons 
ouverte  à  propos  du  langage,  afin  surtout  de  pouvoir  expliquer 
pour([uoi  les  savants  ont  été  conduits  a  créer  parfois  un  langage 
conventionnel. 


Nous  allons  maintenant  montrer  comment  on  doit  procéder 
pour  faire  des  ol^servations,  des  raisonnements,  des  expériences. 

Une  observation  n'a  de  valeur  scientifique  (|ue  si  sa  descrip- 
tion fait  foi,  ccst-à-dire  que  si  tout  le  monde  peut  être  assuié 
de  l'exactitude  de  cette  description.  Pour  cela,  plusieurs  condi- 
tions sont  nécessaires  :  i'^  il  faut  que  le  phénomène  décrit  soit 
possible  en  lui-même,  c'est-à-dire  ne  soit  pas  en  contradiction 
manifeste  avec  ce  que  nous  savons  pertinemment  d  ailleurs  ; 
si  l'on  nous  annonce  que  Ton  a  observé  hier  César  et  Pompée  se 
promenant  sur  le  l)oulevard  des  Italiens,  ce  fait,  iVit-il  allirmé 
par  les  gens  les  plus  dignes  de  foi,  sera  absolument  sans  valeur  ; 
1^'  si  le  phénomène  est  possible  en  lui-même,  il  accpiiert  un  degré 
équivalent  ii  une  quasi-certitude  et  devient  une  vérité,  s'il  peut 
être  observé  par  celui  qui  en  a  lu  ou  entendu  la  description,  à  la 
condition  qu'il  aura  convenablement  fixé  son  attention  en  obser- 
vant par  lui-même;  3°  le  témoignage  de  plusieurs  personnes  peut 
avoir  la  Aaleur  d  une  <)bservati(»n  personnelle, quaud  ces  personnes 
sont  suHisamment  nombreuses,  quand  leurs  allii'mations  con- 
cordent, quand  elles  n  ont  aucun  intérêt  à  déguiser  la  véiité, 
enfin  quand  on  a  de  bonnes  raisons  de  croii'e  qu  elles  ne  se  sont 
pas  trompées. 


11  est  plus  dilllcile  de  donner  des  préceptes  pour  Jjien  conduiie 
un  raisonnement  (ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'il  est  plus  dillicih- 
de  bien  raist)nner  que  de  bien  observer.  Les  préceptes  que  les 
philosophes  ont  donnés  il  cet  égard  sont,  tantôt  d  une  simplicité 
extrême,  tantôt  d  une  complication  si  ellVavante,  «[u  à  les  en 
croiie,  une  petite  élite  serait  seule  capable  de  bien  coniluire  ou 
comprendre  le  laisonnement   le  plus  simple. 

('  Il  sert  de  })eu,  dit  Arnaud    Art  de  penser  <  de  savoir  les  règles 
du  Syllogisme, 
sées...   » 


mais   le    tout    est   tle    bien    arranger    ses  peu- 
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Si  ce  précepte  ne  nous  apprend  rien   au  sujet  de  l'art   de  rai- 
sonner, il  est   au  moins   la  condaniuation  des  interminables   dis 
eussions  des  lomciens  sur  les   formes  du  svllooisme  et  des  arçru- 
nients  en  baroco  et  en  l)aralvpton. 

Pascal  donne  un  excellent  conseil  :  «  Prouver  toutes  les  propo- 
sitions un  peu  oljseures,  et  n'emplover  ii  leur  preuve  que  des 
axiomes  très  évidents  ou  des  propositions  déjà  accordées  ou 
démontrées.  »  Mais  le  conseil  est  plus  facile  à  donner  cpi  ;i 
suivre. 

.le  ne  crois  pas  qu'il  existe  dautre  manière  ilapprendi-e  à  rai- 
sonner que  de  faire  de  nombreux  raisonnements  sous  la  dircclit)n 
dnn  maître,  ou  de  lire  ceux  qui  ont  été  écrits  par  de  bons  auteurs. 
(ItqiiMulant,  au  point  de  vue  de  la  satisfaction  de  Tesprit.  sinon 
au  point  de  vue  didactique,  il  peut  être  intéressant  de  recherclier 
([uels  sont  les  éléments  d'un  bon  raisonnement. 

1°  Les  éléments  du  raisonnement  se  réduisent  ii  ce  que  1  on 
a  appelé  un  syllogisme.  Le  syllogisme,  d'après  la  remarque  très 
juste  de  Duhamel,  consiste  en  ceci  :  «  quand  il  a  été  permis  dal- 
Iri-mer  une  chose  d'un  individu,  on  a  le  droit  de  la  répéter  ».  On 
lait  un  svllogisme  en  remplaçant  A,B,C,  dans  la  phrase  suivante 
par  des  objets  détermiui'S  : 

%  Toi/f  A  est  un  B;  or  tout  B  est  un  C;  donc  tout  A  est  un  C. 
Cette  phrase  est  composée  de  trois  propositions:  la  première 
porte  le  nom  de  majeure,  la  seconde  est  la  mineure,  hi  dernière 
est  la  conclusion. 

!>-"  Le  raisonnement  prend  encore  une  autre  loiiue  cpii  est 
celle-ci  : 

Ce  qui  est  vrai  i>our  A  est  vrai  pour  les  ohjets  (jui  ne  dilJèrenl 
en  rien  de  A. 

Les  fautes  de  raisonnement  coiisislfut  donc  ii  porter  des 
jugements  tels  ([ue  tout  A  est  un  H,  (piaiid  il  n  en  est  pas  ainsi; 
car  il  faudrait  réellement  le  vouloir  pour  se  tromper  dans  la  con- 
clusion, donc  tout  A  est  u/i  (1. 

(les  lautes  proviendront  d  un»-  observation  mal  faite,  consis- 
tant il  affirmer  que  tout  A  est  un  B,  ou  d'une  conclusion  antérieure 
inexacte.  Le  point  de  départ  d'un  raist)nnement  faux  se  trouve 
donc  en  général  dans  une  ol)servation  mal  faite.  Sans  doute  ([iiand 
Pascal    dit    :    /le  s'aj>pui/e/-  (juc   sur  des  a.vio/nes  t/'ès   ès'idents,    il 
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entend  par  là  quil  faut  faire  les  observations  avec  irrand  soin. 
De  cette  petite  discussion,  il  résulte  déjii  ([u'il  n'existe  pas  à 
proprement  parler  de  science  qui  soit  exclusivement  une  science 
de  raisonnement;  car  le  point  de  départ  d'une  science  de  raison- 
nement devra  être  un  syllogisme  dont  la  majeure  sera  une  obser- 
vation supposée  liien  laite. 

Donner  des  règles  jiour  bien  diriger  le  raisonnement,  ce  n'est 
pas  montrer  comment  on  découvre  la  Aérité,  c'est  montrer  seule- 
ment comment  on  peut  éviter  l'erreur. 

Il  est  plus  difficile  de  dire  comment  on  fait  pour  découvrir  la 
vérité;  en  réalité,  le  meilleur  moyen  de  développer  en  soi  l'esprit 
d'invention,   c'est   de   lire    et   de    méditer  les  écrits    des  çrrands 

o 

maîtres,  de  ceux  surtout  qui  ont  exposé  leurs  recherches  sans 
parti  pris  de  cacher  les  méthodes  qui  les  ont  conduits  \\  la  vérité. 
On  peut  cejiendant  dire  que  les  sciences  de  raisonnement 
lont  usage  de  deux  méthodes  que  l'on  appelle  la  svnthèse  et  l'a- 
nalyse. Je  vais  dire  ce  qu'//  mo?i  avis,  on  doit  entendre  par  ces 
méthodes,  dont  on  a  donné  les  définitions  les  plus  diverses.  11  est 
évident  que  ces  mots  «  analyse  et  synthèse  >)  n'ont  pas,  pour  tous 
ceux  qui  les  ont  employés,  la  même  signification.  Les  mathéma- 
ticiens appellent  en  général  analyse  l'Algèbre  et  le  Calcul  infini- 
tésimal, et  sijntJièse  ce  qui  est  du  ressort  de  la  Géométrie  pure. 
Si  l'on  compare  les  méthodes  cmplovées  le  pins  souvent  en 
Algèbre  et  en  Géométrie,  on  sera  conduit  ;i  définir  les  méthodes 
analytiques,  en  disant  que  ce  sont  celles  qui  lont  découvrir  les 
vérités,  tandis  que  les  méthodes  svnthétiques  sont  celles  qui 
permettent  d'établir  solidement  les  laits  (pie  1  on  soupçonne, 
et  de  décider  si  une  chose  est  ou  n'est  pas. 

Kn  général,  pour  découvrir  une  vérité,  on  se  pose  un  prcdjlème, 
c'est-à-dire  une  question  à  hujuelle  on  essaye  de  répondre.  Pour 
trouver  la  réponse,  on  fait  dépendre  la  ([uestion  posée  tlautres 
plus  simples,  et  celles-ci  à  leur  tour  de  nouvelles  (jueslions  de 
plus  en  plus  simples,  ius([u';t  ce  que  Ion  parvienne  à  des  (jues- 
tions  dont  la  réponse  est  immciliale,  soit  parce  qu flics  sont 
connues,  soit   parce   qu'elles  sont   évidentes.  Clhemiu   faisant,    on 
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rencontre  des  vérités  qui  portent  le  nom  de  théorèmes.  Le  génie 
consiste  à  savoir  poser  ainsi  une  suite  de  problèmes  intéressants, 
conduisant  ii  des  vérités  importantes  et  surtout  ii  savoir  discerner, 
parmi  les  vérités  que  Ion  rencontre,  celles  qui  sont  les  plus 
fécondes,  en  mettant  leur  ntilité  en  relief.  Procéder  ainsi,  c  est. 
il  me  semble,  faire  de  l'analyse. 

On  peut  aussi  déconvrir  la  vérité  au  moveu  d  hvpoihèses.  de 
divinations  plus  ou  moins  ingénienses,  en  généralisant  des  faits 
connus  ;  on  énonce  un  théorème  et  Ton  se  propose  d'en  Aiire  la 
démonstration  ou  d'en  reconnaître  la  fausseté  ;  on  peut  pour  cela 
suivre  une  marche  progressive  ou  une  marche  régressive  ;  dans 
le  premier  cas,  on  va  du  simple  au  composé,  en  établissant  des 
faits  de  plus  en  plus  compliqués,  conséquences  de  ceux  d'où 
Ion  est  parti  ou  de  ceux  que  Ion  établit  successivement,  jusqu  à 
ce  que  l'on  parvienne  au  théorème  que  l'on  doit  démontrer  ou 
rejeter  comme  faux.  Cette  marche  peut  souvent  conduire  à  d'autres 
vérités  que  celles  que  l'on  cherche,  mais  présentant  avec  celles- 
ci  des  analogies  ;  cette  manière  de  procéder,  à  mon  avis,  est 
encore  analvtique. 

La  marche  régressive  consiste  au  contraire  a  partir  du  théo- 
rème que  1  on  veut  démontrer  et  à  le  remplacer  par  d'autres  plus 
simples  dont  il  serait  une  conséquence,  ius([u  h  ce  que  l'on  par- 
vienne à  des  résultats  que  1  on  sait  pertinemment  être  faux  ou 
exacts.  (Test  dans  cette  manière,  procédant  du  composé  au  simple, 
que  consiste,  pour  moi,  la  svnthèse. 

En  réalité,  dans  toute  recherche  il  y  a  un  mélange  d'analyse 
et  de  synthèse,  de  divinations  et  de  vérifications.  On  fait  de  l'a- 
nalvse  ([uand  on  (Iccouvr(>,  on  fait  de  la  svnthèse  (juand  on  vt'ri- 
lie.  L  analvse  est  l'instrument  créateur,  la  svnthi'se  n Cst  (|U  un 
moyen  d  exposition. 

Les  auteurs  qui  emploient  la  forme  synthétique  pour  exposer 
leurs  découvertes  ou  celles  des  autres  sont  peut-être  plus  laciles 
à  suivre,  parce  qu'en  définitive  ils  ont,  parmi  les  démonstrations 
cpii  s'ofTrent  à  eux,  plus  de  choix  et  qu  ils  peuvent  être  plus 
concis  ;  mais  la  lecture  de  leurs  ouvrages  est  moins  instructive, 
en  ce  sens  (ju  ils  ne  montrent  pas  comment  on  est  arrive  aux  véri- 
tés qu  ils  lendent  manifestes  ;  il    v   a,  si  j  ose    mexprimer  ainsi. 
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un  manque  de  (Vancliise  dans  leur  nianlèie  de  procéder.  Les 
auteurs  qui  eni])loient  la  niétliode  analytique  sont  plus  séduisants, 
et  nialoj'é  la  complication  iipparrute  de  la  lorme,  ceux  <{ui  les 
lisent  leur  sont  au  fond  reconnaissants  de  leur  avoii-  montré  le 
chemin  qui  les  a  conduits  au  but.  En  général,  on  retient  mieux 
les  démonstrations  analytiques  que  les  di-monstrations  synthé- 
tiques. 

La  méthode  expérimentale  est  fondée  sur  ce  ([ue  l'on  appelle 
rinduetion  ;  c'est  à  la  lois  une  divination  raisonnée  et  une  hypo- 
thèse; c'est  une  opération  qui  consiste  ii  présenter  le  syllogisme 
sous  cette  forme  dubitative  : 

Si  A  est  un  B,  comme  tout  B  est  un  G,  A  sera  un  C; 

Ou  encore  : 

Si  A  est  un  B,  et  si  tout  B  est  un  il,  A  sera  un  (".. 

Il  reste  à  voir  si  A  est  un  B  et  si  tout  B  est  un  i\,  et  l'expé- 
rience consiste  ;i  voir  si  en  réalité  dans  la  nature  A  parait  être 
un  B  et  si  tout  B  paraît  être  un  C.  L'écueil  à  éviter  dans  la  mé- 
thode expérimentale  est  lu  tendance  que  Ion  a  d'atteindre  un 
but  déterminé  îi  l'avance,  teiidance  qui  porte  naturellement  lex- 
périmentateui'  i»  négliger  les  observations  qui  ne  viennent  pas  à 
l'appui  de  sa  thèse  et  à  exagérer  rim|)ortan('e  des  autres,  au  point 
même  de  les  décrire  inexactemenl. 


J'ari'ivc  maintenant  a  la  classilication  des  connaissances  lui- 
maines.  Et  puiscjue  l'origine  de  nos  connaissances  se  trouve 
dans  notre  sensibilité,  il  parait  naturel  : 

1°  de  définir  une  science  en  disant  quelles  sont  1rs  notions 
qu'elle  emprunte  au  témoignage  des  sens  ; 

:->."  de  ranger  les  sciences  dans  un  orilre  tel,  ([ue  le  nonibre  des 
notions  empruntées  au  témoignage  des  sens  aille  (mi  croissant  on 
en  décroissant  de  l'une  à  l'autre. 

En  nous  plaçant  a  ce  point  de  vue,  nous  melirons  en  première 
ligne  la  Mathématiipie  ;  de  toutes  les  sciences  c  est  celle  qui 
emprunte  le  moins  de  notions  à  l'observation,  c'est-à-dire  au 
témoignage  des  sens.  ^«  seul  svUogisme,  énoncé  ou  sousenteiulu. 
conlient  une  alliiinalion  empruntée  ;t  lObservalion  :   nous  èproii- 
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\'ons  in:s  sensations  successives.  Pour  édifier  toute  la  Mathéip.a- 
ti({ue,  il  nesl  même  pas  nécessaire  de  supposer  rexistence  de 
la  matière,  tlf  rcs[)aee  ;  il  sullil  de  posséder  un  seul  sens,  le  j)lus 
imparfait  de  tous,  si  Ion  veut,  l'odorat.  —  En  réalité,  11  vaut 
mieux  supposer  (pielque  chose  de  plus,  mais  seulement  parce 
([ue  Ion  veut  en  définitive  relier  la  ^Mathématique  aux  autres 
branches  des  connaissances  humaines. 

Pour  expliquer  en  quoi  consiste  la  Mathématique,  je  me  pla- 
cerai d'abord  au  point  de  vue  le  plus  général  ;  je  supposerai  (jue 
la  Mathématique  soit  étudiée,  non  pour  elle-même,  mais  comme 
un(>  partie  du  savoir  humain.  Des  objets  sont  distincts  loisquils 
dill'èrrnl  l'un  de  l'autre  par  quelque  propriété,  par  exemple  par 
leur  couleur,  par  leur  position  dans  le  temps  ou  dans  l'espace, 
])ar  leur  goût,  par  leur  odeur,  etc.;  des  objets  qui  ne  présentent 
aucun  caractère  qui  ne  leur  soit  pas  commun  constituent  un  seul 
et  même  objet,  ou,  comme  1  on  dit,  des  objets  identiques.  Et  en 
effet  s'ils  ne  constituaient  pas  un  seul  et  même  objet,  ils 
aui'aient  quel([ue  pi'opriété  dillerente  ;  par  exemple  ils  n'occupe- 
raient pas  la  même  place,  ils  n'auraient  pas  la  même  existence 
simultauée,  ... 

Des  objets  très  distincts,  très  didérents  à  certains  points  de 
vue,  sont  dits  égaux,  à  un  certain  point  de  vue,  (|uand  ils  pos- 
sèdent une  propiiété  commune  énoncée  explicitement  ou  sous- 
entendue.  Si  dans  un  parc  nous  voyons  un  cheval,  un  bœul  et 
une  poule,  nous  pouvons  dire  ([ue  dans  ce  parc  il  v  a  trois  ani- 
maux, et  qu'il  V  a  seulement  deux  quadrupèdes.  Dans  le  premier 
cas,  le  bd'nl.  \v  ch(^val  et  la  poule  sont  des  choses  égales;  dans 
le  secontl,  le  bceul  est  eual  au  cheval,  mais  n  est  pas  éoal  {\  la 
poule. 

I,a  notion  d'égalité  est  d()nc  iondée  sui'  une  r/A.s7/v/t7/o/;,  c'est- 
à-dire    sur   une   convention    (rue    Ton    lait   de  nf''olint>|-  toutes   les 

1  o      o 

propriétés  d'un  objet,  pour  ne  tenir  compte  (jue  d'une  seule 
d'entre  elles. 

Ajouter  des  objets  r/,  h,  c,  ...  c  est  lormer,  avec  ceux-ci,  un 
(dtjet  S  (pii  j)orte  le  nom  de  somme  de  et,  h,  c,  ...  et  (|ui  jouit 
<les  pro[)riel<''s  suivantes  :  en  suivant  une  i-ègle  fixe,  on  combiin;  a 
avec  A,  on  obtient  un  objet  13;  en  combinant  \l  avec  <•  et    en    sui- 
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vant  cette  règle,  on  obtient  un  objet  C,  et  ainsi  de  suite  ;  et  lina- 
lement  on  obtient  Tobjet  S  ;  si  la  règle  suivie  est  telle  que  l'on 
obtienne  toujours  S,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  consi- 
dère (I ,  h.  6',.,,  on  dira  que  l'on  a  ajouté  «,  />>,  c...;  S  sera  leur 
somme  ;  «,  h,  c...  sont  les  parties  de  S.  Si  S  ne  dépend  pas  de 
l'objet  a,  c'est-à-dire  si  la  somme  de  a,  h,  c  ...  est  la  même 
que  la  somme  de  0,  c,  ...,  on  dit  que  l'objet  a  est  nul  ou  de  nul 
effet. 

Lorsqu'il  propos  d'une  catégorie  d'objets,  on  a  défini  l'égalité 
et  l'addition,  ces  objets  deviennent  ce  qu'on  appelle  des  quan- 
tités de  même  espèce. 

On  dit  qu'une  quantité  A  est  plus  grande  quune  quantité  B,  de 
même  espèce,  quand  on  obtient  A  en  ajoutant  une  certaine  quan- 
tité à  B;  on  dit  aussi  que  B  est  plus  petit  que  A. 

Peut-être  ne  sera-t-il  pas  mauvais  de  faire  observer  que  ces 
propositions  : 

La  somme  est  plus  grande  que  ses  parties  ', 

Les  quantités  égales  à  une  autre  sont  égales  entre  elles' 
ne  sont  pas  des  axiomes,  mais  des  çérités  de  définition. 

Avant  d'aller  plus  loin,  que  l'on  me  permette  une  petite 
digression  pour  justifier  ce  qui  précède.  J'ai  donné  des  défini- 
tions de  l'égalité  et  de  1  addition.  Il  v  a  deux  espèces  de  défini- 
tions: les  unes  ont  pour  but  de  préciser  la  notion  de  choses  par- 
faitement connues;  ces  définitions  n'ont  rien  d'arbitraire;  elles 
s'appliquent  à  des  objets  connus,  mais  dont  la  notion  n'est  pas 
précise,  elles  doivent  donner  une  description  de  l'objet  en  ques- 
tion, de  manière  à  le  distinguer  nettement,  sans  ambiguïté,  de 
tous  les  autres  objets.  D'autres  définitions  sont  de  pures  conven- 
tions; elles  ont  pour  but  de  faire  connaitre  des  objets  dont  ou  est 
censé  ignorer  l'existence,  et  qui  sont  la  création,  pour  ainsi 
dire,  de  celui  (pii  définit.  Ces  définitions  de  l'égalité,  de  l'addi- 
tion, de  la  quantité,  sont  des  définitions  de  la  première  espèce  ; 
bien  des  auteurs  jugent  ces  définitions  inutiles,  et  ne  les  donnent 
pas  ;  ils  sont  alors  conduits  à  confondre  des  vérités  qui  peuvent  se 
démontrer  avec  des  axiomes  (M. 


Cl   On    objectera   pout-ètre   ù   nui  cloliiiitiun  do  1  aïKlilioii.  iju'elle  s  upiilique  à  la 
luulliplieiUion,    puisqu'un   produit   do  lucteurs  ne   dépend  pas  de  l'ordre   dos  lac- 
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Je  poursuis  :  Mesurer  une  (|u;uilité,  c'est  la  désigner  avec  pré- 
cision de  manière  à  ce  que  l'on  ne  puisse  pas  la  conlondre  avec 
celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus  petites;  cette  mesure  se  lait 
il  l'aide  d'un  nombre. 

Un  nombre  est  une  locution  ou  un  signe  qui  sert  à  désigner 
avec  précision  une  quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont  éi^ales,  de 
manière  à  les  distinguer  de  celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus 
petites;  on  prouve  que  cette  désignation  peut  se  ("aire. 

La  Mathcnuitique  pare  peut  se  définir  :  la  science  qui  a  pour 
but  la  conqiaraison  des  quantités  ;  et  comme  les  quantités  sont 
représentées  par  des  nombres,  on  peut  dire  aussi  (pie  la  ■Mathé- 
matique est  la  théorie  des  nombres. 

Je  n'ai  pas  à  dire  comment  on  a  procédé  pour  dénommer  tous 
les  nombres;  je  n'écris  pas  un  cours  de  mathématiques,  je  veux 
simplement  constater  la  manière  dont  se  sont  formées  les  sciences, 
et  plus  exactement  comment  elles  peuvent  se  dévelo|)per. 

Un  grand  nombre  de  mes  collègues  critiqueront  peut-être  la 
déllnition  que  j'ai  donnée  du  nombre  et  vous  diront  que  le 
nombre  peut  être  défini  indépendamment  de  la  quantité.  En  cela 
ils  ont  raison  ;  et  leur  raison  satisfera  certainement  quelques 
philosophes,  qui  verront  sans  doute  avec  plaisir  que  la  notion  de 
nombre,  loin  de  reposer  sur  une  application  générale  de  nos 
sens,  repose  en  définitive  sur  ce  seul  postulat,  c[ue  nous  avons 
conscience  d'impressions  successives.  !Ma  notion  du  nombre 
repose  sur  l'existence  des  choses,  la  leur  seulement  sur  l'exis- 
tence des  impressions. 

Mais  en  se  plaçant  à  leur  point  de  vue  (|ui  est  surtout  celui  tles 
géomètres  allemands,  il  est  impossible  d'établir  des  relations 
entre  la  Mathématique  pure  et  les  autres  sciences,  sans  faire  une 
opération  qui  revient  a  la  définition  que  j'ai  donnée  du  nombre. 

Au  point  de  vue  didacticjue,  ma  définition,  moins  abstraite,  ils 
sont  obligés  de  l'avouer,  est  la  seule  ([ui  soit  accessible  à  de 
jeunes  intelligences,  et  moi  à  mon  tour  je  leur  ferai  cette  con- 
cession ([ue  leur  définition  doit  trouver  sa  place  dans  cette  partie 
de    la  théorie  des  nombres  qui  porte  le  nom  d'Arilhmologie  ou 


tours.   A  cola  je  ri-poiulrai  que  la  mullipiicalion  est  cQ'ettivoinciil  une  îles   iurmc^ 
(le  l'addition,  dans  laquelle  liinile  est  l'objet  nul  et  de  nul  elVot. 


■j()6  //.    LA  LI{i:.\T 

(.rAritliiuéti([iie  supérieure,  el  qui  est,  en  quelque  sorte,  la  partie 
esthétique  de  la  Mathématique  pure,  où  le  nombre  est  considéré 
en  lui-même,  indépendamment  des  ap[)lications  que  l'on  peut 
en  faire. 

J'ai  dit  ([ue  la  Mathématique  était  la  ihéorie  des  quantités  ou 
des  nombres,  c'est-à-dire,  en  définitive,  l'étude  et  le  développe- 
ment de  la  double  notion  de  l'égalité  et  de  l'addition.  On  conçoil 
les  applications  de  cette  notion,  et  elles  semblent  d'abord  assez 
limitées.  Plus  limité  encore  semble  le  champ  des  développe- 
ments de  cette  idée  en  dehors  de  toute  application.  Toutefois,  il 
faut  l'avouer,  de  même  que  c'est  du  grossier  mécanisme  des  sens 
que  naissent  les  plus  belles  idées,  de  même  les  plus  belles  théo- 
ries de  la  ^Iathémati({ue  pure  ont  leur  origine  dans  le  best)in 
que  l'homme  a  éprouvé  de  résoudre  des  ([uestions  d'un  ordre 
très  matériel.  Les  sciences  sont  nées  du  besoin  que  nous  avons 
de  satisfaire  nos  sens;  elles  se  développent  en  réagissant  les  unes 
sur  les  autres,  et  l'attrait  des  difficultés  \\  vaincre  nous  pousse  ii 
les  cultiver  pour  elles-mêmes  et  sans  avoir  en  vue  les  applica- 
tions immédiates,  (^'est  le  besoin  de  résoudre  un  ensemble  de 
questions  très  pratiques,  très  terre  à  terre,  si  je  puis  m'expri- 
mer  aiiisi,  qui  a  donné  naissance  au  Calcul  infinitésimal,  la  plus 
belle  invention  de  l'esprit  humain,  après  celle  des  lettres,  et  cette 
invention  s'est  ensuite  développée  sans  avoir  pour  but  immédiat 
les  applications  Et  cependant  les  théories  sont  journellement 
appliquées  dans  un  but  utile  par  des  personnes  qui  n'ont  qu'uni* 
connaissance  imparfaite  de  ces  théories,  qu'elles  auraient  été  sou- 
vent incajjables  d'édifier. 

S'il  n'est  pas  possible  ici  de  donner  un  aperçu  ilélaillé  des 
:-iatières  dont  tiait(>  la  Malhéinali([uc  })ure,  nous  pouvons  et 
nous  devons  même  indiquer  fesprit  de  la  méthode  (Mnployée 
dans  cette  science  pour  découvrir  la  vérité,  La  Mathématique 
procède  successivement  ])ar  al)stiactit>u  et  par  généralisation: 
elle  débute,  comme  nous  l'avons  vu,  par  une  abstraction,  car  1  idée 
de  nombre  est  évidemment  née  de  labslraetion  que  Ion  est  obligé 
de  faire  pour  dcfinii-  l'égalité.  L'Algèl)re,  ou  plutôt  l'Analyse 
algébrique,  est  hnulée  sur  une  abstraction  qui  consiste  à  ne  lele- 
nir  des  nombres   ([ue   cette   seule    proj)rieté    commune  ;i  chacun 
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deux  de  représenter  des  quantités;  uinsi  en  Algèbre  une  lettre  (/ 
représente  non  plus  un  nombre,  une  (quantité  déterminée,  mais 
un  nombre  quelconque  jouant  un  rôle  déterminé,  rôle  qui  pourra 
être  joué  par  tous  les  nombres  ou  par  toute  une  catégorie  de 
nombres  déterminés.  On  va  même  jusqu'à  raisonner  sur  des 
catégories  d'opérations.  Taisant  abstraction  dune  ioule  de  leurs 
propriétés  pour  ne  retenir  qu'une  seule  d'entre  elles  qui  est  loin 
d'être  une  opération.  Les  grandes  découvertes  ne  sont  souvent 
que  des  généralisations,  suggérées  par  des  indications  bien 
dirigées.  Le  Calcul  dill'érentiel,  qui  a  été  toute  une  révolution 
dans  le  monde  scientifique,  est  né  de  la  généralisation  de  l'idée  si 
simple  des  tangentes  au  cercle  (de  ces  lignes  qui  touchent  un 
rond  sans  le  couper,  sans  le  traverser).  Disons  enfin  que  c'est  en 
pcrlectionnant  le  langage  ordinaire,  par  l'introduction  de  nou- 
veaux symboles  pour  condenser  et  mieux  fixer  les  idées,  que 
l'on  arrive  le  plus  souvent  à  découvrir  des  faits  nouveaux  en  clas- 
sant mieux  les  faits  connus. 


La  ^Iathémati(|ue  a  son  origine  dans  le  témoignage  des  sens, 
dans  l'observation;  cela  est  évident;  mais  le  rôle  de  l'oliserva- 
tion  est  tout  à  lait  secondaire.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'expé- 
rience, bien  que  la  théorie  des  nombres  se  sudise  à  elle-même. 
On  peut  en  effet  exposer  la  doctrine,  sans  montrer  tout  ce  que 
la  Mathématique  pure  a  emprunté  aux  autres  sciences  ;  au  point 
de  vue  philosophique,  c'est  peut-être  mauvais,  parce  qu'il  n'est 
pas  bon  de  tromper  ceux  qui  cherchent  à  s'instruire  ;  on  peut 
faire  des  raisonnements  sans  en  donner  des  vérifications  maté- 
rielles ;  c'est  th(''ori<[uem(Mil  iiuilile,  s'ils  sont  ])i('n  laits.  ^lais  si 
l'on  réfléchit,  on  ne  tarde  pas  à  s'avouer  à  soi-même  combien 
de  fois  l'on  s'est  trompé  en  raisonnant,  et  l'on  éprouvera  le 
besoin  de  vérifier  expérimentalement  les  faits  découverts  par  le 
raisonnement.  Les  plus  grands  géomètres  font  des  fautes  de 
calcul;  ils  font  souvent  des  fautes  dans  de  simples  additions  ;  au 
fond  ce  sont  des  fautes  de  raisonnement  qui  consistent  dans  des 
propositions  fausses  telles   ([ue  deux  et  trois  font  sept. 

Le  rôle  de  l'expérience  consistera  souvent  ii  employer  d'autres 
méthodes    pour    retrouver    les    vérités    révélées    d'une    certaine 

l:]iisfi<fiieiin.'iil  uiuth.  ad 
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iiiaiHèie,  ou  ii  voir  si  les  laits  restent  exacts  dans  les  cas  parti- 
culiers dont  la  proposition  trouvée  est  la  généralisation  (n'ou- 
1)1  ions  pas  en  ellet  ([ue  la  vérité  se  découvre  surtout  par  généra- 
lisation). 

La  science  des  nombres,  la  !Matheuiali(|ue  domine  toutes  les 
autres  sciences;  elle  se  sulîit  ;i  elle-même;  aucune  autre,  comme 
je  le  démontrerai,  ne  pourrait  se  passer  de  son  concours  direct  ou 
indirect  ;  je  laisse  de  côté  la  philosophie  qui  n'est  pas  une 
science,  mais  la  science  par  excellence,  considérée  dans  son 
ensemble.  Le  rôle  des  sens  dans  le  développement  des  connais- 
sances mathématiques  pures  est  presque  nul  ;  aucun  sens  en  par- 
ticulier n'y  joue  un  rôle  spécial  et  ce  rôle  est  tout  à  l'ait  abstrait. 
Quand  le  rôle  des  sens  devient  concret  dans  une  science,  celle- 
ci  devient  une  science  physique  ou  naturelle.  A  ce  point  de  vue 
la  Géométrie,  dont  nous  allons  parler,  est  une  science  physique, 
parce  qu'elle  emprunte  au  témoignage  des  sens  la  notion  de 
Vespace  et  la  notion  de  déplacement  ije  ne  dis  pas  niouwement, 
cest-à-dire  déplacement  effectif,  et  qui  suppose  la  notion  de 
^einps) . 

Comme  toutes  les  sciences  physiques,  la  Géométrie  a  débuté 
par  être  une  science  d'observation  ;  il  est  bien  clair  en  effet 
quavant  de  spéculer  sur  ces  ligures  que  l'on  appelle  points, 
lignes,  surfaces,  volumes,  lignes  droites,  cercles  ou  ronds,  car- 
rés, rectangles  ou  carrés  longs,  triangles,  sphères  ou  boules,  etc., 
les  hommes  avaient  tracé  ou  construit  plus  ou  moins  grossière- 
ment de  pareilles  figures  et  en  avaient  obsefvè  les  propriétés 
essentielles.  Pour  ceux  qui  ne  se  sont  pas  livrés  ti  l'étude  des 
sciences,  le  point,  c  est  la  trace  laissée  par  un  crayon  que  l'on  a 
simplement  appuyé  sur  le  papier;  et  pour  le  praticien,  c'est  un 
peu  cela  aussi;  la  ligne,  c'est  la  trace  laissée  par  le  crayon  que 
l'on  déplace,  et  c'est  souvent  cela  aussi  pour  le  savant  \[\  laul 
l'avouer);  ce  qui  étonne  surtout  les  commençants,  c'est  quand,  à 
grands  renforts  d'arguments,  on  vient  leur  prouver  des  choses 
(|u"ils  crovalent  savoir,  pour  les  avoir  observées  cent  lois. 

Aussi  devrait-on,  ii  mon  avis,  enseigner  la  Géométrie  en  sui- 
vant la  marche  ([ue  l'on  adopte  dans  l'enseignement  de  la  Phy- 
sique,   et    énoncer   des    faits,    sans  chercher   tout   il'abord   à   les 
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démonticr  ;  plus  taicl.  on  seiitiiu  la  nécessité  clos  dénionsfrations 
v\  il  sera  temps  de  procéder  scientifiijuenient  en  Taisant  nette- 
ment la  part  laissée  ii  l'hypothèse. 

Il  vient  en  ellet  un  moment  où,  après  avoir  proc('>dé  expéri- 
mentalement, c'est-à-dire  après  avoir  tracé  tles  figures  sur  le 
j)a[)ier,  il  vient  un  moment,  dis-je,  où  Ion  constate  que  les  véri- 
tés soupçonnées  ainsi  ne  s'appli(pient  pas  précisément  aux  firçures 
grossières  que  1  on  a  tracées  an  cra\(»n,  mais  ;i  des  êtres  de  rai- 
son, à  des  êtres  abstraits,  ([ui  n'ont  qu  une  existence  idéale  et  qui 
sont  en  ([iielquc  sorte  la  perfection  des  figures  tangibles  que  l'on 
a  tracées. 

(  )n  s'aperçoit  bientôt  que  le  raisonnement  permet  de  décou- 
vrir, autrement  que  par  des  observations  laites  au  hasard, 
certaines  propriétés  des  figures  ;  et  pour  diriger  ce  raisonne- 
ment et  le  rendre  satisfaisant  pour  1  espiir,  on  éprouve  alors  le 
besoin  de  donner  des  définitions  précises  des  êtres  tle  raison 
(jue  1  on  a  conçus. 

La  Géométrie  est  la  science  qui  s  occupe  des  êtres  de  raison 
dont  la  notion  nous  est  imposée  par  le  sentiment  ([ue  nous 
avons  de  1  espace  et  de  la  forme  ;  c  est,  si  Ion  veut,  la  science 
qui  s'occupe  des  relations  de  forme  et  de  position  des  objets 
dans  l  es[)ace. 

Depuis  longtemps  on  sait  que  les  premières  propositions  de 
la  Géométrie  sont  assises  sur  des  démonstrations  tout  à  fait 
insullisantes,  et  les  postnîatums  ([u  il  huit  admettre  sont  en 
léalité  en  bien  plus  grand  nombre  ([u'on  ne  1  avait  cru  jusque 
clans  ces  dernières  années. 

11  sest  fuit  pour  la  Géométrie  ce  qui  s  était  lait  autérieure- 
nieiit  pour  les  autres  sciences  physiques  ;  on  s'est  demandé 
([uelles  étaient  les  hvpothcses  (ondamentales  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  cxpfi([uer  tous  les  phénomènes  apparents  tle  la 
Géométrie.  ^  oici  la  voie  (pie  Ton  a  suivie  el  (pii  jette  un  jour  toul 
nouveau  sur  la  nature,  ou,  pour  mieux  dire,  sur  1  cssc/tcc  de 
l'espace  ;  el  nous  allons  montrer  comment  on  a  résolu,  peut- 
être  pour  la  première  lois,  une  véritable  ([uestion  de  métaphy- 
si([ue. 

Le   lecteur,  pour  bien   me   comprendre,  devra  itublier   le   sen^ 
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qu'il  altache  aux  mots  poi/it^  ligne,  surface...  et  en  général  îi 
tous  les  mots  que  nous  employons  pour  désigner  des  formes  ; 
je  le  prie  de  vouloir  bien  oublier  la  notion  de  l'espace,  en  faire 
abstraction  complète. 

Cela  posé,  j'appelle  point,  l'ensemble  de  trois  nombres  quel- 
conques. Quand  ces  nombres  varient,  on  dit  que  le  point  repré- 
senté par  ces  nombres  se  déplace  ;  suivant  la  manière  dont  ces 
nombres  varient,  le  point  se  déplace  en  décrivant  une  ligne  ou 
une  surface;  et  h  l'aide  de  définitions  et  de  considérations  exclu- 
sivement empruntées  à  la  Mathématique  pure,  on  parvient  à 
construire  une  science  très  curieuse.  Cette  science  ne  dépend 
d'aucune  livpothèse  étrangère  a  la  science  des  nombres  ;  elle  est 
une  branche  de  la  mathématique  pure  et  se  subdivise  elle-même 
en  plusieurs  autres;  cette  science  est  la  Pangéométrie. 

L'une  de  ses  branches  contient  une  infinité  de  propositions 
dont  les  énoncés  sont,  exactement,  sans  changer  un  seul  mot, 
les  énoncés  des  propositions  que  l'on  rencontre  en  Géométrie. 
Par  exemple  on  y  énonce  cette  proposition  :  les  diagonales  d'un 
carré  se  coupent  en  parties  égales.  Seulement  les  mots  diago- 
nale., carré.,  couper,  ont  des  significations  absolument  différentes 
de  celles  c[u'elles  ont  en  Géométrie  ou  dans  le  langage  ordinaire. 
Cette  coïncidence  n'est  certainement  pas  fortuite,  et  elle  jette  un 
jour  tout  nouveau  sur  la  conception  que  l'on  peut  se  faire  de 
l'espace. 

Il  suffit  en  effet  pour  identifier  la  Géométrie  vraie  avec  cette 
science,  qui  en  est  en  quelque  sorte  son  sosie,  d'admettre  : 

1°  Que  nous  avons  la  notion  du  point,  notion  abstraite,  que 
je  ne  puis  définir  qu'imparfaitement,  en  disant  que  c'est  1  élément 
primordial  de  l'espace,  que  c'est  l'espace,  auquel  on  a  enlevé 
toutes  ses  qualités,  excepté  la  seule  qui  fait  que  c'est  un  espace; 
que  c'est  l'être  abstrait  et  parfait  dont  l'image  grossière  est  la 
marque  laissée  par  un  crayon  simplement  appuyé  sur  une  feuille 
de  papier. 

2°  Qu'à  tout  point  de  l'espace,  on  peut  faire  correspondre 
trois  nombres,  et  cela  de  telle  sorte  (jue  trois  noml)res  quel- 
con(pies  délermineut  un  point  et  un  seul.  A  cela  il  faul  joindre 
une  définition  du  déplacement,  et  de  la  distance. 
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Mais  (et  c'est  eu  cela  surtout  que  la  Pangéométrie  doit  iulé- 
resser  les  métaphysiciens  et  les  philosophes  et  les  engager  à 
cultiver  les  mathématiques)  suivant  la  manière  dont  il  plaira  au 
théoricien  de  définir  la  distance  et  le  déplacement  des  /ïi^^ines 
sans  changement  de  forme,  la  Géométrie  et  la  notion  de  l'espace 
revêtiront  des  aspects  très  différents.  Cela  nous  montre  ([ue  nous 
pouvons  concevoir  l'espace  tout  autrement  qu'on  ne  le  lait  ordi- 
nairement par  suite  de  Védiication  qui  nous  a  été  donnée  et  des 
préjugés  qu'elle  a  enracinés  eu  nous.  Je  vais  essayer  de  mieux 
me  faire  comprendre. 

Transportons-nous  par  la  pensée  dans  un  monde  idéal,  avec  les 
notions  que  nous  avons  de  lespace  (j'entends  avec  les  notions 
qui  résultent  de  l'éducation  que  nous  avons  reçue  ;  ce  monde  est 
constitué  de  la  manière  suivante  :  tous  les  objets  matériels  dimi- 
nuent de  volume  à  tel  point  qu'ils  finissent  par  s'anéantir  en 
s'approchant  d'un  point  fixe  que  j'appellerai  le  centre  du  monde  ; 
(cette  4iypothèse,  en  soi.  n'a  rien  d'absurde  ;  ou  sait  en  effet  que 
tous  les  corps  diminuent  de  volume  en  se  refroidissant  et  que 
leur  volume  finirait  par  se  réduire  h  rien  pour  un  froid  sulfi- 
samment  intense^;  supposons  les  volumes  des  corps  scnsildement 
proportionnels  à  leurs  distances  au  centre  du  monde.  Que  seront 
dans  un  pareil  monde  deux  corps  égaux,  pour  des  êtres  qui  ne 
jugent  des  dimensions  des  corps  qu'en  les  conqîarant  .'  Nous 
jugeons  que  deux  corps  sont  égaux  quand  on  peut  faire  coïncider 
leurs  dimensions  linéaires.  Or  pour  établir  une  coïncidence,  il 
i'uut  effectuer  au  moins  un  déplacement,  pendant  lequel  les 
dimensions  du  corps  déj)lacé  vont  changer.  L'égalité,  dans  le 
monde  idéal  dont  nous  venons  de  parler,  la  notion  de  la  dis- 
tance, ne  seront  pas  les  mêmes  que  pour  nous. 

Renversons  les  rôles  ;  c'est  l'être  idéal  qui  nous  observe;  pour 
lui,  nous  avons  une  notion  fausse  de  lu  distance.  Qui  a  raison  .' 
La  Pangéométrie  nous  répond  que  tout  le  monde  a  raison,  elle 
nous  dit  ceci  :  En  concevant  l'espace  comme  vous  l'avez  fait,  en 
créant  une  Géométrie  toute  particulière,  vous  avez  employé  un 
langage  ([ui  vous  a  permis  d'exprimer  des  relations  de  la  mami're 
([ui  vous  a  paru  la  plus  simple. 

Liu'ore  quel<[ues  mots  pour  me  faire  mieux  comprendre  : 
conslilérons  une  mapj)emonde  en  verre,  plaçons  notre  ceil  en  un 
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point  (le  cette  niappemoiide  et  l'egnrdoiis  ;m  tinveis  une  It-iiillc  do 
papier  blanc  ;  avec  un  crayon  nous  pourr(»ns  sur  le  papier  tracer 
une  image  des  contours  des  continents,  des  fleuves,  etc.,  de  telle 
sorte  que  Tiniage  de  ces  contours  sur  la  mappemonde  semble 
recouvrir  leui'  image  sur  le  papier.  L'image  sur  le  papier  sera 
une  perspective  de  l'image  tracée  sur  la  spbère,  ce  sera  une 
carte  de  géogi-aphie.  (^ela  posé,  désignons  par  le  même  mot  ou 
parla  môme  locution  une  figure  delà  mappemonde  et  son  image 
sur  la  carte  de  géograpbie,  et  conservons  les  dénominations 
usuelles  pour  les  figures  tracées  sur  la  carte.  Nous  aurons  une 
Géométrie  absolument  vraie  sur  la  mappemonde,  mais  qui  s'expri- 
mera dans  un  langage  bien  choquant.  Par  exemple  si  nous  disons 
(ce  qui  est  vrai  d'une  figure  tracée  sur  la  carte)  :  les  diagonales 
d'un  carré  se  coupent  en  parties  égales,  cette  proposition  sera 
encore  vraie  pour  la  figure  correspondante  de  la  mappemonde  ; 
seulement  l'égalité  ne  se  définira  ])as  de  la  même  manière  pour 
les  figures  de  la  mappemonde  et  celles  de  la  carte. 

Or,  supposons  que  la  mappemonde  soit  la  terre  elle-même  et 
supposons  nos  sens  construits  de  telle  façon  qu'ils  ne  perçoivent 
que  les  images  des  phénomènes  qui  se  passent  sur  la  terre;  voilii 
notre  Géométrie  usuelle  remplacée  par  une  autre  bien  bizarre 
et  qui  cependant  pourra  s'exposer  avec  les  mêmes  formes  de 
langage  que  la  nôtre.  Or  qui  peut  aflirmer  que  nos  sens  ne  per- 
çoivent pas  (juelque  image  des  phénomènes  réels  ?  Descartes 
prétend  que  ce  n'est  guère  possible,  parce  (jue  Dieu  n'a  pas 
voulu  que  nous  sovons  jouets  d  illusions.  G'est  d'al)ord  un<^  allir- 
mation  sans  preuve  ;  (juant  au  mot  illusion,  il  faudrait  savoir 
jusqu'il  ([ucl  point  il  est  juste. 

En  définitive,  nos  sens  ne  font  que  nous  donner  des  impi'es- 
sions  ou,  si  l'on  veut,  des  images  des  objets  réels.  La  mappemonde 
est  une  image,  la  caite  en  est  une  auli'e  ;  quelle  est  la  bonne  ? 
L'une  et  l'auti-e,  car  l'une  et  l'autre  nous  (ont  en  définitive  con- 
naître ou  enregistrer  les  mêmes  vérit(''s  relatives,  les  seules  (|ne 
nous  |)uissions  connaître  en  dehors  de  nous-mêmes. 

Demander  si  l'espace  est  limit(>  ou  ne  l'est  pas  ne  couq)orle 
pas  de  iéj)ouse  |)ositive  ;  c  est  comm(>  Ton  voudra  :  la  sphère  a 
une  étendue  limitée,  son  image  a  une  etendut>  illimitée  ;  entre 
les  deux  nous  pouvons  choisir,    ^'oil;^,   je  crois,  une  ((nt>stion  de 
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Motaphysique  qui  se  tioiive  résolue,  et  qui  lauralt  cru  .'  par  ilrs 
mathématiciens. 

La  Pangéométrie  a  reçu  une  généralisation  Ijien  reinarqua!>l(\ 
car  elle  touche  encore  de  très  près  à  des  questions  de  ]\Iétaph\- 
sique.  On  peut  appeler  point  l'ensenihle  tle  quatre  nombres,  et 
dire  que  quand  ces  nombres  varient,  le  point  qu  ils  représentent 
décrit  une  figure  dans  Fespace  à  quatre  dimensions.  On  j^eut 
aiîTsi  édifier  ;i  l'aide  de  qucl([ues  nouvelles  définitions  uur 
science  qui  est  une  extension  de  la  Géométrie,  ou  plutôt  de  la 
I^angéométrie,  et  que  Ton  appelle  quelquefois  Géométrie  à  quatre 
dimensions.  On  a  même  inventé  des  Géométries  ii  cinq,  six... 
dimensions.  Ces  Géométries  sont-elles  susceptibles  d'applica- 
tions, ou  bien  sont-elles  un  objet  de  pure  curiosité  ?  .1  ai  déjà 
lait  observer  (|u'il  n'v  a  pas  ii  proprement  parler  de  véiite  de 
pure  curiosité,  et  que  l'on  pouvait  toujours  espérer  quelque 
résultat  utile  d'une  vérité.  Mais  dès  ii  présent  on  peut  dire  (jue 
la  considération  des  espaces  à  plus  de  trois  dimensions  a  rendu 
de  réels  services  à  l'Analyse  mathématique  ;  au  fond,  dans  ces 
considérations,  il  n'y  a  qu'une  forme  donnée  au  langage  pour 
exprimer  la  pensée  d'une  façon  plus  concise;  mais  nous  avons 
déjii  vu  combien  il  était  important  de  svmboliser  la  pensée  et  de 
la  condenser. 

La  Géométrie  est  à  une,  deux,  trois...  dimensions  ([uand  la 
position  d  un  point  peut  être  déterminée  en  se  donnant  nu. 
deux,  trois...  nombres.  Si  Ton  lait  de  la  Gconiftiie  vi'aie  et  non 
de  la  Pangéométrie  et  si  Ida  ne  s'occupe  que  des  points  situés 
sur  une  ligne,  en  se  donnant  la  dislance  d'un  jioint  A  sur  cette 
ligne  à  un  point  fixe  O,  le  point  A  se  Irouvi'  ilctermiue;  on  lait 
alors  de  la  Géométrie  à  une  dimension. 

Si  Ion  ne  s'occupe  que  des  points  situi's  sui'  un  plan  nne 
feuille  de  papier)  ou  sur  une  sphère  une  Ijoule,  une  mappe- 
mondei  deux  nombres  sulllrout  pour  dcti-nniiier  ce  point;  par 
exemple  sur  la  nnq)})emon(lc  un  point  est  déterminé  dès  (pi On 
connaît  sa  longitude  et  sa  latitude  ;  sur  le  plan  sa  position  est 
déterminée  quand  on  connaît  sa  tlistance  ;i  deux  lignes  droites 
fixes  perpendiculaires  Tune  sur  lautie  ;  on  lait  alors  de  la  Géomé- 
trie il  deux  dimensions. 
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Si  Ion  s'occupe  de  tous  les  points  possibles,  accessibles  à  nos 
sens,  on  pourra  déterminer  la  position  d'un  point  quelconque  en 
se  donnant  par  exemple  :  i"  sa  hautcni'  au-dessus  du  sol,  et  '.i^  la 
longitude  et  la  latitude  du  point  où  il  tomberait,  si,  supposé  pesant, 
on  l'abandonnait  ;i  lui-même;  en  d'autres  termes,  un  point  situé 
sur  le  sol  et  sur  la  même  ligne  verticale  ([ue  lui  ;  trois  nombres 
sont  nécessaires  et  sunisantspourdétcrminer  la  position  d'un  point; 
dans  ce  dernier  cas,  on  dit  alors  que  l'on  fait  de  la  C/éométrie  ii 
trois  dimensions.  Nos  sens  sont  organisés  de  telle  sorte  qu'ils  n& 
nous  donnent  pas  la  sensation  d'un  espace  à  plus  de  trois  dimen- 
sions. 

Et  cependant  lexistence  d  un  espace  à  ([uatre  dimensions 
n'est  pas  théoriquement  impossible.  En  Taisant  Ihypothése  qu  an 
pareil  espace  existe  réellement,  on  pent  expliquer  bien  des  phé- 
nomènes inexplicables  sans  cela.  Et  d'abord,  pour  bien  nous  faire 
une  idée  de  ce  que  peut  être  un  espace  a  quatre  dimensions, 
considérons  une  portion  de  surface  plane  un  petit  fragment  de 
papier  susceptible  de  glisser  sur  une  grande  feuille  de  papier) 
assujettie  4i  rester  dans  le  même  plan,  mais  capable  de  se  mou- 
voir d  ailleurs  en  tout  sens  ;  supposons  (ju  une  bonne  fée  anime 
tout  a  coup  cette  petite  portion  de  surface  en  lui  donnant  des 
sens  qui  lui  permettent  de  se  rendre  compte  de  tout  ce  qui  se 
passe  dans  son  plan  (sur  la  feuille  de  papier),  mais  qui  lui  lais- 
sent non  seulement  ignorer  ce  qui  existe  en  dehors,  mais  qui 
ne  lui  ])ermettent  même  pas  de  soupçonner  1  existence  du  dehors. 
Cette  petite  portion  de  surface  ne  pourra  faire  que  de  la  Géo- 
métrie à  deux  dimensions  ;  notre  Géométrie  ii  trois  dimensions 
lui  paialtia  aussi  al)surde  qu'il  nous  la  Géométrie  à  (juatre  dimen- 
sions. 

Que  l'espace  îi  (piatre  dimensions  ait  une  existence  réelle,  il 
n'y  a  donc  ii  cela  aucune  impossibilité  ;  admettons  qu'il  existe, 
jusqu'il  preuve  du  contraire  ;  nous  n'en  sommes  pas  ii  notre  pie- 
mièrc  hypothèse,  ni  à  la  dernière. 

Le  je  ne  sais  quoi,  «pii  n'est  certainement  pas  notre  corps, 
ce  <|ui  ne  sera  pas  notre  cailavie  après  notre  nnirt,  cette 
chose  qui  a  de  la  sensibilité,  de  la  mémoire,  de  rintelligence 
et   de    la    vt-rilc   et   qui    est  ce  (j[ue  j'appellerai    notre    âme,    vit 
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jDcut-ètre  dans  1  espace  ii  (|uatie  diiuensioiis  ;  elle  agit  sur  notre 
corps  comme  nous  agissons  sur  une  feuille  de  papier  que  nous 
taisons  glisser  sur  une  table.  Rien  ne  nous  empêche  d  ailleurs, 
au  moven  d'une  llclion,  de  placer  dans  un  espace  à  quatre 
dimensions  des  choses  qui,  comme  lame,  ont  une.  existence 
réelle,  sans  que  nous  puissions  les  trouver  dans  notre  espace 
cognoscihle.  Dans  1  état  de  vie,  1  àme  humaine  repose  sur  notre 
espace,  connue  le  doigt  qui  s'appuie  sur  la  feuille  de  papier  pour 
la  faire  glisser  sur  une  table  ;  dans  létal  de  mort,  Tàme  cesse 
de  toucher  notre  espace  à  trois  dimensions  à  Tendroit  où  est 
notre  corps.  Quelque  chimérique  que  paraisse  cette  idée  de 
Texistence  effective  de  la  quatrième  dimension,  il  était  bon,  je 
crois,  de  la  mentionner,  ne  liit-ce  ([u'ii  cause  des  services  effectifs 
quelle  l'end  a  la  science. 

En  parlant  tle  la  Géométrie  et  de  ses  affinités  avec  la  Pangéo- 
métrie,  nous  n'avons  guère  quitté  le  domaine  de  la  ^lathématique 
pure  ;  et  avant  d'abandonner  complètement  ce  domaine,  il  faut 
mentionner  une  méthode  qui  a  exercé  une  influence  des  plus  con- 
sidérables sur  le  développement  de  la  science;  je  veux  parler  de 
la  méthode  infinitésimale. 

Lorsque  l'on  veut  étudier  un  phénomène,  il  est  évident  ([u  il 
est  plus  facile  de  faire  cette  étude  dans  une  faible  portion  de  son 
parcours  que  dans  son  ensemble;  et  cette  remarque  seule  ne 
présente  pas  un  grand  intérêt  ;  mais  ce  qui  constitue  une  décou- 
A'erte  merveilleuse,  c'est  que  dans  une  petite  portion  du  par- 
cours d  un  phénumène  quelcon([ue.  quelque  petite  ([ue  soit  cette 
portion,  certaines  relations  entre  les  éléments  qui  constituent  le 
phénomène  se  conservent  intactes.  L'étude  de  ces  relations, 
généralement  assez  facile,  est  du  ressort  de  ce  (|ue  l'on  appelle  le 
Clalcul  différentiel;  quand  je  dis  (jue  cette  élude  est  facile,  j  en- 
tends qu'elle  est  facile  pour  nous,  hommes  du  xix''  siècle,  mais 
il  fallait  du  génie  pour  énoncer  le  principe  fondamental  du  Calcul 
din'érentiel.  Il  est  bien  remarquable  que  l'on  enseigne  en  France 
dans  nos  lycées  le  Calcul  dillerentiel,  sans  que  les  élèves  se  dou- 
tent de  l'existence  du  principe  même  ([ui  lui  sert  de  base  et  qui 
lui  a  doiiiii'  naissance.  Ou  peut  savoir  l)eaucoup  ilc  iiialhiiua- 
tiques    sans    être    philosophe    et    i'icc    i'crsd,    malheureusement 
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crailleui's;  les  inalliéiiialkiens  et   les  philosophes   gagnei-aient  à 
mieux  se  connaître. 

Mais  je  reviens  a  mon  sujet  :  lorsque  Ion  est  parvenu,  ce  ([ui 
est,- je  le  répète,  en  général  assez  facile,  à  trouver  les  relations 
permanentes  entre  les  cléments  d'un  phénomène,  on  peut  ([uel- 
quefois  pratiquement,  théoriquement  toujours,  en  déduire  par 
rAnalvse  mathématique  toutes  les  lois  du  phénomène,  et  cela  au 
moven  dun  instrument  merveilleux  que  Ion  appelle  le  Calcul 
intégral,  qui  a  le  seul  inconvénient  d'être  un  outil  encore  mal 
connu.  Les  mathématiciens  les  plus  dignes  de  ce  titre  aujour- 
d'hui sont  ceux  qui  directement  ou  indirectement  dirigent  leurs 
recherches  en  vue  de  perfectionner  le  Calcul  intégral;  ceux-lii 
seuls,  en  effet,  sont  de  vrais  philosophes. 

Nous  avons  vu  comment  la  Géométrie,  née  de  l'oliservation. 
devenue  une  science  de  raisonnement,  était  entrée  dans  une 
phase  expérimentale,  seulement  dans  ces  derniers  temps,  et 
comment  cette  dernière  phase  avait  amené  les  mathématiciens, 
sinon  ii  connaître  la  véritahle  essence  de  l'espace,  au  moins  ii 
reconnaître  la  valeur  des  hvpothèses  quils  avaient  été  ohligés  de 
faire  pour  édifier  la  science. 

Il  faut  croire  que  la  notion  de  temps  est  plus  nette  (|ue  celle 
de  l'espace,  car  la  phoronomie  ou  Cinématique,  qui  est  la  science 
du  mouvement  considéré  en  lui-même,  n'a  donné_lieu  à  aucun  de 
ces  doutes  qui  ont  si  longtemps  plané  sur  les  princijies  londa- 
mentaux  de  la  Géométrie;  et  je  ne  mentionne  ([ue  pour  le  cons- 
tater le  fait  ([ue  Ion  a  soutenu  sans  écho  sérieux  (pi'il  u  était 
pas  possihle  de  mesurer  le  temps,  parce  qu'il  était  impossii)le  de 
donnei'  la  notion  de  deux  temps  égaux.  Sans  doute  d'une  hieou 
ahsolue  cela  est  impossihle;  dune  façon  relative  c'est  possil)le.  et 
cela,  en  vertu  d'une  hypothèse  très  plausihle,  qui  est  celle-ci  : 
lorsque  noiis  voyons  deux  phénomènes  d'ailleurs  identiques  s'el- 
fectuer  à  des  époques  difFérentes,  ils  s'eflectuent  dans  le  même 
temps.  Il  v  a  là  une  hvpothèse  ou  une  fiction  analogue  ;i  celle 
que  nous  faisons  en  disant  que  les  ohjets  matériels  junivenl  se 
(h'phicer  sans  cpie  leurs  dimensions  changent. 
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La  CinéiiKititjiu'  seil  d  iiitioduclion  ii  ht  Mécanique  proprement 
dite,  mais  il  v  a  une  autre  science  qui  lui  sert  également  d'intro- 
duction et  que  Ton  a  des  tendances  aujourd'hui  à  déduire  de  la 
Mécani([ue  ;  je  veux  parler  de  la  Statique.  I^tudier  la  Statique 
apri's  les  éléments  de  la  Mécanique  c'est,  au  point  de  vue  philo- 
sophi(jue,  placer  la  charrue  a\ant  les  Ixeufs  ;  c'est  méconnaître 
l'instrument  créateur,  c'est  hiire  abstraction  de  la  manière  dont 
se  sont  posés  les  principes  fondamentaux,  logiquement  et  histo- 
riquement, ainsi  que  je  vais  le  démontrer. 

Bien  avant  de  soupçonner  les  lois  de  la  gravitation  universelle 
qui  aujourd'hui  encore  ne  sont  bien  connues  (jue  par  les  savants, 
l'homme  a  eu  le  sentiment  de  sa  force;  l'homme  le  plus  illettié 
sait  ([ue,  dans  la  plupart  des  actes  de  la  vie  malerielle,  il 
lui  faut  plus  ou  moins  de  vigueur  ou  de  force  pour  vaincre 
les  obstacles  de  la  nature.  (  hi'il  s'agisse  de  soulever  un  poids 
ou  d'arracher  un  clou,  il  sait  l)ien  trois  choses  :  1°  qu'il  lui 
huulra  déployer  pour  cela  une  force  plus  ou  moins  grande  suivant 
les  circonstances;  2"  que  l'edort  qu'il  va  déployer,  que  cette 
force,  doit  s'exercer  dans  une  certaine  direction  ;  ce  n'est  pas  en 
p(»ussant  le  clou  veis  le  mm  (|iiil  l'arrachera;  3"  qu'il  ]ieuf 
soulever  le  poids,  arracher  le  clou  en  exerçant  son  action  au 
moven  d'un  cordon  d(Hit  la  h)ngueur  est  indifl'érente,  mais  dont 
la  meilleure  direction  est  déterminée,  f.a  Stati([ue  est  la  science 
qui  étudie  ces  efforts  ou  forces  ;  elle  n'a  pas  besoin  d'autres 
principes  pour  s'édifier  que  ces  trois  remarques  dont  nous 
venons  de  parler  et  que  tout  le  monde  a  pu  laire  ;  ces  remarques 
lorl  simples  sont  les  principes  toudanientaux  de  la  Staliijue  ; 
elle  n'en  invocjiu'  pas  d'autres  ;  avec  les  principes  de  la  Cîeomé- 
trie  et  de  la  théoiie  des  nombres  elle  se  sudit  à  elle-uiéme. 
Scienct>  d  Observation  au  début,  ell(>  est  rationnelle  dans  la  laçon 
dont  elle  se  développe  :  mais  ])our  entrer  dans  la  phase  défini- 
tive et  expérimentale,  elle  a  besoin  de  se  fondre  avec  la  Méca- 
ni({ue  générale  dont  nous  allons  parler. 


La  Mécani(jue  est.  il  proprement  parler,  l'eiude  des  lois  qui 
régissent  la  matière  en  uH)Uveinenl  ;  p(»ur  connaître  ces  lois  il  a 
fallu  d'abord  (djserver  les  laits  ;   la  Mécaiii<[iie  a    d'abord  ete   une 
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science  dobservation.  Mais  contrairement  a  ce  qui  a  eu  lieu  en 
Géométrie,  on  a  peu  essavé,  je  crois,  de  rechercher  quels  phéno- 
mènes devaient  être  l'ondamentaux,  les  autres  étant  conséquences 
forcées  de  ceux-ci;  la  phase  rationnelle  a  été  courte,  mais  elle  a 
dû  sans  doute  exister,  et  Ton  est  entré  immédiatement  dans 
cette  phase  expérimentale  qui  consiste  à  (aire  des  hypothèses  et 
à  voir  si  ces  hvpothèses  sulliraient  à  expliquer  les  laits  acquis  et 
à  en  prévoir  d  autres,  vérifiés  par  des  expériences  faites  a  poste- 
riori. 

Or  il  arrive  que  les  hypothèses  ou  principes  l'ondamentaux 
de  la  Mécanique,  non  seulement  expliquent  et  prévoient  tous 
les  phénomènes  observés  sur  la  matière  en  mouvement,  mais 
qu'ils  expliquent  aussi  les  résultats  obtenus  rationnellement 
en  Statique.  L'étude  de  la  Statique  ii  ce  point  de  vue  n'a  donc 
pas  été  stérile;  elle  a  été  en  quelque  sorte,  la  phase  rationnelle 
de  la  Mécanique  ;  elle  devait  philosophiquement  précéder  celle 
de  la  ^lécanique. 

Disons,  pour  en  finir  avec  la  Mécanique,  que  comme  la  Géomé- 
liie  elle  ne  s'applique  qua  des  êtres  de  raison,  qui  sont  le  point 
matériel  et  la  force. 

Toutes  les  sciences  dont  nous  venons  de  nous  occuper  sont  des 
sciences  exactes;  elles  doivent  ce  caractère  à  ce  qu'elles  spéculent 
sur  des  êtres  abstraits,  sur  des  êtres  de  raison  (jue  nous  avons 
façonnés  de  manière  à  ce  que  leurs  pr(q:>riétés,  absolument  pré- 
cises, fussent  facilement  accessil)les  ;i  un  raisonnemenl,  irrépro- 
chable au  point  de  vue  de  la  rigueur  des  conclusions.  Nous 
allons  maintenant  entrer  dans  le  domaine  de  sciences  qui  seront 
loin  de  présenter  les  mêmes  caractères. 


Les  sciences  physi(jiies  oui  pour  bul  l'étude  de  la  manière  dont 
la  matière  inanimée  se  conduit  vis-:i-vis  de  la  matière  inanimée. 
A  ce  point  de  vu(%  la  Mécanique  se  distingue  surtiuit  de  la  Phy- 
sique, en  ce  sens  qu  elle  ne  s  occupe  (|ue  d  êtres  de  laistm,  tandis 
([ue  la  Phvsique  s'occupe  surtout  d  êtres  réels  ou  qui  ont  la  pré- 
tention d'être  réels. 

L'observation  nous  montre  qu'un  corps,  sans  cesser  d'être  lui- 
même,  c'est-à-dire  sans  cesser  de  ressembler  foncièrement  à  ce 
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<[u  il  t'tait  ;i  un  inslaut  donné,  peut,  suivant  les  circonstances, 
se  présenter  sous  trois  étals  : 

i"  Il  peut  être  solide,  liquide  ou  gazeux;  une  étude  purenieni 
mécanique  des  corps  sous  ces  trois  états  lait  partie  de  la  Méca- 
nique rationnelle,  mais  en  Mécanique  ces  trois  états  sont  nette- 
ment définis  comme  des  êtres  de  raison,  et  en  Phvsique  ils  sont 
constatés  et  observés.  Les  trois  états  considérés  en  ^lécanique 
sont  des  états  parfaits,  au  même  titre  que  la  ligne  en  Géométrie 
est  l'état  parlait  du  trait  laissé  par  le  cravon  sur  une  feuille  de 
papier. 

2"  Les  corps  peuvent  changer  de  forme  sous  diverses  influences 
extérieures  ;  l'étude  de  ces  chauQ-enients  de  forme  considérés  en 
eux-mêmes  est  du  ressort  de  la  théorie  de  l'élasticité,  théorie 
déjà  entrée  dans  sa  troisième  phase  ;  on  explique  en  effet  les 
phénomènes  élastiques  par  l'Analyse  mathématic[ue  et  les  prin- 
cipes de  la  Mécanique,  au  moyen  d'hypothèses  qui  aujourd  hui 
semblent  assez  bien  justifiées. 

3"  La  capillarité,  l'endosmose  sont  des  phénomènes  du  même 
ordre,  ou  probablement  ;  ces  phénomènes,  bien  étudiés  pour  les 
liquides,  sont  encore  mal  connus  pour  les  solides  et  les  gaz  ;  on  les 
explique  par  des  moyens  analogues  à  ceux  qui  ont  servi  à  expli- 
(|uer  l'élasticité. 

4°  On  remarque  que  les  corps  sont  susceptibles  de  s'échaufler 
et  de  se  refroidir.  Sous  l'influence  du  chaud  et  du  froid,  il  se 
produit  une  loule  de  phénomènes  que  l'on  observe,  que  l'on  a 
déjà  reliés  entre  eux  ;  ces  phénomènes  constituent  la  théorie  de 
la  chaleur. 

5°  Les  corps  peuvent  devenir  sonores. 

6'^  Ils  peuvent  devenir  lumineux. 

7"  Enfin  ils  peuvent  affecter  un  état  particulier  dans  lequel 
ils  sont  dits  électrisés. 

Chacun  des  états  dont  nous  venons  de  parler  donne  lieu  ii  nue 
branche  de  la  Physique. 

Les  corps  peuvent  au  contraire  subir  en  présence  les  uns  des 
autres  des  modifications  pi'ofondes  à  la  suite  des([uelles  on  ne 
saurait  les  ramener  à  leur  état  primitif.  La  (Ihimie  a  pour  l)ut 
l'étude  de  ces    modifications. 
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Tous  les  phénomcnes  dont  nous  venons  de  parler  sont  proba- 
blement, coninic  les  phénomènes  célestes,  dus  ii  la  même  cause, 
à  la  "Tcu'ilation  uni\'erselle,  et  les  efforts  des  chimistes  aussi  bien 
(pie  des  physiciens  tendent  vers  ce  but  :  lainener  tout  ;i  l'attrac- 
tion universelle. 

Qu'est-ce  qite  le  piinc/pc  (le  la  i^ravilalion  u/tiverselle  .'  On 
admet  que  la  matière,  je  dis  la  niatière  et  non  pas  l'espace)  n'est 
pas  divisible  indéfiniment  et  ([u'il  existe  dans  tout  corps  un 
nombre  très  grand  de  particules,  séparées  les  unes  des  autres  par 
des  intervalles  très  petits,  mais  t)ès  grands  par  rapport  aux 
volumes  de  ces  particules  qui  constituent  ce  que  1  on  appelle  des 
atomes;  les  atomes  en  se  gioupant  lorment  de  petits  mondes 
analogues  à  notre  système  planétaire,  (pii  sont  ce  que  Ton  appelle 
des  molécules;  tous  ces  petit  mondes  nagent  dans  un  corps  très 
subtil  que  Ton  appelle  Féther,  lui-même  formé  de  molécules 
bien  plus  ténues  que  celles  des  corps  matériels.  Et  maintenant 
tous  ces  petits  corpuscules  seraient  pour  ainsi  dire  animés  de 
sentiments  d'amour  et  de  haine  (je  parle  au  figuré)  en  vertu  des- 
quels ils  tendraient  ii  se  porter  les  uns  vers  les  autres  ou  ii  s'éloi- 
gner, et  ces  petits  êtres  capricieux  seraient  en  mouvement  per- 
pétuel par  suite  des  sentiments  opposés  qu  ils  éprouvent,  ne 
dilïerajit  des  êtres  animés  que  parce  que  ces  sentiments  de  haine 
et  d  amour,  au  lieu  d'être  guidés  par  la  volonté,  obéissent  à  des 
lois  fixes  qui  dépendent  en  géjiéial  de  leurs  positions  res- 
pectives. 

Quelle  chimère,  dira-t-on  !  11  n'en  est  pas  moins  vrai  cpie  cette 
hypothèse,  non  seulement  a  permis  de  relier  entre  eux  les  phé- 
nomènes les  plus  divers,  mais  (pi  elle  a  encoïc  permis  d  en 
découvrir  une  ioule  de  nouveaux,  .le  ne  citerai  (pi  un  lait  entre 
mille,  pour  e(»nvaincre  le  lect(nir.  Un  giand  géomètre,  J\)isson, 
se  refusait  à  admettre  de  pareiUes  hypothèses  ct.iiourles  réduire 
une  bonne  fois  à  néant,  il  fit  de  fort  l>eau\  calculs,  dont  la 
conséquence  était  ([u'en  plaçant  un  écran  dans  des  circonstances 
déterminées  devant  une  source  Inmineuse,  au  lieu  (b'  porter 
oujbre,  cet  écran  devait  icnlorcer  I  éclat  de  la  lumière:  la  théorie 
semblait  contlamnée.  Un  autre  savant,  (pii  était  un  grand  physi- 
cien, Fresnel,  eut  l'idée  de  faire  l'expérience  (pii  confirma  les 
prévisions    du    g('"omèlre  ;    la   cause    elail    jugée.     Poisson    venait 
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déprouvor  la  plus  gloiiouso  ilélaite  ([irhoiuiue  ait  jamais  suUio. 
11  ne  laiulrait  cepeudant  pas  croire  que  Ihypotiièse  on  (jue  la 
théorie  de  l'attraction  universelle  et  que  la  théorie  des  ondula- 
tions qui  en  est  une  consécpience,  rendent  laeilement  compte  de 
tous  les  laits  observés.  S'il  en  était  ainsi,  la  Physique  serait  une 
science  achevée;  l'hypothèse  moléculaire  ne  se  sulllt  pas  à  elle- 
même,  et  Ton  a  été_  obligé  de  lui  adjoindre  successivement  un 
orand  nomI)i'e  d  hypothèses,  (pii  ont  disparu  pour  laire  place  à 
d'autres  expliquant  mieux  et  plus  complètement  les  laits.  Les 
sciences  physiques  dillèrent  en  cela  des  sciences  mathémati([ues 
pures  ;  dans  celles-ci  les  hypothèses  sont  restées  les  mêmes 
depuis  leur  origine  jusqu'à  nos  jours,  tandis  qu'elles  ont  varié 
constamment  en  suivant  le  développement  des  sciences  phv- 
si([ues. 

Arrêtons-nous  ici  pour  jeter  un  coup  du'il  en  arrière,  car  le 
caractère  de  la  science  va  se  modifier  profondément.  Toutes  les 
sciences  dont  nous  venons  de  parler  se  sont  développées  paral- 
lèlement :  pres(jue  toutes  les  grandes  découvertes  ellectuées  dans 
lune  d'elles  ont  été  l'occasion,  le  point  de  départ  de  nouvelles 
découvertes  effectuées  dans  les  autres.  La  Géométrie  se  serait 
dillicilemenl  développée  sans  le  concours  de  la  théorie  des 
nombres,  et  les  plus  belles  propriétés  de  l'étendue  seraient  restées 
éternellement  cachées  sans  l'application  (jue  Von  a  laite  à  la 
Géométrie  des  méthodes  empruntées  ii  la  ^lathémati(pie  pure, 
sous  le  nom  de  Géométrie  analvli([ue.  La  Géométrie  à  son  tour  a 
(ail  surgir  une  loule  de  questions  (pii  ne  se  seraient  pas  posées 
et  qui  sont  du    ressort  exclusif  de  la  théorie  des  nombres. 

C^est  l'Analyse  mathémati(|ue  et  la  Géométrie  ([ui  ont  permis 
de  mettre  en  œuvre  les  hypothèses  sur  les(|uelles  repose  la  Mé- 
cani([ue  et  d'en  contrtMer  le  bien  londé,  sinon  l'exactitude.  Kn 
revanche,  un  des  plus  beaux  résultats  ac(piis  au  Galcul  iulé'gral 
a  son  origine  dans  la  solution  du  problème  le  plus  gt-néral  cpie  se 
|)ose  la  Mécanique. 

La  Phvsicjue  a  également  lortemeul  rt-agi  sur  le  développement 
des  sciences  mathématiques;  ce  sont  des  astronomes  observateurs 
et  des  physiciens  ([ui  ont  posé  les  principes  qui  ont  servi  de  base 
il  la  Dynamique;  et  c'est  une  ([uestion  de  Physique,  la  recherche 
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des  lois  du  mouvement  des  cordes  vibrantes,  qui  a  fait  naître 
toute  une  branche  du  Calcul  intégral  et  la  plus  difficile.  Il  est  à 
peine  nécessaire  de  dire  que  l'Analyse  mathématique  a  dominé 
presque  toutes  les  branches  des  sciences  physiques,  I>e  jour  n'est 
peut-être  pas  éloigné  où  les  questions  de  Chimie  pure,  les  réac- 
tions des  corps  les  uns  sur  les  autres  dans  des  circonstances 
données,  pourront  èlre  mathématiquement^  piévues  avant  toute 
expérience. 

La  Mathématique  pure  est  un  instrument  qui  se  perfectionne 
en  s'adaptant  aux  circonstances,  et  si  Ton  conçoit  que  la  science 
des  nombres  puisse  à  la  rigireur  se  suffire  à  elle-même,  et  se  dé- 
velopper sans  le  concours  des  autres  sciences,  pratiquement  elle 
né"  ferait  et  n'a  fait  efTectivement  des  progrès  réels,  qu'avec  le 
concours  de  la  Géométrie,  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique. 

J'ai  dit,  en  commençant  cette  analyse,  que  l'on  pouvait  édifier 
la  science  des  nombres  en  supposant  que  nos  sens  se  bornent  à 
nous  faire  subir  des  impressions  successives,  de  telle  sorte  que 
nous  puissions  simplement  concevoir  la  notion  de  ce  que  l'on 
appelle  Ji?ie  fois  et  encore  une  fois,  ce  qui  suffit  pour  avoir  la 
notion  du  nombre  entier.  ^lais  cette  idée  serait  évidemment  res- 
tée stérile,  si  l'on  n'avait  pas  eu  le  langage  à  sa  disposition,  ce 
qui  suppose  un  usage  et  une  application  déjà  très  attentive  de 
tous  les  sens,  c'est-à-dire  une  connaissance  relativement  assez 
étendue  des  sciences  autres  que  la  théorie  des  nomljres.  L'idée  du 
nombre  fractionnaire,  l'idée  du  nom-bre  —  a  dû  précéder  de 
beaucoup  l'idée  d'une  théorie  de  la  division  des  nombres  entiers, 
et  par  suite  l'idée  très  abstraite  que  les  Allemands  se  font  d'un 
syml>ole -;—  comme  représentant  une  division  impossible.  Parce 
simple  exemple,  on  voit  comment  des  questions  en  apparence 
étrangères  à  la  théorie  des  nombi'cs  ont  pu  être  l'occasion  de 
perfectionnements  ultérieurs,  qui  très  probablement  ne  se  seraient 
jamais  acconq)lis  si  ces  occasions  ne  s'étaient  pas  présentées. 

On  a  la  mauvaise  habitude,  à  mon  avis,  de  considérer  la  Géo- 
logie et  la  ^Minéralogie  comme  des  sciences  naturelles;  leur  dé- 
finition rentre  dans  celle  des  sciences  physiques,  elles  en  ont  le 
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t'ai-actère  au  inèiiu'  litre  quel  Astrouoiuie  physitjue.  Vax  efl'et,  cette 
scieuce  observe  les  mouvements  des  astres,  leurs  figures  ;  ellf 
étudie  leur  constitution  physique  et  chimique,  leurs  transforma- 
tions, leur  histoire.  La  Géologie  ne  fait  pas  autre  chose;  ce  n'est 
([uiinc  partie  de  rAstionoinie  physique,  puis([u'elle  s'occupe  de 
l'un  des  corps  dont  s'occupe  l'Astronomie  et,  sinon  par  les  mêmes 
procédés,  au  moins  dans  le  même  but. 

J'ai  défini  les  sciences  physiques  comme  ayant  poui'  but  l'élude 
de  la  manière  dont  se   conduit  la   matière  inanimée  à  l'éo-ard  de 

o 

la  matière  inanimée  ;  j'aurais  dû  ajouter  aussi  à  l'égard  de  la 
matière  animée,  puisque  c'est  en  définitive  à  l'aide  de  nos  sens 
([ue  nous  faisons  cette  étude.  INIais  dans  les  sciences  phvsiques 
proprement  dites,  et  c'est  en  cela  qu'elles  se  distinguent  des 
sciences  naturelles,  on  n'étudie  pas  la  matière  animée  en  elle- 
même,  on  n  étudie  pas  ses  modifications  essentielles. 

On  pourrait  dire  ([ue  les  sciences  naturelles  proprement  dites 
s'occupent  des  modifications  de  la  matière  animée  ou  plus  exac- 
tement vivante,  et  de  l'action  de  la  matière  inanimée  sur  la  uia- 
tière  animée.  J'ai  dit  en  commençant  que  nos  sens  nous  révélaient 
l'existence  d'êtres  doués  do  sensij)ilité,  de  mémoire,  d'intelli- 
gence et  de  volonté  ;  jai  voulu  parler  des  hommes.  Mais  à  côté 
de  1  homme,  il  existe  des  êtres  qui  semblent  doués  de  ces  facultés 
il  un  moindre  degré:  ce  sont  les  animaux  et  les  plantes.  Les  na- 
turalistes séparent  ces  êtres  de  1  homme  et  les  considèrent  seule- 
ment comme  des  êtres  vivants,  en  leur  refusant  l'inlelligence  et 
souvent  la  mémoire  et  la  sensibilité.  Cette  opération  ne  me  semble 
pas  justifiée,  par  la  bonne  raison  que,  n'ayant  aucun  moven  de  la 
vérifier,  nous  ne  pouvons  rien  dire  à  cet  égard.  Je  ne  suis  pas 
naturaliste;  mais  j'ai  le  droit  de  le  devenir  et  j'ai  le  droit  île  dis- 
cuter avec  les  maîtres  en  cette  matière  les  principes  Ibndamen- 
laux  de  la  science  cpi  ils  oui  la  prelenlion  de  m'enseigner,  abso- 
lument commeje  reconnais  le  droit,  ii  l'élève  auquel  j'enseigne  les 
éléments  des  mathématiques,  de  discuter  avec  moi  sur  le  bien 
fondé  des  principes  sur  lesquels  je  vais  m'appuver.  Les  animaux, 
dit-on,  nont  pas  inventé  de  langage,  ils  ne  sont  donc  pas  intelli- 
gents; à  cela  je  répondrai  :  i"  vous  n'en  savez  rien;  :>"  il  n'est 
pas  prouvé  qu'en  plaçant  des  enfants  dans  une  île  déserte  et  en 
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les  laissant  se  développer  loin  des  autres  hommes,  ils  invente- 
raient le  langage;  il  ne  m'est  pas  prouvé  que  les  hommes  de  Tàge 
de  pierre  parlaient.  Le  meilleur  argument  que  l'on  ait  invoqué 
en  laveur  de  l'intelligence  de  l'homme  est  que  l'homme  s'est  per- 
fectionné, c'est-à-dire  qu'il  a  su  à  la  longue  augmenter  son  action 
sur  les  choses,  et  que  jamais  l'animal  ne  s'est  perfectionné  à  ce 
point  de  vue.  Or,  avant  de  se  perfectionner,  il  a  fallu  que  l'homme 
ait  eu  ridée  de  se  perfectiqnner,  et  cette  idée  lui  est  peut-être 
venue  fortuitement  ;  nous  ne  savons  pas  combien  de  temps  il  a 
vécu  h  l'état  de  véritable  animal,  et  nous  ne  savons  pas  non  plus 
ce  que  ferait  un  enfant  absolument  séparé  du  reste  de  l'humanité. 
Mais,  dira-t-on  enfin,  l'homme  est  susceptible  d'éducation,  sou 
intelligence  peut  être  développée  au  contact  de  l'homme;  à  cela 
je  répondrai  encore  :  le  chien  pourrait  se  perfectionner  au  contact 
du  chien,  si  an  chien  avait  eu  l'idée  de  se  perfectionner  ;  le 
hasard  qui  a  fait  naître  cette  idée  chez'un  homme,  ne  l'a  pas  fait 
naître  chez  le  chien. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  ne  refusera  pas  a  certains  êtres  la  sensi- 
bilité, la  mémoire  et  la  volonté  ;  ces  êtres  sont  les  animaux.  Ces 
êtres  ont  cela  de  commun  avec  les  végétaux  qu'ils  sont  capables 
d'engendrer  des  êtres  de  même  espèce  ;  ils  sont  vivants.  La  dis- 
tinction en  animaux  et  végétaux  ne  me  parait  scientifiquement 
possible  qu'en  vertu  d'une  classification  méthodique,  car  il  me 
semble  bien  difficile  de  prouver  que  les  végétaux  sont  dépourvus 
des  facultés  que  nous  accordons  aux  animaux  et  nous  devons,  pour 
agir  sagement,  nous  maintenir  à  cet  égard  dans  le  doute.  C'est 
l'observation  qui,  dans  les  sciences  naturelles,  joue  le  rôle  pré- 
pondérant ;  ce  ne  sont  ni  des  sciences  de  raisonnement,  ni  des 
sciences  expérimentales.  Je  voudrais  cependant  que  l'on  ne  se 
méprît  pas  sur  la  manière  dont  je  considère  les  choses;  en  disant 
que  les  sciences  naturelles  ne  sont  ni  des  sciences  de  raisonne- 
ment, ni  des  sciences  expérimentales,  je  ne  veux  pas  dire  que  les 
naturalistes  n'ont  pas  besoin  de  raisonner  pour  bien  observer, 
classer  et  chercher;  je  ne  veux  même  pas  dire  que  parfois  ils 
n'auront  pas  besoin  de  faire  de  véritables  expériences  ;  je  veux 
simplement  dire  que  l'observation  est  et  sera,  encore  longtemps, 
le  moyen,  l'instrument  le  plus  sur  pour  trouver  la  vérité.  Cepen- 
dant la  Chimie  et  la  Physique  prêtent  un  concours  clilcaco  aux 
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sciences  naturelles  et  par  suite  indirectement  les  mathématiques. 
N'est-il  pas  permis  de  penser  (ju^un  jour,  ces  sciences  entreront 
dans  une  phase  rationnelle  et  expérimentale? 

T>es  sciences  sociologiques  ont  pour  but  Vétude  de  l'action  de 
1  homme  sur  Thomme  et  sur  les  choses  ;  elles  présentent  ce  carac- 
tère particulier  que  l'observation  y  a  joué,  y  joue  et  y  jouera 
continuellement  un  rôle  important.  Le  raisonnement  y  joue  un 
rôle  également  important,  mais  l'expérience  y  est  presque  impos- 
sible. C'est  dans  l'Histoire  surtout,  dans  la  Statistique,  dans  la 
Géographie,  qu'elle  trouve  le  point  d'appui  de  ses  conclusions. 
L'Histoire  n'est  pas  une  science  ;  c'est  le  conimenccment  d'une 
science,  c'est  la  phase  d'observation  de  la  Sociologie.  Rien  n'est 
plus  fastidieux,  à  mon  avis,  ([ue  l'étude  de  IHistoire  considér<''e 
en  elle-même,  si  l'on  ne  doit  pas  en  tirer  des  conclusions  ;  rien 
nest  plus  agaçant  que  ces  petits  pédants  que  leurs  parents  exhi- 
bent avec  orgueil,  parce  qu'ils  peuvent  donner  immédiatement 
la  date  de  l'avènement  ou  de  la  mort  d'un  roi  plus  ou  moins  che- 
velu, plus  ou  moins  réel,  ajipelé  aujourd'hui  Pharamond  ou 
Mérovée  ;  parce  qu'ils  connaissent  la  date  d'un  traité  dont  ils 
ignorent  l'influence  sur  le  sort  de  l'humanité.  La  description  pure 
et  simple  des  faits  historiques  me  produit  reffet  d'un  roman  trop 
long,  mal  conçu  et  peu  intéressant. 

Considérée  à  un  point  de  vue  plus  élevé,  l'Histoire  illumine  non 
seulement  la  Sociologie,  mais  même,  les  sciences  les  plus  abs- 
traites; les  mathématiciens  eux-mêmes  ont  beaucoup  d  enseigno 
ments  à  tirer  de  l'Histoire;  c'est  en  effet  la  lecture  des  anciens 
auteurs  qui  nous  appiend  comment  se  sont  développées  les  con- 
naissances humaines,  quelles  ont  été  les  idées  vraiment  fécondes, 
(jucls  ont  él(''  les  procédés  plus  ou  moins  parfaits  qui  ont  conduil 
les  inventeurs   ii  \i\  recherche  de  la  vérité. 

Si  les  sciences  naturelles  nous  font  connaître  l'homme  en  tant 
qu'animal,  l'Histoire  nous  fait  connaître  son  caractère  et  ses  (pia- 
lités  intellectuelles  et  morales  ;  sachant  ce  qu'il  a  fait  dans  des 
(■li'conslances  déterminées,  on  peut  prévoir  par  analogie  ce  ([u'il 
fera  dans  des  circonstances  analogues.  J'infin,  et  c'est  lit  un  tles 
Inits  de  la  Sociologie,  ou  peut  se  demander  (juels  sont  les  mobiles 
<|ui  iont  agir  les  hommes  isolés  ou  pris  en  masse. 
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Disons  maintenant  qnelqucs  mots  dos  méthodes  que  l'on  em- 
ploie en  Sociologie  :  un  grand  nombre  d'observations,  les  obser- 
vations statistiques  se  traduisent  j)ar  des  ehifl'res,  qui,  sans  être 
Taux,  ne  sont  pas,  ne  peuvent  pas  être  d'une  exactitude  absolue. 
Il  faut  savoir  discuter  ces  chifires,  il  faut  savoir  diriger  leur  éva- 
luation. Cela  exige  du  statisticien  une  connaissance  approfondie 
du  calcul  des  prohahilités  et  ce  que  Ton  peut  appeler  des  liabi- 
Indes  scicntiliques.  Tout  le  monde  ne  sait  pas  observer.  On 
apprend  à  observer  comme  on  apprend  à  chanter;  tout  le  monde 
sait  fredonner;  pour  savoir  chanter  il  faut  avoir  étudié.  De  même 
tout  le  monde  peut  voir;  regarder  est  déjà  plus  difficile;  obser- 
ver ne  peut  se  faire  qu'à  la  suite  d'une  certaine  éducation.  Il 
faut  aussi  savoir  ce  qu'il  est  utile  d'observer,  et  ne  pas  observer 
ce  qui  est  insignifiant.  Comme  dans  le  public  on  connaît  fort 
mal  la  science  que  je  désigne  sous  le  nom  de  Sociologie,  je  vais 
parler  de  quelques  résultats  dont  elle  s'est  enrichie  dans  notre 
siècle.  Elle  a  découvert  les  causes  non  pas  de  l'intérêt  de  l'ar- 
gent, mais  de  la  manière  (règle  d'intérêt)  dont  se  percevait  cet 
intérêt;  elle  a  déterminé  et  comparé  les  effets  de  l'impôt  sur  le 
capital  et  sur  le  revenu.  Elle  a  averti  dans  ces  derniers  temps 
une  foule  de  sociétés  de  prévoyance  qu'elles  marchaient  à  une 
catastrophe,  en  les  arrêtant  sur  la  pente  le  long  de  laquelle  elles 
o-lissaient.  On  est  parvenu  récemment  à  découvrir  une  loi  d'a- 
près  laquelle  se  répartissent  les  reveiuis  dans  un  pays,  et  l'on 
peut  en  déduire,  par  un  calcul  assez  simple,  la  manière  de  faire 
rendre  a  un  impôt,  suivant  une  loi-  donnée,  le  même  chidre  qu'à 
un  impôt  établi  sur  d'autres  bases.  Cette  loi  n'a  pu  être  formulée 
([u'à  la  suite  d'examens  de  statistiques  (jui  ont  été  concordantes, 
([uoique  eflectuées  dans  des  pays  très  différents,  par  des  indiviilus 
([ui  ne  se  connaissaient  pas  et  qui  ne  se  doutaient  guère  des  con- 
clusions qu'on  en  tirerait  au  fond  d'un  cabinet,  etc. 

.l'ai  évité  avec  soin  jus([u  ici  de  parler 'de  l'àme  et  de  la  divi- 
nité, c'est-à-dire  des  sciences  théologiques.  Les  règles  à  suivre 
pour  arriver  à  la  connaissance  des  vérités  théologi(|ues  ne  doi- 
vent évidemment  pas  différer  de  celles  que  l'on  suit  dans  les 
autres  sciences,  mais  l'application  de  ces  règles  est  beaucoup 
plus  diflicile.  Etudions  le  rôle  de  lobservalion,  du  raisonnement 
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et  de  rexpéi'ience.  Rappelons  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut; 
une  observation  nest  bonne  :  i'^  que  si  le  fait  observé  par  un  tiers 
est  possible  ;  1°  que  si  elle  a  été  faite  avec  attention  ;  3"  que  si  les 
ol)servateurs  sont  dignes  de  loi  et  ne  se  conti'edisenl  pas.  Knliii 
nous  avons  dit  combien  il  fallait  se  méfier  d'une  démonstration, 
lorscpie  nous  avons  le  désir  de  voir  la  vérité  revêtir  une  forme 
déterminée  a  l  avance. 

Or,  rilistoire  relisfieuse  en  général  contient  à  sa  base  une  foule 
d'obsel'vations  de  faits  qui  sont  des  miracles,  c'est-à-dire  qui 
sont  en  contradiction  avec  ce  qui  se  passe  journellement  devant 
nous;  ces  faits  sont  observés  par  des  hommes  primitifs,  jamais 
par  des  savants;  les  histoires  des  religions  difFèrent  énormément 
entre  elles  ;  enfin,  en  matière  religieuse,  chacun  veut  prouver 
que  la  tradition  de  ses  ancêtres  est  la  bonne.  On  ne  peut  donc 
pas  prendre  l'histoire  pour  base  de  la  théologie. 

Je  n"ai  pas  l'intention  ici  de  prouver  quoi  que  ce  soit  ;  je  veux 
étudier  seulement  les  principes  fondamentau.x  sur  lesquels 
reposent  les  sciences.  .le  n'ai  donc  à  prouver  ni  l'existence  de 
Dieu  ni  celle  de  l'àme.  Je  ne  crois  pas  qu'il  soit  possible  de 
démontrer  péremptoirement  a  priori  l'existence  de  Dieu, 
aucune  des  preuves  <|ue  l'on  a  données  ne  présentant  les  carac- 
tères de  riofiipur  (lue  l'on  exioe  dans  les  sciences  réellement 
dignes  de  ce  nom.  Quand  Laplace  a  dit  :  Dieu  est  une  hypothèse 
dont  je  n'ai  pas  besoin,  il  s'est  placé  sur  un  terrain  vraiment 
scientifique,  et  nous  a  indiqué  implicitement  la  marche  à  suivre 
dans  les  sciences  théologiques. 

Et,  en  efl'et,  on  peut  poser  comme  hypothèse  londanientjile 
l'existence  de  Dieu  et  de  l'àme  ;  en  regardant  la  divinité  comme 
la  cause  primordiale  de  l'énergie  répandue  dans  l'univers,  <mi 
attribuant  à  celte  énergie  Certaines  propriétés,  on  peut,  en  suivant 
les  méthodes  générales  (jue  intus  avons  esquissées,  chercher  les 
conséquences  des  hypothèses  que  l'on  a  faites  et  voir  si  elles 
sont  d'accord  avec  les  phénomènes  que  l'on  observe.  On  jx  iit 
surtout  examiner  si  au  point  de  vue  pratique  les  hypothèses  ([ne 
l'on  a  laites  conduisent  à  des  résultats  utiles,  et  c'est  peut-être 
là  ce  qui  a  lait  dire  avec  raison  :  si  Dieu  n'existait  pas.  il  faudrait 
1  inventer. 
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L'étlier,  dont  les  physiciens  ont  fait  un  si  heureux  usage, 
n'existe  peut-être  pas,  mais  sa  notion  a  été  si  utile  que  ce  serait 
folie  de  renoncer  ii  en  admettre  Texistence.  Xe  pas  admettre 
Texistence  de  Dieu,  c'est  dans  un  autre  ordre  d'idées  se  priver 
d  une  hypothèse  qui  a  rendu  de  grands  services  à  l'humanité.  On 
a  fait,  dira-t-on,  beaucoup  de  mal  en  prenant  Dieu  pour  prétexte  ; 
c'est  vrai  ;  mais  on  peut  raisonner  (ort  mal  sur  une  hypothèse 
qui,  discutée  avec  soin,  ne  conduit  qu'à  de  bons  lésultats. 


Et  maintenant,  messieurs  les  philosophes,  je  m'adresse  à  ceux 
d'entre  vous  qui  ont  daigné  lire  ces  quek^ues  pensées  sorties  du 
cerveau  d'un  mathématicien  ;  peut-être  consentirez-vous  à  lui 
accorder  que  les  sciences  exactes  sont  de  nature  à  concourir  au 
but  que  vous  poursuivez,  soit  en  vous  faisant  connaître  des  faits, 
soit  en  vous  initiant  à  des  méthodes  que  vous  connaissez  sans 
doute,  mais,  comment  dirais-je  sans  vous  olfenser,  ...  sans  les 
connaître  dans  toute  leur...  plénitude.  Quant  aux  savants,  ils  fer- 
meront le  livre,  après  avoir  lu  les  premières  pages;  je  ne  leur 
apprends  rien  qu'ils  ne  connaissent  déjà  ! 

Ne  se  dégage-t-il  pas  cependant  de  ce  qui  précède  que  savants, 
philosophes  et  économistes,  qui  concourent  par  des  moyens  si 
dillV'rents  en  apparence  au  bonheur  de  l'humanité,  auraient 
besoin  de  s'entendre  et  de  marcher  iVaternellement  hi  main  dans 
la  main  ? 

Le  domaine  de  la  science  est  si  vaste,  dira-t-on,  (pi  un  pareil 
vœu  est  une  chimère;  rintelligence  humaine  est  incapable  aujour- 
d'hui d'embrasser  toutes  les  branches  du  savoir;  voyons  (juelle 
est  la  valeur  de  cette  objection. 

Ce  qui  m'étonnait  prodigieusement  quand  j'étais  jeune  ^bien 
([u'ayaut  complètement  terminé  mes  étuiles),  c'est  ([uen  deman- 
dant des  explications  à  de  vieux  savants,  à  d'illustres  savants,  ils 
ne  pouvaient  pas  me  les  donnei",  bien  ({ue  souvent  ces  explications 
fussent  consignées  dans  plusieurs  ouvrages  ;  j'ai  appris  ilepuis  la 
raison  fort  simple  de  ce  fait  :  pour  être  un  savant,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  tout  savoir,  et  le  plus  grand  savant  n'est  pas  celui 
qui  a  le  plus  d'érudition,  mais  bien  celui  (pii  connaît  le  mieux  les 
méthodes  de  la  science  et  <[ui  sait  le  mieux  en  tircM-  parti. 
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Bien  (ju'il  soit  nécessaiic  de  consacrer  du  temps  à  l'étude  des 
méthodes,  il  n'est  pas  impossible  de  parcourir  le  cvcle  des  con- 
naissances humaines  de  manière  ii  en  saisir  Icsprit  et  à  en  coni 
prendre  les  méthodes.  C'est  dans  ce  sens  que  je  voudrais  que 
1  éducation  des  jeunes  Français  t'ùt  dirigée  ;  je  voudrais  en  résumé 
que  1  on  nétudiàt  pas  une  science  sans  étudier  toutes  les  autres, 
car  toutes  se  tiennent  et  toutes  concourent  au  même  but  :  le  vrai, 
le  bien  et  peut-être  le  beau. 

Pour  parvenir  h  ce  but  si  désirable,  il  faudrait  (|ue  notre 
enseignement  tùt  plus  libéral,  que  1  Ktat  renonçât  une  lois  pour 
toutes  à  voir  dans  renseignement  libre  un  ennemi  ;  il  faudrait 
qu  il  renonçât  à  façonner  tous  les  petits  Français  dans  un  même 
moule,  laissant  aux  aptitudes  individuelles  la  liberté  de  se  déve- 
lopper suivant  leurs  instincts  naturels.  Il  faudrait  abolir  cette 
sanction  illusoire  que  Ton  appelle  le  baccalauréat  et  qui  est  en 
réalité  une  entrave  au  libre  développement  des  aptitudes  de  lin- 
dividu  ('j.  Le  salut  de  la  France  est-il  donc  intéressé  à  ce  qu  un 
lonctionnaire  ait  su,  h  un  moment  de  sa  vie,  un  peu  de  latin  ou 
de  mathématiques,  s'il  ne  doit  plus  lui  en  rester  le  moindre 
souvenir  au  bout  de  quelques  années?  Je  dis  fonctionnaire,  car 
nous  voulons  tous  le  devenir. 

Oui  !  TKtat,  au  lieu  de  détruire  renseignement  libre,  comme  il 
la  fait,  à  sou  profit  et  au  profit  des  congrégations  religieuses, 
ferait  mieux  de  renoncer  à  donner  lui-même  renseignement 
secondaire,  en  se  bornant  ii  exercer  une  surveillance  active 
et  efjecth'c  sur  les  établissements  libres.  L'Flat  fait  toujours  plus 
mal  ([ue  les  individus,  c'est  un  fait  connu  depuis  longtemps; 
mais  il  peut  mieux  surveiller  ;  qu'il  borne  donc  sou  rôle  ii  celui 
de  gardien  vigilant  de  nos  intérêts. 

II.  Laluent  (Paris). 


(';  Car  il  constate  que  vous  avez  appris  des  faits,  non  que  vous  vous  êtes  assi- 
milé des  niéltiodes,  ce  qui  est  bien  plus  important,  car  les  faits  s'oublient,  les 
méthodes  se  l'etiennent. 
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ÉTAT  ACTUEL.    —   ENSEIGNEMENT   PRLMAUIE 


Nous  avons  déjà  cité  dans  notre  «  Aperçu  historicjue  (')  »  les 
résultats  obtenus  quant  à  renseignement  niathémati(|ue,  les  ten- 
dances civilisatrices  qui  se  réveillèrent  dans  les  sphères  o«»iiver- 
nementales  et  dans  la  société  russe  pendant  les  dix  premières 
années  du  xix"  siècle.  Actuellement,  nous  sommes  témoins  d'un 
mouvement  dans  le  même  sens,  encore  plus  remarquable  par  son 
intensité  et  par  sa  durée.  Depuis  répo([ue  des  réformes  exécutées 
par  l'empereur  Alexandre  11,  de  1860  à  i8jo,  ce  mouvement  ne 
s'est  pas  ralenti  et  il  dure  encore.  Voici  les  plus  importants  de 
ses  résultats. 

Dans  le  domaine  de  renseignement  primaire  :  un  grand  accrois- 
sement s'est  produit,  en  comparaison  avec  le  passé,  dans  le  nombre 
des  écoles  de  ville  et  de  village  (au  i'"'' janvier  1894,  ce  nombre 
atteignait  4'^  <^94  d'apri's  les  recherches  de  la  LiJjre  Société  Impé- 
riale économi(|ue)  ;  leur  organisation  régulière  date  de  i8j4;  il 
faut  citer  aussi  la  fondation  des  écoles  du  dimanche,  (jui  remonte 
il  18^9,  et  des  classes  itératives  pour  les  grands  ;  Torgauisalion  de 
tout  un  système  d'établissements  prépai'atoires  pour  les  futurs 
maîtres  des  écoles  élémentaires,  qui  se  traduisit  par  la  fondation 
des  instituts  pédagogiques  (1B72)  et  des  séminaires  de  maîtres 
(i8jo),  et  par  l'organisation  des  examens  (1868)  pour  les  per- 
sonnes désirant  obtenir  le  droit  d'enseigner  dans  les  écoles  élé- 
mentaires, ni;iis  n'avant  j>as  termiiu'  leur  <''ducalion  dans  les 
étal)lissemeuts  ])édagogiques  ci-dessus  mentionnés  ;  enfin,  la 
fondation  des  écoles  techniques  inférieures  et  des  écoles  des 
métiers  (1889). 


(')    Voir  l'l\iitirii;iifiiifii/fiia//i(/ii(ifir/iir,   i"'  tiimi'O.  iSi)(),   ji.  77, 
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Dans  le  domaine  de  renseignement  secondaire,  nous  men- 
tionnerons :  la  fondation  des  écoles  réaies  et  des  progymnases 
(1872)  ;  l'accroissement  considérable  du  nombre  des  gymnases; 
l'organisation  de  tout  un  système  d'enseignement  secondaire  pour 
les  femmes  (i8jo),  représenté  par  la  fondation  des  gvmnases, 
des  progymnases  et  des  écoles  de  diocèse  pour  les  filles  ;  la  fon- 
dation  des  écoles  techniipies  secondaires  ;i889. 

Enfin,  dans  le  domaine  de  l'enseignement  supériinir,  nous 
devons  rappeler  :  1  introduction,  par  le  règlement  de  l'Université 
(i863),  de  renseignement  des  privat-docents,  qui  eut  pour  efifet 
de 'laisser  pénétrer  dans  les  universités  russes  les  sciences  non 
introduites  par  le  règlement  ;  la  fondation  de  l'Université  à  Tomsk 
et  de  nouveaux  établissements  spéciaux:  des  instituts  technoio- 
niques et  aoronomittues  ;  le  commencement  de  l'oruanisation  de 
renseignement  supérieur  des  femmes  qui  s'est  traduit  par  la  fon- 
dation des  cours  supérieurs  pour  les  femmes  dans  plusieuis  >  illes 
universitaires  et  de  l'institut  de  médecine  à  Saint-Pétersboursf  ; 
la  création  d'une  université  libre  ;  jusqu'à  présent  elle  est  repré- 
sentée seulement  par  un  système  régulièrement  organisé  de 
publication  «  des  programmes  pour  la  lecture  à  domicile  »  et 
('  pour  l'instruction  de  soi-même  w  et  par  l'édition  de  manuels 
et   de    moyens  classiques  correspondant  à  ces  programmes. 

Dans  cette  étude,  nous  nous  occuperons  exclusivement  de  l'en- 
seignement primaire. 

Des  écoles  élémentaires  existent  en  Russie,  soit  sous  l'autorité 
du  ministère  de  l'instruction  pul)liquc,  soit  sous  celle  du  clergé. 
Les  écoles  paroissiales,  fondées  parle  clergé,  et  celles  de  village, 
relevant  du  ministère  de  l'instruction  publique,  conqiosent  le 
degré  inférieur  de  ce  système  d'écoles.  Elles  se  divisent  en  deux 
genres  :  les  unes  n'ont  qu'une  seule  classe,  et  les  autres  en  ont 
deux.  Dans  les  premières,  les  cours  durent  deux  ans  (dans  les 
écoles  paroissiales  ecclésiastiques)  ou  trois  ans  dans  celles  de 
village;  ;  dans  les  écoles  à  deux  classes,  la  durée  est  de  quatre 
ans  (dans  les  écoles  paroissiales'  ou  de  cin(|  ans  (dans  celles  de 
village).  Le  rapport  de  ces  deux  genres  d'écoles  s'exprime  pai'  ce 
lait  que  les  écoles  n'avant  ([u  une  seule  classe  rtqirésentenl  la 
première  classe  de  celles  (jui  en  ont  deux. 
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L'enseignement  de  l'Arithméliqne  dans  les  écoles  paroissiales 
ecclésiastiques  de  deux  classes  suit  le  programme  olliciel  suivant, 
pul)lié  en    1886    : 

PiŒMiiiUE  ANNÉE  (G  Iccous  par  semaine). 

1.  Les  exercices  oraux  dans  les  limites  de  la  première  dizaine. 
Le  calcul  jusqu'à  dix.  Les  calculs  ;  l'addition  et  la  soustraction 
par  unités  et  par  groupes  ;  la  composition  d'un  nombre  par  l'ad- 
dition de  parties  égales  et  la  décomposition  d'un  nombre  en  par- 
ties égales.  La  résolution  de  problèmes. 

2.  La  connaissance  des  chiffres,  des  signes  des  opérations  et 
de  leurs  dénominations.  Les  exercices  écrits  avec  des  nombres 
de  la  première  dizaine. 

S.  Le  calcul  par  des  dizaines  entières  jusqu'à  cent.  Les  opéra- 
tions avec  les  dizaines  dans  les  limites  de  la  première  centaine. 
Les  calculs  écrits  et  oraux.  La  résolution  de  problèmes. 

4.  Le  calcul  continuel  jusqu'à  cent.  Les  dénominations  des 
nombres  jusqu'à  cent  et  leur  indication  par  écrit.  Les  exercices 
oraux  et  écrits  sur  les  quatre  opérations  avec  les  nombres,  et  la 
résolution  de  problèmes.  La  connaissance  des  tables  d'addition, 
de  soustraction,  de  multiplication  et  de  division.  L  étude  par 
cœur  de  la  tal)le  de  multiplication. 

5.  La  connaissance  des  dénominations  généralement  usitées 
qui  entrent  dans  chacune  des  quatre  opérations  {les  nombres 
ajoutés,  la  somme,  etc.)  et  des  procédés  pour   les  calculs  oraux. 

DEuxii:ME  ANNÉE  i6  Icçous  par  semaine  . 

I.  La  numération  jusqu'à  un  million.  Les  opérations  par  écrit 
avec  des  noml)res  jusqu'à  un  million.  La  déduction  des  règles 
générales  pour  les  quatre  opérations,  avec  des  nombres  entiers 
cl  al)stiaits.  L'addition  et  la  soustraction  sur  les  bouliers. 

■A.  La  solution  des  problèmes  à  l'aide  des  quatre  opérations. 
Les  nombres  complexes.  La  connaissance  des  mesures  russes  de 
poids,  de  longueur,  de  temps,  des  coi'ps  liquides,  des  matières 
sèches,  des  monnaies.  Les  opérations  sur  les  nombres  complexes. 
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Les  règles  des  opérations  sur  les  nombres  complexes.  La  résolu- 
tion de  problèmes. 

3.     La    connaissance    des    nombres     fractionnaires      les     plus 

,  I         I         I         I 

simples    :    — ,   — r-,  —7-)  —7-  • 

^  2  .(  o  > 

TiîoisiiiME  ANNÉE   (4  Icçous  par  semaine). 

1.  La  résolution  écrite  de  problèmes  plus  compliqués  avec  des 
nombres  quelconques . 

2.  Les  tables  de  mesures  russes.  Les  exemples  et  les  pro- 
blèmes. 

3.  Les  mesures  de  superficie  et  de  volume.  Les  exemples  de 
calcul  des  aires  et  des  volumes  dans  les  cas  les  plus  simples. 

4.  La  recherche  d'une  partie  d'un  nombre  entier  donné  et  d'un 
nombre  entier  dont  une  partie  est  donnée.  Les  opérations  sur  les 
fractions  simples.  Les  problèmes  oraux  et  écrits. 

QiATiîiKMr.  ANNÉE  \\  Icçous  par  semaine). 

1.  La  répétition  du  cours  précédent. 

2.  Les  problèmes  oraux  et  écrits,  résolus  par  la  réduction  à 
l'unité. 

3.  Les  premières  notions  de  la  chronologie  et  des  problèmes 
([ui  la  concernent. 

Le  programme  olliciel  de  renseignemenl  de  l'Arithmétique 
dans  les  écoles  de  i'il/ai>e  publié  par  le  Ministère  de  l'Instruction 
publique  le  3i   mai  1869,   est  loin  d'être  détaillé.  Le  voici  : 

l'uE.MikuE  cLAssi:.  Prciitii're  annce  ^5  leçons  par  semaine  .  — 
L'explication  graduelle  et  intuitive  (anschauend)  de  la  composi- 
tion des  dix  premiers  nombres  au  moyen  de  la  simple  vue  (^con- 
templation) des  objets  visibles.  Les  enfants  reçoivent  en  même 
temps  aussi,  au  moven  de  la  sim[)le  vue,  l'idée  de  l'addition, 
de  la  multiplication,  de  la  soustraction  et  de  la  division.  Les 
chiiTres  qui  servent  à  inar([uer  ces  nombres.  L'idée  (au  moyen  de 
la   simple   vue      de   ,    ^,    —7-  .    Les    nombres    de    dix  justprà 
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cent  dapi'cs  lo  miMiic  svstèmc.  Immédiatement  après  1  explica- 
tion d'nn  nouveau  nombre,  le  maitre  propose  aux  élèves  des  pro- 
blèmes, faciles  et  pratiques,  dans  lesquels  intervient  ce  nombre. 
Les  quatre  opérations  trouvent  leur  place  dans  ces  problèmes. 
Tous  ces  problèmes  doivent  être  résolus  mentalement  et  avec  les 
explications  nécessaires. 

Seconde  ruinée  (5  leçons  par  semaine)  et  troisième  année 
(6  leçons  par  semaine).  —  Les  nombres  jusqu'à  un  million.  Les 
problèmes  résolus  mentalement  et  par  écrit.  L'emploi  des  bou- 
liers. Dans  la  première  classe  les  enfants  doivent  peu  a  peu 
acquérir  la  connaissance  (au  moyen  de  la  simple  vue)  des  mon- 
naies, des  mesures  de  poids,  de  temps,  de  longueur,  etc. 

Seconde  classe.  Q/iatiiènie  et  cinquième  années  (6  leçons  par 
semaine).  —  Les  fractions  simples  ;  les  quatre  opérations  sur 
les  fractions.  La  solution  des  problèmes  concernant  la  it'gle  de 
trois,  les  questions  relatives  aux  alliages,  la  règle  de  société,  les 
intérêts  simples,  sans  l'aide  des  proportions.  Outre  l'Arithmé- 
tique on  a  introduit  dans  le  cours  de  cette  classe  les  notions  èlé- 
mejitaires  de  (Téonièt?-ie  :  les  principaux  fondements  de  la  plani- 
métrie  et  le  lever  des  plans,  de  même  que  le  dessin  linéaire,  dont 
les  applications  commencent  déjà  dès  la  troisième  année  de  la 
première  classe  avec  quatre  leçons  par  semaine. 

Mais  le  programme  du  ministère  de  l'Instruction  publi([ut>  ne 
donne  pas  de  notions  plus  précises  en  ce  t[ui  concerne  1  étendue 
de  cette  partie  du  cours  des  écoles  de  village  consacrée  à  la  Géo- 
métrie, laissant  apparemment  aux  administrations  des  arrondis- 
sements scolaires  la  mise  en  anivre  détaillée  de  ces  indications 
générales. 

Effectivement  cette  mise  en  œuvre  fut  entreprise  par  les 
administrations  des  ai'rondisseiuents  scolaires,  sous  1  influence  des 
exigences  de  la  prati([ue,  mais  ce  ne  fut  ])as  tout  de  suite,  l^ar 
exemple,  dans  Tarrondissement  scolaire*  ib*  Moscou,  il  s  écoula 
vingt-six  ans  depuis  la  publication  du  programme  du  minis- 
tère de  l'Instruction  publique  (ih  mai  18691  jusqu'à  la  publica- 
tion, par  radniiiiistratlon  de  l'arrondissement,  des  <•  progi'ammes 
d'enseionement  dans  les  écoles  d  une  ou  de  deux  classes  (ondées 


LEySEIGyKMEXT  MATHEMATIQUE    E.\  RESSIE  425 

]irès  des  séminaires  de  maitres  »  (i5  mai  1890  .  En  outre,  il  est 
nécessaire  de  remarquer  que  les  programmes  de  Tarrondisse- 
ment  ne  sont  composés  que  pour  les  écoles-modèles,  destinées 
aux  exercices  pratiques  de  l'enseignement  donné  aux  luturs 
maîtres.  Pour  toutes  les  autres  écoles  de  village,  ils  ne  servent 
<[u"à  indiquer  la  plus  large  étendue  dans  laquelle  l'enseignement 
mathématique  peut  v  être  introduit.  11  est  nécessaire  de  citer  en 
entier  les  programmes  dont  nous  venons  de  parler;  ils  peuvent 
servir  d'exemple  pour  une  application  détaillée  des  indications 
du  ministère  de  Tlnstruction  publique,  par  les  arrondissements 
scolaires. 

Arithmétique.  —  PREMiiniE  classe.  Premu-ke  année.  —  Les 
opérations  sur  les  nonihres  de  la  première  dizaine.  —  Le  calcul 
direct  et  inverse.  L'addition  et  la  soustraction  par  groupes 
d'unités.  La  comparaison  des  nombres  d'après  leurs  diflérenccs. 
Le  calcul  par  groupes  égaux.  La  division  en  parties  égales.  La 
comparaison  des  nombres  d'après  leurs  rapports.  La  solution 
orale  des  problèmes  sur  les  ([uatre  opérations.  La  connaissance 
des  chillVes  et  des  signes  d'opérations.  Le  calcul  des  formules. 
Les  opérations  sur  les  nombres  de  la  première  centaine.  La  dizaine 
comme  unité  de  calcul.  Le  calcul  par  dizaines  et  les  opérations 
sur  les  dizaines  entières.  L'indication  des  dizaines.  La  numération 
écrite  et  la  numération  parlée.  La  formation  et  l'étude  de  la 
table  d'addition.  Le  procédé  normal  de  l'addition  orale.  La  for- 
mation et  l'étude  de  la  table  de  soustraction.  Le  procédé  normal 
de  la  soustraction  orale.  La  formation  et  l'étude  de  la  table  de 
multiplication.  Le  procédé  normal  de  la  multiplication  orale. 
La  généralisation  des  deux  cas  de  division,  La  formation  et  l'élude 
de  la  table  de  division.  Le  procédé  jiormal  de  la  division  orale. 
La  résolution  oiale  de  problèmes  sur  toutes  les  o|)ératit)ns. 

Deuxième  année.  —  Les  upcrations  sur  les  nombres  dans  les 
limites  d'un  millier.  —  La  numération  parlée  et  la  numération 
éci'ite.  L'extension  des  procédés  normaux  de  l'exécution  orale 
des  ([uatre  opérations  sur  les  noml^res  dans  les  limites  d'un 
millier,  La  connaissance  des  termes.  Les  procédés  particuliers 
d'exécution  des  opérations.  La  résolution  orale  de  problèmes  et 
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d'exemples  avec  Tinscription  de  la  marche  suivie.  Les  (Vactions 
les  plus  simples. 

ÏHoisiiiME  ANNÉE.  —  La  numéialiou  des  nombres  des  trois 
premières  classes.  Les  règles  de  rexécution  j)ar  écrit  des  qualie 
opérations.  La  notion  de  la  mesure  des  grandeurs.  Les  tables 
des  mesures  russes.  Les  nombres  concrets  et  les  nombres  com- 
plexes. La  réduction  ascendante  et  la  réduction  descendante. 
Les  opérations  sur  les  nombres  concrets.  Les  problèmes  sur  le 
calcul  du  temps.  Les  mesures  de  superficie  et  de  volume.  Les 
fractions  les  plus  simples. 

Seconde  classe.  Pue.miè;re  année.  —  La  répétition  de  TArith- 
métique  des  nombres  entiers.  La  divisibilité  des  nombres.  I^es 
nombres  premiers  et  les  nombres  non  premiers.  La  notion  du 
diviseur  et  du  multiple  d'un  nombre  donné.  Les  conditions  de 
divisibilité  par  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10  et  20.  Décomposition  des 
nombres  en  facteurs  premiers.  La  notion  du  plus  grand  commun 
diviseur,  la  recherche  de  ce  diviseur  par  la  décomposition  des 
nombres  donnés  en  facteurs  premiers.  La  recherche  du  plus 
petit  commun  multiple.  Les  fractions.  L'origine  des  fractions,  du 
mesurage  et  de  la  division.  Les  fractions  inférieures  et  supé- 
rieures à  l'unité.  La  réduction  d'un  entier  joint  à  une  fraction,  à 
une  fraction  supérieure  à  l'unité,  et  réciproquement.  Le  change- 
ment des  fractions  par  l'augmentation  et  la  diminution  de  celles- 
ci  en  un  certain  nombre  de  fois.  La  recherche  de  quelques 
parties  d'un  nombre  donné  et  la  recherche  de  nombres  dont  les 
parties  sont  données.  La  réduction  d'une  fraction  à  sa  plus  simple 
expression.  La  réduction  descendante  dune  fraction.  La  réduction 
de  plusieurs  fractions  au  plus  petit  dénominateur  commun.  L  ad- 
dition, la  soustraction,  la  nuiltiplication  et  la  divisioji  des  I rac- 
lions et  des  entiers  joints  aux  fractions.  La  l'éduction  ascendante 
et  la  réduction  descendante  des  nombres  concrets  fractionnaires. 
Les  opérations  sur  les  nombres  concrets  fractionnaires.  La  résolu- 
tion orale  et  écrite  de  problèmes  sur  les  nombres  fractionnaires. 

Seconde  année..  —  La  base  principale  du  svstème  décimal  de 
numération.  ]>es  fractions  décimales.  La  manière  d  écrlie  une 
fraction   décimale.    La   manière  d'énoncer  une   fraction  décimale 
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écrite.  La  multiplication  el  la  division  des  Iraclions  décimales 
par  10,  100,  1000...  La  réduction  des  fractions  décimales  au 
même  dénominateur.  L'addition,  la  soustraction,  la  multiplica- 
tion et  la  division  des  iraclions  décimales.  La  réduction  des 
fractions  ordinaires  en  décimales  exactes.  La  solution  des  pro- 
blèmes relatils  à  toutes  les  opérations  sur  les  fractions  décimales. 
La  notion  des  grandeurs  proportionnelles.  La  solution  des  ques- 
tions qui  se  rapportent  aux  règles  de  trois,  aux  intérêts  simples, 
à  l'escompte  commercial,  aux  partages  proportionnels  et  aux 
alliaores. 

o 

Dessin  linéaire  en  connexion  avec  les  connaissances  géo- 
métriques. —  La  déduction  des  notions  géométriques  fontla- 
mentales,  résultant  de  la  considération  des  solides  ;  le  corps 
géométrique  ;  la  surface  et  ses  deux  espèces  ;  les  plans  et  les 
surfaces  courbes  ;  la  lio-ne  :  les  liones  droites  et  les  lio-nes 
courbes  ;  le  point  ;  les  dimensions  des  solides,  des  surfaces  et 
des  lignes.  Le  but  de  la  Géo)nétrie.  Les  lignes.  Les  propriétés 
de  la  ligne  droite  ;  le  tracé  des  lignes  droites  et  les  opérations 
qui  s'y  rapportent  ;  le  compas  ;  le  mesurage  des  lignes  droites  ; 
l'échelle  linéaire.  Les  lio-nes  courbes  et  les  liones  brisées,  la 
rectification  des  lignes  courbes  et  des  lignes  brisées.  —  Les 
angles,  La  comparaison  des  angles  d'après  leur  grandeur  ;  le 
tracé  des  angles  et  les  opérations  qui  s'y  rapportent.  Les  angles 
adjacents  ;  les  angles  droits,  obtus  et  aigus.  La  piopriété  des 
angles  adjacents  et  des  angles  formés  autour  d'un  point  par  plu- 
sieurs droites.  Les  angles  opposés.  Les  propriétés  de  la  j)erpen- 
diculaire  et  des  obliques.  L'équerre.  Les  verticales  et  les  lignes 
hoiizon talcs  ;  le  fil  à  plomb.  —  La  circonférence.  Les  notions  de 
la  circonférence,  du  rayon,  du  diamètre,  de  l'arc,  de  la  corde, 
de  la  tangente.  La  notion  de  langle  au  centre  ;  le  mesurage  des 
angles  par  les  arcs  ;  le  rapporteur.  La  construction  du  contre 
d'une  circonférence  donnée  ;  la  construction  d'une  circonférence 
d'après  trois  points  donnés.  —  Les  lignes  parallèles.  La  notion 
des  lignes  parallèles.  Les  propriétés  des  angles  formés  par  deux 
lignes  parallèles  rencontrées  par  une  sécante.  La  construction 
des  lignes  parallèles.  —  Les  figures.  La  notion  de  la  figure.  Les 
figures    rectilignes    et  curvilignes  ;    la    notion    du    cercle.     Les 
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espèces  Je  figures  rectilignes.  l.es  espèces  de  triangles,  La 
somme  des  angles  d'un  triangle,  et  de  chaque  espèce  de  polv- 
sone.  Les  conditions  de  réaalité  des  Iriaiifiles,  et  la  construction 
des  triangles  d'après  des  éléments  donnés.  Les  problèmes  réso- 
lus à  l'aide  de  l'égalité  des  triangles  :  mener  une  perpendicu- 
laire à  une  droite  donnée,  par  un  point  pris  sur  cette  droite  ou 
en  dehors  ;  diviser  une  droite  en  deux  parties  égales  ;  cons- 
truire un  angle  égal  à  un  angle  donné  et  diviser  ua  angle  donné  en 
deux  parties  égales.  Les  espèces  de  quadrilatères.  La  propriété 
des  diagonales  d'un  parallélogramme.  La  construction  des  quadri- 
latères d'après  des  éléments  donnés.  La  division  des  lignes  en 
plusieurs  parties  égales.  Les  polygones  réguliers  ;  la  valeur  de 
l'angle  intérieur  d'un  polygone  régulier.  La  construction  des 
polygones  réguliers.  Les  polygones  réguliers  circonscrits  et 
inscrits  dans  le  cercle.  La  longueur  de  la  circonférence,  —  La 
similitude  des  figures.  La  notion  des  triangles  et  des  polygones 
semblables  ;  la  proportionnalité  des  côtés  homologues.  L'échelle 
décimale,  La  construction  des  figures  semblables.  —  Le  mesu- 
raoe  des  aires.  L'aire  de  la  figure  ;  les  mesures  des  aires.  Les 
figures  équivalentes.  L'aire  du  rectangle  et  du  carré.  La  notion 
de  l'arpentage.  L'aire  du  parallélogramme  ;  les  conditions  de 
l'équivalence  des  parallélogrammes.  L'aire  du  triangle  ;  les  con- 
ditions de  l'équivalence  des  triangles.  L'aire  du  trapèze  et  du 
polvgone  régulier.  Faire  un  triangle  é([uivalent  ii  un  polygone 
donné.  L'aire  du  cercle.  —  La  solution  des  problèmes  sur  le 
terrain.  Les  instruments  les  plus  simples  que  l'on  emploie  pour 
les  opérations  sur  le  terrain:  chaîne  d'arpenteur,  corde,  é([uerre 
d'arpenteur,  graphomètre,  planchette.  Le  tracé  des  lignes  droites 
sur  la  surface  de  la  terre.  Le  mesurage  des  lignes  et  des  angles, 
Le  tracé  des  lignes  parallèles  et  perpendiculaires.  Trouver  la 
distance  de  deux  points  dans  difTérents  cas.  Trouver  la  hauteur 
d'un  objet.  La  notion  du  lever  des  plans.  Le  lever  d'un  plan  à 
l'aide  de  l'équerre  d'arpenteur,  du  graphomètre  et  de  la  plan- 
chette. Le  lever  du  })lan  il'uu  terrain  ([ui  a  pour  limites  des 
lignes  courbes.  L  arpentage  du  terrain  d'après  un  plan.  Les 
notions  du  plan  et  de  la  façade  d'un  édifice.  Le  mesurage  des 
surfaces  et  volumes  :  du  cube,  du  prisme,  de  la  pyramide,  du 
cylindro^  du  cône  et  de  la  sphère. 
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On  emploie  dans  les  écoles  paroissiales  ccclésiasli(|ues  trois 
recueils  de  problèmes  d'Arithmétique,  qui  sont  odlcicllement 
recommandés.  Dans  l'un  de  ces  recueils  «  les  données  »  sont 
prises  principalement  dans  la  vie  rustique.  En  outre,  pendant 
les  répétitions,  il  est  })ermis  aux  élèves  de  profiter  dun  manuel 
spécialement  édité  dans  ce  hut,  intitulé  «  Cours  itératif  d'Arith- 
méti([ue,  destiné  aux  écoles  élémentaires  du  peuple  ».  Quant  au 
programme  du  Ministère  de  rinstructiou  publique  il  ne  contient 
aucune  indication  précise  ni  de  manuels  ni  de  ressources  clas- 
siques. Les  programmes  édités  parles  arrondissements  scolaires, 
comme  on  peut  le  voir  d'après  celui  de  Moscou  mentionne  ci- 
dessus,  contiennent  des  indications  de  ce  genre.  Cinq  recueils  de 
problèmes  d'Arithmétique  sont  indiqués  par  ce  programme,  et 
deux,  dans  ce  nombre,  sont  aussi  recommandés  pour  les  écoles 
paroissiales  ecclésiastiques.  (>es  deux  livres  sont  :  «  Recueil  de 
problèmes  et  d'exemples  pour  l'enseignement  de  l'Arithmétiijue 
élémentaire  )),par  A.  Goldenberg,  en  deux  livraisons:  et  un  autre, 
ci-dessus  indiqué  «  Recueil  de  problèmes  d"Arithméti([ue  », 
dont  les  données  sont  prises  de  préférence  dans  la  vie  rusti(|ue, 
par.  F.  Loubenetz.  Ces  recueils  sont  édités  tous  deux  depuis 
longtemps,  et  de  nombreuses  éditions  nouvelles  n'ont  cessé  d'en 
èti'C  publiées  juscpi'à  présent. 

11  airive  aux  pédagogues  des  écoles  russes  de  village  de 
rencontrer  beaucoup  de  particularités  inqjortantes  qui  exigent 
d'eux  une  orioinalité  ctjmpli'te  ilans  la  manière  denseioiier.  l^e 
besoin,  créé  par  des  conditions  de  la  vie  chi  village  russe, 
d'emplover  les  enlants  en  qualité  d'ouvriers,  du  moins  j)endanl 
la  saison  chaude,  fait  ([ue  l'on  doit  abréger  l'année  scolaire,  <[ui 
ne  dnr<^,  du  reste,  (jue  se[)t  mois.  De  la  sorte,  on  cesse  d'ensei- 
gnei'  dans  les  écoles  de  village,  à  l'exception  peut-être  des 
écohs-niodèles,  pendant  <in([  mois,  soit  du  i''  inai  au  i"  (n'tobii\ 
Une  autre  j)articnlarité  inq)ortante,  du  moins  pour  renseigne- 
ment de  rArithm(''li([ue  dans  les  écoles  de  village,  est  le  pen- 
cliaiit  iiailonal  des  lîusses  [xuir  1  élude  et  1  exploration  des 
mathématicpies  dans  la  direction  arithmético-algébri(pi('.  Ce 
penchant  est  indiqué  dans  notre  «  Aj)ercu  historique  ».  Actuel- 
lement,    un    grand     nom])i'e     de     problèmes     très     conq)lii[ués 
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circulent  parmi  les  paysans  russes.  Ils  ont  été  créés  par  le 
milieu  lui-môme,  sans  aucune  participation  extérieure,  alors  rpi'il 
n'y  avait  personne  parmi  eux  sachant  lire  ou  écrire.  Beaucoup  cl*,' 
ces  problèmes  se  rapportent  ii  l'Analyse  indéterminée.  Comme 
exemples  les  plus  remarquaiiles  de  ces  derniers,  on  peut  citer  les 
deux  suivants  :  «Une  volée  de  corneilles  passait  près  de  (pielques 
chênes.  Si  les  corneilles  se  posent  deux  à  d(Hix  sur  cluKjue  arbre, 
il  n'y  aura  pas  assez  d'oiseaux;  si  au  contraire  chacune  d'elles 
occupe  un  chêne,  il  en  manquera  un  seul.  Combien  y  avait-il  de 
corneilles  et  de  chênes  .'  »  «  11  faut  acheter  loo  bestiaux  poui- 
loo  roubles;  les  prix  sont  lo  roubles  et  5o  kopecks.  Combien 
de  bêtes  de  chaque  prix  aura-t-on  ?  »  Parmi  un  grand  nombre 
de  variantes  de  ces  problèmes,  la  suivante  est  Inen  digne  d'atten- 
tion ;  elle  forme  tout  un  problème  déterminé.  «  Une  volée  d'oi- 
seaux s'approche  d'un  bosquet  ;  ils  se  ^^osent  deux  ti  deux  sur 
chaque  arbre,  mais  un  arbre  reste  inoccupé.  Que  faire.'  (Chaque 
oiseau  occupe  un  arbre,  mais  il  en  manque  un.  Combien  y  avait-il 
d'arbres  et  d'oiseaux  .'  »  Comme  exemple  d'un  problème  com- 
pliqué et  déterminé  on  peut  indiquer  le  suivant  :  «  Il  passe  une 
compagnie  d'oies,  un  jars  vient  à  leur  rencontre.  Bonjour  cent 
oies,  dit-il  1  —  Non,  tu  te  trompes,  notre  compagnie  ne  contient 
pas  cent  oies  :  s'il  y  en  avait  encore  autant  que  tu  en  vois  ici, 
et  la  moitié  de  ce  nombre  et  le  quart  et  toi,  jars,  alors  nous 
aurions  été  cent.  Combien  d'oies  passait-il  ?  »  On  résout  tous 
ces  problèmes  et  les  semblables,  avec  ou  sans  discernement,  au 
moyen  de  la  méthode  des  tâtonnements  (').  Un  garçon  de  onze 
ans,  Jean  PétrofF,  calculateur  russe  prodige,  qui  sortait  d'une 
pauvre  famille  de  paysans  du  gouvernement  de  Kostroina  et  qui 
ne  savait  ni  lire  ni  écrire,  se  distinguait  par  la  faculté  excessi- 
vement développée  d'employer  cette  méthode  tout  à  fait  incons- 
ciemment (■).  Il  résolvait  non  seulement  toutes  sortes  de  pro- 
blèmes d'Arithmétique,  mais  ceux  d'Algèbre  réductibles  à  la 
solution  des  éc^uations  du  premier  et  du  second  degré,  et  'des 
é<[uations    indéterminées  du  premier  degré,    avec   une    rapidité 


(M  V.  IJoBYNiN,  Sur  les  méthodes  primitives  qui  ont  servi  à  résoudre  des  questions 
arithmétiques.  Bibliothcca  malhenirtlica,  VIII,   iSyl,  p.  ;)j-()0. 
(*)  Ibid. 
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étonnante,  sans  connaissance  de  ce  qn  il  faisait.  Grâce  ii  la  pro- 
pagation générale  cln  calcul  digital  dans  le  peuple  russe,  le 
système  décimal  devint  si  familier  aux  paysans  russes  que  le 
proverbe  suivant  apparut  dans  ce  milieu  depuis  un  temps  immé- 
morial, beaucoup  avant  l'apparition  des  hommes  sachant  lire  et 
écrire  :  «   Sans  dizaines,  point  de  calcul  ». 


Un  état  si  élevé  dans  la  culture  du  calcul  chez  le  peuple  russe, 
uni  au  penchant  national  pour  les  occupations  mathématiques 
dans  la  direction  arithmético-algébrique,  <[ui  a  amené  cet  état, 
crée,  quant  à  l'enseignement  mathématique  dans  Técole  russe 
de  village,  un  milieu  délèves  très  développé  d'esprit.  Ce  milieu 
est  très  enclin  à  la  critique,  et  possède  non  seulement  un  niveau 
très  élevé  des  connaissances  arithmétiques,  mais  des  penchants  et 
des  tendances  exprimés  d'une  manière  plus  ou  moins  distincte. 
C'est  aux  écrivains  autorisés  et  aux  observateurs  attentifs  de 
l'école  russe  de  village,  que  nous  devons  des  révélations  à  ce 
sujet.  On  peut  citer,  notamment  le  comte  Léon  Tolstoï  et  le 
célèbre  travailleur,  ([ui  s'est  consacré  avec  tant  d'abnégation  à 
l'instruction  des  j)aysans  russes,  S. -A.  Ratchinsky,  jadis  profes- 
seur à  1  Université  de  Moscou.  Les  observations  dont  ils  nous  font 
part  (')  nous  amènent  aux  déductions  suivantes  :  i)  A  leur  entrée 
à  l'école,  les  enfants  de  village  comprennent  le  système  décimal 
ius([u"à  vingt,  dans  un  plus  grand  nombre  de  cas  juscpi'à  cent  et 
même  encore  au  delà  ;  2)  la  plupart  des  élèves,  à  l'exception  de 
ceux  qui  sont  le  moins  doués  de  la  nature,  savent  résoudre  les 
proidèmes  d'oiseaux  et  d'arbres,  de  i^étail  acheté,  d'oies,  ci-des- 
sus mentionnés.  Quelques-uns  sont  même  en  état  de  donner  une 
complète  explication  de  leurs  solutions  ;  3)  tous  ces  élèves,  à  la 
même  exception  près,  montrent  un  penchant  remarqualjle, 
poussé  quehpiefois  jusqu'à  la  passion,  pour  le  calcul  mental  et 
le  calcul  écrit  des  grands  nombres  ;  4)  1^^  plupart  montrent  une 
habileté  extrême  dans  les  opérations  sur  les  nombres  et  le  plus 
vif  Intérêt  pour  les  nombres  et  leurs  combinaisons. 


(')  Comte  L.  Tolstoï,  De  I  instruction  du  peuple.  Œuvres  complètes,  t.  IV, 
p.  373-4.55.  —  S. -A.  Ratchi.nsky,  École  de  village,  Troisième  édition.  Saint- 
Pétersbourg,  1898,  p.  'iy-jj.' 
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Le  man([ue  de  temps  pour  rélucle  et  les  conditions  qu'ofire  le 
milieu  délèves  de  l'école  de  village  russe,  que  nous  venons  d'in- 
diquer, rendent  nécessaire  pour  renseignement  de  l'Arithmétique 
la  réalisation  des  exigences  et  des  principes  suivants  :  i)  Xe  pas 
enseigner  aux  élèves  ce  qu'ils  connaissent  déjà  en  entrant  ii 
l'école  ;  i)  donner  place  à  une  application  large  de  la  méthode 
des  tâtonnements,  de  même  qu'à  la  règle  de  fausse  position,  qui 
en  résulte.  Ces  deux  méthodes  sont  universelles,  propres  \\ 
fournir  la  solution  de  toutes  sortes  de  problèmes  et  non  seule- 
ment de  groupes  détachés,  comme  toutes  les  autres  qu'on  emploie 
actuellement  dans  les  manuels  et  dans  l'enseignement;  3)  fonder 
la  composition  des  programmes  et  l'organisation  de  toute  la 
marche  de  l'enseignement  sur  les  indications  de  l'histoire  des 
mathématiques  et  en  cas  de  pénurie  de  ces  dernières  ou  de  leur 
absence  complète,  sur  des  témoignages  directs  de  l'expérience  et 
del'observation.  Il  est  connu  qu'au  xvi'"  siècle,  grâce  à  ce  procédé, 
l'enseignement  de  l'Arithmétique  a  atteint  un  état  florissant  en 
Allemagne,  à  tel  point  que  son  principal  représentant,  Adam 
Riese,  devint,  comme  maître  de  calcul,  un  personnage  légen- 
daire dans  le  peuple  allemand,  parmi  les  simples.  Jamais  rien 
de  pareil  ne  se  produisit,  ni  avant,  ni  après. 

Mais  la  réalisation  de  tous  ces  principes  et  de  toutes  ces  exi- 
crences  est  une  alï'airc  très  difficile.  Pour  laccomijlir,  il  est 
nécessaire  d'étudier  personnellement  et  directement  le  milieu 
d'élèves  et  de  savoir  à  fond  l'Histoire  et  la  Philosophie  des  Ma- 
thématiques. Un  grand  talent  est  aussi  nécessaire  pour  l'orga- 
nisation de  l'enseignement  de  l'Arithmétique  sur  de  nouveaux 
fondements  et  pour  la  composilion  des  manuels  qui  doivent 
exposer  ce  système  aux  maîtres.  Les  pédagogues  russes  oHîciels 
choisirent  un  chemin  plus  facile.  Ignorant  la  réalité  et  ses  exi- 
gences dans  leurs  cabinets  et  chancelleries,  ignorant  aussi  la 
science  représentée  par  l'Histoire  et  la  Philosophie  des  Mathé- 
matiques, ils  se  contentèrent  d'un  sinqile  emprunt  ;  ils  prirent  à 
l'Allemagne  des  principes  d'enseigncmonl  complètement  fantas- 
li([nes  qui  se  développèrent  sur  le  sol  de  la  métaphysique,  tout 
cela  au  lieu  de  créer  des  méthodes  et  des  procédés  originaux. 
Ainsi  de   1860  ii   nS'-o,  le  principe    inventé  par  Crube  lut  iniro- 
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(luit  dans  renseignement  russe  élémentaire  Je  1  Ai'ithméti([ue. 
Ce  prineipe  consiste  en  un  examen  complet  tles  nombres.  Li- 
programme  d  Arithmétique  du  ^[inistère  de  llnstiiiction 
pul>li([ue,  ci-dessus  mentionné,  est  composé  d'après  ce  piincipe, 
comme  le  montrent  clairement  jjeauconp  d'expressions  f[uc  Ton 
V  rencontre  ;  pai-  t>xemple,  ((  la  connaissance  de  la  structure  des 
dix  premiers  nombres  »,  a  cba([ue  lois  qu  on  étudie  un  nouveau 
nombre  la  proposition  de  problèmes  taciles  et  prati<[ues,  conte- 
nant les  quatre  opérations  sur  ce  nombre  ».  Malgré  ses  qualités 
négatives  :  son  insulllsance,  le  manque  de  correspondance  avec  le 
but,  sa  lenteur  ennuyeuse,  assommante,  son  influence  qui  rendait 
stupides  les  élèves,  le  principe  de  Grube  fut  propagé  en  Russie 
dune  manière  générale,  grâce  aux  ordonnances  et  aux  prescrip- 
tions des  autorités  supérieures.  Il  ne  lut  abandonné  sans  réserve 
que  lors  de  sa  conqalète  destruction  par  la  criti([ue  russe  et  étran- 
gère. Examinons  donc  les  autres  principes  et  les  autres  méthodes 
d'enseignement  de  l'Arithmétique  élémentaire  qui  sont  intro- 
duits par  les  deux  autres  programmes  ci-dessus  mentionnés. 

La  méthode  denseignement  de  l'Arithmélicjue  élémentaire 
acceptée  par  ces  programmes  est  a])pelée  dans  les  notes  explica- 
tives jointes  à  ces  derniers,  de  même  que  dans  quelques  autres 
papiers  olliciels  «  la  méthode  de  l'étude  des  opérations  du  cal- 
cul 1).  On  peut  voir  distinctement  dans  le  texte  de  ces  deux  pro- 
grammes, que  cette  méthode  tire  son  origine  de  la  réunion  du 
principe  de  calcul  das  Zahlprincip  :,  renouvelé  en  Allemagne 
en  1884,  avec  le  piincipe  de  l'élargissement  concentri(jue  du 
domaine  d'étude,  ([ui  a  de  même  une  origine  allemande.  Les  péda- 
gogues allemands,  j'ank  et  Knilling  renouvelèrent  ce  principe  ; 
mais  les  limites  tle  i  ius([u';t  100,  dans  les([uelles  devait  être 
renlt'rmée  l'étude  de  1  Aiilhmcticjue.  |)arurenl  aux  Ivusses  trop 
éti()ifes.  C'est  j)our([uoî  ils  étendirent  ra[)plicalion  de  ce  système 
à  tous  les  nombres  entiers,  f^e  principe  de  calcul  qui  occupa  la 
place  de  la  méthode  de  Grube  en  Russie,  de  même  ([uen  Allr- 
magne,  lui  enquunla  beaucoup,  et  surtout  sa  lenleui-  insu])por- 
lable.  Par  exem[)le,  Tank  et  Knilling  exigent  dans  leurs  plans 
d'étude  deux  ans  pour  l'application  de  leur  piincipe  ii  l'enseigne- 
ment éb-mentaire.  La  jxcMuii'rc  anné-c  est  di-stiiicf  d'api't's  leur 
programme   ii  l'étuile  du  calcul    dans    les    limites  de    i    a     10,    la 
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seconde  de  i  h  loo.  11  est  douteux  que  l'on  puisse  remplir  un  si 
grand  espace  de  temps  sans  l'emploi  de  l'étude  complète  de  tous 
les  nombres  ou  de  plusieurs,  renfermés  dans  les  limites  indi- 
quées. Tank  ne  le  cache  point,  car  il  termine  la  première  année 
d'enseignement  dans  son  plan  d'étude  par  «  la  répétition  d'après 
la  méthode  de  Gruhe  »  (  Wiederholung  nach  Grube's  Manier  . 
Partageant  tous  les  vices  des  programmes  originaux,  les  pro- 
grammes cités  y  ajoutent  encore  un  certain  manque  de  suite. 
Comme  la  plus  grave  de  pareilles  failles,  on  peut  indiquer  la 
translation  de  l'emploi  de  bouliers  de  la  première  année  à  la 
seconde,  tandis  que  l'emploi  des  ressources  classiques,  telles  que 
de  petits  bâtons,  des  cultes,  etc.,  qui  rendent  l'explication  plus 
claire,  occupe,  d'après  les  mêmes  programmes,  une  place  très  en 
vue  pendant  l'étude  du  calcul.  L'auteur  du  programme  de  l'ar- 
rondissement scolaire  de  Moscou  porta  son  attention  sur  ce 
défaut  et  le  corrigea,  quoique  cela  ne  fût  que  pour  les  écoles- 
modèles  de  villa oe. 

o 

L'étendue  du  programme  de  dessin  linéaire  et  des  premières 
notions  géométriques,  la  nouveauté  de  cet  objet  et  sa  dilliculté 
pour  ceux  qui  commencent,  toutes  ces  causes,  parait-il,  devraient 
exiger  de  la  part  des  auteurs  du  programme  une  attention  con- 
sidérable portée  sur  la  création  et  le  développement  des  mé- 
thodes d'enseignement.  Mais,  en  réalité,  il  n'en  est  pas  ainsi. 
Dans  le  programme  même  on  ne  peut  trouver  qu'une  seule  indi- 
cation relative  h  cet  objet,  encore  est-elle  exprimée  d'une 
manière  très  vague  («  la  déduction  des  notions  géométriques 
fondamentales  de  l'examen  des  corps  »).  La  note  explicative  qui 
accompagne  le  programme  nous  fournit  tles  indications  néces- 
saires, et  très  édifiantes.  On  y  rencontre  les  remarques  sui- 
vantes, relatives  à  l'obiet  dont  il  s'agit  : 

i)  «  Le  théoième  lui-même  et  son  application  pratique  sont 
beaucoup  })lus  importants  pour  les  écoles  primaires  que  sa 
démonstration  scientificpie  ;  c'est  ce  qui  justement  est  pris  en  con- 
sidération lorsqu'on  choisit  les  théorèmes. 

i)  «  11  va  sans  dire  que  les  vérités  géométriques  doivent  être 
étudiées  avec  entendement  dans  les  écoles  primaires,  c'est-à-dire 
que  le  maître  doit  les  accompagner   des  éclaircissements  néces- 
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saircs  et  des  dt'inoiistrations  indispensables  ;  ainsi  leur  appro- 
priation aura  une  lonelion  instruelive.  Sans  doute,  pour  la  plupart, 
on  ne  peut  pas  employer  tlans  les  (k'oles  prinuiires  des  dénions- 
tiationsde  théorèmes  purement  scientifiques,  carie  temps  manque 
el  les  élèves  sont  en  général  encore  trop  peu  développés  ;  c'est 
pourquoi  le  maitre  doit  employer  des  démonstrations  intuitives 
le  plus  souvent  possible,  par  exemple  :  la  superposition  directe, 
le  mesurage  et  le  dessin  linéaire  principalement. 

3)  «  Le  coui's  commence  par  Texamen  du  cube,  des  prismes,  des 
pvramides,  du  cvllndre,  du  cône  et  de  la  sphère.  Faisant  l'exa- 
men de  ces  corps,  outre  la  connaissance  des  lormes  plus  simples  . 
et  la  déduction  des  notions  indi([uées  par  le  programme,  les 
élèves  prennent  aussi  connaissance  de  la  position  réciproque  des 
lignes,  des  espèces  d'angles  et  de  figures.  Dans  la  suite  du  cours 
on  doit  prendre  en  considération  que  pendant  la  première  année, 
outre  la  connaissance  de  lignes,  d'angles  et  de  figures,  les  élèves 
étudient  principalement  les  movens  de  les  construire  et  la  réso- 
lution des  pr()blèmes  de  construction;  c'est  pour([uoi  presque 
toutes  les  occupations  pendant  cette  année  consistent  dans  le  des- 
sin linéaire.  On  lait  surtout  attention  à  1  application  prall(|He  des 
connaissances  géométri([ues  pendant  la  deuxième  année  et  les 
élèves  apprennent  ;i  connaître  les  propriétés  des  figures,  néces- 
saires à  la  solution  raisonnée  des  problèmes  sur  la  localité.  Pen- 
dant cette  année  ou  peut  emplover  dans  certains  cas,  outre 
celles  qui  sont  intuitives,  des  démonstrations  en  Ibrme  de  l'aison- 
nements,  lors([ue  ces  derniers  n'ollVent  pas  de  dillicultés  pour 
les  élèves.  Quel([ues  connaissances  doivent  être  enseignées  sans 
;iucune  démonstration  (la  détermination  de  la  longueur  de  la 
circonférence,  des  volumes  .  Pourtant  le  maitre,  ii  l'aide  des 
éclaircissements  nécessaires,  doit  rendre  ces  connaissances  com- 
préhensibles aux  ('lèves  d  une  manii-re  tout  ii  lail  régulière  et 
dans  la  suite  tâcher  de  les  allermir  dans  leur  mt-moire  par  la 
solution    d'un  nombre  considéral)le  de  problèmes  de  calcul. 

La  [)remière  de  ces  i('mar([ues  contient,  ([iioi([ne  sous  une 
l'orme  iiias([uée,  l'expression  de  la  thèse  fondameiilale  ([ue  les 
partisans  de  la  jnélhode  dogmati([ue  préconisaient  aux  temps 
passés  pour  son  afTermissement  dans  l'enseignement  mathéma- 
ti([ue.   L<'s  deux  aulies   s'occupent    j)rincij)al(Mni'nt    de  la   restau- 
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raliou  eu  pleine  vioueur  du  procédé  par  le([uel  la  uu-lhode  dog- 
matique remplaçait    les   démonstrations   et  les   explications.    Ce 
procédé   consistait  eu   une  vérification  d'allirmations  à  l'aide  de 
la    superposition    du  dessin   linéaire   et   du  mesurage   direct.  De 
cette  manière  tout  ce  que  nous  venons  de  citer  n'est  autre  chose 
c[ue  la  restauration  delà  méthode  dogmatique    d«'puis  longtemps 
ahandonnée)  en  son  ancienne  vigueni"  et  avec  tous  ses  attrihuts. 
lmpossil)le  d'exécuter  l'an'aire    avec    plus    de    négligence.   11   est 
facile  de  prt'noir  les  résultats.    Létendue  du  programme,    même 
dans  le   meilleur  cas,   ne  peut  pas,  avec  Temploi  de    la  méthode 
dogmatique   d'exposition,    être   i»  la  portée   des    élèves,    surtout 
lorsqu'on  ne  dispose  que  de  peu  de  temps  pour  l'enseignement. 
En  effet,   comme    le    dit   ^I.    Ratchinskv.    «    l'enseignement  des 
ohjets  supplémentaires   et  de  la  Géométrie  au  nomhre  de  ces  der- 
nières' n'atteinl  pas  son  hut  dans  la  seconde  classe  de  ces  écoles, 
il   cause  de   la    complexité    du  programme,    de  linsnllisance   des 
connaissances  des  élèves,  mal  préparés  par  la  première  classe,  et 
à  cause  du  manque  de  temps  et  du  manque  de  savoir  de  la  part 
des  maîtres  (')  ».  «  Cet  enseignement  superficiel  de  la  Géométrie, 
f[ue  l'on  prali(jue  à  présent  dans  les  écoles  de  deux  classes  n'est 
que  de  la  perte  de  temps   (-].   »  L'école  paroissiale   ecclésiastique 
a    évité   ces   tristes   résultats   en   écartant    complètement    de  son 
cours  le  dessin  linéaire  et  les  notions  géométriques.  Malheureu- 
sement ce  moyen  ne  consiste  pas  à  vaincre  les  obstacles,  mais  au 
contraire  ii  s'en  éloigner. 

Les  écoles  du  dimanche  pour  les  adultes  forment  le  second 
type  des  écoles  inférieures  en  Russie.  Les  pédagogues,  d'aucune 
manière,  ne  peuvent  nier  chez  les  élèves  de  ces  écoles  les  con- 
naissances aritliinéti(|ues  accpiiscs  par  lusage  ([uotidien.  Par 
consé([uent,  les  procédés  désespérément  lents  de  la  méthode  con- 
centrique pour  l'étude  de  la  numération  et  îles  opéiations  arith- 
mt'tiques  d'après  les  schèmes  artilieiellenuMit  inventés  deviennent 
inapplicables.  De  plus,  il  v  a  nécessité  de  se  hâter,  en  raison  du 
manque    de    temps  chez    des    gens   de  travail.   11    laut    v   ajoutei' 


Cj  s.   a.   UArciliNSKV.  JCco/e  de  i'i//iii;r.  p    S\. 
(-)   Ibid..  p.  S;. 
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aussi  les   opinions  criti([ues  des  élèves   sui'  les  actions  des  péda- 

o(»o-nes.    Voici    un    exemple     excellent    du     raisonnement     d  un 

pavsan    russe  dans  une  conversation  avec  un  certain  pédagogue. 

((  Ce  qu'il  V  a  de  pis,  disait  ce  paysan  en  parlant  de  son  Hls,  qui 

avait  (ait  ses  études  dans  une  école  de  village,  c'est  (|ue  mon  fils 

n  est  pas  lort  en  calcul,  el   ([u  il  ne  sait  pas  calculer  sur  les  hou- 

liris.  Il  ne    me   sert   ii   rien.   Peut-être   leur   enseione-t-on    mal  .' 

o 

|-.st-il  iuaiiqué  .'  Dieu  sait  I  Moi,  un  ignorant  eu  comparaison  avec 
lui.  je  peux  compter  tout  de  même  cahin-caha  tout  ce  ([ui  mest 
nécessaire,  tandis  (pie  mon  (ils  ne  (ait  cpie  cligner  les  \eux.  11  ne 
sait  se  passer  de  papier  ni  de  crayon,  voyez-vous.  Sa  tète  est 
entièrement  incapable  de  compter,  il  n  a  point  d  esprit  de  oom- 
l)iiiaison.  Quant  aux  bouliers,  il  ntMi  a  aucune  idée.  Ils  résolvent 
toutes  sortes  de  problèmes  dans  les  écoles,  y  compris  les  pro- 
])lèmes  sur  les  courriers,  les  bassins  et  les  autres,  que  sais-je, 
mais  dès  qu  ils  se  mettent  ii  travailler,  adieu  1  Sans  papier  et 
sans  crayon  il  ne  peut  calculer  même  combien  je  dois  payer  ii  un 
paysan  pour  un  achat  de  blé.  Kst-ce  qu'on  les  instruit  dans  l'in- 
férèl  de  leur  état  .*  Jugez  vous-même,  (^est  bien  possible  <[uc  ces 
problèmes  sur  les  courriers  et  les  bassins  soient  plus  (ius  cpie  les 
nôtres,  mais  nous  n'en  avons  pas  du  tout  besoin,  voilà  !  Xous 
avons  besoin  d  esprit  de  ct)mbinaison.  Ils  doivent  savoir  calculer 
vite  sans  papier,  sans  cravon  ;  nous  devons  tout  (aire  ii  la  hâte. 
Si  l'on  maii([ue  tl  esprit  de  combinaison,  si  l'on  compreiul  mal, 
ht'  !  ([u  on  se  serve  de   bouliers.  » 


Toutes  les  ilrconstances  indi([uées  ont  obligé  les  pédagogues 
des  écoles  du  dimanche  ii  s'occu[>er  de  la  résolution  indépendante 
des  ([ueslions  concernant  l'objet  de  renseignement  du  calcul 
dans  les  écoles  primaires  ei  les  moveiis  de  réalisalicui.  Dans  ce 
but  ils  ont  choisi  le  même  chemin  empiritpie,  (pii  était  toujours 
admis  au  temps  passé  par  les  maîtres  dacalcul,  et  (pi'on  suivait 
dans  la  pralnpie,  en  l'absence  des  indications  île  l'histoire  de  la 
science.  Il  est  certain  (pie  ce  chemin  (ut  suivi  jus(pi  :i  la  nouvelle 
ère,  marcpK'e  pai  lent  laînemenl  des  hvpotheses  arbiliaires  et  des 
constructions  lantasti(pies  :  elle  apparut  sous  linduence  des  di(- 
(éienls  svstèmes  de  la  phil()So[)hie  inéta[)hvsi(pie.  bes  péda- 
gogues  des   écoles  du    dimanche  acceptèrent  cette  thèse  c(tmine 
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leur  principe  dirigeante  «  T.e  prograninie  des  connaissances 
arithmétiqnes  doit  être  élal)oré  selon  les  exigences  de  la  vie  quo- 
tidienne, par  conséquent  les  buts  doivent  être  indiqués  d'abord, 
et  ensuite  on  pourra  trouver  le  programme  lui-même.  »  Le  premier 
résultat  atteint  dans  cette  voie  fut  l'aveu  que  le  calcul  sur  les 
bouliers  est  justement  la  forme  de  calcul  «  qui  satisfait  le  plus 
aux  exigences  de  l'enseignement  de  rAritlîméti([ue  durant  la  pre- 
mière année  ».  Ainsi  la  réalité  elle-même  met  les  pédagogues 
des  écoles  du  dimanche  d'accord  avec  les  indications  de  l'his- 
toire du  calcul. 

D'après  le  résultat  atteint  et  selon  les  données  de  l'expérience, 
la  commission  des  maîtres  des  écoles  du  dimanche  de  Moscou 
élabora  un  programme  complet  de  l'enseignement  de  calcul  sur 
les  bouliers  et  composa  un  recueil  de  problèmes  adaptés  aux 
exigences  de  ce  programme.  L'un  et  l'autre  sont  insérés  dans 
l'article  «  Sur  l'enseignement  de  l'Arithmétique  dans  les  écoles 
du  dimanche  »  par  A".  /.  Lapchine  (voir  le  recueil  d'articles 
intitulé  (c  Initiative  privée  dans  le  domaine  de  l'instruction  du 
peuple  »  ;  Moscou  1894,  p-  213-289). 

Quant  à  l'enseignement  de  la  Géométrie,  en  général,  il  n  enlre 
pas  dans  le  cours  des  écoles  du  dimanche.  Quelques-unes  en 
font  par  exception.  Et  dans  celles-ci  cet  enseignement  n'est 
ni  déterminé,  ni  établi  solidement.  Dans  quelques-unes  on  expose 
pendant  les  leçons  d'Arithmétique  le  calcul  des  aires  du  rec- 
tangle, du  triangle,  du  polygone  irrégulier  et  ensuite  des  sur- 
faces et  des  volumes  ;  dans  les  autres  les  élèves  apprennent  le 
mesurage  des  parts  territoriales  et  leur  partage,  de  même  que  le 
calcul  des  surfaces  et  des  volumes,  pendant  les  mêmes  leçons 
d'Arithmétique  ;  les  troisièmes  enfin  ont  des  leçons  particulières 
de  dessin  linéaire. 

doinuK'  tvpc  paitioulier  d'école  primaire  en  llussio,  on  doit 
encore  slunaler  les  écoles  de  métiers,  dont  le  ri'glemenl  lut  édict»' 
par  le  ^Nlinisti're  de  l'Instruction  publique  pour  la  première  lois 
en  1889.  On  v  accepte  comme  élèves  ceux  ([ui  ont  terminé  le 
cours  dans  l'école  primaire  d'une  seule  classe.  Dans  l'école  de 
métiers,    composée   en   général   de   trois  classes,  on  assigne  a  la 
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première  classe  trois  heures  par  semaine  pour  l'ArllUmétique 
et  la  tenue  des  livres,  ainsi  cpie  trois  heures  pour  la  Ciéométrieet  le 
dessin  linéaire  :  dans  la  seconde  classe,  pour  les  mêmes  sciences 
on  assigne  trois  et  deux  heures,  et  dans  la  troisième,  deux 
heures  pour  lArithmétique  et  la  tenue  des  livres.  Les  program- 
mes et  les  plans  d'étude  de  ces  sciences  ne  sont  pas  donnés  dans 
les  écoles  de  métiers  par  le  règlement  général,  le  Ministère  ayant 
conservé  le  droit  de  les  composer  séparément  pour  chaque  cas 
particulier,  conformément  aux  circonstances  spéciales. 

Les  écoles  de  ville,  instituées  depuis  i8j2  à  la  place  des 
anciennes  écoles  de  district,  fermées  peu  à  peu,  élahlissent  un 
tvpe  transitoire  entre  les  éctdes  inférieures  et  les  moyennes, 
l  ne  école  de  ville  complète  se  compose  de  six  classes  ;  le  cours 
de  chaque  classe  dure  un  an.  ^lais  en  raison  des  exigences  et  des 
conditions  locales,  ces  écoles  peuvent  être  composées  de  cinq, 
quatre,  trois,  deux  classes  et  même  d'une  classe  seule.  Outre 
LArithmétique  et  la  Géométrie,  la  Physique  entre  dans  le  cours 
de  ces  écoles.  Les  deux  premières  de  ces  sciences  sont  ensei- 
gnées d'après  les  programmes  suivants,  édictés  par  le  Ministère 
de  rinstruction  pul)li([ue  le  8  janvier  i8jj. 

PiiO(;iiAMMi-:  dAiuthmktiqii:.  —  Première  année  4  leçons 
par  semaine'.  — -  i.  L'étude  des  nombres  des  trois  premières 
dizaines,  —  -j..  L'indication  de  ces  nombres  par  des  chifiVes.  — 
'^.  Le  remplacement  des  mots,  exprimant  les  dilïerentes  combi- 
naisons des  nombres,  par  des  signes.  —  4-  '^''^  pr(d)lèmes 
écrits  et  oraux  dans  les  limites  de  ces  noml>res. 

Deuxième  (innée  (4  leçons  par  semaine^.  —  i.  Le  calcul, 
rinilication  et  bîs  difi'érentes  relations  parmi  les  nombres  de  la 
première  centaine.  —  i.  Tal)le  de  multiplication.  —  .L  La  sépa- 
ration des  ([uatre  opt'rations  et  les  cas  d'applicalinn  de  chaque 
opération  it  la  résolution  des  problèmes.  La  séparation  et  la 
délinilion  des  éléments  de  clia(pie  (qxMation.  Les  changements 
([ue  subissent  les  résultais  des  t)pérations  en  consécpience  île 
changements  des  ('b'menls.  —  4-  ^'^^  problèmes  écrits  et  oraux 
dans  les  limites  de  la  première  centaine. 

Troisième  année  ((3  leçons  par    semaine).  —    i.  La  notion  des 
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nombres  concrets.  LétiiJc  des  inesiiies  eniplovées  en  Russie  ;  le»; 
r;i])|)oits  (ruiiilés  plus  petites  (jue  loo.  —  2.  1^'exéculion  p;ii- 
écrit  des  opérations  sur  les  noniljres  complexes  dans  les  limites 
de  la  première  centaine,  comme  application  de  Tétude  des  nom- 
bres de  ce  groupe.  —  3.  Le  calcul  et  la  numération  écrite  dans 
les  limites  du  premier  millier.  L'étude  des  nombres  de  ce  groupe 
au  moyen  de  la  i-.ésolution  de  prolilèmes.  —  4-  Le  mécanisme  des 
quatre  opérations  sur  les  nombres  abstraits  de  ce  groupe,  par 
analogie  avec  les  nombres  complexes.  —  5.  La  connaissance  de 
simj)les  bouliers  russes  ;  l'addilion  et  la  soustraction  sur  les  l)OU- 
liei's. 

OiKilriëine  année  6  leçons  pai'  semaine  .  —  1 .  La  numération 
dans    le  cas    des    nombres   de   toutes    les    orandeurs.   —    i>.    Les 

o 

quatre  opérations  sur  les   nombres  de   tontes  les  grandeurs.  — 

3.  Les  mesures  des  surfaces  et  des  volumes,  de  même  que  les 
quatre  opérations    sur  les    nombres   de  ces    mêmes    mesures.  — 

4.  Le  cours  élémentaire  des  fractions  ordinaires  ;  lorigine  des 
iractions  ;  laugmentation  et  la  diminution  des  fractions  :  la 
réduction  des  iractions  ;i  leur  plus  simple  expression,  1  addition 
et  la  soustraction  des  fractions  ;  la  recherche  dune  seule  ou  de 
plusieurs  parties  d'un  nombre  donné  ;  la  recherche  du  tout 
d'après  ses  parties  données  ;  le  contenu  des  fractions  dans  un 
nonil)re  entier  ou  fractionnaire.  —  Reniar(jite.  On  considère  ici 
les  iractions  dont  les  dénominateurs  ne  surpassent  pas  100.  Les 
dénominateurs,  obtenus  comme  résultat  des  opérations  sur  ces 
Iractions,  ne  doivent  pas  surpasser  non  plus  celte  limite.  —  5.  La 
résolution  orale  et  écrite  de  problèmes  concernant  les  règles  étu- 
diées. 

Cinquième  année  (5  leçons  par  semaine  i.  —  i.  Les  conditions 
de  divisibilité  des  nombres  et  la  décomposition  des  nombres  en 
facteurs  premiers.  —  1.  La  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseui'  et  du  plus  petit  commun  multiple.  —  3.  Le  cours  systé- 
matique des  fractions  ordinaires.  Les  opérations  sur  les  nombres 
concrets  iractionnaires.  —  4-  i^^s  iractions  décimales  et  les  opé- 
rations sur  ces  dernières.  Le  changement  des  fractions  onlinaires 
en  décimales,  et  vice  versa.  Les  conditions  de  division  infinie  en 
cas  du  changement  des  fractions  ordinaires  en  décimales.  Les 
fractions  décimales  périodi([ues  et  leui-  changement  en  (raclions 
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ordinaires.  La  réunion  des  opérations  sur  les  lVactit)as  ordinaires 
et  décimales,  abstraites  et  concrètes.  Le  système  métrique  de 
mesures  et  sa  supériorité  sur  les  autres  systèmes.  —  5.  La  résolu- 
tion éci'ite  et  orale  de  prol)l(Mnes  relatifs  aux  règles  étudiées. 
La  résolution  de  problèmes  lelalils  à  la  rèolc  de  trois,  au  moven 
de  la  méthode  de  léduetion  à  Tunité. 

Si.tiènic  année  ;6  leçons  par  senudne  .  —  i.  Les  rapports  et 
les  proportions.  La  résolution  de  problèmes  relatifs  à  la  règle  de 
trois,  aux  intérêts,  i»  l'escompte,  ii  la  règle  de  société  et  aux 
alliages,  employant  les  proportions.  —  2.  La  composition  de  la 
lormule  de  solution  il  un  problème  au  moven  de  lindicaliou  des 
opérations  sur  tous  les  nombres  donnés  dans  ce  problème.  — 
3.  La  revision  de  tout  le  cours  d'Arithmétique.  —  4.  Résolu- 
tion de  problèmes  simples  conduisant  à  des  équations  du  premier 
deoré  ii  une  ou  a  deux  inconnues. 

o 

Pno(;it.v.M.Mi:  de  Gkométuii:.  —  Troisième  année.  —  Entretiens 
sur  les  corps  géométriques  :  sur  le  cube,  les  prismes,  les  pvra- 
inides,  le  cylindre,  le  cône  et  la  sphère.  Le  but  de  ces  entretiens 
doit  consister  :  a  en  acquisition  de  connaissances  sullisanles  en 
Géométrie,  en  vue  d'une  étude  utile  du  cours  ultérieur  ;  h,  en 
éclaircissements  aux  élèves  des  notions  géométriques  (ondamen- 
tales  :  corps,  surface,  ligne  et  point  ;  c)  en  appropriation  de 
l'habitude  de  la  langue  géométrique  exacte  et  concise.  Les  entre- 
tiens peuvent  se  faire  d'après  le  programme  suivant  :  i .  Le 
cube  :  ses  arêtes,  ses  faces  et  ses  sommets.  L'arranoement  de  ces 
éléments  dans  did'érentes  positions  du  cube.  —  2.  Le  pi-isme 
régulier,  droit  et  (piadrangulaire.  La  rép('tition  des  noliiuis  ci- 
dessus  mentionnées  et  réclaircissement  de  la  notion  de  l'angle. 
Les  angles  trii'dres  et  dièdi'es.  L'angle  que  font  entre  elles  les 
deux  perpendiculaires  menées  dans  chacun  de  deux  plans  au 
même  point  de  l'intersection  commune.  —  .'5.  Le  prisme  régu- 
lier droit  et  triangulaire.  Avec  cela,  outre  la  répétition  des 
notions  ci-dessus  mentionnées,  on  éclaircit  aux  ('lèves  les  notions 
des  anoles  droits,  aitfus  et  obtus  et  les  notions  des  liouros  :  du 
f[uadrilatère,  du  rectangle,  du  carré  et  du  triangle.  —  4-  I^^ 
piisme  régulier  hexagonal.  La  répétition  des  notions  pri'-cédeutes 
et  1  éclaircissement   des  notiujis  des    lignes    et    des    laces  parai- 
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lèlcs.  —  5.  Le  prisme  quadiangulaue  oljlique.  La  notion  des 
diflérentes  positions  de  la  ligne  relativement  à  un  seul  plan  ou  ii 
deux.  Les  plans  et  les  lignes  horizontales  et  verticales.  La  ïiolion 
générale  du  prisme.  —  6.  Les  pyramides.  La  notion  des  diflé- 
rentes espèces  de  triangles  et  la  notion  de  l'angle  solide.  — 
-.  Le  cvlindre.  La  circonférence  et  le  cercle.  Les  surfaces  planes 
et  les  surfaces  courbes.  La  formation  du  cylindre  par  la  rotation 
du  rectangle  autour  de  Lun  de  ses  côtés.  —  8.  Le  cône  et  la 
sphère  d'après  le  même  programme.  —  9.  La  déduction  des 
notions  géométriques  fondamentales.  Le  cours  doit  être  accom- 
pagné du  tracé  h  la  main  de  toutes  les  figures  explicjuées,  et, 
quand  cela  se  peut,  à  l'aide  des  instruments  :  dune  règle,  d'une 
équerre  et  dun  compas.  Les  élèves  doivent  s'occuper  aussi 
d'autres  exercices  de  tracé  des  figures  rectilignes, 

Qnalrièine  année.  —  Durant  cette  année,  les  élèves  étudient 
d'une  manière  plus  détaillée  quelques-unes  des  formes  géomé- 
triques déjà  connues.  Ils  apprennent  les  jJi'océdés  du  mesurage 
des  aires  et  des  volumes.  Le  cours  doit  suivre  le  programme  que 
voici  :  —  I.  Les  ligues  droites  et  courbes  la  circonférence],  la 
propriété  de  la  ligue  droite;  le  tracé  des  lignes  droites;  la 
mesure  des  lignes  droites.  L'addition,  la  soustraction  et  la  mul- 
tiplication  des  lignes  droites.  —  2.  La  position  respective  de 
deux  lignes  droites.  L'angle.  La  comparaison  des  angles.  L'ad- 
dition, la  soustraction  et  la  multiplication  des  angles.  Les  angles 
adjacents  et  les  angles  droits.  La  propriété  de  l'angle  droit. 
L'ançrle  droit,  considéré  comme  une  mesure  des  anoles.  Les 
angles  aigus  et  les  angles  obtus.  La  propriété  des  angles  adja- 
cents. Les  angles  opposés  et  leur  propriété.  —  3.  La  perpendi- 
culaire et  les  obliques.  La  propriété  de  la  perpendiculaire  :  d'un 
point  donné  on  ne  peut  mener  ([u'une  seule  perpendiculaire  à  la 
droite  donnée.  — 4-  La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute 
(djlique  menée  d'un  même  point.  La  propriété  des  cd>li(jues, 
menées  \\  des  distances  égales  et  à  des  distances  inégales  de  la 
jjase  de  la  perpendiculaire.  La  propriété  des  points  de  la  per- 
pendiculaire, élevée  par  le  milieu  d'une  droite.  Le  tracé  des 
perpendiculaires  à  l'aide  d  un  compas  et  d'une  règle,  fondé  sur 
les   théorèmes    précédents.    —    5.    Les    ligues   parallèles.    Deux 
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lignes,  qui  sont  perpendiculaires  à  unctroisiènie,  sont  parallèles. 
Les  axiomes  de  la  perpendiculaire  et  de  l'oblique,  menées  à  une 
même  droite.  La  distance  entre  les  lignes  parallèles.  Par  un 
point  donné  t)n  ne  peut  mener  qu'une  seule  parallèle  à  la  droite 
donnée.  Le  tracé  des  lignes  parallèles  îi  l'aide  d'un  compas  et 
dune  règle,  fondé  sur  les  théorèmes  étudiés.  Le  tracé  des  droites 
sur  le  terrain  ;  connaissance  des  instruments  géodésiques  les  plus 
importants  et  de  ceux  du  lever  des  plans  (pieux,  jalons,  corde 
d'arpenteur,  chaîne  d'arpenteur,  til  \\  ploml),  niveau  de  charpen- 
tier, équerre,  etc.).  La  solution  des  principaux  problèmes  de  loca- 
lité :  le  tracé  et  la  mesure  des  lignes  droites,  la  construction  d'an- 
gles égaux  à  des  angles  donnés;  le  tracé  des  perpendiculaires,  des 
obliques  et  des  parallèles  ;  la  solution  des  problèmes  de  localité 
les  plus  simples,  par  exemple,  la  détermination  des  distances  des 
objets  accessibles  et  inaccessibles,  la  mesure  de  la  hauteur  des 
objets,  etc.  —  6.  Le  rectangle.  La  propriété  de  ses  côtés.  Les 
conditions  de  l'égalité  des  rectangles.  La  construction  du  rec- 
tanglc  égal  à  un  rectangle  donné.  La  construction  des  rectanoles 
d'après  une  hauteur  et  une  base  données.  Le  rapport  des  aires 
des  rectanoles  de  hauteurs  dillérenles  et  de  bases  égales,  ou  de 
bases  différentes  et  de  hauteurs  égales.  —  6.  La  construction 
des  rectangles,  pris  plusieurs  lois  plus  grands  que  les  données, 

—  j.Le  carré.  La  construction  du  carré.  Le  carré,  comme  me- 
sure des  aires.  L'aire  du  rectangle.  L'aire  du  carré.  Les  ligures 
égales  et  celles  dont  les  aires  sont  égales.  —  8.  Les  notions  des 
polvgones  semblables.  La  construction  des  polygones  semblables. 
La  notion  de  l'échelle  et  du  plan.  Le  lever  du  plan  des  localités 
rectangulaires  ;  de  la  classe,  de  l'école,  de    la   cour    d'école,  etc. 

—  9.  Le  parallélépipède  rectangl»^  Les  conditions  d'égalité  des 
parallélépipèdes  rectangles.  Le  rapport  des  volumes  des  paral- 
lélépipèdes de  différentes  hauteurs  et  de  bases  égales,  de  bases 
différentes  et  de  hauteurs  égales.  —  10.  Le  cube,  comme  mesure 
des  volumes.  Le  volume  du  parallélépipède  rectangle.  Le  volume 
du  cuIjc.  Le  cours  doit  être  acconi[)agné  autant  que  possible  de 
la  solution  des  problèmes  de  calcul  et  de  (piel(|ues  problèmes  de 
construction. 

Cinrjiiu'/ne  cl  s(.u'è//ie  a/mccs.  —  i.  Le  rapport  des  angles  dont 
le  sommet  est  au  centre,  et  des  aies  qui   leur  correspondent.  La 
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mesure  des  angles. —  2.  La  répétition  de  ce  qu'on  a  appris  des 
liones  parallèles  dans  la  classe  précédente.  Les  angles  que  l'ont 
deux  parallèles  avec  une  sécante.  La  propriété  de  ces  angles.  Les 
angles  dont  les  côtés  sont  respectivement  parallèles  et  perpendi- 
culaires. —  3.  Le  triangle.  La  propriété  de  ses  angles  et  de  ses 
côtés.  Les  différentes  espèces  des  triangles.  Les  conditions  d'é- 
oalité  des  triangles.  La  dépendance  entre  les  côtés  et  les  angles 
des  triano-les.  —  4-  Les  différentes  espèces  de  polygones.  La 
somme  des  angles  d'un  polygone.  Les  polygones  réguliers.  — 
5.  Les  espèces  de  quadrilatères.  La  propriété  des  parallélo- 
o-rammes.  —  6.  La  circonférence  et  les  lignes  droites  (lui  s'y 
rattachent.  La  dépendance  entre  les  arcs  et  les  cordes  et  leurs 
distances  au  centre.  La  propriété  de  la  tangente.  La  position 
respective  de  deux  circonlérences.  Les  angles  inscrits  dans  un 
cercle.  Les  figures,  inscrites  dans  un  cercle,  circonscrites  à  un 
cercle.  La  détermination  de  la  longueur  d'une  circonterence.  — 
r.  Les  triangles  semblables.  Les  propriétés  des  côtés  homologues. 
Les  polvo-ones  semlilables.  L'échelle.  Le  lever  des  plans'.  La 
planchette,  l'astrolabe.  —  8.  La  mesure  des  aires.  L'aire  du 
parallélogramme,  du  triangle,  du  trapèze,  du  polygone  et  du 
cercle.  Le  rapport  des  aires.  Le  théorème  de  Pythagore.  Le  chan- 
oement  d'un  polvgone  en  un  triangle.  Le  changement  des  figures 
en  un  carré.  Lauomenlation  et  la  diminution  des  fioures.  — 
q.  Des  lignes  et  des  plans  dans  l'espace.  Les  angles  dièdres.  Les 
angles  polvèdres.  —  10.  Les  corps  solides  :  la  pyramide,  le 
prisme,  le  parallélépipède,  le  cylindre,  le  cône  et  la  sphère.  — 
II.  Surfaces  de  la  pvramide  régulière,  entière  ou  tronquée,  du 
jnisme  droit,  du  cylindre,  du  cône  et  de  la  sphère.  —  i>.  La 
mesure  des  volumes  :  du  parallélépipède,  du  prisme,  de  la  pyra- 
mide, du  cylindre,  du  cône  et  de  la  sphère.  L'aperçu  général  du 
cours  de  Géométrie  :  l'ajiplication  aux  opérations  sur  le  terrain. 
La  notion  du  nivellement.  Le  cours  doit  être  acconq)agné  de  la 
solution  des  problèmes  de  calcul  et  de  construction.  Le  cours 
abrégé    d'Arilhméli(jiie    et    de  Géométrie. 

La  méthode  denseignement  de  rArilhmetlque  dans  les  éecdes 
de  ville,  étal)lie  par  le  Ministère  de  rinslruclion  publicpie.  est  la 
melhode  de  Grulje   (de  l'examen  conqjlel  des    nt)inl)res  ,  comme 
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le  montre  le  programme.  On  (.levait  s  y  attendre,  en  raison  de  la 
coïncidence  de  la  composition  du  programme  avec  rcpo([ue  de 
la  orande  faveur  de  la  méthode  de  Grube  en  Russie. 

(^uan(  aux  livres  employés  pour  rArithméli([ue.  on  ne  se  serl 
tlaboid  ([ue  de  recueils  de  problèmes  jusqu  à  la  quatrième 
classe  des  écoles  de  ville).  11  n'y  a  que  le  «  Recueil  de  problèmes 
d  Arithmétique  et  d'exemples  numériques  »  par  M.  Evtouchev- 
sky  i"'  partie),  qui  soit  commun  avec  les  écoles  de  village;  il  a 
eu  beaucoup  d  éditions.  Dès  la  quatrième  classe  on  commence  ii 
employer  des  manuels  et  des  recueils  de  problèmes  conformes  ii 
ces  manuels.  Parmi  les  livres  élémentaires  de  diverses  espèces 
que  l'on  emploie  en  pratii[ue.  il  suffit  de  citer  le  «  Manuel 
d  Arithmétique  »>  par  Bougaiev.  en  deux  livres  (  «  Arithméti([ue 
des  nombres  entiers  »  et  «  Arithmétique  des  nombres  fraction- 
naires »  ),  le  «  Manuel  d'Arithmétique  dans  les  limites  du  cours 
des  classes  intérieures  des  gvmnases  )>  par  M.  Laticheiî",  et  la 
seconde  partie  du  (c  Recueil  de  problèmes  etc.,  »  par  Evtou- 
chevsky. 

L'absence  d'une  note  explicative  accompagnant  le  programme 
de  Géométrie  des  écoles  de  ville,  ainsi  que  le  mancjue  d'indi- 
cations quant  à  la  méthode,  rendent  impossible  la  solution 
directe  de  la  question  de  1  emploi  de  la  méthode  dogmati([ue 
dans  l'enseignement  de  la  Géométrie.  L'emploi  exclusif  du  couis 
de  Géométrie  de  la  troisième  classe  à  la  déduction  des  notions 
géométriques  fondamentales  au  moyen  de  la  considération  des 
corps  géométri([ues,  ou  au  cours  nommé  préparatoire;  l'absence 
dans  le  programme  de  ce  cours  de  tout  ce  qui  exige  des  démons- 
trations :  et  cuhn  l'tMUploi  perpétuel  des  manuels,  durant  tout 
le  temps  de  renseignement  de  la  Géométrie,  font  croire  cepen- 
dant ([ue  l'emploi  de  la  méthode  démonstrative,  dans  ses  formes 
habituelles,  suit  directement  le  cours  préparat(tire.  l'.n  g<'neral, 
sous  ce  rapport,  de  même  que  par  sa  structure,  sou  caractè-re  el 
l'emploi  constant  des  manuels,  on  peut  dire  (|ue  l'enseigne- 
ment de  la  Géométrie  dans  les  écoles  de  ville  s'approche  beaucoup 
plus  du  Ivpe  de  l'enseignement  moyen  ([ue  de  renseignement 
inférieur.  Les  dillerences  que  l'on  observe  dans  l'enseignement 
moyen  et  dans  celui  des  écoles  de  ville  ne  sont  pas  graves,  el 
s'expriment    principalement    par    la    brièveté   assez   considérable 

Eiiseii'iionient  nuitli.  '•!) 
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de  la  partie  théorique  et  par  rinliotluctioii  tl'un  plus  grand 
nombre  de  notions  pratiques  en  raison  des  besoins  du  milieu. 
L'étendue  de  ces  connaissances,  malgré  le  temps  plus  prolongé 
des  études,  est  beaucoup  moindre  que  celle  qui  est  déterminée 
par  le  programme  des  écoles  modèles  de  village  ci-dessus  cité. 
L'absence  des  indications  correspondantes  dans  les  sources 
officielles  ne  permet  pas  malheureusement  de  décider  si  ce  fait 
intéressant,  que  nous  venons  d'indiquer,  s'est  produit  par  suite 
de  considérations  pédagogiques  ou  par  une  raison  très  différente, 
nous  A'oulons  dire  Fimportance  bien  plus  grande  des  connais- 
sances d'arpentage  pour  chaque  habitant  de  village  que  pour 
celui  de  la  ville,  au  point  de  vue  pratique. 

Les  manuels  de  Géométrie,  que  l'on  emploie  dans  les  écoles  de 
ville,  peuvent  être  partagés  en  trois  groupes  :  i)  les  cours  pré- 
paratoires, 2)  les  petits  cours  systématiques  et  3)  les  cours  con- 
sacrés à  la  Géométrie  pratique.  Les  premiers  s'emploient  exclu- 
sivement dans  la  troisième  classe,  les  autres  dans  la  quatrième 
et  la  cinquième.  La  littérature  russe  n'est  point  pauvre  en  ma- 
nuels de  ces  trois  espèces,  mais  on  n'en  pourrait  pas  citer  qui 
soient  originaux  ou  dignes  d'attention. 

L'instruction  inférieure  des  femmes  ne  diffère  pas  de  celle  des 
hommes  en  Russie.  Elle  profite  des  mêmes  types  d'établisse- 
ments et  des  mêmes  programmes.  Dans  les  écoles  de  ville  et  dans 
les  écoles  inférieures  privées,  on  pratique  ordinairement  l'ensei- 
gnement en  commun  des  garçons  et  des  filles.  On  n'accepte  pas 
ce  système  dans  les  écoles  de  ville  ;  aussi  ces  dernières  se  par- 
tagent-elles en  écoles  de   garçons  et   en  écoles   de  filles. 

V.  V.  BoDYMN  (Moscou). 


LA  PREPARATIOX  MATHEMATIQUE 

DK    L'ACTUAIRE 


«  Il  est  agréable  de  constater  que  depuis  un  certain  nombre 
d  années  on  témoigne  chez  nous  ('^  une  attention  toute  spéciale 
aux  bases  théoriques  des  afi'aires  d'assurances.  Tout  récemment 
nos  plus  hautes  écoles  de  l'Etat  ont  ouvert  leurs  portes  aux 
branches  qui  s'y  rapportent,  reconnaissant  ainsi  que  les  fonc- 
tions d'actuaire  doivent  être  comptées  parmi  les  vocations 
savantes.  C  est  là  une  conséquence  toute  naturelle  de  l  importance 
que  prennent  les  affaires  d'assurances  sous  les  formes  les  plus 
diverses.  On  constate  par  ce  lait  qu'une  institution  à  latpielle  on 
confie,  dans  un  but  déterminé,  des  sommes  si  considérables  doit 
être  dirigée  non  pas  d'une  façon  empirique,  mais  d  après  des 
bases  scientifiques,  w 

C'est  ainsi  que  s'exprime  clans  un  récent  article  ("),  M.  E.  Czu- 
ber,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne.  Xotre 
éminent  collaborateur  signale  ainsi  précisément  la  raison  la  plus 
imporlanle  qui  doit  décider  les  divers  Etats  à  s'occuper  de  la 
prépai-ation  mathématique  des  personnes  qui  peuvent  être  appi'- 
lées  à  la  direction  technique  des  compagnies  d'assurances. 

La  création  d'un  enseignement  spécial  destiné  ii  former  dcb 
actuaires  a  été  examinée  à  plusieurs  reprises,  soit  dans  les -sociétés 
d'actuaires,  soit  dans  des  réunions  de  mathématiciens.  Parmi  ces 
derniers,  M.  L.  Kiepeiit,  professeur  ii  l'Ecole  technique  de^ 
Hanovre,  s'est  tout  particulièrement  occupé  de  cette  importante 
([uestion.   Dans   une    conférence  (';  qu'il  fit  ii  la  réunion  annuelle 


(')  En  Aulrictic.  (Réd.) 

(-;  MiUciliini^eii  des  Vcrbandat  u-str.  itnd  ung:  Verslcherungs-Tcchnlhi'r.  Ilel'l  I. 
p.  22,   1891),  Prochaska.   Toschcn. 

{*)\o\v  \<i  Jahrcsberiihi  dcr  Dciilschen  Mutliciiintihcr  Vcrciiil'^itiiii.  I.  IN',  ji.  1  Ki, 
121,   1894-91. 
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(le  la  Dculschen  Matltenuitikor -Vereinigiing  tenue  a  Vienne 
en  1894,  il  émit  le  vœu  (jue  parmi  les  diverses  jjranehes  des 
maththnatiques  appliquées  inscrites  dans  les  programmes  univer- 
sitaires, il  soit  également  lait  une  place  h  la  science  de  1  actuaire. 
Nous  exposerons  d  abord  les  divers  motifs  que  M.  Kiepert 
donne  à  lappui  de  ce  projet  et  nous  les  ferons  suivre  de 
quelques  renseignements  sur  ce  qui  se  fait  actuellement  dans  ce 
sons  il  Vienne  et  à  (iiWtingue. 

l'.n  donnant  aux  étudiants  en  mathématiques  quelques  notions 
du  calcul  des  assurances  on  lournirait  une  carrière  ii  ceux  qui, 
laute  de  places  vacantes,  ne  pourraient  entrer  dans  renseigne- 
ment. Ces  notions  seraient  souvent  d'un  grand  profit  même  ii 
ceux  qui  professent  dans  les  écoles.  Elles  leur  procureraient  un 
gain  supplémentaire  qui  serait  certainement  plus  important  que 
celui  auquel  ils  sont  souvent  obligés  d'avoir  recours  en  donnant 
des  leçons  particulières  ou  en  prenant  des  pensionnaires.  De 
plus,  on  permettrait  ainsi  aux  professeurs  de  s'intéresser  à  la 
direction  des  Caisses  de  prévoyance  que  l'on  trouve  même  dans 
les  petites  localités. 

D  ailleurs  ces  caisses  sont  souvent  appelées  i»  présenter  une 
expertise  mathématique.  Jus([u"ici  le  nombre  des  personnes 
compétentes  pour  un  pareil  travail  a  toujours  été  très  restreint. 
De  ce  côté  aussi  le  mathématicien  pourrait  se  rendre  utile  à  ses 
concitovens. 

Toutefois  il  n'v  aurait  lii  que  des  motits  d'ordre  secondaire. 
L'institution  des  assurances  envisagée  en  elle-même  doit  passer 
avant  les  intérêts  personnels  du  maître.  Si  l'on  songe  au  nombre 
de  plus" en  plus  considérable  des  assurés  et  aux  capitaux  énormes 
confiés  aux  compagnies,  on  est  en  droit  de  se  demander  si  les 
personnes  qui  peuvent  être  appelées  à  la  direction  technique  des 
compagnies  sont  sulllsamment  préparées  pour  une  carrière  ([ui 
offre  de  si  grosses  responsabilités. 

.lusqu  ici  les  actuaires  en  étaient  réduits  ii  eux-mêmes  pour 
l<tut  ce  (jui  est  de  la  prepaiaticui  uialhfmali([ue.  Ouand  il  s  agit 
d  un  emploi  dans  une  grande  compagnie,  le  travail  en  vaut  certes 
la  priue.  Bien  des  mathématiciens  se  sont  engagés  dans  cette 
voie  et  sont  devenus   des    actuaires    dun  uiand    mérite.   Mais  ils 


/..(    PRlCPARATIO.y   MAT/IKMATIQrE    DE    LACfl  AIIIE         Wç) 

ne  sont  que  trop  peu  nombreux.  Ce  sont  surtout  les  petites  com- 
pagnies, les  caisses  de  retraite,  les  sociétés  de  prévoyance,  (|ui 
ont  ;»  subir  les  conséquences  souvent  très  graves  du  man(|ue  de 
personnes  compétentes  en  matière  d'assurances. 

D'autre  part  un  cours  universitaiie  sur  les  calculs  d'assurances 
serait  aussi  dune  grande  utilité  aux  étudiants  en  droit.  Les  avo- 
cats  sont  souvent  appelés  à  examiner  des  cas  en  litige  entre  les 
compagnies  et  les  assurés.  Comment  peuvent-ils  intervenir  dune 
façon  utile,  s'ils  n'ont  aucune  notion  sur  ce  qu'on  entend,  par 
exemple,  par  i-èscrvc  d' un  contrat.'  Comment  un  juge  peut-il  se 
prononcer  sur  le  rachat  d  un  contrat,  s'il  n'a  aucune  idée  du 
calcul  qui  s'y  rattache  ? 

Il  est  vrai  qu'en  pareille  matière  on  peut  avoir  recours  à  des 
experts  ;  mais  il  s'agit  encore  de  comprendre  leur  rapport,  et 
cela  n'est  possible  que  si  l'on  possède  des  notions  du  calcul 
des  assurances, 

M.  Iviepert  estime  ([ue  pour  une  première  initiation  il  sullit 
d'un  cours  semestriel  de  deux  heures  par  semaine.  Ce  cours, 
mis  à  la  portée  des  étudiants  en  droit,  leur  permettrait  de  se 
lamiliariser  avec  les  bases  du  calcul  des  assurances.  Quant  aux 
étudiants  en  mathématiques,  ils  se  trouveraient  ainsi  en  posses- 
sion des  notions  londamentales  qu'il  leur  sera  facile  de  complé- 
ter par  des  recherches  personnelles.  Ce  ne  serait  là  que  le  com- 
mencement d'une  organisation  plus  complète  s'étendant  sur  un 
ensemble  de  cours. 

La  préparation  mathématlijue  de  1  actuaire  doit-elle  être  confiée 
aux  Universités  on  aux  Ecoles  techniques  supérieures.'  D'après 
AL  Klcpert  cet  enseignement  doit  être  rattaché  aux  Universités, 
qui  seules  possèdent  déjà  les  couis  secondaiics  indispensables  à 
l'actuaire.  Nous  crovons  toutefois  ([ue,  si  Ton  se  borne  aux  con- 
naissances fondamentales,  hi  science  de  l'actuaire  doit  figurer 
aussi  bien  dans  les  programmes  des  Ecoles  polytechniques  que 
dans  ceux  des  Universités.  Il  y  a  tout  avantage  à  multiplier  le 
plus  possible  cet  enseignement.  C  est  d  ailleurs  ce  ([ui  se  tait  a 
^  ienne  où  la  théorie  des  assurances  est  enseignée  ii  l'Université 
et  à  l'Ecide  technicjue  supérieure. 

Les  démarches  (|ui  ont  été  faites  ces  dernières  années  en  laveur 


\io  II.    FEIIR 

de  la  création  d'un  diplôme  d'aeUuiiic  ont  déjà  donné  dcxcel- 
lents  résultats.  Un  pareil  diplôme  existe  actuellement  dans 
divers  pays.  Les  connaissances  exigées  des  candidats  et  l'organi- 
sation des  cours  varient  d'un  pavs  à  un  autre.  Xous  examinerons 
ici  le  programme  autrichien  et  celui  de  l'Université  de  Gottiugue. 
En  Autriche,  le  diplôme  d'actuaire  a  été  établi  par  décision  du 
Ministère  de  l'Intérieur,  en  date  du  3  février  rSgj.  Les  candidats 
ont  à  subir  deux  examens,  l'un  écrit,  l'autre  oral,  et  portant  sur 
les  branches  suivantes  : 

1.  — Malliéiudliqncs  générales  :  connaissance  de  rAlgèl)re,  du  Cal- 
cul ditférenliel  el  intégral,  et  des  principes  du  Calcul  des  probabilités. 

2.  —  Théorie  malliéniatique  des  assurances  et  Statistique  inathénia- 
liquc  :  connaissance  des  principes  et  des  méthodes  du  calcul  des  assu- 
rances ;  habileté  dans  les  applications  au  calcul  des  primes  et  des 
résem^es,  et  dans  rétablissement  de  projets  d'assurances  et  d  expertises. 
Connaissance  des  principes  essentiels  de  la  Statistique  mathématique, 
de  la  construction  des  tables  et  de  leur  emploi.  Connaissance  des  élé- 
ments de  tenue  de  livres  et  notamment  de  lacoïiiptabilité  des  compagnies 
d  assurances. 

i.  —  Droil  relatif  il  l'assurance  et  Econo)iiie  politique  :  connaissance 
des  lois  autrichiennes  concernant  le  domaine  de  l'assurance  public  ou 
privé  ;  connaissance  de  l'Economie  politique. 

Les  examens  ont  lieu  devant  une  commission  désignée  par  le  minis- 
tère de  l  Intérieur. 

Ne  sont  admis  aux  examens  que  les  citoyens  autrichiens  pouvant  jus- 
tilier  : 

i'^'  Ou  ils  ont  lré(pienté  une  école  moyenne  ; 

-j."  Qu'ils  ont  suivi  les  cours  de  nialliémati(]ues  dans  une  école  supé- 
rieure ; 

3'^'  Qu  ils  possèdent  une  certaine  pratique  dans  le  domaine  des  alfaires 
d  assurances. 

La  préparation  aux  examens  peut  se  taire  soit  à  l'Université, 
soit  il  ri'.cole  technique  supérieure  de  \  ienne.  Chacun  de  ces 
établissements  présente  un  ensemble  très  complet  de  cours  au.x- 
quels  se  rattachent  des  leçons  spécialement  consacrées  aux  exer- 
cices prati(|ues. 

Voici  maintenant  le  règk'ment  ^')   aclnellement   en  vigueur  au 


(')  Vorlaiili^f   Sl;\liil«'ii    dos  Koiii};l .   Somiiuii's  fin'  N'frsiclu'runijswissoiisi-liall   an 
dcr   UnivLM'sital  Gottiiig-i'ii . 
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Séminaire  de  la  science  de  Vacluaive  récemment  créé   à  l'Univer- 
sité de  Gottinoue. 

1 .  —  Le  séminaire  de  la  science  de  1  actuaire  a  pour  but  de  loui'nir  la 
préparation  scientifique  nécessaire  <à  ceux  qui  désirent  se  vouer  aux 
fondions  de  nialliématiciens  ou  dadministrateurs  dans  le  domaine  de 
1  assui'ance  publique  ou  privée. 

2.  —  A  cet  effet,  le  séminaire  organise  des  exercices  dans  les  tliffé- 
rentes  branches  de  la  science  de  lactuaire,  à  savoir  : 

Exercices  dans  les  sciences  mathématiques,  économiques,  dans  la 
statistique;  exercices  sur  les  questions  de  droit  relatif  à  l'assurance. 
Parmi  ces  exercices  les  uns  se  l'attachent  aux  cours  correspondants 
professés  à  l'Université,  les  autres  sont  particuliers  au  séminaire.  Le 
séuiinaire  possède  une  bibliothèque  et  une  salle  de  lecture. 

'\.  —  Le  séminaire  est  autorisé  à  faii'e  subir  des  examens  et  à  déli- 
vi'er  des  diplômes  à  ceux  qui  ont  passé  avec  succès  les  différentes 
épreuves.  Ce  diplôme  certifie  chez  le  porteur  les  connaissances  géné- 
rales en  matière  d'assurances,  soit  dans  la  direction  purement  mathé- 
matique, soit  dans  la  direction  administrative. 

/■( .  —  Le  séminaire  se  compose  de  membres  l'éguliers  et  de  membres 
libres.  Les  membres  réguliers  sont  tenus  d'entreprendre  pendant 
chaque  semestre,  au  moins  un  travail  d  une  certaine  importance.  Les 
membres  libres  ne  prennent  part  aux  exercices  qu  en  qualité  d  auditeurs. 

5.  —  Peuvent  être  admis  en  qualité  de  membres  réguliers  :  a)  les 
étudiants  immatriculés  qui  sont  au  moins  à  leur  troisième  semestre 
universitaire;  b)  les  personnes  autorisées  à  suivre  les  cours  universi- 
taires et  qui,  sur  lavis  du  directeur,  possèdent  la  prépai'ation  nécessaire. 

G.  —  Ne  sont  admis  aux  examens  du  diplôme  que  les  candidats  ayant 
fréquenté  le  séminaire  pendant  au  moins  un  an  en  qualité  de  membre 
régulier  et  pouvant  justifier  d  avoir  assisté  aux  cours  suivants  : 

Calcul  des  assurances. 

Sciences  écononii(iuc  et  statistique  relatives  à  l'assurance. 

Droit  relatif  à  1  assurance. 

Economie  politique  théorique. 

l'"conomie  politique  prali(pie. 

Droit  relatif  au  commerce,  au  change  et  à  la  marine. 

L'examen  comprend,  pour  les  deux  catégoi'ies  de  candidats  :  le  calcul 
des  assurances,  les  sciences  économique  et  statisti([ue  relatives  aux  assu- 
rances, économie  politicjue  théorique  et  pratique.  11  y  a  de  plus,  pour  les 
mathématiciens,  une  épreuve  de  mathématiques,  et,  pour  les  candidats 
de  la  classe  administrative,  une  épreuve  de  Droit  relatif  à  l'assurance. 

Pour  plus  de  détails  voir  le  règlement  des  examens. 

^.  —  Tous  les  membres  du  séminaire  payent  une  cotisation  semes- 
trielle de  cinq  marks  ;  cette  cotisation  leur  donne  le  droit  d'utiliser  la 
bibliothèque  et  la  salle  de  lerluie. 
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8.  —  Ladmiuislralion  du  séminaire  est  coiiliée  à  un  directeur  noniiii»- 
pai-  le  Ministre  de  llnstruction.  Les  examens  sont  subis  devant  une 
coiiimission  nommée  par  le  Ministre  et  choisie  parmi  les  professeurs 
ap|):irtenant  au  séminaire,  ou  dont  les  cours  se  rattachent  à  celui-ci. 

Ces  plans  d'études  répondent  bien  aux  exigences  actuelles.  Ils 
montrent  que  l'on  a  bien  compris  qu<'  pcuir  qu'un  diplôme  d'ac- 
tuaire puisse  ollVir  une  certaine  garantie,  il  était  indispensable 
d'accorder  une  place  importante  aux  travaux  pratiques. 

Nous  pouvons  ajouter  que,  dès  le  début,  la  fréquentation  de 
ces  nouveaux  cours  a  été  très  forte.  Ce  succès  prouve  d'une  laçon 
évidente  que  cet  enseignement  répondait  à  un  réel  besoin.  Il 
faut  espérer  que  dans  les  divers  pays,  les  hautes  écoles  ne  tarde- 
ront pas  à  imiter  ce  qui  se  lait  ;i  Vienne  et  a  Gottingue  en  ouvrant 
leurs  portes  aux  cours  relatifs  a  la  science  de  l'actuaire. 

H.  Fi-nit. 


CERCLE  ET  ELLIPSE 

CERCLES  CONCENTRIQUES  ET    ELLIPSES   CONCENTRIQUES 
HOMOIHETIQUES   ('i 


La  dépendance  mutuelle  des  ligures  géométriques,  telle  qu'elle 
est  étudiée  dans  la  Géométrie  de  position,  ofl're  souvent  l'avantage 
de  déduire,  de  propriétés  ou  de  propositions  connues,  d'autres 
qui  leur  sont  analogues.  Grâce  ii  elle,  les  élèves  de  nos  établis- 
sements secondaires  dans  lesquels  on  enseigne  les  principes 
fondamentaux  de  la  Géométrie  de  ])osition  ont  toute  facilité 
d'approfondir  et  de  compléter  les  connaissanc(>s  accpiises.  La 
méthode  ([ue  nous  enqilovons  dans  celte  Note  i<uiiiiil  la  pieuve 
de  notre  allliiuation.  Nous  nous  bornons,  \un\v  le  moment,  au 
cas  du  plan  ;  tlans  une  Note  ultérieure  nous  examinentns  la 
question  analogue  pour  l'espace. 

Dans   deux  systèmes  alliés  ou  eu  allinite.   à  tout  point   ;i  l'indni 


(')  Reye,    Gi'ometiic    dff  Ltige.    i.    AbUilj,'.  4.    Aullii{,'e  :     Voitijtg    i(").    1.    Aljllilf 
Auil.  :   Vortrag  7. 
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de  riiii  des  systèmes  eorrespond  un  point  à  l'infini  de  l'autre; 
aux  lignes  parallèles  de  l'un  des  systèmes  correspondent  des 
lignes  parallèles  de  l'autre  :  à  tout  parallélogramme  un  parallélo- 
gramme,  à  toute  ponctuelle  une  ponctuelle  projective  semblable. 

Deux  figures  i[uelcon(jues  de  l'un  des  systèmes  sont  entre 
elles  dans  le  même  rapport  ([ue  les  figures  correspondantes 
de  l'autre  ;  et  par  suite  ii  deux  figures  égales  de  lun  des  sys- 
tèmes correspondent  deux  figures  égales  de  l'autre. 

Si  deux  courbes  du  second  ordre  sont  alliées,  tout  système  de 
cordes  parallèles  de  l'une  des  courbes  a  pour  correspondant  un 
système  de  cordes  parallèles  de  l'autre  courbe  ;  et  si  deux  tan- 
gentes de  l'une  des  courbes  sont  parallèles,  les  correspondantes 
de  l'autre  sont  également  parallèles.  Il  en  résulte  (jne  dans  deux 
ellipses  ou  dans  deux  hyperboles  alliées,  les  diamètres  se  corres- 
pondent entre  eux  et  par  conséquent  aussi  les  centres,  et  de  plus, 
tout  couple  de  diamètres  conjugués  de  l'une  des  courbes  a  pour 
correspondant  un  couple  de  diamètres  conjugués  de  l'autre. 

Un  cercle  quelconque  peut  être  allié  à  une  ellipse,  et  les  deux 
courbes  peuyent  être  regardées  comme  courbes  homologues  des 
systèmes  plans  alliés.  Soient  donnés  le  cercle  k  et  l'ellipse  /j, 
et  supposons  que  ce  soient  deux  courbes  homologues  des  sys- 
tèmes plans  alliés  r,  et  y,,.  Alors  on  peut  facilement  faire  dériyer 
des  théorèmes  élémentaires  connus  du  cercle,  des  théorèmes 
correspondants  concernant  l'ellipse. 

Nous  jugeons  à  propos  de  placer  deux  théorèmes  correspon- 
dants en  regard  luu  de  l'autre. 

Des  théoi'èmes  de  o;auche,    nous  concluons  de  diolte  : 


II)  Tout  parallcloiïraiiuuo  circons- 
crit au  cercle  /■  étant  un  losange  ou 
un  carré,  les  diagonales  sont  perpen- 
diculaires ;  elles  représentent  par 
conséquent  un  couj)le  de  diamètres 
conjugués. 

h)  Ia>  pai-allélograniine  inscrit  au 
cercle  k  étant  un  rectangle  ou  un 
carr(''.  ses  cùlt's  stM'onl  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués. 


i(')  Dans  loiil  parallélogramme 
eirconscril  à  1  ClIipse  /•,  les  iliago- 
nales  sont  deux  diamètres  conju- 
gués. 


h']  Dans  tout  parallélogi"auime 
inscrit  à  1  ellipse  A,,  les  côtés  sont 
parallèles  à  deux  diamètres  conju- 
gués. 


Les  théorèmes  précédents  peuvent  aussi  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Les    (Jeux    cordes   qui   joignent  un    ]        Les    deux   cordes    ipii  joignent    un 
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poiiil  quelcoii<.[uc  de  la  circoiifr- 
roncc  h  aux  cxlréiuilôs  d'un  dia- 
inclrc,  sont  parallèles  à  deux  dia- 
mèlrcs  conjut^ués. 

Nous  ajouterons  encore  : 

c)  Les  points  milieux  de  toutes  les 
cordes  du  cercle  k  qui  passent  par 
un  seul  et  même  point  P,  sont  situés 
sur  une  même  circonférence  l.  La 
droite  qui  joint  P  au  centre  de  l  passe 
aussi  par  le  centre  de  k. 


point  (jni'lconcpie  de  1  ellipse  h^  aux 
extrémités  tl'un  diamètre,  sont  paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués. 


c')  TjCs  points  milieux  tle  toutes  les 
cordes  de  l'ellipse  k,  cpii  passent  par 
un  seul  et  même  point  Pj  sont  tous 
situés  sur  nne  ellipse  l^  (').  La  droite 
qui  joint  P,  au  centre  de  /j  passe 
aussi  par  le  centre  de  k^. 


Cette  discusssion  du  cercle  et  de  l'ellipse  devient  encore  plus 
intéressante  si  l'on  examine  les  cercles  concentriques  et  les 
ellipses  concentriques  hoaiothétiques. 

Soient  donnés  le  cercle  /•:  et  l'ellipse  /.-,  appartetiant  respecti- 
vement aux  systèmes  alliés  y,  et  r,^  ;  soit  de  plus  c  un  cercle  con- 
centrique à  k  ;  alors  la  courbe  correspondante  de  y,,  sera  une 
ellipse  c^  concentrique  à  A^,  parce  que  dans  un  cercle  deux  dia- 
mètres conjugués  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  et  que  par 
conséquent,  tout  couple  de  diamètres  conjugués  de  k  coïncide 
avec  un  couple  de  diamètres  conjugués  de  c  ;  ils  s'ensuit  donc 
que  les  couples  de  diamètres  conjugués  de  même  (|ue  les  axes 
des  ellipses  A^  et  c\  coïncident.  On  nomme  k^  et  c^  ((  ellipses  con- 
centriques homothétiques   ». 

Des  théorèmes  de  gauche  il  s'ensuit  à  droite  : 


a)  Toute  sécante  s  coniuiuue  aux 
deux  cercles  concentriques  k  et  c  est 
coupée  par  les  circonférences  de 
manière  que  les  milieux  des  deux 
cordes  situées  sur  s  coïncident. 

Il)  Les  centres  il  un  système  de 
cordes  parallèles  de  k  et  c  sont  situés 
sur  un  tlamèlre  coinuuiu  aux  deux 
cercles. 

<•)  Les  lans>-eules  menées  en  des 
points  lie  k  et  c  aux  extrémités   d'un 


a')  Toute  sécante  .s,  commune  aux 
deux  ellipses  concenlriqjies  homothé- 
tiques /■,  et  c,  est  coupée  i)ar  les 
courbes  <lc  manière  que  les  milieux 
des  deux  cordes  situées  sur  .Sj  co'in- 
cideut. 

h')  Les  ceulres  d  un  svNlèuu-  i\i.' 
cordes  parallèles  de  X,  el  c,  sont 
situés  sur  un  diamètre  commun  aux 
deux  ellipses. 

c')  Les  tangentes  menées  en  des 
points  de  A-,  et  c,  aux  extrémités  d'un 


C)  L'ellipse    l^  iw    saurait    èiro    une    oiroonlV'rouci.',   les    systèmes    plans  r    cl    r. 
n'étant  point  semblables  mais  sculeniont  alliés. 
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mèaïc  diamètro  soûl  porpoiulieulaircs 
à  ce  diaiuèlre  et  par  consOquoul 
parallèles  cuire  elles. 

d)  Meuous  par  le  ceutre  O  coui- 
uiuu  aux  cercles  k  et  c  deux  rayons 
qui  coupent  k  et  c  i-espoctiveiuenl  en 
A,  B  et  C,  D.  Alors  si  nous  menons 
les  droites  AB  et  CD,  les  triangles 
AOB  et  COD  seront  seml)lables  et 
par  conséquent  AB  sera  parallèle  à 
CD. 


c)  Les  pôles  d'une  droite  g  par 
rapport  aux  cei'cles  k  et  c  sont  situés 
sur  un  niènie  diamètre,  qui  est  per- 
pendiculaire   et  par    suite    conjugué 

/")  Les'  polaires  d'un  point  P  par 
rapport  aux  cercles  k  et  c  sont  per- 
pendiculaires au  diamètre  PO  et  par 
conséquent  parallèles  entre  elles. 

g]  Les  polaires  de  ileux  points 
quelconques  P  et  Q  par  rapport  aux 
cercles  k  et  c  se  coupent  deux  à 
deux  sur  un  diamètre  commun  aux 
deux    cercles. 


même  diamètre  sont  parallèles  entre 
elles. 


d')  Menons  par  le  ceuti-e  O,  com- 
mun aux  deux  ellipses  k^  et  c,  deux 
rayons  qui  coupent  k^  et  c,  respec- 
tivement en  Al,  Bj  ctC,,  D,.  Alors  si 
nous  menons  les  droites  A^  B^  et  Cj  Dj. 
ces  deux  droites  seront  parallèles, 
parce  que  AB  est  parallèle  à  CD  et 
les  triangles  Aj  O,  Bj  et  C^  Oi  Di 
seront  semblables.  D'où  la  propor- 
tion 0,Aj  :  O^  Cl  =  OiBi  :  Oi  D,. 

e')  Les  pôles  d'une  droite  ^j  par 
rapport  aux  cercles  k^  et  c,  sont 
situés  sur  un  même  diamètre  qui  est 
conjugué  à  «j. 

/■')  Les  polaires  d'un  point  P  par 
rapport  aux  ellipses  A^  et  Ci  sont 
parallèles  entre  elles. 

g)  Les  polaires  de  deux  points 
quelconques  P,  et  Qj  par  rapport 
aux  ellipses  k^  et  c^  se  coupent  deux 
à  deux  sur  un  diamètre  commun  aux 
deu.x  cercles. 


r^ouf  déiuontrcr  le  dernier  théorème  de  oauche,  nous  raison- 
lierons  comme  il  suit  : 

Soient  /•  et  /•,  respeclivement  les 
ravons  des  cercles  k  el  c  ;  p  et  p'  les 
polaires  de  P  ;  q  et  ry  les  polaires 
de  Q  par  rapport  aux  cercles  k  et  v  ; 
el  soient  R,  S  les  points  d'intersec- 
tion de  OP  et  /;,  et  de  OP  et  //  ; 
ï,  U  ceux  de  OQ  et  <y,  et  de  OQ 
et  fj. 

rSous    désif^nons    encore    le    point 
d  intersection    de    fj  et  p  par   \  ,  et 
ceux  des  droites  OV  et  /?,  OV  et  fj, 
respectivement  })ar^\  et  W^  :  on  démontre  alors  (pie  les  points  ^^ 
et  W,  coïncident. 


Fig.   '. 
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En  effet,  nous  avons  craboicl  les  relations 
r2  =  OR.  OP  =  O'V.  OQ, 

/•j2  =  0S.  OPrrOU.OQ, 


ilont  on  déduit 

(0 


OR 


OT 


OS 


01" 


La  similitude  des  triangles  ORY,  OS^V  et  OÏU,  OLW,  donne 
lieu  aux  proportions  : 


(^) 


OU 


ov 


os  ~  ow  • 

d'oii  il  résulte,  en  vertu  de  (i]  : 

OV  0\ 


OT 
OU 


OV 


OW 


OW  OWi    ■ 

Un  a  par  eonséquent 

OW  =  0\V^, 

Les  secteurs  d'un  cercle  compris  entre  deux  ravons  conjugués 
—  ,    et   par    suite   les   sectenis    correspondants   d'une 


y.  /■.  d, 


égalent 


ah- 


parce    (pi  aux 


ellipse    alliée    au    cercle    ont   pour-  mesure 

ligures  égales  du  système  r,  correspondent  des  figures  égales  du 


^.  ■}.. 


svsti'inc   allié    y,|.    i  Nous    désignons  par   /■  le    ravon  du   ctMcle    et 
par  <i .  b  les  demi-axes  de  l'ellipse.] 

Soient  011  et  OL,  OG  et  OF  deux  coujdes  île  ravons  conjugués 
des  deux  cercles  k  et  c  ;  supposons  cpi  ils  coupent  /.  ei\  A,  B, 
(1,    D  ;    alors  la    diflerence  des  deux  secteurs  :  OHE  —  OAD  = 
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OGF  —  OCB  :  et  pour  les  ellipses  /.-,  et  c^  nous  aurons  d'une  ma- 
nière  analofTue  la  dilterence  des   secteurs  :  0,H,E.  —  O.A.D   ^= 

O  1         1        I  1         1         l 

En  généralisant  ce  dernier  résultat  nous  pouvons  dire  : 

«  Les  secteurs  de  couronne  elliptique  compris  entre  deux 
((  rayons  conjugués  de  deux  ellipses  cenccntri(jues  homothé- 
«   tiques  et  les  deux   arcs  correspondants  ont  la  même  aire.   » 

Si  l'on  envisage  dans  le  système  plan  r,  tout  le  faisceau  des 
cercles  concentriques  à  k,  les  ellipses  formeront  dans  le  svs- 
tème  plan  r^^  un  <■  laisceau  dellipses  concentriques  homothé- 
tiques  ».  Les  résultats  obtenus  ci-dessus  pourront  être  résuiné-s 
comme  suit  : 

K  Des  ellipses  concentriques  homothétiques  ont  le  même  fais- 
ceau de  diamètres  conjugués.  Le  faisceau  de  ces  mêmes  ellipses 
est  déterminé  par  une  seule  d'entre  elles.  Par  un  point  quel- 
conque du  plan  on  peut  mener  une  seule  ellipse  du  faisceau.  Les 
j)(>ints  milieux  d  un  système  de  cordes  parallèles  sont  situés  sur 
un  même  diamètre.  Les  tangentes  menées  aux  ellipses  du  faisceau 
aux  extrémités  d'un  même  diamètie  sont  parallèles  entre  elles. 
A  une  ellipse  donnée  on  peut  en  construire  une  seconde,  concen- 
tritjue  et  homothétique  à  la  première,  en  augmentant  ou  en  dimi- 
nuant les  rayons  de  la  première  dans  un  même  rapport  donné.  » 
Le  centre  des  ellipses  en  est  donc  le  j)oint  de  similitude.  «  Les 
pôles  d'une  droite  (j  par  rapport  à  un  faisceau  d'ellipses  ct>ncen- 
lri([ues  homothétiques  sont  situés  sur  le  diamètre  conjugué  à  la 
droite  ry.  't  1^'S  [)olaires  d'un  point  P  sont  ])arallèles  entre  elles. 
Les  points  d  intersection  des  polaires  de  deux  points  donin-s 
sont  situes  sur  un  diamètre  ;  les  polaires  elles-mêmes  forment 
donc  deux  faisceaux  de  droites  parallèles.  Les  ellipses  du  faisceau 
déterminent  sur  une  droite  ([uelconque  les  couples  de  points 
d  une  involution  svmétri<jue,  et  lune  d  elles  est  lanoente  à  la 
droite  au  centre   de  svmétrie.    » 

Vax  observant  que  les  sommets  des  carrés  circonscrits  ;i  un 
cercle  k  sont  situés  sui'  un  cc^rch'  conc'entri([ue  à  /.".  nous  trouve- 
rons que  les  sommets  des  parallélogrammes  circonscrits  à 
1  ellipse  alliée  k^  et  dont  les  cotés  opposés  sont  respectivement 
parallèles  ii  deux  diamètres  conjugués  sont  situés  sur  une  ellipse 
concenlii<[nr  homothili([ue  [\  l'ellipse  k^. 
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Dans  deux  systèmes  alliés,  ou  en  affinité,  Jeux  figures  homo- 
loo-ues  sont  dans  un  rapport  constant.  Or  le  lieu  du  point  d'in- 
tersection de  deux  tangentes  du  cercle  k  faisant  avec  la  corde 
de  contact  un  triangle  d'aire  constante,  est  un  cercle  concen- 
trique au  jDremier.  Donc  nous  trouvons  semblablcnient  <|ue  le 
lieu  du  point  d'intersection  de  deux  tangentes  de  l'ellipse  /.-, 
faisant  avec  la  corde  de  contact  un  triangle  d'aire  constante,  est 
une  ellipse  concentrique  homothétique  ii  la  première. 

D'  G.  Kii.iîix(;En  (Mulhouse). 


IlEPR£SE_\TATIO\  GEOMETRIQUE 

DES     n  I  1   F  É  lî  E  X  T  I  E  L  L  E  S     SUCCESSIVES      l)'u  X  E     E  O  X  C  T  I  O  X 
d'une     VARIABLE 


I,  —  Il  peut  être  -utile,  pour  ceux  qui  abordent  l'étude  du 
Calcul  difïerentiel,  de  représenter  géométriquement  les  difleren- 
tielles  successives  d'une  fonction  d'une  variable  .r  :  c'est  un 
moven  de  fixer  dans  l'esprit  Ihypothèse  essentielle  que  dx  est 
constant  à  partir  de  la  dillerentielle  seconde.  On  peut  procédci' 
comme  il  suit. 

La  fonction  ij  = /' (.r)  étant  représentée  par  une  courbe  C, 
menons  au  point  ÎNI  la  tangente  MM„,  et  traçons  MA^  parallèle  à 
0.^•,  MyAg  parallèle  à  0^  ;  M  variant,  si  l'on  suppose 

MAj,  =:  const.  ^  a, 

M„  tlécrit  une  courbe  C„.  Au  point  M,,  de  la  couibe  (!.  menons  la 
tangente  ïM„Mi,  et  traçons  MoA,  parallèle  ii  O.r.  ^IjA]  parallèle  à 
O//,  en  prenant 

M  variant,   Mj  (b'crit   une    courbe   C.j.  On   obtient    de    même   les 


DIFlÉRKyTIELLESDlSF   FOXCrroy  DT.\E    VAItlABI.F     .'(".g 
(U»url)os  successives  C,,  C3,...  Ou  a  alors  au  poiul  M.  d.v  étant  a, 

dy  =  A,M„ 
^    cl^y  =  Ai.Mi  —  A,M„. 

cly  =  A,M,  —  a  AiMi  +  A,M„ 
/   d\y  —  A.Mg  —  3  A,M,  +  3  A,:SIi  —  A„M„ 


Pour  le  voir,  on  prend  un  point  ^I'  voisin  do  M  sur  la  courbe 
C;  on  considère  les  points  ^\\,  M'j,  ^IV..,  et  les  points  A',,,  A'p 
A'.,...  ;  on  désigne  par  I^,  le  point  où  la  parallèle  à  Oij  menée  par 
M'^,  est  coupée  par  la  paralèlle  à  O.v  menée  par  M^,,  et  Ion  a  les 
points  I,  Ip,  Ij,  Ij...  La  formule  dy  =  A„?kl„  étant  évidente,  on 
procède  de  proche  en  proche.  Si  Ion  suppose  par  exemple  la 
forniide  exacte  pour  d'Uj,  cette  fonction  de  .r  a  une  dérivée,  limite 
du  rapport 

(A',M',  —  A,M,)  —  ■!  (A'iM'i  —  A,:^!,    +  (A'„M'„  —  A„M„) 
MI 

le  numérateur  est  égal  à 

(i,M',  -  i.M\)  -  .  (i,M',  -  i^m;;  +  (i,,M',  -  nr, 


I,M',  —  3  IiM'i  +  3  I^M'o  —  IM'  ; 
le  rapport  peut  s'écrire 

M,l.,  '    Milx    '^        3IJ„  MI  ' 

et  la  limite,  ou  la  dérivée  de  d'^y^  est 

7»3  3    m^   -\-    3    7Hi   /M,j, 

/«Q,  /;?,,...  étant  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  MM,,, 
^I„M,...  ;  on  a  donc  la  formule  ci-dessus  pour  d'y,  ([ui  est  par 
définition  la  difTérentiellc  de  d'y.  ou  le  produit  par  a  de  la 
df'rivée  de  cette  fonction. 

->..   —    A  propos   de    représentations  géométri(j[ues.     on     peut 
observer  ceci.  Dans  la  démonstration  du  théorème  des  fonctions 
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composées,  pour  le  cas  où  Ton  a  ij  =/"[«,  «'i,  ii  et  i>  étant  des 
ionctions  de  la  variable  w,  il  est  utile  de  considérer  la  surface 
Y  =  /'(U,  Y),  U  et  V  étant  ici  deux  variables  indépendantes, 
avec  trois  axes  OU,  OV,  OY.  On  interpri-te  les  dérivées  partielles 
par  les  sections  V  =  c,  U  =  //.  La  fonction  jj  de  la  variable  x 
est  représentée  par  une  courbe  gauche,  intersection  de  la  sur- 
face précédente  et  du  cylindre  //  =  ?'•')'  *'  "^^  v(-^/-  ^"  *^"'* 
bien  la  dt-nionstration  sur  la  (igure. 

3.  —  l\iis([ue  je  parle  de  Calcul  difTérentiel,  j'indiquerai  eu 
terminant  un  moven  d'alléger  un  peu  dans  la  forme  la  démonstra- 
tion de  la  formule  de  Taylor.  Après  avoir  écrit  l'égalité 

fia  +  h)  =  f[a)  +  A  /»  +  ...  +  il  /•'-(«)  +  —^^^  P«, 

qui  définit  le  nombre  R.  on  peut  dire  :  considérons  deux  varia- 
bles X  et  y  liées  par  la  relation 

X  +  y  =L  a  -\-  h, 
et  soit  la  fonction  de  la  variable  .r 

o  [x)  =  f(x)  +  ^  nx)  +  ...  +  -1^  f'ix)  + 


(n  -L  1)  .' 


cette  fonction  est  égale  'a  f  [a  -\-  //)  pour  x  =  a,  d"où  résulte 
ij  ^=  li^  et  elle  prend  la  même  valeur  pour  x  =  a  +  h,  d'où 
résulte  //  =  o  ;  donc,  dans  les  conditions  connues,  sa  dérivée  est 
nulle    pour   x   =  a  -|-  HJi.    Or   cette    dérivée    est,    ii    cause    de 

donc  on  a 

R  =  /■"*'  (a  -f  Oli). 

G.  Fonthm':  (Paris). 
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L'Association  française  pour  l'avancement   des  sciences  ;  Congrès 
de   Boulogne-sur-Mer,    en    1899. 

Le  Congrès  annuel  de  1  Association  française  pour  1  avancement  des 
sciences  sest  tenu  celte  année  à  Boulogne-sur-Mei-,  du  i\  au  21  sep- 
tembre. Cette  date  avait  été  choisie  à  cause  de  la  coïncidence  avec  le 
Congrès  de  l'Association  britannique,  qui  tenait  sa  session  à  Douvres 
à  la  même  époque.  Les  deux  premières  sessions  (ALathématiqucs,  Méca- 
niques, Astronomie)  étaient  présidées  par  ^L  Ed.  Collignon.  Elles  ont 
été  remplies,  comme  cela  arrive  chaque  année,  par  un  grand  nombre 
de  communications,  dont  plusieurs  envoyées  par  correspondance.  Nous 
en  signalerons  plus  loin  quelques-unes. 

La  séance  dinauguration  a  eu  lieu  au  Grand  Théâtre  le  i',  septembre, 
sous  la  présidence  du  D""  Brouardel  ;  le  soir  avait  lieu  une  réception  à 
1  Hôtel  de  ^  ille,  et  cest  seulement  le  lendemain  qu  ont  commencé  les 
séances  de  sections,  tenues  généralement  le  matin,  alin  de  permettre 
dans  la  journée  des  visites  industrielles,  particulièrement  intéressantes 
à  Boulogne. 

Le  samedi  16,  a  été  organisée  l'excursion  à  Douvres,  à  laquelle  ont 
pi-is  part  un  grand  nombre  de  membres  et  dont  le  but  était  de  se  mettre 
en  ra])p()rls  scientifiques  avec  1  Association  liritannique.  Celte  visite  a 
été  rendte  le  jeudi  21  septeml)re  par  les  membres  de  l'Association  bii- 
tannique. 

Nous  ne  voulons  pas  parler  ici  des  excursions  intéressantes  cjui  ont 
été  organisées  dans  la  région,  ni  des  attractions  (courses  et  défilé  d'au- 
t()mol)iles,  bals,  concerts,  feu  d  artifice)  non  plus  que  de  la  conférence 
très  inléressanle  faite  le  21  septembre  [jar  le  D'  Brissand  sur  Duchenne 
de  Boulogne,  à  la  mémoire  duquel  un  monument  était  inauguré,  le 
même  jour.  Ce  serait  sortir  de  notre  cadre,  et  nous  nous  bornerons  à 
dire  quelques  mots  des  travaux  de  la  section  mathématique.  Il  en  est 
bien  une  autre,  celle  d  enseignement,  c[ui  pourrait  et  devrait  nous  inté- 
resser. Malheureusement,  on  ne  semble  pas  s'y  occuper  ]>eaucoup  jus- 
(pi'ici  de  la  science  malhémati([ue;  et  c'est  un  peu  la  faute  des  mathé- 
nialiciens,  qui  dans  le  peu  de  temps  que  dure  le  Congrès  semblent  ne 
s'intéresser  guère  qu'aux  travaux  de  leur  section  spéciale. 

Dans  d  autres  sections,  telles  qu(.'  la  Phvsique,  le  Génie  civil  et  mili- 
taire, les  mathématiques  tiennent  aussi  une  certaine  place,  mais  inci- 
dt-niment.  Cette  section  du  Gérne  civil  et  militairi.'  a  brillé  au  Congrès 

Enseignement  inalh.  Jo 
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de  Boulogne  duu  très  vif  éclat,  grâce  à  l'excellente  organisation  due 
au  président  M.  Dislere,  président  de  section  au  Conseil  d'Etat.  On  s'y 
est  notamment  occupé  de  la  question  des  automobiles,  qui  soulèvent 
d'importants  problèmes  de  ^lécanique  appliquée  ;  et  plusieurs  commu- 
nications très  étudiées  ont  été  faites  sur  la  résistance  des  matériaux. 
Nous  devons,  à  regret,  nous  borner  à  mentionner  le  fait,  et  en  venir 
maintenant  à  ce  qui  concerne  les  première  et  deuxième  sections 
(Mathématiques,  ^Mécanique,  Astronomie). 

^I.  CoLLiGNOX,  président,  a  fait  deux  communications,  l'une  de  Méca- 
nique, Sur  la  durée  du  parcours  des  tangentes  et  des  normales  au.i- 
courbes  sous  l'action  de  la  pesanteur  ;  l'autre.  Sur  la  construction  de 
tours  équidistantes  destinées  à  la  transmission  des  signaux  optiques. 

j\I.  le  général  Frolov,  poursuivant  une  campagne  qu'il  mène  avec 
ardeur  depuis  plusieurs  années,  a  envoyé  une  Note  sur  la  Géométrie 
non-euclidienne^  où  il  prétend  relever  des  contradictions  que  présen- 
terait l'œuvi-e  de  Lobatchefsky.  A  ce  sujet,  ^l.  Colligxox  a  indiqué  la 
possibilité  d'une  Démonstration  élémentaire  de  l'existence  géométrique 
du  rectangle.  Tout  ceci  sera  lu  avec  intérêt,  lorsque  paraîtra  le  volume 
des  comptes  rendus  du  Congrès,  par  les  non-eucKdien.s  aussi  bien  que 
par  les  euclidiens. 

De  M.  Pellet,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Clerraont,  nous 
avons  une  communication  Sur  les  cyclides,  et  une  autre  Sur  le  mou^'c- 
ment  général  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 

M.  E.  Lemoixe,  poursuivant  ses  développements  sur  la  Géométro- 
o-raphie,  qu'il  a  ci'éée,  donne  une  Comparaison  géomclrograp/iique  de 
neuf  solutions  d'un  même  problème.  Il  s'agit  d'une  construction  de  triangle 
qui  avait  été  demandée  dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens. 

En  Analyse  pure,  M.  E.  Maillet  a  fait  une  communication  Sur  les 
groupes  échangeables  et  les  groupes  décomposables,  sujet  difficile  dans 
lequel  il  a  une  autorité  toute  spéciale,  puisque  c'est  un  mémoire  de  lui 
sur  les  substitutions  qui  lui  a  valu,  il  y  a  peu  d'années,  le  Gi'and  prix 
des  sciences  mathématiques  à  l'Académie  dos  Sciences. 

^lentionnons  encore  les  travaux  suivants,  en  mathématiques  pures  ; 
M.  E.-^I.  LÉMERAY.  —  Sur  certains  nombres  combinatoires ; 
M.  C.-iV.  Laisaxt.  —  Aire  d'une  courbe  gauche  ; 
^I.  E.  Perrix.  —  Sur  deux  porismes  de'  Chasles  : 
et  passons  maintenant  aux  mathématiques  appliquées.  Nous  trouvons  : 
De  'SI.   le  lieutenant-colonel  Curie,  lin  Système  de  construction  des 
cartes  de  Babinet;  c'est  un  complément  à  une  communication  de  l'auteur 
sur  le  même  sujet,  faite  en  1897  au  Gongi'ès  de  Saint-Etienne; 

De  M.  Druart,  une  Réforme  du  calendrier,   projet  suggéré  par  un 
concours  qu'avait  organisé  M.  Flannuarit)n,  il  y  a  quelques  années  ; 

De  M.  FoxTAXEAU,   Sur  l'intégration  des  équations  de  i Hydrodyna- 
mique, uu<-  suite  à  ses  nombreux  travaux  des  Congrès  précédents  ; 
De  M.  L.-A.  Feket,  une  Etude  graphique  de  la  flexion   des  prismes 
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imparfaitement  élastiques.  Ce  travail  sur  la  résislance  des  matériaux 
nous  a  semblé  fort  remarqual)le.  On  sent  que  lauteui'  est  un  ingénieur 
(|ui  connaît  les  mathématiques  et  qui  sait  les  appliquer  judicieusement. 

LAstronomie  fait  partie  des  sciences  qu'étudient  les  première  et 
deuxième  sections.  Elle  a  provoqué,  au  Congrès  de  Boulogne,  quelques 
tentatives  sur  le  mérite  desquelles  nous  ne  sommes  pas  assez  fixés  pour 
pouvoir  prononcer  dune  manière  définitive,  mais  où  limagination 
semble  jouer  un  rôle  trop  prépondérant  peut-être. 

]M.  CiiorsiEU  envoie  un  volumineux  mémoire  sur  de  Xous'caux  prin- 
cipes d'Astronomie  pln/siquc  inédits  ; 

M.  FÉHET  presque  homonyme  de  l'un  des  auteurs  précédents  s'oc- 
cupe de  la  Plitralitc  des  mondes  habités; 

Enfin,  M,  le  lieutenant-colonel  Monteil,  qui  a  porté  son  activité 
intellectuelle  sur  des  sujets  fort  divers,  et  qui  semble  avoir  une  prédi- 
lection pour  la  Cosmogonie,  avait  annoncé  et  commencé  une  communi- 
cation ayant  pour  objet  essentiel  d'établir  que  l'hypothèse  de  l'attraction 
Ne\vtonienne  n'est  pas  fondée,  et  que  tout  le  mécanisme  de  l'Univers 
repose  sur  des  actions  électro-magnétiques.  Mais,  au  cours  de  la 
séance,  il  a  retiré  sa  communication. 

Tel  a  été,  dans  son  ensemble,  le  Congrès  de  l'Association  française 
pour  1  avancement  des  sciences  en  1899,  au  point  de  vue  qui  nous  inté- 
resse ici.  En  somme,  la  science  mathématicpie  y  a  été  utilement  repré- 
sentée, comme  dans  les  années  précédentes.  jNlais  nous  renouvelons  ici 
le  vœu  de  voir  les  pédagogues  s  Occuper  un  peu  plus  du  côté 
mathématique,  et  les  mathématiciens  s'occuper  un  peu  plus  de  pédago- 
gie. 11  y  aura  profit  pour  tout  le  monde,  et  surtout  pour  la  science. 

Le  prochain  Congi'ès  se  tiendra  à  Paris,  en  1900,  et  sera  présidé  par 
M.  le  général  Sebeiît,  meujbre  de  l'Institut.  La  date  n'en  est  pas  défi- 
nitivement lixée.  mais  il  est  probable  que  ce  sera  en  août  ou  en  sep- 
tendjre,  comme  les  années  précédentes. 

L'Annuaire  des  Mathématiciens. 

Dans  son  rapport  au  Congres  de  Zurich,  en  1897,  «  sur  le  but  et 
l'organisation  des  Congrès  internationaux  de  mathématiciens  »,  !M.  le 
professeur  Rudio  s'exprimait  ainsi  (voir  p.  ',0  des  Comptes  rendus 
du  Congrès  de  Zurich]  :  «  Certaines  questions  auxquelles,  faute  d'ac- 
«  cord,  on  n'a  pas  encore  songé  à  s'atlac|uer,  pourraient  être  résolues  à 
((  la  suite  d'une  entente  internationale...  Je  me  contente  de  citer,  sans 
'(  prendre  position  :  la  publication,  si  possible  annuelle,  d  un  livre 
«   d'adresses  des  mathématiciens  du  monde  entier...  » 

Cette  idée  excellente  a  été  reprise  par  MM.  Carré  et  Xaud,  éditeurs, 
qui  ont  jugé  possible  d'y  donner  suite  d'une  façon  pratique,  en  publiant 
un  Annuaire,  peul-étie  dès  Tannée  1900,  répondant,  partiellement  au 
moins,  au  vœu  de  M.  Iludiu.  huMMnplète  sans  doute  au  début,  mais  fort 
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précieuse  quand  même,  l'œuvre  ne  manquera  pas  de  se  perfectionner 
par  la  suite.  J'^lle  rendra  dans  tous  les  cas  de  très  réels  services,  per- 
mettra aux  mathémaliciens  de  correspondre  plus  facilement  entre  eux, 
et  leur  évitera  souvent  des  recherches  pénibles  et  une  perte  de  temps 
bien  inutile.  On  étudie  la  question  de  savoir  sil  ne  sera  pas  possible  de 
donner  en  même  temps  une  liste  des  sociétés  scientifiques  où  1  on  cul- 
tive la  science  mathématique,  et  un  tableau  des  publications  mathéma- 
tiques périodiques. 

Une  difficulté  consistait  dans  la  définition  du  terme  «  uiathémalicien  »; 
il  a  semblé  cpi  il  y  avait  lieu  de  lui  donner  une  acception  aussi  large 
que  possible,  et  d'y  comprendre  :  i°  Les  luembres  des  sociétés  mathé- 
matiques, ou  qui  représentent  la  science  mathématique  dans  des  sociétés 
scientifiques  ou  académicpies  d'ordre  plus  général  ;  'i"  les  professeurs 
qui  enseignent  exclusivement  les  mathématiqiies  ;  j"  les  personnes 
ayant  publié  des  ouvrages  ou  des  mémoires  mathématicjues. 

Sinspirant  de  ce  programme  général,  MM.  Carré  et  Naud  ont  pré- 
paré et  expédié  en  très  grand  nombi-e  des  circulaires  ayant  pour  objet 
essentiel  de  demander  au  destinataire  les  renseignements  nécessaires  à 
l'insertion  de  son  nom  dans  l'Annuaire  des  mathématiciens.  Cela  nen- 
ti^aîne  pour  personne  aucun  engagement  ;  les  insertions  sont  complète- 
ment gratuites,  et  1  on  n  est  pas  même  tenu  de  souscrire  à  l'.Vnnuaire, 
qu'on  se  procurera  plus  tard  si  on  le  juge  utile  et  intéressant,  mais  seu- 
lement dans  ce  cas. 

La  tentative  dont  il  s'agit  a  obtenu  presque  universellement  le  plus 
grand  succès.  De  nombreuses  réponses  sont  parvenues  et  parviennent 
encore  chaque  jour,  de  toutes  les  parties  du  globe  où  se  cultive  la 
science  mathématique.  Deux  pays  cependant  semblent  faire  exception, 
au  moins  quant  à  présent,  c'est-à-dire  que  les  réponses  s  y  trouvent  en 
minorité  relative  :  la  Grande-Bretagne  et...  la  Fi'ance. 

11  est  assez  singulier  de  constater  c]u  une  œuvre  modeste,  mais  utile, 
entreprise  par  des  éditeurs  franç;ais,  qui  doit  être  publiée  en  langue 
française,  rencontre  une  sorte  d  indifférence  dans  le  pays  où  elle  devrait 
trouver  le  plus  d  adhésions.  Il  faut  peut-être  chercher  le  secret  de  cette 
torpeur  dans  l'extrême  centralisation  de  renseignement  finançais.  Con- 
sciencieux et  distingués,  les  professeurs  ont  trop  souvent  une  tendance 
à  se  l'éduire  au  rôle  de  fonctionnaires,  et  à  perdre  la  notion  de  leur 
valeur  individuelle.  Combien  de  fois  n'avons-nous  pas  entendu  quel- 
ques-uns d'entre  eux,  et  non  des  moindres,  dire  :  Je  ne  suis  qu  un 
simple  professeur;  je  ne  suis  pas  un  mathématicien. 

Cette  modestie  exagérée  deviendrait  funeste  en  se  généralisant;  et 
elle  n'a  aucune  raison  d  être.  Aussi  croyons-nous  bien  faire  en  enga- 
geant tous  les  correspondants,  tous  les  mathématiciens,  à  contribuer  de 
leur  mieux  à  la  publication  si  intéressante  dont  nous  venons  de  jiarler, 
par  l'envoi  des  renseignements  (pi'ils  p<'uvenl  si  aisément  fournir. 

C.-A.    L.\ISA.NT. 
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Une  proposition  personnelle. 

Comme  la  plupart  des  personnes  qui  ont  publié  quelques  travaux 
malhématiques,  j'ai  en  ma  possession  un  certain  nombre  de  tirages  à 
part,  destinés  à  être  offerts  en  hommage  à  des  amis.  Parmi  ces  bro- 
chures, les  unes  ont  été  distribuées  à  peu  près  complètement;  dautres, 
au  contraire,  me  restent  encore  en  nombre  pkis  ou  moins  considérable. 

Bien  qu  il  s  agisse  dœuvres  très  modestes,  soit  par  létendue,  soit 
})ar  l'importance  des  sujets,  il  est  possible  qu  il  y  en  ait,  dans  le  nombre, 
quelques-unes  pouvant  à  loccasion  intéresser  des  mathématiciens  qui 
s'occupent  de  sujets  analogues.  J  ai  pensé,  dès  lors,  qu  elles  seraient 
mieux  placées  entre  leurs  mains  que  sur  les  rayons  poudreux  d  une 
bijjliothèque  ;  et  j'ai  proposé  à  nos  éditeurs,  MM.  Carré  et  Naud,  qui 
ont  bien  voulu  y  consentir,  d  offrir  ces  brochures,  jusqu'à  concurrence 
du  nombre  disponible  de  chacune  d  elles,  à  ceux  des  abonnés  de 
ï lùiseigncnicnt  Matlicniatique  qui  en  manifesteraient  le  désir. 

Il  suflirait  donc  à  ceux  qui  se  trouvent  dans  ce  cas  d  écrire  à 
MM.  Carré  et  Xaud  en  exprimant  le  désir  d'avoir  l'une  (ou  quelques- 
unes)  de  ces  brochui'es,  pour  les  recevoir  en  même  temps  que  le  numéro 
le  plus  prochain  de  notre  Revue.  Ils  voudraient  bien  indiquer  un  ordre 
de  préférence,  afin  qu  on  puisse,  au  cas  où  l'une  de  ces  bi^ochures  serait 
épuisée,  leur  donner  au  moins  une    satisfaction  partielle. 

\os  lecteurs  trouveront  la  liste  de  ces  publications  à  la  V  page  de  la 
couverture  du  présent  numéro. 

.le  ne  voudrais  pas  donner  à  cette  olfre  le  caractère  excessif  d  une 
«  prime  aux  abonnés  ».  La  chose  est  moins  prétentieuse;  il  s  agit  tout 
sinq)lement  de  faire  œuvre  «  d  enseignement  mathématique  mutuel  »,  ce 
qui  rentre  bien  dans  notre  prograuiuie,  et  de  nous  entr  aider  entre 
confrères  dans  la  limite  oii  nous  le  pouvons. 

Du  reste,  je  ne  dois  pas  cacher  que  si  je  me  suis  décidé  à  mettre  à 
exécution  cette  idée,  c'est  un  peu  avec  larrière-pensée  de  trouver  des 
imitateui's.  Parmi  les  mathématiciens  (jui  suivent  notre  publication  et 
ipii  applaudissent  à  nos  efforts,  beaucoup  sont  assurément  dans  le  uième 
cas  (jue  moi,  avec  cette  différence  que  les  publications  dont  ils  disposent 
en  plus  ou  moins  gi-and  nombre,  et  dont  ils  sont  les  auteurs,  ont  géné- 
ralement une  plus  sérieuse  importance  scientifique. 

S  ils  veulent  l)ien,  lorsqu  ils  chercheront  à  mettre  cpichpie  oi-drc 
dans  leurs  collections,  faire  ce  que  je  fais  aujourd  hui,  ils  augmenloroiil 
par  cela  même  l'intérêt  de  \  Enscig/ic/ncnt  MatlicinatliifjKC  et  l'étendue 
des  services  qu'il  est  appelé  à  rendre. 

C.-A.    Laisant. 
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Sous  le  titre  de  Saiiimlung  Schubert  l;i  librairie  Gosclieu  à  Lcipzi^^  vient 
d  entreprendre  la  publication  d'une  série  de  traités  embrassant  1  ensemble 
de  sciences  mathémathiques.  Cette  publication  est  dirigée  par  M.  le  professeur 
H.  ScHUBFRT  de  Hambourg  et  la  rédaction  des  divers  volumes  a  été  confiée 
à  des  mathématiciens  bien  connus,  appartenant,  les  uns  à  renseignement  su- 
périeur, les  autres  à  renseignement  secondaire.  Chaque  volume  comprendra 
l'exposé  systématique  de  telle  ou  telle  branche  ;  de  plus,  tout  en  conservant 
un  niveau  scientifique  élevé,  il  accordera  également  une  certaine  place  aux 
considérations  empruntées  aux  sciences  appliquées. 

Afin  de  donner  au  lecteur  une  idée  exacte  de  l'imporlancc  de  cette  collec- 
tion, nous  reproduisons  ici  les  titres  des  divers  s'olumes  avec  les  noms  des 
auteurs  : 

I.  Elementare  Arithmetik  und  Algebra  :  H.  Schubert  (Hambourg).  — 
II.  Elementare  Planimctrie  :  W.  Pflieger  (Munster  i.  E.).  —  III.  Ebene  und 
sphàrische  Trigonométrie  :  F.  Bohxert  (Hambourg).  —  IV.  Konstruirende 
und  beschreibendc  Stéréométrie  :  G.  Holzmûller  (llagen  i.  W.).  —  V.  Nie- 
dere  Analysis  :  H.  Schubert  (Hambourg).  —  YI.  Algebra,  Determinanten 
und  elementare  Zahlentheorie  :  O.  Puxd  (Ottensen).  —  VII.  Ebene  Géomé- 
trie der  Lage  :  R.  Boger  (Hambourg).  —  VIII.  Analytischc  Géométrie  fier 
Ebene;    IX.    Analytischc   Géométrie  des  Raumes  :  M,vx  Si.mox  (Strasbourg). 

—  X.  Dilferentialrechnung;  XI.  Integralrechnung  :  Fr.;  Meyer  (Konigsborg), 

—  XII.  Darstellendc  Géométrie  :  J.  Schroder  (Hambourg).  —  XIII.  Dille- 
rentialgleichungen  :  E.  Schlesixger  (Klausenljurg,  Ungarn).  —  XH'.  Praxis 
der  Gleichungen  :  C.  Ruxge  (Hannover).  — XV.  Elemenle  dcr  Astronomie; 
XVI.  Mathematische  Géographie  :  E.  Haktwig  (Bamberg).  —  XA'II.  Berech- 
nende  Slcreomelric  :  G.  IIoLZMitLLER  (Hagen  i.AV.\ —  XVIII.  Geschiclile  der 
Mathematik  :  R.  H.vussxer  (Giessen).  —  XX.  Versicherungs-Matlieniatik  : 
P.  Paui.  (Budapest). 

Viendront  ensuite  :  AVahrscheiulichkeits-und  Ausglcichungsreclinung.  — 
Analytischc  Mechanik.  —  Technische  Mcchanik,  etc.,  etc. 

Ces  volumes  doivent  être  terminés  pour  la  fin  de  laimée  1900. 

Les  trois  volumes  parus  (I,  IV  et  ^  I.  ne  laissent  pas  de  doute  sur  I  ulililé 
de  cette  publication.  Les  auteurs  se  sont  inspirés  des  théories  modernes 
afin  de  pn-senter  chaque  branche  dans  son  étal  actuel.  C  est  précisément  ce 
([ui  distingue  ces  ouvrages  de  la  plupart  dos  niaïuiels  d'enseignemenl. 

La  collection  Schubert  s'adresse  à  tous  ceux  qui  s'occupent  de  recherches 
ou  d  application.  ICIle  rciidra  de  grands  services  non  seulemenl  aux  elinlianls. 
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iiiais  encore  aux  professeurs  quelle  renseiiçncra  siirles  Ijranclies  qui  sortent 
(le  leur  spécialité. 

Le  premier  '.•olume  comprend  les  Eléments  d  Algèbre  limités  aux  opéra- 
tions fondamentales,  aux  opérations  du  i*^''et  du  a"  désiré  et  aux  logarithmes  ; 
les  autres  pai-tics,  telles  que  :  progressions,  intérêts  composés,  théorème  du 
hinôme,  déterminants,  etc.,  seront  exposés  dans  les  tomes  lY  ou  Y. 

Dans  un  exposé  très  bien  ordonné  l'auteur  étudie  successivement  les 
opérations  fondamentales,  leurs  propriétés  les  plus  importantes  et  les  di- 
verses géni-ralisations  quelles  font  sul)ir  à  la  notion  de  nombre.  Les  cha- 
pitres relatifs  aux  équations  du  i"^""  et  du  2*^^  degré  et  au  calcul  logarithmique 
sont  réduits  au  strict  nécessaire.  Chaque  j)aragraphe  est  accompagné  de 
nombreux  exercices. 

M,  Schubert  termine  son  livre  par  une  courte  notice  historique  empruntée 
aux  notices  plus  détaillées  qui  se  rattachent  à  son  article  sur  les  fondements 
de  1  Arithmétique  dans  Encyklopxdic  der  mathematischen  Wissenschafteii. 

IL  Fkuk. 

GiLi.H)  YivANTi.  —  Corso  di  Calcolo  infinitésimale,  i  vol.  in-8*5  de  'i-ij  p. 

Prix  :  ]j.  8.  —  Messine,  Ant.  Triinarchi,  1899. 

Le  livre  de  M.  Yivanti  est  le  résumé  du  cours  que  1  "auteur  professe  à  la 
Faculté  des  sciences  de  l'Université  de  Messine. 

C'est  donc  un  ouvrage  d'enseignement  écrit  pour  ceux  qui  veulent  appren- 
dre les  éléments  du  calcul,  soit  comme  introduction  aux  études  supérieures 
de  Mathématiques  ou  de  Physique,  soit  comme  préparation  aux  écoles 
dingénieurs. 

L  aperçu  général  sur  la  méthode  inCiuilésiinale  qui  sert  il  introduction  sera 
lu  avec  beaucoup  de  profit  par  ceux  ijui  ont  déjà  jjris  connaissance  du 
texte. 

Dans  une  première  partie  sont  résumés  les  fondements  des  théories  des 
nomlires  réels,  des  limites,  des  fonctions,  de  la  continuité  et  des  ordres  d  in- 
fini et  d  infiniment  petit. 

L  exposition  dans  cette  première  partie  est  assez  sommai i-e.  C  est  plutôt 
un  aide-mémoire  dont  lutililé  eût  été  justifiée  si  l'auteur  n  avait  J^as,  dès  le 
d('bul,  supposé  toute  la  théorie  des  séries  entièrement  connue. 

Dans  les  autres  parties,  la  matière  est  exposée  dans  l'ordre  suivant  :  Déri- 
vées et  intégrales  des  fonctions  d'une  variable.  —  Dérivées  et  intégrales  des 
fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Applications  géométriques.  —  Calcul  des 
variations. 

Ce  qui  caractérise  ce  livre,  c  est  le  soin  avec  lec[uel  l'auteur  s  est  efforcé 
(U'  bien  faire  ressortir  les  fondements  logiques  de  la  nitUliotle  infinitésimale. 
La  trop  grande  pai-t  qu'il  a  queli[uelbis  consacrée  aux  considi-ralions  d'ordre 
général  ou  prali([ueesl  compensiW»  ailleurs  par  la  brièveté  qui  résulte  île  la 
fusion  systématique  des  théories  difTéreulielle  et  intégrale, 

Celte  fusion,  dont  on  a  ini  exemple  dans  le  livre  de  G\.MnoiiDELL.v  (^Elementi 
di  calcolo  infinitesimali)  et  qui  est  pratiquée,  depuis  plusieurs  années,  jjar 
-M.  Akzela.  dans  sf)n  Cours  de  Calcul  à  1  Tniversité  de  Bologne,  est  exposée 
dans  ce  livre  d  une  façon  tout  à  fait  rationnelle  et  propre  à  en  faire  ressortir 
tons  les  avantages  didactiques. 

Le  livre  est  remai-quable  pai"  la  pré-cisiou  ex  >mplaii'i>  dans  les  définitions 
I  t  dans    r<'Mionc<''  des  coudilions  restrictives  ([n'exige  la    rigueur  des  démons- 
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(râlions.  L  aiiU'iir  a  su  réunir  un  l^imikI  n<jinbrt'  rie  nijlions  utiles  dans  un 
espace  relaliveiuenl  reslroint,  cl  sous  une  forjnc  à  la  fois  simple  (>l  rij^oii- 
reuso. 

J'.   BoHTOi.o  rri  (lioine). 

II.  BLHKu.vr.DT. —  Funktionentheoretische  Vorlesungen :  ersier  riieil  : 
I-intiilirung  in  tlic  Théorie  der  anaiytischen  l'uiiklionen  cincr  complcxen 
Yoiiindcrlichcn.  —  In  vol.  in-8°  de  .xni-21'}  pages.  Prix  :  fr.  7,^0  Leip/ig, 
Yerlag  von  A  cil  und  Conip. 

Cet  ouvrage  forme  le  premier  volume  des  Lfco/is  ski-  la  lltéoi-'w  des  fonc- 
tions failcs  par  1  auteur  à  l'Univcrsilé  de  Zurich. 

«  Dans  ce  polit  manuel,  dit  la  préface,  le  mode  de  représcnlalion  de  liie- 
inann  est  mis  au  premier  plan  :  copeudanl,  nous  essaierons  d  atteindre  la 
rigueur  de  démonstration  dont  ne  peuvent  se  passer  aucun  de  ceux  qui,  à 
lécolc  de  Wcierslrass,  ont  une  fois  appris  à  ouvrir  les  yeux.  » 

La  première  partie  est  consacrée  à  1  élude  des  nombres  complexes  consi- 
dérés comme  couples  de  nombres. 

(^osl  par  des  exemples  simples,  très  soigneusement  traités,  que  le  lecteur 
est  inlroduit  sans  elforl  dans  la  théorie  des  fonctions.  Les  fonctions  élémen- 
taires rationnelles  sont  graducUemeat  étudiées,  chacune  avec  la  représenta- 
tion qu  elle  détermine.  Laulcur  saisit  les  occasions  pour  introduire  les 
notions  de  groupe,  d  invariant,  de  fonction  aiitoinorphe  et  de  leur  domaine 
fondamental  [Fundameiilalheveich).  Celle  deuxième  partie  se  termine  par  la 
théorie  des  fonctions  rationnelles  en  général  et  un  intéressant  exemple  dune 
fonction  ralionnellc  aulomorphe. 

La  partie  suivante  est  un  tableau  des  (li''finilions  el  jjropiùétés  (énoncéi>s 
sans  démonstration)  des  nombres  irrationnels  et  des  limites,  des  variables 
réelles  cl  des  fonctions  de  ces  variables. 

La  quatrième  partie  traite  do  la  théorie  des  fonctions  uniformes.  L'étude 
do  la  continuité  cl  de  la  dérivée  des  fonctions  ralionnelles  conduit  à  la  déli- 
nition  des  fonctions  d  une  variable  complexe  d'après  Cauchy-Riemann.  Ia's 
propriétés  de  ces  fonctions  sont  ensuite  développées  surtout  par  les  mélhoiios 
de  Cauchy.  Comme  exemples,  les  fonctions  périodiques  el  les  fonclit>ns  Irans- 
conilanles  onlières.  A  projios  des  points  singuliers  isolés,  l'auteur  établit  la 
série  do  Laui-cnl.  dont  il  (K'dnit  celle  tie  Fourier.  Le  théorème  de  Millag- 
Lefflor  démontré  dans  un  cas  simple,  est  appliqué  aux  fonctions  périodiques. 
Dans  l'avanl-dernièro  partie,  la  théorie  des  foiulions  non  uniformes  est 
présentée  sur  dos  exemples  :  tout  d"abord  l'argument  de  Z.  puis  son  loga- 
ritiime;  au  moyen  de  celle  dernière  et  très  complèlemeni,  y  Z,  puis  en  géné- 
ralisant "yj'A  ;  enfin  la  fonction  définie  par  l'équation  .s-  ^  i  —  ;•'.  Pour  termi- 
ner, la  tlécomposilion  en  facteurs  dune  fonction  uniforme. 

La  théorie  générale  des  fonctions  forme  l'objet  de  la  dt>rnière  pai'tie.  l'Ile 
comprend  les  notions  générales  du  prolongement  analylii[uo  el  <lo  .ses  fonc- 
tions analytiques  d  après  Weiersirass,  des  surfaces  de  Kiemann  et  des  fron- 
tières naturelles  d'une  fonction  aualjlique.  Los  derniers  paragraphes  s'occu- 
pinl  dt}  la  roprésenlalion  conforme  d'un  triangle  sur  un  domi-i)lan. 
(  Spic'icliniit'ipriii  zip). 

C.  .I.vci.oTTiiT  (^Lausanne). 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences:  i.  CXXIX  : 
Paris,  (Jauthior-Villars,  1899. 

X'^  7  (14  août).  —  E.  O.  LovKTT  :  Sur  la  corrospoiidaiice  eulro  les  lit;nos 
droites  el  les  sphères. 

N*>  8  (21  aoùlj.  —  \i..  O.  LovKTT  :  Sur  un  groupe  couliuu  iuliui  de  Irans 
lorniations  de  contact  entre  les  droites  et  les  sphères. 

X'J  9  (28  août).  —  P.  Api>kll  :  Sur  la  forme  sçénérale  des  équations  de  la 
Dynamique. 

N"  10  (.}  s(^ptembre).  —  A.  Berky  :  Sur  les  surfaces  de  i[uati-ième  dci^r 
qui  adniellenl  une  intégrale  difrérenliellc  totale  de  première  espèce. 

X"  Il  (Il  septembre).  —  P.  Appell  :  Sur  une  forme  nouvelle  des  ét[ua- 
tions  lie  la  Dynamique.  —  J.  Mougeot  :  Sur  quelques  dépendances  géomé- 
triques entre  deux  systèmes  de  points  délînis  par  des  équations  algébriipies. 

N°  12  (18  septembre).  —  Rex.\u.x  :  Sur  un  développement  d'une  fonction 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  en  une  série  de  polynômes. 

N"  i.j  (2  octobre^  —  G.  Poisson  :  Sur  l'identité  de  solution  île  certains 
problèmes  d  élasticité  et  d'hydrodynamique. 

X*^  i5  (9  octobre).  —  Maurice  Lévy  ;  Sur  1  équilibre  élastique  il  uni- 
plaque  rectangulaire.  —  E.  Pic.viio  :  Quelques  remarques  sur  les  intégrales 
doubles  de  seconde  espèce  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques.  — 
11i:nalx  :  Sur  les  fonctions  fondamcnlales  et  sur  le  développement  d'une 
fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  en  série  de  fonctions  fonda- 
uu'ntales, 

X"  i()  (iG  octobre  .  —  Appi:ll  :  Sur  les  positions  d  équilii)re  d  un  navire 
avec  un  chargement  liquide.  —  E.  Gours.vt  :  Sur  un  prol)lème  relatif  aux 
congruences  de  droites.  —  F.  M.vuotte  :  Sur  la  classilication  des  groupes 
piojectifs  de  1  espace  à  n  dimensions.  —  M.  Pethovitcu  :  Théorème  sur  le 
n(»mbre  de  racines  d  une  écjuation  algéljriijiic.  conqirises  à  1  iuti'i'ii'Ui  d  une 
cil-conférence  donnée. 

X'^  17  (23  octobre).  —  Appell  :  1-^quilibre  d  un  flotteur  avec  un  chargement 
liquide.  —  G.  Hu.mbekt  :  Sur  certaines  surfaces  remarquables  ilu  quatrième 
ordre. 

Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées,   fondé  par  J.  Liou- 

viLLi.  :  ")"  série.  pui)liér  j)ai-  C.  Jor.DA.x  :  I .  \'  :  [)i-i\  d'abonnement  annuel  : 
Paris,  Jo  fr.,  Départements  et  Union  postale,  iî  fr.  :  Paris,  (iauthier- 
Yillars,   1899. 

Fasc.  3.  —  G.  lIuMiiEur:  Sur-  les  foni-tions  abéliennes  singulières  (pre- 
mier mémoire).  —  J.  Beluox  :  Sur  les  systèmes  il'équations  aux  dérivées 
partielles   analogues   aux    systèmes   d'éi[uations  de   pi-emier  ordre  en   invo- 

luliDn. 
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Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  :  i.  XXYII,  1899. 

Fasc.  3.  —  L.  Li;(:oK.Nu  :  Sur  ce  ri  aines  ('•qualions  aux  clilïércnccs  niùléos. 
—    C.    SriiK.MKK    :    Solution    coinplèlc    en    nombres    enlicrs    de    l'équation  : 

111  arc  lant>-  —   -\-  n  arc  tang  —  =:  K  —  .  —  (i.  Fontkm-:  :  Sur  un  système  de 
x  •     y  H 

sept  clefs.  —  Co.MBKBiAC  :  Calcul  des  triquatcrnioiis.  —  L.  Lf.au  :  Repré- 
sentation des  l'onctions  par  des  séries  de  polynômes.  —  M.  PirmoviTcn  : 
Intép^ration  graphique  de  certains  types  d'écpiations  dillérentiellos  du 
premier  ordre.  —  E.  LI^•DKLoF  :  Sur  la  croissance  des  intégrales  des  éc[ua- 
lions  différentielles  algébriques  du  premier  ordre.  —  A.  vox  Kocn  :  Sur  les 
fonctions  imj)Iicilcs  définies  par  une  infinité   d'équations  sinuiltani'es. 

Matliesis.  Recueil  nialhéniatiquc  à  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des 
établissements  d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansiox  et  .1.  Ni:u- 
BERG  ;  0.^  série,  t.  IX,  1899.  Prix  d'abonnement  annuel  :  Belgique, 
7  fr.  5o  ;  Etranger,  9  fr.  ;  Gand,  A.  Hoste  ;  Paris,  Gaulhier-Yillars. 

Ocloljre.  —  L.  Ripekt  :  Transformations  quadratiques  involutives.  — 
M.vxD.vKi-  :  Sur  le  produit  des  n  premiers  nombres.  — E.  Barisien  :  Triangles 
inscrits  à  une  elli[)sc  et  circonscrits  à  un  cercle  concentrique. 

Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  journal  des  candidats  aux  écoles 

sp('ciales,  à  la  licence  el  à  1  agrégation,  dirigé  par  C.  A.  Laisant  et  X.  A.\- 
roMAKi  ;  3<^  série,  t.  XYII,  1899.  Prix  d'abonnement  annuel  :  Paris,  i5  fr.  ; 
départements  et  union  postale,  17  fr.  ;  autres  pays,  -lo  fr.  :  Gauthier- 
Yillars. 

Septembre.  —  C.  Zouradxik  :  Contribution  à  la  théorie  des  cubiques  cus- 
pidales.  —  G.  Fo.ntejjé  :  Sur  des  angles  résultants.  —  Puilbert  du  Ï'lessis  : 
Composition  nialliématique  d'admission  à  l'I^cole  polytechnique  en  1899. 

Octobre.  —  (;.  FoxTExÉ  et  B.  Bricard  :  Sur  le  système  de  trois  relations 
doublement  quadratiques  entre  trois  variables.  —  H.  Pir.i.iOLi  :  Une  question 
de  Géométrie  différentielle.  —  G.  Foxtené  :  vSur  lo  liessien  d'une  forme 
cubique  binaire. 

Novembre.  —  E.  Coi.ligxon  ;  ProLlèmes  divers  sur  la  métlioile  invei'se 
des  tangentes,  —  H.  Piccioli  :  Sur  quelques  questions  de  la  théorie  des 
courbes  à  double  courbure.  —  Lefebvre  :  liltude  d  un  système  de  deux  mi- 
roirs sphéri([ues. 

Bulletin    des  sciences  mathématiques  rédigé  par  MM.  G.  Darhoex  et 

I.   l'AN.NriiY  :   :>.''  série,  t.  XXIII,    1899.   l''"ix    d  abonnement  annuel  :   Parité, 
j8  fr.  :   Fraïu-e  et  Union  postale,  20  fr,  :  Paris,  (iautiiierA  illars. 

Juillet.  —  F.  Ki.EiN  :  Sur  l'état  de  la  publication  des  œuvres  de  Gauss. 
Août.  —  J.  Bertra.nu  :  La  vie  d  Evariste  Galois,  par  P.  Dupuy. 
Septembre,  — A.  Du.moulin  :  Une  intei-prélation  géométriijue  des  coordon- 
nées a,  [3,  ç  de  M.  Darboux. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  lUniversité  de  Toulouse 
pour  les  sciences  mathématiques  et  les  sciences  physi([ues,  publié-es  sous 
les  auspices  du  ministère  de  rinslruction  pul)Ii(|no,  par  un  Comité'  de 
l'étlaclion    composé  de  professeurs    de    uiatlu'matiiiues,  de   ])liysi(|ue  et  <ie 
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chiniio   do  la  t'aculk' :     2''    sc'rii-.  t.  I.  1^99     l'aris.    (laullii>T-V  illars  :    iDii- 

loiisc.  Ed.  l'rival. 

jo  fasc.  —  A.  Cahen  :  Sur  la  tormation  explicite  des  équations  dillérentiellos 
de  premier  ordre,  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  à  un  nouihi-e 
lini  de  branches.  —  H.  Bouassf  :  Sur  les  courbes  de  tléforniation  dos  iils 
(deuxième  partie). 

Revue  de  mathématiques  spéciales,  rédigée  par  MM.  1].  Hcmbekt  et 
G.  Papelieu  :  9"  année,  1898-1899,  et  10''  année,  1899-1900.  Prix  d'abou- 
neuicnt  annuel  :  France,  8  Fr.  :  étranger,  9  tV.  :  Paris,  Xony. 

9''  année.  ?s''  12  (septembre].  —  V.  Jamkt  :  Sur  l'équation  ilu  ([ualriènto 
degré. 

lo"^  année.  X*^  i  foclobre).  —  X.  A.\tomaki  :  Xoto  sur  la  nature  de  la  i[ua- 
drique  engendrée  par  la  révobition  d  une  conique  autour  d'un  axe. 

X  "  2  (novembre).  —  Fkéchet  :  >'otc  sur  les  courbes  tracées  sur  une  qua- 
dricjue. 

Jahrbuch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  bcgrinidei  vonCvuL 

OnHTMAN.N,  im  Yereiu  mit  andern  Malhemalikern  und  unter  besouderer 
Mitwirkung  der  Herrcn  Félix  Mùller  und  Albert  W.\>;gekix  herausgego- 
ben  von  Emil  La.mpe.  T.  28,  année  1897  (en  trois  fascicules)  ;  2'"  fasci.-ido, 
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AUX    LHCTKL  IIS 


«   L'EJNSEIGNEMEXT  M/VTHÉMITIOUK    » 


Notre  Revue  commence  aujourd'hui  sa  deuxième  année. 
Dans  le  numéro  de  janvier  1899,  nous  exposions  ici  même 
le  Ijut  vers  lequel  nous  tendions  et  les  moyens  par  lesquels 
nous  comptions  v  pal•^(•lli^.  Juscju  ici  les  résultais  onl  sur- 
passé nos  espérances  premières  ;  les  éludes,  si  variées,  si 
<liflV'renles  dans  le  fond  el  dans  la  forme,  mais  toujours 
fortement  documentées,  ([ui  onl  été  publiées  au  cours  de  1899, 
onl  été  profondémeul  instructives  pour  un  orand  nombre 
<le  lecteurs,  comme  l'atteste  une  voluiuineusc  correspon- 
dance. 

Avant  de  créer  cette  lîevu(\  nous  en  devinions  l'impor- 
tance, car  nous  savions  (|u"elle  devait  répondre  à  un  besoin 
réel,  et  (ju'elle  n'a  de  similaire  nidle  j)art.  Mais  si  clic  a 
pris  aussitôt  la  place  importante  (ju'elle  occuj)e.  nous  ne 
nous  faisons  aucune  illusion  et  nous  savons  à  (jui  le  mérite 
en  revient.  C'est  d'abord  aux  membres  de  notre  comité  de 
patronage,  auxquels  nous  renouvelons  ici  l'exjjression  de 
notre  parfaite  reconnaissance.  De  plus ,  la  collaboration 
d'hommes  éminents,  dans  tous  les  pays  011  se  cultive  la 
science  mathématique,  nous  a  j)ermisde  présenter  au  public 
des  travaux  dun  haut  intérêt,  sur  des  (pieslions  de  philo- 
sophie scientifique,  de  dcxtrine,  d'histoire  ou  de  pédagogie. 
Nous  sommes  dès  à  présent  assurés  (pie  d'aussi  précieux 
concours  ne  nous  manqueront  pas  plus   dans  l'avenir  qu'il.s 
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ne  nous  onl  manqué  (huis  le  passé  el  (juc  loin  de  se  rrlrécii-, 
le  cercle  s'élargira  ciu-ore. 

Enfin,  nous  uiaiK|U(u-ions  aux  devoirs  de  gralilude  les 
plus  élémentaires  en  ne  remerciant  pas  nos  confrères  de  la 
presse  périodique  scienlifique,  parfois  même  de  la  presse 
([uotidienne,  qui  nous  ont  consacré  de  bienveillants  ailicles 
et  ont  tous  contrijjiu'  à  faire  connaîli'c  celle  Revue.  I.e 
nombre  en  est  si  considérable  que  nous  ne  pouvons  même 
essayer  d'en  dVesser  ici  la  liste,  qui  resterait  forcénuMil 
incomplète,  en  dehors  de  noire  volonlé. 

Malgré  la  satislaclion  (|ue  nous  cause  la  silualion  actuelle, 
satisfaction  qui  sera  partagée  par  ceux  (|ui  nous  onl  témoi- 
gné tant  de  sympathie,  nous  voudrions  ])his  encore.  Il  nous 
semble  que  dans  le  monde  des  professeurs  notamment, 
notre  publication  ne  rend  pas  tous  les  services  qu'elle  pour- 
rait rendre,  et  que  cehi  vient  d'une  trop  grande  réserve  de 
la  part  de  beaucoup  de  lecteurs.  Notre  Chronique  et  notre 
Correspondance  devraient  être  alimentées  par  un  nombre 
plus  considérable  de  communications.  La  collaboration  sous 
cette  forme  n'exige  ni  beaucoup  de  temps,  ni  beaucouj)  de 
travail  ;  elle  est  utile  surtout  aux  collaborateurs,  tout  (mi 
augmentant  l'intérêt  du  Recueil.  Xous  espérons  donc  (|ue 
ceux  de  nos  lecteurs  (abonnés  ou  non,  bien  entendu  (|ui 
apprennent  un  fait  intéressant  se  rai  tachant  à  la  Science 
mathématique  ou  à  l'enseignement,  ou  qui  désirent  denuui- 
der  une  indication,  suggérer  une  idée,  présenter  une  ol)ser- 
vation  utile,  n'hésiteront  pas  à  s'adresser  à  nous  et  à  consi- 
dérer que  rEnseii>/ie/nc/i(  nidllicmatique^  rédigé  dans  un 
esprit  d'éclectisme  iiulépeiuhuit,  apj)arlienl  à  tous  les  cIum'- 
cheurs,  à  tous  les  travailleurs,  à  tous  les  esjirits  avid(>s  (h- 
vérité  et  de  progrès. 

LES    DIRECTEURS. 


UNE  PREMIEIU:  LEÇON    DE  DYNAMIQLE 

Par   -M.    Kmi  i.  i:    l'ICA  11  D 


I,  Etudions  (raborcl  le  mouvement  dune  portion  de  matière 
assez  petite  pour  qu'on  puisse  la  regarder,  sans  erreur  sensible, 
comme  réduite  i»  un  point  ;  c'est  ce  que  nous  appellerons  un  point 
matériel.  Cette  étude  ne  peut  être  entreprise  sans  faire  certaines 
hypothèses  et  sans  admettre  certains  pruicij)cs,  qu'il  est  impos- 
sif)le  de  vérilier  directement  et  dont  seulemont  des  conséquences 
plus  ou  moins  lointaines  sont  réellement  susceptibles  d'être  con- 
trôlées par  l'expérience.  Sans  entrer  ici  dans  aucun  détail  histo- 
rique, ({u  il  me  suffise  de  citer  Galilée,  Descartes,  Huvhgens  et 
Xewton,  comme  les  créateurs,  à  des  titres  divers,  de  la  science 
tlu  mouvement. 

Principe  de  linerlie.  Il  comprend  deux  parties  : 
i''  Quanti  un  point  matériel  est  en  repos  dans  l'espace,  il  reste 
en  repos  si  aucune  action  extérieure  ne  s'exerce  sur  lui. 

2°  Quand  un   point   matériel  est  en   mtjuvemcut  dans  lespace, 


(')  Ccttt»  pn-iiiii-ro  Icron  de  dviiaiiiique  osl  celle  ijne  je  proCosse  à  1  lù'ole  oeii- 
Irale  dans  mon  cours  de  Mécanique  générale.  Dans  cet  enseignement,  je  dois 
nécessairement  m'abstenir  de  toute  considération  historique  et  critique.  Tous  ceux 
qui  ont  réfléchi  sur  les  principes  de  la  Mécani(juc  connaissent  les  inextricables 
dilficultés  ((u'on  y  rencontre:  je  nie  suis  placé  le  plus  possible  au  point  de  vue 
expérimental  et  prati()iio,  en  évitant  soigneusement  de  laisser  paraître  un  scepti- 
<'isnic  qui  est  parfois  au  fond  de  ma  pensée.  Jamais,  je  crois,  la  critique  des  prin- 
«■ipes  de  la  Mi-eaniijue  na  ét<'  mieux  faite  (pie  dans  le  troisième  volume  des  œuvres 
du  célèbre  physicien  allemand  llertz. /^«V  l'iinTi/iieii  der Mecltanili  in  iieiiein  Ziisnm- 
menharii^e  t/ar^cs/v/// .  Leipzig.  i8<)i  :  le  système  de  Hertz,  où  les  masses  cac/iecs 
jouent  un  rôle  essentiel,  est  une  u-uvre  puissante  qui  n'est  pas  assez  connue  en 
France,  maigre  le  bel  article  que  lui  a  consacré  M.  Poincaré  dans  la  Revue  t^enc- 
rale  des  Seienccs,  t.  VIII,  iSt»;.  Parmi  les  ouvrages  critiques  relatifs  aux  théories 
de  la  Mécanique,  je  me  reprocherais  de  ne  pas  citer  encore  rimportant  ouvrage  de 
.M.  .Mach  qui  a  eu  de  nombreuses  éditions  en  .\llemagne  et  en  Angleterre  Die 
Mechaiiik  in  ihrer  Enlwiekelting  hiatoriseh-krilisch  dartfeslel//,  et  l'iiilrodin'tion  à 
\  Etude  (les  théories  de  (a  Mécanique,  par  M.  Houasse.  Carré,  189:).  Les  Leçons  de 
Mecunnjne  {j/iysi^fue,  de  .M.  Andrade,  parues  en  i8<)8,  renferment  aussi  d'intéres- 
sants chapitres  au  point  de  vue  crili(|ue. 


\ 
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son  aiouveinent  est  leclilioiic  et   miiloiiue  si   aucune  aclion  exté- 
rieure ne  s'exerce  sur  lui. 

Il  résulte  de  là  que,  si  le  mouvement  d'un  point  matériel  n'est 
pas  reetiligne  et  uniforme,  certaines  actions  extérieures  s'exercent 
sur  lui,  et  ceci  est  en  quelque  sorte  une  définition.  On  donne  le 
nom  do  forces  à  ces  actions  ([ue  Ion  regaide  comme  pioduisant 
ou  modifiant  le  mouvement  d  un  point  mali'riel. 

2.  Avant  de  passer  à  un  second  principe,  nous  allons  poser 
d'abord  la  notion  de  champ  de  forces  constantes.  Une  portion 
déterminée  de  l'espace  sera  dite  un  champ  de  forces,  si  un  point 
matériel  abandonné  à  lui-même  en  un  point  arbitraire  de  ce  champ 
ne  reste  pas  en  repos.  Le  champ  de  forces  sera  dit  constant,  si 
un  point  matériel  abandonné  en  un  point  quelconque  sans  vitesse 
initiale  et  à  un  instant  quelconque,  décrit  toujours  la  même  tra- 
jectoire (transportée  seulement  parallèlement  ii  elle-même'  et  de 
la  même  manière.  La  pesanteur  offre,  dans  le  vide  et  pour  un 
espace  assez  petit,  un  exemple  de  champ  constant. 

Cette  notion  acquise,  nous  posons  maintenant  le  second  prin- 
cipe, dans  l'énoncé  duquel  il  ne  s'agit  fj/ie  de  c/ianip  de  forces 
constantes. 

Si  un  point  matériel  se  trouve  ii  la  lois  dans  plusieurs  champs 
de  forces  constantes,  le  mouvement  que  prend  le  point  à  partir 
d  un  certain  instant  s'obtient  en  composant  cinémati([uement  le 
mouvement  rectiligne  et  uniforme  dû  à  la  vitesse  initiale  et  les 
mouvements  que  produirait  chacun  des  champs  s'il  agissait  seul 
sur  le  point  matériel  partant  du  repos. 

Ainsi,  supposons  qu'un  point  matériel  occupe  ii  un  moment  t 
la  position  A  avec  une  vitesse  Y^  et  qu'il  se  trouve  à  la  fois  dans 
deux  champs  de  forces  constantes.  Soit  B  la  position  qu'occupe- 
rait au  bout  du  temps  t  -{-  (i  \e  point  matériel  soumis  seulement 
au  premier  champ  et  abandonné  en  A  sans  vitesse  ;  soit  de  même 
B'  la  position  correspondant  au  second  champ  dans  les  mêmes 
conditions,  soit  enfin  B"  l'extrémité  du  segment  obtenu  en  por- 
tant une  longueur  \Ji  sur  la  direction  de  la  vitesse  V^.  On  obtien- 
<lra  la  position  véritable  du  mobile  au  temps  /  +  8  en  faisant  la 
somme  géométrique  des  trois  vecteurs  AB,  AB'  et  AB". 

On  voit  {(ue  clia([ue  rliamp  agit,   en  «pielque   sorte,   comme  s'il 
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ôlait  seul  et  si  le  point  n'aviiit  pas  eu  une  vitesse  initiale  Y^,  ; 
aussi  le  prineipe  préeéilent  peul-il  ètie  appeli'  le  principe  de  C in- 
dépenddJHc  de  l'elJ'el  des  forces  et  du  mouvement  antêrieurcmeni 
acquis.  Mais  dans  l'application  du  principe,  sous  la  form(>  que 
nous  venons  de  lui  donner,  il  est  essentiel  de  se  rappeler  (|u  il 
s'agit  seulement  de  chani})  de  forces  constunles. 

3.  Supposons  en  particulier  ([u  il  n'y  ail  ([uun  seul  elianip.  On 
devra  composer  le  déplacement  \ J]  dû  ii  la  vitesse  acquise  avec 
le  déplacement  résultant  de  l'action  du  chanq)  sur  le  point  ])lacé 
en  A  et  partant  du  repos.  Soit  F  la  trajectoire  du  point  matériel 
placé  eu  A  au  temjjs  t  sans  vitesse  initiale,  trajectoire  qui  sera 
parcourue  suivant  une  certaine  loi.  On  peut  se  représenter  le 
mouvement  de  la  manière  suivante  : 

Imaginons  que  la  courbe  F  se  déplace  d  un  mouvement  de 
translation  nnilorme  avec  la  vitesse  Vg,  pendant  que  notre  mobile 
se  déplace  sur  la  courbe  suivant  la  loi  convenable  ;  on  aura  ainsi 
la  trajectoire  véritable. 

l*our  le  cas  simple  «pii  précède,  on  peut  imaginer  lacilemenl 
des  vérifications  expérimentales  du  principe.  Dans  un  wagon 
animé  d'un  mouvement  de  translation  uniforme,  un  point  pesant 
abandonné  sans  vitesse  relative  rencontre  le  plancher  du  wagon 
toujours  au  même  point,  quelle  que  soit  la  vitesse  du  mouvement 
de  translation.  Il  doit  bien  en  être  ainsi,  d  après  le  second  prin- 
cipe, puisque  la  trajectoire  relative  du  point  tondjant  pai' 
rapport  au  wagon  est  la  tiajecttùre  du  point  ([uand  le  wagon 
reste  au  lepos. 

4.  Le  second  piincipe  nous  permet  de  trouver  la  nature  du 
mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  champ  de  (orces  cons- 
tantes. On  a  vu  en  cinématique  que  si  un  point  a  un  mouvement 
relatif  par  rapport  un  système  animé  d'un  mouvement  de  trans- 
lation, l'aecélération  absolue  du  point  est  la  somme  géoinètri({U(> 
de  l'accélération  relative  et  de  l'accélération  d'entraînement. 
Appliquons  ce  résultat  à  notre  problème  actuel,  où  le  mouvement 
de  translation  de  la  courbe  F  est  uniforme  ;  l'accé-bM-alion  absolue 
i\\\  mobile  \\  l'instant  /  -j-  6  sera  égale  à  son  accélération  relative 
sur  la   courbe    F.   Faisons,    en  particulier,  0  =  o  ;   l'accélération 
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absolue  du  poiiU  au  temps  /  sera  égale  a  l  accéléialion  qu'a  au 
départ  le  point  matériel  partant  du  repos  et  soumis  au  champ 
considéré.  Elle  a  donc  une  valeur  constante,  et  ntnis  ai  rivons 
ainsi  à  ce  résultat  très  important,  que  le  nioin'einenl  iC un  point 
niuti'viel  dans  un  champ  de  forces  constantes  est  un  nionvenient 
dont  Vaccclèralion  est  constante.  On  aura  donc 

d'-x  _  ^_o  !!1± 

"7/T-~  ~  ^"  ' dl-    ~"'"^"  dv-    ~~   '" 

Si  le  point  part  du  repos  et  est  placé  à  rorigine,  on  déduil  de  la 
immédiatement 

al-  ^  _    ,:l-  _    yt- 

La  trajecloire  sera  rectiligne  ;  en  la  prenant  comme  axe  des  z,  on 
aura  a  =  [î  =  o,  et  nous  avons  finalement 


Le  mouvement  est  unil'ormément  accéléré  et  d'accélération  v- 
La  direction  de  la  droite,  trajectoire  du  point,  sera  dite  la  direc- 
tion du  champ  de  ("orces. 

5.  Le  point  matériel  A,  restant  toujours  le  même,  les  difïercnts 
dunnps  de  forces  se  distingueront  les  uns  des  anlies  par  !cur 
direction  et  l'accélération  du  mouvement.  Nous  prendrons,  comme 
mesure  des  forces  agissant  sur  le  point  détermine  A  dans  chacun 
de  ces  champs,  des  (quantités  proportionnelles  aux  accéléra- 
tions 

et  si  l'on  appelle/'./'....  ces  forces,  on  mwu  par  de  fini  lion 
L  =  IL=  ...  =  ... 

et  elles    auront,  par  dctinition,   pour    diirction   les  diicclions    (k' 
ces  accélérations. 

Nous  pouvons  facilement  trouver  le  champ  rt-sullanl  de  la 
superposition  de  deux  champs  de  forces  constantes.  Supposons 
(ju'un  point,  partant  dn  repos,  soit  placé  simultané-ment  dans  (Kmix 


i  y  i:  r  n  /;  .1/  /  /•;  n  /■:  1.  /■;  (  o  .v  u  i:  u  y  .\  a  m  i  q  i  e  7 

champs  de  lorces  constaiiles.  Quel  nuniveincat  prenclia-t-il .'  Sup- 
posons que  O.r  représente  la  direellon  du  premier  champ,  et 
Oy  hi  direction  du  second  champ.  Si  le  [)remier  champ  aoissail 
seul,  on  aurait  par  rapport  aux  doux  axes  Ox  et  Oij  la  trajec- 
toire 


ct  si  le  second  champ  était  seul  actil 


Donc,    quand   les    deux    champs    agissent   simultanément,  on    a, 
d  après  le  second  principe 


Le  mouvement  est  donc  encore  unilormément  accéléré,  et  Kac- 
célération  est  la  somme  géométrique  des  deux  accélérations  *• 
et  *''',  d'où  se  déduit  de  suite  la  règle  du  parallélogramme  des 
lorces. 

(3.  La  définition  d//na/>ii(j((c  dv  la  lorce  dans  un  champ  constant, 
(jue  nous  venons  de  donner  en  avant  égard  au  mouvement  })ro- 
(Uiit,  n'est  pas  celle  tpii  s  est  présentée  la  première  au  point  de 
vue  historique.  L  idée  de  force  provient  de  la  notion  de  l'elforl 
([ue  nous  faisons  quand  nous  supportons  un  fardeau,  ou  tirons 
sur  une  corde  fixée  par  exemple  à  un  clou.  Si  nous  pouvions 
évaluer  avec  précision  relTort  fait  pour  supporter  différents  poids 
nous  pourrions  nous  servir  de  cet  eiï'ort  pour  mesurer  les  iorces. 
Mais  un  efTort  est  aussi  une  cause  de  délormation  ;  applicjué  ii 
un  corps  solide  il  en  change  la  figure.  Soit  considéré  un  ressort 
parfaitement  élasti<[ue,  et  montrcnis  comment  il  va  pouvoir  servir 
à  mesurer  les  forces  au  point  de  vue  stati([ue.  Plaçons-nous  dans 
le  champ  de  la  pesanteur  à  Paris,  et  prenons  une  matière  déter- 
minée bien  homogène,  du  platine  par  exemple.  En  suspendant 
au  ressort,  dont  on  a  orienté  Taxe  nioven  dans  le  sens  de  If  ver- 
ticale, des  quantités  croissantes  de  platine,  nous  avons  des  défor- 
mati<Mis    variables   ;    oi-  prenons    comme   unité   de    force  Vaction 
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s!iili(jnc  sur  le  ressort  cruii  volume  deteiniliK'  de  phitinc  Nous 
admettons  tout  naturellement  (|ue,  pour  un  volume  double, 
l'action  slali(|ue  sur  le  ressort  est  doul»le  et  ainsi  de  suite.  Nous 
vivons  ainsi  un  instrument  i^dynamomi-lre)  qui  se  trouve  gradué  et 
avec  lequel  nous  pouvons  évaluer  les  actions  statiques.  Or  repre- 
nons notre  point  matériel  A  de  tout  ii  Iheure,  et  considérons  un 
champ  de  lorces  constantes  ;  avec  le  ressort,  dont  on  place  l'axe 
moyen  dans  le  sens  du  champ,  et  en  fixant  à  son  extrémité  le 
point  A.  nous  pouvons  évaluer  l'action  statique  du  champ  sur  le 
point  A.  Nous  avons  donc,  pour  di//'cfcnls  champs,  différe/iies 
actions  statiques;  d'où  une  seconde  dèpnilion,  qui  est  sla/irjiie,  de 
1(1  force  asi'isstinf  s/n-  le  poinl  A  dcins  chdciin  des  clianips.  Nous 
regardons,  comme  un  résultai  expérimeiitnl,  que  les  nombres 
représentant  les  forces  envisagées  au  point  de  vue  dvnamique  et 
an  |)oint  de  vue  statique  sont  proportionnels.  C'est  lii  un  résultat 
«•apital. 

j.  ^ous  n\n'ons  jusqu'ici  considéré  qu  un  seul  point  nuiténelX. 
Pour  tout  autre  point  matériel,  on  peut  refaire  les  mêmes  expé- 
riences ;  il  s'agit  de  comparer  les  points  matériels  les  uns  aux 
autres.  Il  n'y  aurait  aucune  dilliculté  si  la  matière  se  présentait  à 
nous  sous  une  forme  unique  ;  on  pourrait  parler,  comme  le  fai- 
sait Newton  dans  la  définition  de  la  masse,  de  la  quantité  de 
matière.  ^lais  on  sait  que  la  matière  se  présente  îi  nous  sous  un 
certain  noml)re  de  formes  irréductibles  les  unes  aux  autres,  au 
moins  dans  l'état  actuel  de  la  science.  Or  l'expérience  apprend, 
ce  qui  va  être  pour  nous  absolument  fondamental,  que  dans  un 
même  champ  l'accélération  du  mouvement  produit,  quel  que  soit 
le  point  matériel,  est  la  même.  C'est  ce  <|u'on  exprime,  pour  le 
champ  de  la  pesanteur,  en  disant  que  tous  les  corps  tombent  avec 
la  même  vitesse  dans  le  vide. 

Ceci  posé,  plaçons-nous  dans  un  cliamp  déterminé  dailleurs 
<[uelconc|ue,  et  suspendons  dilïerents  points  matériels  il  l'extré- 
mité de  notre  ressort  gradué.  Nous  dirons  que  ces  points  ont  des 
masses  éi> aies,  si  ils  donnent  au  ressort  la  même  flexion.  Il  est 
aisé  de  voir  que  si  deux  points  matériels  ami-nenl  la  même  flexion 
dans  un  certain  champ,  ils  ami'neront  une  même  flexion,  (juoiquc 
différente   de   la  première,   dans  tout   autre  champ  ;  en   effet  les 
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flexions  indiquent  des  forces  que  nous  avons  vues  être  propor- 
tionnelles aux  accélérations,  et,  puisque  les  accélérations  sont  les 
mêmes  dans  un  même  champ  pour  tous  les  points  matériels,  si 
la  flexion  est  la  même  pour  deux  points  dans  un  certain  chanip^ 
elle  sera  la  même  dans  tout  autre  champ.  De  la  définition  de  deuîi 
masses  égales,  résulte  la  définition  d'une  niasse  douhle,  triple,... 
d'une  autre.  Lue  masse  sera  double,  par  exemple,  dune  autre, 
si  elle  donne  dans  tout  champ  une  déformation  correspondant  à 
une  action  statique  double.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  ii 
attribuer  aux  dillerents  points  matériels  M,  M',...  des  coefficients 
/;/,  ffi\...  (pie  nous  appellerons  les  niasses  de  ces  points;  c'est 
pour  le  moment,  un  système  de  nombres  proportionnels. 

8.  Il  résulte  de  tout  ce  cjui  précède  que,  dans  un  même  champ, 
les  forces  agissant  sur  deux  masses  inégales  sont  proportionnelles 
à  ces  masses.  D'antre  part  les  forces  agissant  dans  diflérents 
champs  sur  un  même  point  matériel  sont  proportionnelles  aux 
accélérations  des  mouvements  produits.  On  en  conclut  que,  tlans 
deux  champs  d'accélérations  -/  et  y'  et  pour  deux  points  de  masses 
/Il  et  /;/',  les  forces  F  et  V  sont  proportionnelles  aux  produits 
//^Y  et  ni'''.  Xous  avons  donc 

F     _    7»  Y 


On  peut,  pour  un  poiiil  déterminé  M',  prendre  F' =  ///--' ;  on 
aura  alors,  pour  tout  autre  point 

!••  =  m  Y 

c'est-à-dire  ([ue  le  nomljre  mesurant  la  force  est  égal  au  produit 
du  uondne  m  mesurant  la  masse  par  le  nombre  mesurant  laccé- 
lération. 

Si  on  prend  en  particulier  h'  (  luunp  de  la  pesantcui\  dans  un 
lieu  détei  inin('',  ii  Paris  par  exemple,  la  force  du  chanq)  sui-  un 
point  de  masse  ni  j)eut  être  prise  égale  au  poids  de  celte  masse  ;. 
on  écrira  donc 

P  =  ing 

g  désignant  l'accelérallon  de  hi  pesanteur;)  Paris  '^'=  y'"  ,808. . . 
évalué  en  mètres'). 
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Q.  Pour  uAoir  des  évaluations  nuni(Mi(|ues  de  lorces  ou  de  mas- 
ses, il  faut  avoir  fait  choix  d'un  système  d'unités.  Un  tel  système 
peut  être  pris  arbitrairement,  pourvu  (pie  le  nombre  mesurant  la 
force  soit  égal  au  pioduit  du  nombre  mesurant  la  masse  par  le 
noml)re  mesurant  l'accélération.  On  prend  généralement  comme 
unité  de  temps  la  seconde  de  temps  moyen.  En  mécanique  appli- 
quée, le  mètre  est  le  plus  souvent  pris  pour  unité  de  longueur  et 
Tunité  de  force  est  le  kilogramme-force  c'est-à-dire  le  poids  h 
Paris  d'une  masse  étalon  de  platine  déposée  aux  Archives.  Dans 
ces  conditions,  il  est  lacile  de  liouver  ce  que  sera  la  masse  iinitè  ; 
puis(pie 


ce   sera  la  masse  d  un  point  nuttériei  qui  pèse  ;i  Paris  y  '^^  .  808. 

En  physique  générale,  on  a  préféré  un  autre  système.  L'incon- 
vénient du  système  précédent  est  que  l'unité  de  force  (^kilogramme- 
force)  est  une  quantité  dont  la  définition  exige  lindication  d'un 
lieu  déterminé.  La  masse  d'un  corps,  qualité  physique  inhérente 
à  ce  corps,  se  trouve  alors  représentée  par  des  noml^res  diffé- 
rents suivant  que  le  kilogramme-force  se  trouve  rapporté  à  un 
lieu  ou  à  un  autre  de  la  terre. 

Le  système  usité  en  physique  est  le  système  dit  (].  G.  S.  L'unité 
de  longueur  est  la  longueur  du  centimètre.  L'unité  do  la  masse 
<.>st  la  masse  du  gramme,  c'est-à-dire  la  masse  de  la  millième 
[)arlie  de  l'étalon  de  platine  qui  représente  le  kilogramme.  D'après 
la  formule 

V  =  Di- 
on voit  que  l'on  aura  F  =  i,  si  /?/ =  i  et  y  =  i.  L'unité  de  force, 
c'est-à-dire  la  lorce  représentée  par  ///?,  est  la  force  agissant  sur 
la  masse  d'un  gramme  dans  un  chanq)  dont  l'accélération  est 
égale  à  un  centimètre.  Cette  unité  de  force  s'appelle  une  dyne.  Il 
est  facile  de  trouver  le  rapport  entre  la  dyne  et  le  poids  du 
gramme  à  Paris.  On  a,  d'après  la  formule  fondamentale 

Poids  du  g-rammo  à  Paris  :=  980,8   dynes  (puisque  vi  =z  1). 
Donc  la  dyne  vaut  ;i  peu  près  un  milligramme  à  I^aris. 
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..  lo.  Aoiis  navons  considéré  jusqu'ici  cjue  des  cluinips  de  iorces 
constantes.  Quand  un  point  n'est  pas  animé  d'un  niouvement  à 
accélération  conslunte,  ([ue  pouvons-nous  regarder  comme  étant 
la  force  agissant  sur  lui  ?  Soient  ]M  la  position  du  mobile  de 
masse  /a  au  temps  f  sur  sa  trajectoire  et  r  sa  vitesse  à  cet  instant; 
soit  de  plus  ^1'  sa  position  au  temps  /  -f-  A/.  Nous  allons  chercher 
cpielle  lorce  constante  devrait  agir  sur  le  point  m  placé  en  M  au 
temps  /  avec  la  vitesse  v  pour  qu'il  se  trouve  en  M'  au  temps 
/  +  A/,  llappelons-nous  une  des  détiniti(»ns  de  1  accélération  :  si 
l'on  jtorte  sur  la  tangente  en  M   dans  le  sens  du  mouvement  une 

longueur  MM"  égale  à  cA/.  le   vecteur  ^  _,"     a  pour  limite  laccé- 

lération.  Or  si  nous  considérons  une  force  constante  aoissant  sur 

o 

le  j>oint  M  partant  du  repos,  le  point  décrira  pendant  le  temps  A; 
un  segment  de  dioite  ^I\  dans  la  direction  de  la  force,  et  en  appe- 
lanl   Y  1  aecéléi  alit)n    correspondant  an  champ  constant,  on  aura 

!a  lurce  /'sera  égale  ii  /;/■'  et  la  direeiioii  tlu  ciianip  sera  celie  de 
MX.  Daulre  pari,  daprès  le  second  principe,  on  obtiendra  la 
[)Osilion  du  poini  au  temps  / -f- A/,  en  transportant  le  segment 
.M.\  jiarallèlemeni  à  lui-même  de  manière  que  M  vienne  en  M"  ; 
on  en  conclut  de  suite  cpie  MX  est  égal  et  parallèle  à  M'''M'.  Si 
nous  considérons  maintenant  le  mouvement  l'éel  du  point  comme 
la  lijnile  d'une  succession  de  mouvements  discoiiliinis  analogues  à 
celui  que  nous  venons  d  envisager  pendant  le  temj)s  très  petit  A/, 
nous  serons  tout  nalurellement  conduit  à  l'egaider  comme  repré- 
sentant la  lorce  au  temps  /  la  limite  de  la  lorce  /'.  En  désignant 
(buic  par  T)  l'accélération  de  M  au  temps  /,  et  en  désignant 
par  (F^  la  force,  on  mira  Vci^alilc  géoinètrifjue  fondamentale 

[V)  =  {n,r) 

Le  vecteur  cpii  représenté  la  lorce  ne  dilfère  donc  du  vecteur 
(pii  représente  l'accélération  que  par  le  facteur  positif  /n.  Va\ 
désignant  par  X,  Y,  Z  les  couqiosantes  de  la  force,  on  aura, 
d'après  légalité  précédente 

,  <l-.r  (I-v  <!-= 

I  )  III   — -— —  :—   \  .     ni  — -V  =L    \  ,     III  — —  =r  / . 
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II.  Il  peut  sembler  au  premier  abord  que  les  égalités  précé- 
dentes cléfi/iissenl  tout  simplement  X,  Y,  Z,  et  on  peut  se 
demander  quel  intérêt  elles  présentent,  belles  ne  seront  en  eflet 
utiles  pour  renseigner  sur  le  mouvement  du  point  m^  que  si  on 
connaît  au(reine?il  que  par  ces  égalités  nié/iies,  X,  Y,  Z. 

Voici  d'al^ord  un  premier  cas  où  1  identité,  par  nous  admise, 
entre  les  points  de  vue  statique  et  dvnamique  montre  Timpor- 
tance  des  formules  précédentes.  Supposons  que  nous  ayons 
affaire  à  un  champ  de  force  où  la  force  puisse  être  mesurée  sta- 
tiquenient  à  un  instant  (quelconque  et  se  trouve  être  seulement 
une  fonction  des  coordonnées  [.v,  y,  z^  du  point  m.  Nous  pour- 
rons alors  dans  (i)  regarder  X,  Y,  Z  comme  des  fonctions  con- 
nues de  A',  y,  z  et  l'intégration  du  système  (i),  pour  une  position 
initiale  donné©  et  une  vitesse  initiale  donnée,  nous  donnera  le 
mouvement  du  point  correspondant  à  ces  données  initiales.  Ainsi, 
pour  prendre  un  exemple  très  simple,  soit  un  point  placé  ii 
l'extrémité  dun  ressort  infiniment  petit.  Le  point  se  trouve  ;» 
l'origine  sur  l'axe  O.r,  quand  le  ressort  est  à  l'état  naturel.  Ou 
tend  le  ressort,  l'expérience  montre  que  la  force  à  appliquer  au 
point  pour  le  maintenir  en  é([uilibre  est  proportionnelle  au 
déplacement,  c'est-à-dire  que  la  force  exercée  par  le  ressort  sur 
le  point  est  représentée  par  —  u^  ([jl>o).  On  a  donc  l'écpiation 
dillérentielle 

vt      .   .    =r  —  'j.  X 

dont  l'intégration  fait  connaître  le  mouvement  du  p^uut. 

On  est  conduit  (pielcpiefois  à  regarder  dans  les  équations  (i)  les 

composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  comme  fonctions  non  sCjiLdement 

1  •  •    1     (^■^'    '^V    f^"      Ti        i     1    •  1 

de  .r,  //,  c  mais  aussi  de  -r-  ■  -t^  .  77  •   Jl  ("i^t  clair  que,  dans  ce  cas, 
'  «^  '  dt     (il     at  ^ 

oe  ne  seront  pas  des  expériences  slaliqiies  préliminaires  (pii 
pourront  nous  faire  connaître  X,  Y,  Z.  Ce  ne  pourront  être  ([iie 
des  expériences  dtjnamùjties,  conduisant  le  plus  souvent  ii  une 
formule  emplricpie.  ('/est  ce  (lul  anlvc  dans  l'étude  du  mouve- 
ment d'un  projectile  dans  l'air.  11  y  a  une  résistance  île  l'air  sur 
laquelle  nous  ne  savons  rien  i»  priori.  Un  grand  nombre  d'expé- 
riences sont  faites,  je  suppose  ;  la  pholographie  instanlaïue  per- 
met de  savoir  dans  (pielles  conditions  le  point  parcourt  sa  trajec- 
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toire.  On  peut  donc  regarder  comme  connues  la  vitesse  et  laccc- 
lération  à  chaque  instant,  de  là  se  déduisent,  par  les  équations  (i) 
elles-mêmes,  les  valeurs  \,  Y,  Z  en  dehors  de  la  pesanteur  et 
par  consé(jiient  la  résistance  de  Tair.  On  constate  alors  que  dans 
certaines  conditions  de  grandeurs  de  la  vitesse,  cette  résistance 
est  une  certaine  fonction  de  la  vitesse.  Le  résultat  acquis  dans  ces 
expériences  déterminées,  est  regardée  (entre  les  mêmes  limites 
de  grandeurs  des  vitesses)  comme  général,  et  le  mouvement  de 
tout  point  m  peut  être  obtenu  par  l'intégration  du  système  (i), 
dans  lequel  on  a  remplacé  X,  Y,  Z  par  des  expressions  fonctions 
connues  de  la  vitesse. 

Des  cas  de  nature  différente  de  ceux  que  nous  venons  d'exa- 
miner se  rencontrent  dans  la  dynamique  du  point  matériel.  Le 
point  peut  être  assujetti  à  certaines  liaisons,  ii  rester  par  exemple 
sur  une  surlace.  Par  le  fait  de  cette  liaison,  une  certaine  force  se 
trouve  agir  sur  le  point  ;  ce  sera  encore  ti  l'expérience  à  faire 
connaître  certaines  propriétés  de  cette  force  de  liaison,  de  façon 
que  le  système  des  trois  équations  (i)  achèvent  de  la  déterminer 
en  même  temps  qu'elles  permettent  de  déterminer  le  mouvement 
lia  point  sur  la  surface. 

(a^s  divers  exemples  snllisent  pour  montrer  quelle  est,  quant 
à  la  dynamicpie  du  point  matériel,  la  signification  des  équa- 
tions (i).  On  la  comprendra  mieux  encore  par  l'étude  des  divers 
problèmes  particuliers  que  nous  allons  bientôt  traiter. 

I!m.  Pic.VHD. 
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L'APPLICATION 


L'ENSEIGNEMENT  DE  LA  MATHEMATIOUE 


Relations  extre  la  mathématique  et  la  réalité.  —  i.  La 
mathématique  est  une  science  exacte,  et,  par  conséquent,  elle 
consiste  en  déductions  obtenues  par  des  procédés  de  logique; 
mais  quelques-uns  des  objets  sur  lesquels  elle  opère  et  les  prin- 
cipes fondamentaux  d'où  elle  part,  ne  peuvent  pas.  nécessaire- 
ment, s'obtenir  ainsi.  Ils  sont  empruntés  directement  à  la 
réalité,  de  manière  à  avoir  une  science  qui  diffère  d'une  science 
expérimentale  par  la  manière  de  tirer  les  conclusions,  mais  qui, 
avec  ces  conclusions,  sert  à  obtenir  des  résultats  qui  se  reflètent 
dans  la  réalité.  Si  tel  n'est  pas  le  but  actuel  de  tout  mathéma- 
ticien dans  ses  recherches,  c'est  là  néanmoins  l'idée  générale 
qui  donna  l'origine  aux  sciences  mathématiques,  et  qui  les  ali- 
menta dans  le  cours  des  siècles. 

2.  Nous  ne  voulons  pas  dire  par  là  que  la  mathématique  étudie 
les  objets  et  les  phénomènes  tels  qu'ils  sont  en  réalité.  Elle 
prend  en  eux  les  propriétés  qui  ont  rapport  à  la  quantité,  à  la 
forme,  a  l'extension,  au  mouvement,  et  les  idéalise,  c'est-à-dire 
que,  en  faisant  abstraction  des  autres,  elle  les  sépare  et  les  isole 
(quoiqu'en  réalité  elles  ne  soient  jamais  séparées),  et  quelque- 
fois les  modifie  pour  obtenir  des  résultats  plus  utiles  ;  par 
exemple,  on  considère  les  corps  géométriques  comme  continus, 
tandis  qu'il  y  a  réellement  de  res^Dacc  entre  une  molécule  et 
une  autre  :  nous  nous  les  figurons  pénétrables  et,  en  réalité,  ils 
sont  impénétrables. 

Dans  la  mathématique,  on  fait  donc  une  construction  abstraite 
des  objets  ;  sans  cela,  elle  ne  pourrait  pas  être  une  science  exacte, 
puisque  la  conception  et  la  définition  exactes  de  ce  que  sont  les 
objects  de  la  réalité  nous  manquent. 
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Le    mathématicien,  dans  ses  études,   se    délivre  de    n'importe 
quelle   préoccupation    extérieure    et   déduit,    trouve,    démontre, 
dans  le  seul  but  de  découvrir  des  vérités    qui   le   satisfont  pour 
l'unique  raison  qu'elles   sont   des  vérités  ;  et  il  se  renferme  ainsi 
complètement    dans  une  abstraction,  qui   est    la   caractéristique 
et,  en  même  temps,  la  sauvegarde  de  la  mathématique.  ^lais,  à  côté 
de   cela,  il   n'est  pas   moins  vrai  que  les  définitions  et  les   prin- 
cipes   fondamentaux   se  modèlent  sur  ce   qui  arrive  dans  la  réa- 
lité. Si  en  ce  moment  cela  n'est  pas  une  chose  évidente,  c'est  parce 
que  leur  étude  actuelle  succède  à  une  période  dans  laquelle  on  a  eu 
recours  à  la  réalité  ;  on  a  reconnu  quels  étaient  les  principes  qu'il 
fallait  admettre  pour  expliquer  les  faits  que  l'on  voulait   étudier, 
et  l'on  a  établi  des  lois  qu'on  propose  ensuite  comme  fondamen- 
tales en  mathématique,    comme    si   elles   avaient    été   trouvées   à 
première   vue,    mais    auxquelles,   certainement,  on   n'aurait  pas 
pensé,  sans  l'observation  des  faits  qui  se  passent  autour  de  jious. 
3.  ^I.  Klein,    dans  sa  conférence  —  Sur  le   procédé  arilhnié- 
liqiie    dans    la    mathéi7iati(jiie  —   observe   que    «  les    mathéma- 
«   tiques  ne  sont  pas  du  tout  épuisables  par  la  déduction  logique, 
«   mais  qu'à  côté  d'elles    l'intuition  conserve,  encore  h  présent, 
«   son  ellicacité  pleine  et  entière,  et  qu'une  exposition  abstraite 
«   de  déductions  logiques  ne  peut  pas  nous  sufllre,  tant  que  l'on 
«   n'en  a  pas   lormulé  la  force  dans   chaque  forme  d'intuition  et 
«   qu'on   ne    connaît    pas    les   multiples   relations    que,  selon    le 
<(   champ  d'observation  que  l'on  choisit,  le  schéma  logicjuc  a  avec 
«  les  autres  parties  de  nos  connaissances.  »  M.  IIouel  (')  écrit  que 
«  la  construction  d'une  telle  science  (exacte)  se  compose  essen- 
«   tiellement    de  deux  parties  distinctes  :  l'une,  qui    est   fondée 
«   sur    l'observation    et  sur    l'expérience,  consiste    h   rassem])ler 
«   des  faits  et  à   en  conclure  par  induction  les  lois  et   les   prin- 
«   cipes  (jui  serviront  de    bases  à  la    science;    l'autre,    qui  n'est 
«   qu'une  branche  de  la  logique  générale,  s'occupe  de  combiner 
«   ces  principes  fondamentaux,    de    manière  à  déduire  la  repré- 
«   sentation  des  faits   observés  et  à  prédire,   en   outre,  des  faits 
«   nouveaux.  » 


(')  lloilEL.  Exsai  crilii/iic  sur  les  j)iincij>cs  fundamcntaux  de  la  gcomcliie  (Icmen- 
taire.  Appendice,  note  i. 
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A  ces  deux  éléments,  nous  j)ouvons  en  ajouter  un  troisième, 
en  distinguant,  comme  le  lait  M.  Laisant  ('),  en  trois  périodes 
la  lâche  des  mathématiques  dans  toutes  les  questions  :  c'est-à- 
dire  le  passage  du  concret  a  l'abstrait,  la  solution  mathéma- 
tique de  la  question,  et  enfin  le  retour  de  l'abstrait  au  concret, 
ou  l'application  à  la  réalité  des  résultats  obtenus,  ce  qui  repré- 
sente le  but  définitif  et  complet  (sinon  actuel  et  particulier)  de 
la  mathématique. 

La  partie  logique,  sur  laquelle  principalement,  et  parfois  uni- 
quement, on  insiste  dans  les  classes,  est  donc  une  seule  des  trois 
parties  qui  nous  donnent  la  raison  dètre  de  la  science  :  son  ori- 
gine et  le  but  auquel  elle  tend,  vont,  pour  ainsi  dire,  se  plonger 
dans  la  réalité. 

Les  relations  de  la  mathématique  avec  le  monde  qui  nous  envi- 
ronne ne  sont  donc  pas  accidentelles  et  artificielles;  et  si  on 
oubliait  ces  relations,  on  ferait  perdre  à  cette  science  son  carac- 
tère. 

4.  Sur  le  troisième  élément  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui 
est  le  retour  au  concret,  il  faut  faire  une  observation,  indispen- 
sable pour  le  sujet  que  nous  allons  traiter.  Dans  ce  «  retour  », 
on  ne  peut  pas  trouver  des  résultats  qui  se  combinent  exacte- 
ment avec  ceux  que  l'on  peut  mesurer  directement;  on  aura  tou- 
jours une  diflerence,  et,  par  conséquent,  le  résultat  théoricjue  ne 
représentera  qu'approximativement  le  résultat  pratique.  On 
reconnaîtra  la  vérité  de  ce  fait,  en  considérant  que  les  objets 
de  la  réalité  ne  sont  pas,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  ceux  de 
la  théorie;  et,  qu'en  outre,  les  mesures,  prises  sur  la  réalité, 
sont  loin  d'être  exactes,  soit  à  cause  de  l'imper lection  (inévitable 
comme  dans  toutes  les  choses  humaines)  de  nos  sens  et  de  nos 
movens  de  mesurage,  soit  parce  que  les  mesures  théoriques  sont 
autres  que  les  mesures  pratiques,  appliquées  comme  elles  le  sont 
à  des  ol)jets  qui  diffèrent  (et  qui  peut  dire  à  quel  degré?)  de 
ceux  de  la  réalité. 

Dans  le  retour  de  l'abstrait  au  concret,  il  y  a  donc  une  erreur 
qui,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  n'est  pas  exactement  calcu- 
lable, mais  de  laquelle   il  faut  connaître  une  limite  supérieure  si 


(')   Laisant.  La  Mathcntaliquc. 
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l'on  ne  veut  pas  que  les  résultats  soient  privés  de  toute  signifi- 
cation. Cette  erreur  se  retrouve  toujours,  même  clans  les  cas  où 
il  y  a  la  plus  grande  ressemblance  entre  les  objets  théoriques  et 
les  réels,  l'aile  devient  d'autant  plus  petite  que  cette  ressemblance 
devient  plus  grande,  mais  ne  peut  jamais  disparaître  tout  ii  (ait: 
de  manière  que,  dans  sa  forme  figurative,  la  phrase  de  d'Alem- 
bcrt  «  les  vérités  géométriques  sont  Tasymptote  des  vérités  phv- 
siques  »,  est  profondément  vraie. 

I/exkrcice  comme  moyex  d'étude  et  d  enseicxemext.  —  5.L  usao-e 

o 

de  rintuition  et  de  l'exercice  est  nécessaire  quelquelois,  toujours 
utile  dans  renseignement.  M.  Klein  observe  avec  raison  que 
dans  les  leçons  élémentaires  et  dans  celles  qui  sont  destinées  à 
des  élèves  qui  auront  beaucoup  a  faire  usage  de  rintuition, 
comme  les  naturalistes  et  les  ingénieurs,  le  point  de  départ  doit 
être  l'intuition,  par  laquelle,  comme  1  écrit  h  son  tour  M.  i^oix- 
CARÉ('),  «  le  monde  mathémati([iie  reste  en  contact  avec  le  monde 
«  réel;  et  quand  même  les  mathématiques  pures  pourraient  s'en 
«  passer,  il  faudrait  toujours  v  avoir  recours  pour  combler 
«  l'abime  qui  sépare  le  symbole  de  la  réalité.  Le  praticien  en 
«  aura  donc  toujours  besoin,  et,  pour  un  géomètre  pur,  il  doit  y 
«  avoir  cent  praticiens  ».  Mais,  même  en  laissant  cela  décote,  il 
semble  indispensable  de  ramener  les  élèves  à  la  réalité,  de 
la([uelle,  en  substance,  naissent  les  objets  de  la  science  et  leurs 
opérations,  même  lors([ue  la  science  les  idéalise;  ainsi,  d'une 
part,  les  élèves  ne  perdront  pas  de  vue  l'origine  de  la  mathéma- 
tique ,  de  l'autre,  ils  en  apprécieront  le  but,  et  ils  s'habitueront 
à  se  servir  dans  la  vie  d'un  si  précieux  instrument,  et  i\  en  appré- 
cier comme  il  faut  les  résultats,  c'est-à-dire,  en  tenant  compte 
de  l'approximation  :  et  cela  vaudra  mieux  que  de  faire  plus  tard 
et  il  part  cette  appllcalion,  en  hii  donnant  pcnl-êlre  une  fausse 
inteiprétation  d'exactitude. 

(i.  Il  est  nécessaire  d'observer  <ju(>  si  l'on  a  recours  à  la  réalité, 
soit  pour  établir  les  principes  de  la  malhi''mati([ue,  soil  pour  en 
enseignei'    les    applications,    nous   ne    voulons  p;is  <[ue  cette  l'éa- 


(')   PoiNCAUl';.   La  /oi-ii/ue  vl  l  iiiliiiliim  ilans  les   sciences  iiialltviiititiijucs.  [L  Ensei- 
^nenieiii  mat/téiiia(i//ue.    i'"  année,  n"  3.) 
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litc  aille  jusqu'à  suppléer  hi  démonstration  et  le  raisonnement. 
Que  l'on  déduise  de  l'observation  de  ce  qui  nous  entoure,  les 
objets  de  la  mathématique  et,  parmi  de  leurs  propriétés,  qui, 
selon  les  degrés  de  l'enseignement,  sont  opportunes  ;  mais  le  rai- 
sonnement rigoureux  seul  devra  servir  à  découvrir  les  autres  pro- 
priétés, sans  faire  de  concession  ni  aucun  mélange  avec  la  pra- 
tique. Tout  au  plus,  on  pourra,  dans  les  cas  où  on  le  croit 
nécessaire  (à  cause  du  manque  de  temps  ou  de  la  difficulté  exces- 
sive), ne  donner  que  les  énoncés  de  quelques  théorèmes,  en 
sautant  la  démonstration  et  en  fournir  des  exemples  pratiques 
pour  les  illustrer,  de  manière  qu'on  ne  les  considère  pas  comme 
démontrés,  mais  qu'on  en  puisse  saisir  la  portée,  ce  qui  arrive 
diflicilement  en  donnant  le  seul  énoncé.  Les  exemples  et  les 
exercices  seront  précieux,  lorsqu'on  aura  démontré  les  théo- 
rèmes, pour  mieux  en  faire  ressortir  l'importance  et  le  but  ;  ils 
procureront  la  satisfaction  de  reconnaître  que  ces  propriétés  se 
vérifient  dans  la  pratique,  ou  s'appliquent  à  des  recherches  utiles, 
toujours  en  tenant  compte  de  cette  approximation  que  nous 
avons  dit  être  inévitable. 

j.  On  peut  observer  de  plus  que  lintuition  et  la  pratique 
peuvent  quelquefois  servir  à  précéder  le  raisonnement  et  h  lui 
aplanir  la  voie.  —  M.  Kleix  pense  que  «  l'intuition  mathéma- 
«  tique,  depuis  l'impression  de  caractère  métrique  avec  laquelle 
«  l'ingénieur  juge  de  la  distribution  des  forces  dans  une  cons- 
«   truction  quelconque  faite  par  lui,  jusqu'à  ce  sens  indéterminé 

«   de  convergence  que  l'habile  calculateur  sent  en  présence  d'un 

«   procédé   indéfini  de  calcid,  précède  toujours  dans  sa  sphère  la 

«   déduction    logi(|ue    et  qu'à   chaque    instant    elle  embrasse   un 

«   champ  plus  vaste  que  celle-là... 

«   Dans  le  développement  des  diverses  branches  de  la  science 

«   mathématique,   l'intuition   a  fait  les  premiers  pas  et   précédé 

«  l'étude  logique  et  rigoureuse.  » 

Il  est  donc  utile,  même  dans  l'enseignement  de  cette  science, 

de  cultiver  avec   soin   cette  partie  pratique,  ([ui,   appliquée    avec 

discernement ,    conduit    parfois     à    la    découverte    de     ([uelques 

vérités. 

Par  exemple,    si    l'on   dessine   deux  seguienls   équivalents,   et 

qu'on  joigne  leurs  extrémités  par  doux  droites    ([ui    ne   s'entre- 
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croisent  pas,  on  appellera  l'attenfion  des  élèves  sur  ces  deux 
segments  de  la  figure,  et  aussitôt  naitra,  dans  l'esprit  des 
enfants,  d'abord  un  vague  soupçon,  puis  à  peu  près  la  certitude 
que  ces  deux  segments  sont  égaux  :  alors  ce  sera  le  moment 
d'intervenir  et  d'annoncer  que  la  propriété  est  absolument  vraie, 
et  Ton  pourra  la  démontrer,  ou  essayer  de  la  faire  démontrer  par 
les  élèves.  On  procédera  de  la  même  manière  dans  tous  les 
cas  semblables,  ce  qui  servira  à  développer  rintelligence  des 
élèves  et  h  perfectionner  leur  intuition  géométrique. 

8.  L'application  nous  oblige  à  sortir  du  champ  de  la  pure  et 
simple  abstraction,  mais,  en  revanche,  elle  peut  nous  conduire 
dans  le  domaine  d'autres  sciences.  Dans  l'enseignement,  ce  tra- 
vail est  utile,  car  il  nous  montre  les  liens  et  l'accord  qui  existent 
entre  les  diverses  branches  d'études  :  il  oblige,  de  plus,  les  élèves 
à  apprendre  et  à  imprimer  dans  leur  esprit  certaines  parties 
fondamentales  des  autres  sciences,  tandis  que  celles-ci,  par  l'ap- 
plication de  la  mathématique,  reçoivent,  à  leurs  yeux,  une  sorte 
de  sanction,  à  cause  de  la  sûreté  que  l'emploi  d'une  science 
exacte  donne  à  leurs  résultats.  De  cette  manière,  la  mécanique, 
la  physique,  la  cristallographie,  la  topographie,  reçoivent  de 
puissants  secours  de  l'enseignement  mathématique  ,  et  lui  en 
donneront,  à  leur  tour  :  et  les  élèves  tout  en  en  retirant  un 
réel  avantage,  trouveront,  sans  doute ,  une  agréable  et  utile 
récréation. 

g.  Les  applications  sont  le  meilleur  et  le  plus  sûr  moyen 
pour  vaincre  la  répugnance  traditionnelle  qu'on  éprouve  pour 
les  mathématiques,  et  quelquefois  même  pour  en  éveiller  le  goût 
chez  ceux  qui,  sans  encore  s'en  douter,  y  sont  portés  naturelle- 
ment. En  choisissant  bien  les  applications,  on  éveille  la  curio- 
sité des  jeunes  gens,  on  excite  leur  intérêt  ;  et  il  peut  se  faire 
que  l'élève  soit  ainsi  amené  \.\  étudier  à  fond  une  question  qu'il 
n'avait  qu'ébauchée  jusqu'alors,  et  peut-être  (comme  il  arrive 
quelquefois)  qu'il  se  révèle  en  lui  une  très  forte  passion  pour  la 
science.  Si  on  traite  les  ([ueslions  sans  laire  aucune  application 
pratique,  on  rend  l'enseignement  aride  et  dillicile,  les  élèves  se 
dt'couragent  et  commencent  ii  se  demander  s'ils  ne  perdent  pas 
leur  tenq)s  dans  l'élude  d'une  science  sans  utilili'  pratique  et 
sans  attrait;  tandis  ([ue  si   l'on    montre  imuiédiatemeni,    par  des 
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applications  bien  choisies,  lutilité  et  l'Importance  des  choses 
qu'on  a  étudiées,  ou  ramène  l'élève  dans  le  monde  où  il  vit 
habituellement,  et  on  le  délivre  de  cette  espèce  d'oppression 
que  lui  donne  létude  d'une  science  conqilètement  abstraite. 

«  Quand  vous  arriverez  aux  racines  carrées,  dit  le  P.  Poilaix  ('), 
«  sachez  les  utiliser  en  les  appliquant  à  des  calculs  de  moyennes 
«  proportio/inelles  et  an  carré  de  r/n/poténiise.  Qu'après  avoir 
«  mis  bien  du  temps  à  apprendre  l'extraction  des  racines,  les 
«  élèves  n'aient  plus  à  demander  :  A  (]uoi  cela  sert-il  ?  Cessez  de 
«  leur  répondre  majestueusement  :  «  Vous  le  saurez  plus  tard.  )> 
«  —  Oui,  bien  tard.  Montrez-leur  tout  de  suite  qu'un  ingénieur 
«  est  souvent  amené  aux  extractions  de  racines  par  les  pro- 
«   blêmes  que  je  viens  d'indiquer.  » 

^loYENS    DE    SE    SERVIR     DES   APPLICATIONS  DANS  l'enSEICNEME NT.   

lo.  Examinons    maintenant  de  cjuelle   manière  la  pratique    peut 
rendre  des  services  dans  l'enseignement. 

Les  problèmes  d'Arithmétique  sont  d'un  grand  secours;  si  les 
sujets  sont  empruntés  a  une  science  appliquée,  et  si  les  données 
des  problèmes  sont  bien  choisies,  ils  pourront  intéresser  beaucoup 
les  élèves,  et  satisfaire  ou  exciter  leur  curiosité.  Ces  problèmes 
deviendront  encore  plus  utiles  et  instructifs,  si  les  élèves  eux- 
mêmes  sont  tenus  d'en  chercher  les  données,  parce  que,  indépen- 
damment du  plaisir  qu'ils  trouvent  dans  les  recherches  en  ques- 
tion, dans  les  mensurations,  les  expériences,  les  lectures  d'ins- 
truments, etc.,  il  y  a  encore  un  grand  avantage:  c'est  qu'ils  ne 
veriont  l;i  rien  d'arbitraire,  mais,  un  exenqde  ellectil  de  ce  ([ui 
se  présente  réellement  dans  la  nature. 

II.  Le  dessin  est  aussi  un  grand  moyen  d'enseignement  géo- 
métrique, car  il  permet  de  réaliser,  sinon  les  figures  ([ui  sont 
abstraites,  du  moins  certains  objets  réels,  dont  ces  figures  sont 
les  images.  Le  dessin  rend  familier  aux  élèves  l'usage  des 
mots  et  la  construction  des  ligures  géométriques,  leur  donne 
l'occasion  d'apprendre  de  nouvelles  délinitions.  et  les  habitue  a 
concevoir  avec  précision  et  claité  les  figures  géométriques   qu'ils 


(')  P.  A.   PoLi-AiN.  Afs  iiiatIu-DiatIques  dans  les  coUiges.  [L'Enseignement  chrétien, 
€)<•  année,  1897.) 
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étudieront  plus  tard  avec  plus  de  facilité.  Pour  cpie  le  dessin 
donne  de  bons  résultats,  il  devra  être  fait  avec  le  plus  de  soin  et  de 
précision  possible.  Le  but  n'est  certes  pas  que  les  figures  des- 
sinées aient  plus  de  ressemblance  avec  les  vraies  figures  géomé- 
triques, car  entre  une  figure  abstraite  et  une  figure  concrète,  il 
ne  peut  y  avoir  une  véritable  ressemblance,  et  les  figures  con- 
crètes «  sont  toujours  fausses  » ,  comme  l'observe  très  bien 
M.  Laisaxt  7.  c.)  ;  mais,  selon  le  même  auteur.  «  lorsque 
»  l'approximation  est  par  trop  grossière ,  lorsque  les  tracés 
«  sont  mal  exécutés  et  confus,  cette  confusion  matérielle  engen- 
«  dre  vite  celle  du  raisonnement  et  contribue  à  enqiècher  l'ap- 
«   parition  de  la  vérité.  » 

12.  Il  ne  faut  pas  craindre  que  le  dessin,  en  faisant  paraître 
évidentes  des  choses  qui  doivent  être  démontrées,  serve  à  détrôner 
les  raisonnements.  Dans  tout  enseignement,  en  ertet,  il  faut 
toujours  établir  avec  précision  les  principes  fondamentaux  et 
primitifs,  c[u  ils  puissent  ou  non  être  démontrés .  Ils  seront 
plus  ou  moins  nombreux  selon  les  exigences  de  l'école  et  la 
nature  de  l'enseignement;  mais,  une  fois  ces  principes  établis, 
toute  vérité  qu'on  énonce  doit  être  ou  l'un  de  ces  principes,  ou 
une  conséquence  logique  qui  découle  deux-mêmes  et  des  autres 
vérités  qui  auront  déjà  été  démontrées.  Il  en  résulte  que,  si  l'on 
réfléchit,  si  l'on  rejette  toute  assertion  qui  ne  soit  pas  de  telle 
nature,  on  éliminera  ainsi  celles  Cjue  nous  serions  tentés  d'émettre 
d'après  ce  simple  témoignage  de  l'observation  et  des  sens,  et,  par 
cons('([uent,  aussi  celles  qui  seraient  suggérées  par  le  dessin. 
Par  suite,  le  danger  signalé  plus  haul  n'existe  pas,  du  moins  (et 
cela  soit  dit  pour  tout  ce  qui  a  été  écrit  ou  ([ue  j'écrirai  dans  le 
cours  de  cet  article)  si  le  maître  est  savant  et  consciencieux. 

i!5.  11  ne  faut  pas  craindre  davantage  que  le  dessin  puisse  cir- 
conscrire la  fantaisie  géométrique,  en  rendant  trop  limitées  ou 
trop  pauvres  les  images  des  figures  ([uil  crée, et  en  les  restreignant 
prescpie  à  ne  représenter  ([ue  la  ligure  spéciale  que  l'on  trace 
dans  chatjue  dessin. 

Lorsqu'une  figure,  un  triangle  par  exemple,  aura  été  défini, 
l'élève  ([ui  la  dessine  pensera  à  cette  dc'finition,  et  ne  fixera  son 
attenlioii  (pie  sur  ce  ([u'elle  coulieiil  ;  par  c«»ns(''(iuent  il 
vei'ra  lui-même  dans    le  tlessin    (pirbpie    chose  qui  représente  le 
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vrai  triangle,  mais  qui  ne  l'est  pas.  Des  explications  spéciales  de 
la  jîart  du  maître,  et  les  divers  changements  de  formes  du  triangle 
dans  de  nouveaux  dessins  sulfiront  pour  persuader  l'élève  que  le 
triangle  est  rimage  abstraite  qui  embrasse  les  infinies  variétés 
de  ligures  correspondantes  que  Ion  pourrait  tracer. 

i4-  Dans  certaines  questions  de  géométrie  solide,  le  dessin 
est  indispensable  pour  bien  comprendre  les  relations  récipro- 
c[ues  des  lignes  et  des  surfaces,  que  les  jeunes  élèves,  sans  cela, 
comprennent  difficilement  ;  dès  lors^  il  serait  utile,  comme  le  fait 
remarquer  Lachoix  (^),  d'exercer  les  élèves  à  dessiner,  d'après 
nature,  des  modèles  de  corps  géométriques,  avec  tous  les  détails 
dombres  et  de  reliefs  qu'on  réserve  habituellement  pour  le  des- 
sin d'ornement  et  de  figures, 

i5.    L'usaffe   du  dessin  est  encore  très    reconimandable   dans 

o 

l'étude  de  la  Géométrie  analytique,  surtout  plane  :  car,  en  ce  qui 
concerne  la  Géométrie  dans  l'espace,  le  dessin  présente  des 
difficultés  considérables  dues  à  l'imperfection  ou  à  la  complication 
des  moyens  représentatifs. 

Le  dessin  peut  servir,  sinon  a  découvrir  les  propriétés  des 
courbes,  du  moins  a  diriger  et  localiser  les  recherches  destinées  à 
trouver  ces  propriétés  ;  en  outre,  le  dessin,  en  accompagnant  ces 
recherches,  les  illustre,  les  précise  et  donne  une  idée  exacte  de 
la  valeur  réelle  des  résultats  obtenus. 

Il  est  utile  que  les  élèves  fassent  beaucoup  d'exercices  de 
dessins  de  courbes,  et  que  dans  chacun  d'eux  ils  tracent  le  plus 
grand  nombre  possible  d'éléments  relatifs  ii  la  courbe.  Si  le 
manque  de  temps  (qui  est  désormais  le  tyran  de  nos  écoles)  ne 
permet  pas  de  dessiner  avec  les  instruments^  qu'on  le  fasse  laire 
à  la  main  sur  papier  quadrillé  ;  particulièrement  dans  les  coor- 
données cartésiennes,  cela  permet  d'obtenir  des  résultats  rapides 
et  sullisamment  exacts. 

i6.  Le  travail  manuel  sera  aussi  d  un  secoursagréable  et  utile. 
Pour  la  Géométrie  dans  l'espace,  tout  le  monde  le  sait,  les 
modèles  de  solides  en  bois  ou  en  fil  de  fer  st)nt  très  précieux, 
comme  aussi  les  surfaces  (aites  avec  des  fils,  etc..  Les  polyèdres 
mêmes,  développés  sur  le  papier,  sont  des  auxiliaires  utiles, sur- 


(')  Lacuuix.  l'.Ksais  sur  l'EiiKelgnemeiit. 
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tout  si  on  les  lait  conlectionner  par  les  élèves  eu  leur  donnant 
les  règles  nécessaires  et  opportunes  (*). 

Il  est  aussi  très  utile  et  amusant  pour  les  élèves  de  leur  luire 
dessiner  des  courbes  planes  sur  de  petites  plaques  de  bois  qui 
servent  au  travail  à  découper;  on  leur  fera  ensuite  exécuter  le 
découpage  de  ces  dessins,  et  les  élèves  verront  ainsi  et  compren- 
dront les  propriétés  des  courbes  relativement  à  leur  dévelop- 
pement les  unes  sur  les  autres,  a  leur  engrenage  pour  la  trans- 
formation des  mouvements,  ainsi  que  beaucoup  d'autres  pro- 
priétés mécaniques.  On  pourra  leur  faire  construire  ainsi  de 
petits  instruments  pour  le  tracé  de  certaines  courbes,  par  exem- 
ple des  cycloïdes,  épicycloïdes,  etc.. 

\- .  Indépendamment  de  ces  exercices  pratiques  que  les  élèves 
font  individuellement  dans  l'école  ou  chez  eux,  il  y  en  a  d'autres 
tout  aussi  importants  qu'on  peut  faire  collectivement  et  sur  le  ter- 
rain, comme  les  opérations  les  plus  élémentaires  de  la  mesure 
des  hauteurs,  des  distances,  des  aires,  des  volumes  el  les  reliefs  ; 
ils  n'exigent  seulement  que  l'aide  de  quelques  instruments  très 
simples  et  des  premières  notions  de  matiiématiques.  Ces  exercices, 
par  suite  du  milieu  même  où  ils  sont  exécutés  et  de  l'application  à 
la  vie  qu  ils  contiennent,  présentent  un  grand  intérêt;  déplus,  ils 
sont  pour  les  jeunes  gens  unagréajjle  divertissement,  sans  compter 
que  là  sur  le  terrain,  en  pleine  campagne,  les  élèves  comprennent 
plus  facilement,  et  apprécient  mieux  certaines  vérités  avec  les- 
quelles ils  n'avaient  pu  se  familiariser  à  l'école. 

i8.  Je  crois  devoir  faire  remarquer  que  ce  que  j'ai  dit  jus([u  ici 
et  qui  se  rapporte  à  l'emploi  de  la  pratique  dans  l'enseignement, 
n'est  pas  seulement  mon  opinion  personnelle,  ou  celle  des  auteurs 
(|ue  j'ai  cités.  Quel<|ucs-uns  de  mes  collègues,  professeurs  dans 
quelques  lycées  peu  nombreux,  conduisent  leurs  élèves  à  la  cam- 
pagne, et  après  de  brèves  explications  sur  l'emploi  des  instru- 
ments, leur  font  mesurer  la  distance  entre  des  points  inaccessibles, 
la  hauteur  des  tours  au  moyen  de  l'ombre,  etc.  Le  professeur 
Pii.vNo,  de  l'Université  de  Turin,  mon  collègue  ii  l'Académie 
Militaire,    fait   dessiner  à   ses   élèves   dans   les  deux    écoles,   des 


('}  Voir  RivELLi.  Sieieomeliia  appllcaia  allô    sfiliippo  dei  sulùli  el  alla  lora   cos- 
iru:io7te  in  cuita. 
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courbes,  qu'il  leur  donne  ou  par  leurs  équations  ou  par  leurs 
définitions  géométriques  ou  mécaniques,  et,  après  avoir  fait  cal- 
culer leurs  principaux  éléments,  il  les  fait  dessiner  en  tout  t)u  en 
partie,  jusqu'à  ce  que  des  difficultés  trop  considérables  de  dessin 
viennent  s'y  opposer.  Ht  l'expérience  démontre  que  de  cette  fa(;on 
les  idées  sont  plus  claiics,  plus  précises,  et  se  fixent  dans  l'esprit 
bien  mieux  qu'avec  de  longues  explications  au  tableau  noir. 

La   pratique    DAXS    l'exSEIGXEMKXT    PHIMAUiE    DES    MATHEMATIQUES. 

—  19.  Tout  le  monde  connaît  l'importance  de  la  piatique  et  de 
l'intuition  au  début  de  l'enseignement  des  mathématifjues  ;  c'est 
par  la  qu'il  faut  commencer  afin  de  donner  aux  enfants  une  idée 
des  nombres  et  des  figures  géométriques.  Il  ne  faut  pas  croire 
cependant  que  l'enseignement  des  matbématiques  clans  les  clas- 
ses élémentaires  doit  être  une  chose  purement  matérielle,  car 
il  sera  bon  au  contraire  de  préparer  les  enfants,  et  cela  graduel- 
lement, sans  aucun  apparat  de  définitions  ou  d'explications,  à 
ces  abstractions  qui  sont  la  base  des  mathématiques  ;  mais,  quand 
les  enfants  comprendront  bien  que  les  nombres  et  les  figures  sont 
des  choses  purement  idéales,  il  faudra  les  rappelei- à  la  réalité  au 
moyen  d'exercices  et  d'applications.  Un  maître  intelligent,  par  le 
passage  de  la  théorie  à  la  pratique,  aura  l'occasion  de  faiie  noter 
que  la  théorie  agit  sur  des  choses  abstraites  et  que  la  résolution 
des  problèmes  n'est  que  l'application  d'opérations  abstraites  ii 
des  questions  concrètes  ;  il  évitera  ainsi  de  fréquentes  erreurs 
chez  les  enfants,  en  leur  faisant  observer,  par  exemple,  qu'on  ne 
multiplie  ou  qu'on  ne  divise  pas  des  mètres  par  des  ouvriers  ou 
des  kilogrammes  par  des  jours,  mais  qu'on  n'opère  seulement  que 
sur  des  nombres  qui  représentent   ces  grandeurs. 

La  pratique  ne  doit  pas  supplanter,  mais  seulement  oonoborer 
et  aider  l'abstraction  ;  mais,  d'un  autie  côté  la  négliger,  et 
réduire  l'enseignement  élémentaire  ii  une  simple  énuméralion  de 
nombres,  \\  de  simples  calculs  mimcricpies  serait  le  dénaturer  et 
le  rendre  aride,  avec  la  certitude  d'être  mal  compris,  et  de  voir 
les  élèves  se  dégoûter  de  la  mathémati(pie. 

20.  Le  dessin  devra  être, utilisé  même  dans  les  écoles  élémen- 
taires comme  moyen  d'enseignement  pcuir  donner  aux  enfants 
des    idées  de    (orme,    d'extension    et   de  (iirurc.    Il   seia    bon,  du 
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moins  clans  les  classes  secondaires  inteiieures ,  dexercer  les 
élèves  eux-niènies  au  dessin  géoniétri([ne  qui  est  une  école  pré- 
cieuse d'ordre  et  de  précision,  et  un  moyen  puissant  pour  préparer 
l'intelligence  à  comprendre  ce  que  seront  plus  tard,  dans  unensei- 
onement  plus  avancé,  les  théorèmes^  et  peut-être  même  à  en  devi- 
ner quelques-uns. 

Naturellement  on  lera  dessiner  des  fioures  et  des  constructions 

o 

choisies  parmi  les  plus  simples  ;  mais  leur  exécution  sera  sans 
doute  féconde  d  heureux  résultats,  à  condition,  cependant,  que 
l'on  habitue  les  entants  ii  dessiner  avec  exactitude. 

21.  Dans  les  écoles  intérieures  il  sera  avantageux  aussi  de 
familiariser  les  élèves  avec  la  mesure  directe  des  objets,  en  pro- 
posant des  problèmes  se  rapportant  autant  que  possible  aux 
choses  ([ui  sont  généralement  à  la  portée  de  l'écolier.  Ces  appli- 
cations ont  encore  l'avantaoe  dexercer  l'œil  et  la  main  des  enfants 

o 

afin  qu'ils  puissent  bientôt  évaluer  approximativement  et  sans 
instruments,  les  lojigueurs,  les  poids,  les  capacités,  etc. 

Le  mesurage  peut  être  employé  aussi  en  taisant  exécuter  des 
dessins  à  une  échelle  déterminée  et  d'après  certaines  données 
Iburnies  par  le  maitre.  Cela  donnera  aux  enfants  l'idée  de  pro- 
portion, de  rapport  :  et  la  même  figure  exécutée,  plusieurs  fois  ii 
des  échelles  différentes,  lera  naître  chez  eux  l'idée  de  figures 
semblal)les  ('). 

La   l'ItATIQLE    DANS   l'kNSKKIXEJIE NT    SICCONDAIUK     ET     SI  l'KlUK Uli    DES 

MATiiÉMATiQUKs.  —  22.  Ouaut  il  1  enseignement  secondaire  fet 
ce  qui  suit  soit  dit  aussi  pour  diverses  branches  de  l'enseignement 
supérieur)  il  est  certain  que  sa  base  ne  peut  être  que  le  raisonne- 
ment logique  et  rigoureux.  L'usage  de  la  pratique  doit  être  seu- 
lement subsidiaire  ;  mais  il  sera  utile  pour  la  plus  grande  clarté 
des  études,  pour  exciter  l'intérêt,  et  récréer  les  élèves.  On  fera 
des  applications  tréc[uentes  au  fur  et  à  mesure  que  l'occasion  se 
présentera. 

En  ce  qui  concerne  l'Algi'bre,  il  faut  chercher  à  éveiller  chez 
les  élèves  le  goût  d'autres  sciences,  en  choisissant  les  problèmes 


(')  Telle  est  l'opinion  du  professeur  Mannhkim  comme  il  résulte  de  l'arlirle  : 
«  Réflexions  sur  le  premier  enseij^nemeiil  do  la  Géométrie  »  de  M.  C-.A.  Laisunt 
dans  L'Ensfignciiwnl  iiiathcinallqKe.   i'"  année,   n»  :).  p.  .539-343. 
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dans  la  Physique,  rAstronomie,  etc..  Alin  que  les  questions  exci- 
tent la  curiosité,  on  les  pourra  choisir  parmi  celles  c[u'on  croit  géné- 
ralement clilficiles  ou  insolubles  :  Tamour-propre  des  élèves  en 
sera  piqué.  La  théorie  des  probabilités,  par  exemple,  et  celle  des 
approximations  pourront  fournir  des  questions,  des  problèmes 
intéressants  et  donner  lieu  à  de  curieuses  applications. 

23.  11  est  utile  de  faire  exécuter  par  le  dessin  les  constructions 
pendant  qu'on  les  explique  dans  le  cours,  et  réaliser  ainsi  sinon 
avec  les  instruments  (le  temps  peut-être  ne  le  permettant  pas) 
du  moins  à  la  main  sur  papier  quadrillé,  la  solution  des  pro- 
blèmes qu'on  étudie.  Il  sera  bon  aussi  de  faire  dessiner  des 
figures  élémentaires  correspondant  à  des  mesures  données,  par 
exemple  un  arc  de  cercle  (dont  la  mesure  est  donnée  en  rayons 
ou  en  degrés),  un  arc  d'un  sinus  ou  d'une  tangente  donnés,  ou 
bien  encore  de  résoudre  graphiquement  des  problèmes  qui, 
quoique  insolubles  théoriquement  par  les  moyens  delà  Géométrie 
élémentaire,  peuvent  toutefois  être  résolus  avec  le  degré  d'ap- 
proximation que  l'on  veut,  comme  par  exemple  trouver  la  n"""' 
partie  d'un  angle,  rectifier  une  circonférence,  faire  la  quadra- 
ture d'un  cercle,  etc.,  en  évaluant  ensuite  le  degré  d'approxi- 
mation théorique  et  pratique  auquel  on  est  arrivé. 

Dans  la  présentation  des  problèmes  graphiques  il  faudra  leur 
donner  l'aspect  de  questions  pratiques,  comme  par  exemple  le 
tracé  d'une  voie  ferrée,  étant  donnés  quelques  points  où  elle 
doit  passer  ou  la  longueur  de  certains  traits,  etc. 

24-  Dans  l'enseignement  secondaire  il  serait  désirable  qu'on 
introduisit,  même  si  le  programme  ne  le  comporte  pas,  l'idée  de 
la  représentation  cartésienne  ou  polaire  des  fonctions  par  les 
courbes,  ou  même  la  représentation  vectorielle,  pour  initier  les 
élèves  aux  procédés  représentatifs  aujourd'hui  en  usage,  même 
en  dehors  des  mathématiques  ;  on  pourra  ensuite  parler  des 
appareils  enregistreurs  (comme  l'anémographe ,  le  sismo- 
graphe, etc.),  et  en  exposer  le  fonctionnement. 

Comme  application,  on  fera  tracer  aux  élèves  la  courbe  repré- 
senlative  de  quelque  phénomène  qui  se  passe  sous  leurs  yeux, 
comme  par  exemple  la  variation  de  la  température  d'une  chambre 
durant  les  différentes  heures  de  la  journée,  celle  de  la  mortalité 
d'une  ville  durant  le  cours  de  l'année,  etc. 
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20.  La  connaissance  des  comices  représentatives  des  l'onctions 
peut  servir  dans  renseignement  secondaire  et  supérieur  à  mon- 
trer aux  élèves  leur  usage  pour  remplacer  les  tables  de  calcul. 
Ainsi,  par  exemple,  la  sinusoïde  y==sin.r,  une  fois  dessinée, 
nous  donne  les  sinus  des  arcs  qui  sont  exprimés  (en  ravons)  par 
ses  abscisses  ;  la  spirale  logarithmique  o  =  e'-  nous  donne  dans 
les  arguments  de  ses  points  (mesurés  par  le  radiant)  les  locra- 
rithmes  népériens  des  rayons  vecteurs  de  ces  points,  etc.,  de 
telle  sorte  que  les  courbes  tracées  avec  une  exactitude  sutfi- 
sante  peuvent  suppléer  les  tables  de  logarithmes  et  d'autres 
encore,  au  moins  dans  une  certaine  mesure.  Pour  cela  il  fau- 
dra tracer  les  courbes  avec  d'autres  movens  que  la  détermi- 
nation de  leurs  points  obtenus  par  les  coordonnées  calculées 
par  l'équation  ;  par  suite,  il  faudra  enseigner  les  movens  méca- 
niques ou  géométriques  pour  le  tracé  des  principales  courbes,  au 
moins  dans  la  mesure  que  comporte  le  degré  d'enseignement. 

26.  La  réduction  d'échelle  pourra  donner  lieu  à  des  exercices 
intéressants  et  utiles. 

Par  exemple  les  données  d'un  problème  exprimées  avec  une 
certaine  unité  pourront  être  dessinées  à  une  échelle  réduite, 
et  l'on  pourra,  à  cette  même  échelle,  faire  dessiner  la  solu- 
tion de  problèmes,  ou  réduire  à  une  autre  échelle  des  figures 
déjà  dessinées. 

La  réduction  aux  échelles  fournira  l'occasion   d'enseio-ner  aux 

o 

élèves  à  se  servir  des  plans  topographiques,  pour  la  mesure  des 
hauteurs,  distances,  inclinaisons,  etc.,  ou  pour  retrouver  un 
chemin  déjà  parcouru  pour  aller  d'un  lieu  à  un  autre ,  étant 
donnée  une  ligne  brisée  parcourue,  au  moyen  de  la  longueur  de 
ses  divers  côtés,  et  de  leurs  inclinaisons  les  uns  sur  les  autres. 

2-.  Nous  rappelons  ici,  quoique  nous  en  ayons  déjà  parlé,  et 
parce  qu'ils  concernent  l'enseigaenient  secondaire,  les  exer- 
cices utiles  du  développement  des  solides,  des  constructions  de 
polyèdres  en  papier  ou  en  fil  de  fer,  de  courbes  en  bois  ou  en 
métal,  ainsi  que  les  relevés  topographiques  avec  lesquels  les 
élèves  prennent  sur  le  terrain  les  mesures  nécessaires,  et,  s'il  le 
tant,  exécutent  ensuite  chez  eux  les  calculs  pour  la  détermination 
des  différentes  inconnues. 
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La  piiATiQiE,  on.iET  d'étuije.  —  28.  Afin  que  Ton  comprenne 
mieux  combien  il  est  important  que  les  élèves  étudient  aussi 
l'application  pratique,  il  est  bon  de  rappeler  que  c'est  la  pratique 
([ui  a  suggéré,  et,  pour  ainsi  dire,  créé  diverses  brandies  des 
sciences  mathématic[ues.  Ainsi  la  théorie  des  approximations,  le 
calcul  des  erreurs  naissent  de  l'usage  des  mathéniaticjues  appll- 
(juées  aux  choses  concrètes.  La  solution  graphique  ellective  des 
problèmes  de  Géométrie,  qui  conduit  ii  des  constructions  plus 
ou  moins  longues  et  compliquées  et  par  suite  à  un  degré  de  pré- 
cision plus  ou  moins  grand,  a  donné  naissance  à  la  Géométro- 
graphie,  qui  examine  et  confronte  les  constructions  au  point  de 
vue  de  leur  précision  et  de  leur  simplicité. 

D'un  autre  coté,  certaines  c|uestions  nées  de  la  pratique  ont 
été,  tôt  ou  tard,  directement  ou  indirectement,  la  source  de 
nouvelles  études  et  de  nouvelles  théories.  Je  citerai  par  exemple 
la  duplication  du  cube  née,  si  ce  que  Ton  dit  est  vrai,  d'une  ques- 
tion pratique  posée  par  l'oracle  ;  elle  a  fait  naître  des  construc- 
tions de  nouvelles  courbes  et  nous  a  valu  de  belles  et  récentes 
études  pour  en  démontrer  l'impossibilité  par  la  Géométrie  élé- 
mentaire. 

Nécessité  de  l'étude  de  l'appiîoximatiox.  —  29.  Ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  fait  observer,  1  usage  de  la  pratique  exige  qu'on 
fasse  bien  comprendre  aux  élèves  que  les  résultats  qu'on  obtient, 
s'ils  sont  exacts  comme  cas  spéciaux  de  cas  généraux  théoriques, 
ne  répondent  pas  exactement  à  la  pratique  (N°  4)-  I^  est  donc 
nécessaire  cjue  les  élèves  aient  une  idée  suffisamment  exacte 
du  calcul  des  approximations  et  des  limites  de  ces  approxi- 
mations mêmes,  c'est-à-dire  du  degré  d'approximation  auquel  on 
peut  arriver.  M.  Lauhext  (')  dit  que  ce  serait  presque  un  crime 
de  ne  pas  enseigner  à  résoudre  des  questions  aussi  simples  et 
indispensables  ;  et  certainement  aucune  connaissance  mieux  que 
le  calcul  des  approximations  ne  peut  faire  apprécier  la  nature 
réelle  des  recherches  mathématiques  comparées  avec  la  réalité, 
et  la  valeur   de   celle-ci  dans   les  applications.    En  vérité  cette 


(')   Laure.nt.  Les  mntlictnatiques  spéciulcs  en   l'rance.  {L  Enseignenicni  mathctiia- 
tique.   \'*  année,  n»  i.) 
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appréciation  sur  rexactitiulo  prati(juc  d'une  recherche  ne  peut 
se  faire  sans  un  examen  sérieux  de  hi  question  pour  hiquelle  on 
l'exécute  ;  il  est  donc  nécessaire  que  les  élèves  soient  initiés  à 
cet  examen  des  objets  auxquels  s'applique  le  calcul,  pour  bien 
juger  les  limites  dans  lesquelles  les  erreurs  restent  circonscrites. 

En  attendant,  on  pourra  leur  faire  noter,  comme  le  dit 
M.  L.V.ISANT  (/.  c.)  «  qu'il  est  permis  de  considérer  ici  un  résultat 
«  approché  (en  théorie),  comme  très  supérieur  à  un  résultat 
«  rigoureusement  exact,  si  le  prejnier  est  par  sa  nature,  mieux 
«  adapté  à  l'objet  qu'on  a  en  vue,  et  si  en  somme  l'erreur  finale, 
«  au  point  de  vue  praticjue,  est  inférieure  à  celle  qu'aurait  pro- 
«   duite  la  solution  mathématique  absolue  w. 

De  même,  il  faudra  bien  inculquer  le  principe  si  important 
dans  les  applications  «  de  proportionner  l'approximation  que 
«  l'on  poursuit,  à  la  puissance  des  moyens  mis  en  œuvre,  et  à  la 
«  nature  pratique  des  questions.  Celui  qui  évaluerait  l'aire  d'un 
«  champ  de  quelques  hectares,  en  se  trompant  d  un  are  ou  deux 
«  serait  un  piètre  arpenteur  ;  mais  celui  qui  prétendrait  la 
«   déterminer  à  un  millimètre  carré  près,   serait  un  fou  ».  (Lai- 

SAXT,    /.  ('.) 

M.  Kleix,  dans  la  sixième  des  conférences  sur  la  mathématique 
tenues  à  Chicago,  insiste  lui  aussi  sur  ce  point  que  «  les  déve- 
«  loppements  nuithématiques  qui  dépassent  les  limites  rigou- 
«   reuses  de  la  science  appliquée  n'ont  aucune  valeur  pratique  ». 

Par  suite,  les  jeunes  gens  devront  être  exercés  dans  l'ajjpré- 
ciation  de  l'approximation  (juil  est  convenable  de  recherchei' 
relativement  au  r»^sultat,  d'un  côté,  et  de  laulre  de  celle  qu'il 
faut  exiger  relativement  aux  données  du  problème.  11  faudra 
aussi  faire  bien  comprendre  le  degré  de  précision  nécessaire  dans 
l'usage  des  instruments  de  calcul,  proportionnellement  au  degré 
d'approximation  que  nécessairement  on  ne  pouira  dépasser  dans 
les  questions  spéciales.  Cela  soit  dit  pour  le  choix  des  tables  de 
logarithmes,  pour  lesf[uels,  sauf  quehpies  rares  exceptions, 
4  ou  5  décimales  sont  sulfisantes. 

Kn  se  servant  des  tables  à  sej)!  décimales  ou  davantage  encore, 

par    exemple    dans    des    calculs    de    longueurs    où    les    méthodes 

employées   rendent   possible  nne    ei-reur   de    i   ou  a  mètres  pour 

une  vingtaine    de  kilomètres,  1  approximation    ([uOn   obtiendrait 

Eiiscigiiciiicnl  ni.ith.  3 
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ainsi    serait    une    apparence    chimérique    et    trompeuse.    C  est 
encore  l'opinion  de  M.  Laisant. 

Moyens  mécaniques  pouu  la  hhsolutiox  des  problî:mes.  — 
3o.  L'introduction  des  questions  pratiques  dans  l'enseignement 
donnera  Toccasion  (dans  les  écoles  plus  avancées  et  avec  des 
jeunes  gens  suffisamment  instruits),  d'enseigner  au  moins  lusage 
des  principaux  instruments  et  appareils  avec  lesquels  on  peut 
exécuter  et  simplifier  les  calculs  et  les  constructions.  Après  avoir 
familiarisé  les  élèves  avec  les  tables  proprement  dites  (loga- 
rithmes, etc.),  on  pourra  leur  parler  des  abaques  et  des  règles 
logarithmiques.  On  les  habituera  aussi  à  se  servir  des  courbes 
représentatives  des  fonctions  pour  déterminer,  avec  une  approxi- 
mation souvent  suffisante,  les  valeurs  pour  lesquelles  ces  fonc- 
tions se  trouvent  dans  certaines  conditions,  et  conséquemment 
pour  résoudre  des  équations. 

Il  sera  utile  encore  de  parler  des  moyens  physiques  par  lesquels 
on  peut  résoudre  des  équations,  par  exemple  de  l'usage  des 
liquides,  et  en  général  des  machines  qui  ont  été  construites  pour 
l'exécution  des  calculs  et  la  recherche  des  fonctions  ;  parmi  ces 
machines,  quelques-unes,  comme  rarithmomètre,  sont  largement 
utilisées  dans  la  pratique,  et  d'autres,  comme  l'intégraphe.  ont 
beaucoup  d'applications  ('j. 

Rodolphe  Bettazzi  (Turin). 


(')  Voir  Pascal  E.,  Repertorlo  di  niaiemaiic/ie  .lupen'o?/,  et  Dyck.  Ka/ah>o-  mathe- 
matischer  und  matliemaiisch-physikallscher  Mvdel/e,  Apparate  iind  Insiiiimente. 


>'OUYEAUX    MODELES   CIXÉMATIQUES 

ET     INTRODUCTION     \ G  U  V  K  L  L  E 

A  LA  THÉORIE   DES  COURBES  GYCLOIDALES  (') 


//  nous  semble  utile  d'appeler'  l'attention  du  lecteur  sur  une  collection 
de  nouvcau.r  modèles  (-)  destinés  à  l'enseignement  de  la  Cinématique. 
Cette  collection  répond  au  vœu  exprimé  par  M.  le  professeur  F.  Klein  ii 
la  réunion  des  mat/iématiciens  allemands  tenue  ci  Francfort  en  189G,  ii 
savoir  ('  :  ;  qu  il  soit  édité  une  collection  de  modèles  simples  permettant  de 
réaliser  les  mécanismes  les  plus  importants  en  mettant  en  évidence  les 
principes  mathématiques  sur  lesquels  ils  reposent.  Il  est  vrai  qu'il  ciistait 
déjct  quelques  modèles  qui  peuvent  être  rangés  dans  cette  catégorie;  ?nais 
il  restait  à  en  augmenter  le  nombre  et  ii  les  grouper  systématiquement.,  le 
pri.r  de  chaque  modèle  étant  aussi  bon  marché  que  possible.  En  entre- 
prenant ce  travail,  M.  Fr.  Schilling  rend  un  grand  service  à  l'ensei- 
gnement. Il  faut  espérer  que  ses  modèles,  dojit  une  première  série  seule  (*) 
vient  de  paraître,  ne  tarderont  pas  ii  pénétrer  dans  les  salles  de  cours. 
Ils  pourront  être  utilisés  non  seulement  dans  les  écoles  supérieures,  mais 
aussi  dans  les  leçons  élémentaires. 

LliS  DllU-CTEUUS. 

Diins  le  but  de  rendre  plus  facile  lu  compréhension  des  modèles 
dont  il  est  question  dans  la  seconde  partie  de  ce  mémoire,  je  con- 
sacre la  première  h  une  introduction  nouvelle  et  particulièrement 


(')  Traduit  de  rallemaiid  par  II.  Dlaime.  L  orig-inal  a  paru  dans  la  Zcitxchr.  f. 
Math.  H.  PInjs.,  t. 44;  i8<)(j. 

(*)  Ces  modèles  sontédilés  parla  maison  Martin  Schilling  à  Halle  a.  S.:  elle  se 
tient  à  la  disposition  du  leeteur  pour  lui  fournir  des  renseignements  détaillés  au 
sujet  de  ces  modèles. 

{')  Jahrcsbcriclit  <ler  Diutscli.  Math.  Veicinigung,{.\  ,ç .  'i;\o\r  aussi  t.  VII,  p.  7. 
{*)  La  deuxième  série  comprenant  les  mécanismes  qui  se  rattachent  à  la  théorie 
des  engrenages  paraîtra  i)ruehaincment. 
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simple  à  la  théorie  des  cycloïdes.  Les  exposés  (M  que  l'on  a 
publiés  jusqu'à  ce  jour  sur  cette  théorie  manquent  de  clarté,  ou 
sont  incomplets  sinon  même  inexacts.  C'est  à  cette  circonstance 
qu'il  faut  attribuer  le  fait  (pie  dans  les  milieux  des  mathématiciens 
ces  notions,  en  elles-mêmes  très  simples,  ne  sont  pas  aussi  con- 
nues que  l'exigerait  leur  importance  technique  dans  la  construc- 
tion des  engrenages. 


§  I . —  Les   courbes    cycloïdales. 

Nous  appellerons  courbes  cycloïdales  les  courbes  dues  à  la 
génération  cinématique  suivante  : 

I.  Si  deux  côtés  adjacents  SE,  e/  SE ^  d'an  parallélogramme 
articulé  SE,  ME.,  tournent  autour  du  sommet  S,  açec  des  vitesses 
angulaires  lo  et  il,  différentes,  mais  toutes  deux  uniformes,  le 
sommet  opposé  M  décrit  une  courbe  cycloïdale  (fig.  i). 

Envisageons,  dans  le  plan  du  parallélogramme  ("),  la  variable 
complexe  z  ■=  x  -\-  iy. 

Supposons  que  dans  la  position  initiale,  le  parallélogramme 
soit  aplati,  de  telle  sorte  que  les  quatre  côtés  coïncident  avec  l'axe 
des  X  ;  désignons  par  C  et  f ,  les  longueurs  des  côtés  SE,  et 
SE2,par  c-,  et;, des  variables  complexes  représentant  les  positions 
de  Ej  et  E.,  dans  le  cours  du  mouvement,  par  r  une  variable  cor- 
respondant de  même  au  point  M,  enfin  par  /  un  paramètre  indé- 


(')  Par  exemple,  ceux  de  MM.  A.  Yietor  et  Gh.  Wiener  publiés  dans  la  Zeitschr. 
/'.  Math.  II.  PJiys.  (t.  a5,  p.  263  et  suiv.,  1880;  t.  26,  p.  aS.ï  et  suiv.,  1881)  laissent 
à  désirer  au  point  de  vue  de  la  simplicité.  On  trouve  des  inexactitudes  par 
exemple  dans  les  traités  suivants:  \Vi:issEMiORN, />/V  cylxlischen  A'Hnrzj.  Eiscnach. 
i85()  ;  Hattendorf,  Analytisclic  Géométrie.  Hannovcr,  1887.  p.  108  et  suiv.; 
Kœmgs,  Leçons  de  cinéma(i<]ue,  Paris,  1897,  p.  i(>3.  Le  meilleur  exposé  est  encore 
celui  que  l'on  trouve  dans  la  courte  note  publiée  en  1874  par  M.  Rittershaus 
dans  les  Ver/iand/iingen  zur  liefœrderung  des  Geiverbfleis.ies  in  Preiissen  (année  53, 
p.  272)  ;  M.  Burmesti:r  l'utilise  dans  son  triiilé  de  Cinématique  (Leipzig,  1884. 
p.  i34  et  suiv.).  Toutefois  ces  auteurs  ne  font  pas  l'élude  analytique  des  courbes. 
Voir  aussi  Gildermiister,  De  lineis  ctiri'is  epici/cloidibiis  et  /ii//)oci/cloidif>iis.  Mar- 
bourg,  i8()(),  et  ]iMLLiiKMA.yy,  Epici/filotden  laid  llypoci/liloiden,  Icna,   i8t)7. 

(*)  M.  Meiimke  a  déjà  employé  des  variables  complexes  pour  des  recherches 
analogues,  notaniment  dans  son  travail  :  Ucbcr  die  Bewegung  eincs  cbcnen 
starren  Systems  in  sciner  Ebene,  Zeitsclir.  fiir  Mat/i.  11.  Pitysik,  t.  35,  p.  1-24. 
'15-8 1   (i8()o). 
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pendant  analogue  au  temps.  Nous  avons  évidemment  les  rela- 
tions : 

et  comme 

(I)  3  =  Ce'-'  +  ce'"', 

qui  est  l'équation  générale  la  plus  simple  des  courbes  cycloï- 
dales  ('). 

On  voit  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  principaux 
suivant  que  lo  et  12  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 

Nous  supposerons,  ce  qui  ne  diminue  (Tailleurs  en  rien  la  géné- 
ralité des  recherches,  dans  le  premier  cas  to  et  û  tous  deu.r 
positifs,  dans  le  second  cas  (o  négatif  et  -  positif]  da/is  les  deu.r 
cas  |io|  <  Q. 

Quels  que  soient  les  signes  de  w  et  de  Q,  l'équation  (I'  peut 
prendre  les  deux  formes  suivantes  î 

(II)  ;  =  (C  +  ce'(2--)<)e'<-', 

(III)  3=(c4-Ce«("-û)<)e'2'. 


(')  Si  nous  partions  d'une  position  quelconque  du  parallélogramme,  léquation  (I) 
deviendrait,  en  remplaçant  z  et  i  par  r'  et  t' 

(V)  c'  =  Ce '■('••''+«)    +   ce '("''+?) 

où   a  et  6  désignent  les  angles  de  SKj  et  de  SEj  avec  l'axe  des  .r,  dans  la  position 
initiale.  Faisons  alors  les  substitutions  : 

T  et  "    étant    deux  grandeurs    réelles     non    encore     déterminéees,    l'équation     (!') 
devient  : 

z  =  Ce  '  ("'  "*■  "''  +  «  -  t)  ^  ce  '  (-'  "^  '■'"  -+-?-'). 

Cela  revient  évidemment  à  faire  tourner  le  système  des  coordonnées   d'un  certain 
angle  autour  de  S,  et  à  compter  le  paramètre  i  à  jiartir  d'une  nouvelle  origine. 
Pour  ramener  l'équation  (I')  à  l'équation  (I),  il  suffit  de  poser  : 

co-r  +  a  —  jr=o  Q  -  -\-  p  —  -  =z  o 

c'est-ù-dire 

z  —  ^  _   '^  +  ^'^^  ■^  +  2  +  3    _    a  1>  —  3  o> 

'  ■"   "l>  —  10   '    '^  ~  'i  ""         iî—  '.)       ' 

ce  qui  est  toujours  possible,  sauf  datis   le  cas  où  'o  ^  û,   mais  alors  le  parallélo- 
gramme, tourne  autour  de  S  comme  un  système  rigide. 

Il  faut  encore  remarquer  que  nous  ne  restreignons  nullement  la  généralité  de  la 
démonstration,  en  supposant  les  grandeurs  C  et  c  toutes  deux  positives. 
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Cherchons  à  nous  représenter  la  signification  géométi'iquc  de 
l'équation  '^11;  pour  une  valeui"  donnée  C  du  paramètre  t. 

Afin  d'être  plus  précis,  nous  nous  placerons  dans  le  premier 
cas(to  et  2  tous  deux  positifs^  ;  les  résultats  seraient  d'ailleurs 
absolument  les  mêmes  dans  le  second  cas.  Nous  remarquerons 
d'abord  qu'il  nous  suffît  de  ne  conserver  du  parallélogramme 
que  les  côtés  SEj  et  EjM    fig.  i^.  Pour  représenter  la  parenthèse 


\y 


ti/ 


K.,       E,  M 


Fis 


FifT-  2. 


qui  figure  dans  le  second  membre,  portons  à  partir  de  l'origine 
sur  l'axe  des.r,  la  longueur  C  eu  SEj  (fig.  3\  puis  h  partir  de  Ej, 
une  droite  de  lonoueur  c,  faisant  avec  l'axe  des  x  un  angle 
(û  —  w)  ?*,  en  EjM  ;  le  point  M  est  alors  l'image  de  la  (juantité 
complexe  C  -\-  ce'  ~~''''\  Si  à  présent  nous  faisons  tourner  tout 
d'une  pièce  la  figure  SEjM,  d'un  angle  to  /*  autour  de  S,  elle 
viendra  en  SEj*  M*  et  le  point  M*  sera  l'image  du  second  mem- 
bre complet  (C  H- r<? -'■"-"''")  e'"'*. 

En  d'autres  termes  l'équation  II  exprime  que  le  point  M  est 
soumis  à  chaque  instant  à  deux  rotations  ;  l'une  autour  do  la 
position  momentanée  du  point  E^,  avec  une  vitesse  angulaire 
(--  —  (o;,  l'autre  (à  laquelle  E,  est  également  soumis)  autour  du 
point  S,  avec  une  vitesse  angulaire  w  ('). 


(')  Ce  mouvement  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  la  lune  qui  tourne  autour  de 
la  terre  et,  en  nu-me  temps  (]uc  celle-ci.  autour  du  soleil.  Nous  avons  d'ailleurs 
choisi  une  partie  de  la  notation  alin  de  l'aire  ressortir  cette  analogie. 
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Xoiis  sommes  ainsi  amenés  à  une  deuxième  génération  cinéma- 
tique des  courbes  cycloïdales. 

2.  Une  courbe  cycloïdale  est  engendrée  par  un  point  ^I  d'un 
système  mobile,  qui  tourne  dUine  vitesse  uniforme  autour  d'un 
point  E,,  tandis  que  ce  dernier  tourne  lui-même,  également  dune 
l'itesse  uniforme  autour  d\in  point  fixe  S. 

Cette  seconde  sorte  de  génération  présente,  il  est  vrai,  Tincon 


Fi  g. 


Fig. 


vénient  de  produire  la  même  courbe  de  deux  façons  différentes. 

Nous  pourrions  en  effet  chercher  la  signification  de  l'équa- 
tion III,  c'est-à-dire  considérer  la  partie  SE.,  M  du  parallélo- 
gramme (fig.  4)'  •N(^>us  obtiendrons  alors  la  même  courbe  que 
précédemment  en  donnant  à  M  une  vitesse  négative  cette  fois, 
oj  —  2,  autour  de  E,,  pendant  que  E.,  tourne  lui-m«'Mne  autour 
de  S  d'une  vitesse  constante  ^-^. 

Or,  les  théorèmes  de  Cinématique  nous  permettent,  dans  le 
cas  de  la  figure  3,  de  remplacer  pour  un  instant  les  deux 
vitesses  angulaires  simultanées  de  M  : 

[^  —  oj)  de  centre  E,,  et  u>  de  centre  S,  par  une  seule  vitesse 
angulaire  2  —  (,)^  -|-  to  =  tî  autour  du  point  Pj,  qui  partage  la 
ligne  SE,  dans  le  rapport  inverse  des  vitesses  angulaires  [^\^.  5) 
de  sorte  ([ue  : 

l'.S  C  —  w  ' 
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que   l'on   peut  écrire  en   posant    E,  P^  =  i   et  P,S 

(IV)  1-^-Jl 


Les  lieux  géométriques  du  pôle  ou  centre  instantané  P,,  dans 
le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile  (fixé  à  EjM),  c'est-a-dire 
les  trajectoires  polaires,  sont  évidemment  deux  cercles  tangents 


extérieurement  de  centres  S  et  Ej  et  de  rayons  a  c\.  b  fig.  5). 
Cela  nous  donne  une  troisième  génération  cinématique  des 
courbes  cycloïdales,  qui  est  d'ailleurs  la  plus  connue. 

3.  Ut^e  courbe  cycloïdale  est  la  courbe  décrite  par  un  point  M 
ini>ariablement  lié  à  un  cercle  qui  roule  sur  un  cercle  fixe. 

Xous  pourrions  faire  un  raisonnement  analogue  pour  le  cas  de 
la  figure  4-  Le  pôle  P^,,  qui  est  alors  situé  sur  le  prolongement 
de  SE.,  au  delà  de  S  est  donné  par  l'équation 

^P,   _       il 

P,S     ~  to  — o  ' 


ou  en  désignant  par  A  et  B  les  valeurs  absolues  des  longueurs  P^S 
et  E,P, 

B  O 

Les  cercles  polaires  sont  alors  tangents  intérieurement. 
Nous  pouvons  donc  dire  que  : 
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4.  Toute  courbe  cycloïdale  du  premier  type  peut  être  engendrée, 
soit  par  deux  cercles  tangents  extérieurement  et  roulant  l'un  sur 
l'autre,  soit  par  le  roulement  de  deux  cercles  tangents  intérieu- 
rement; dans  ce  dernier  cas,  le  grand  cercle  doit  toujours  roule/- 
sur  le  petit. 

Eli  soustrnvant  les  équations  IV  et  V.  ou  a  : 

(V.)  -^        " 


On  voit  en  outre,  par  la  simple  inspection  des  figures,  que  : 

(YII)  I,  -\-  a  =  C, 

(VIII)  B  —  A  =  c, 

c'est-à-dire  : 

5.  La  distance  du  point  décriçant  au  centre  du  cercle  mobile, 
de  V un  des  couples  de  cercles,  est  égale  à  la  distance  des  centres 
de  Vautre  couple. 

Les  équations  (VI),  (VU)  et  (VIII)  déterminent  sans  auilnguïté 
A,  B,  C  si  Ton  connaît  a,  b,  c  et  vice  versa. 

Enfin  l'équation  (^'I)  a  la  signification  géométrique  suivante  : 


6.  Si  l'on  réunit  les  figures  j  et  (i  construites  pour  le  même 
instant  t*  en  une  seule  de  façon  à  rétablir  le  parallélogramme 
primitif,  les  points  V^,  P^  et  M  sont  en  ligne  droite  ^(ig.  7). 
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Ce  théorème  permet  de  construire  griiphiqucment  A,  B^  C, 
quand  on  connaît  «,  ^,  c  et  inversement. 

Pour  le  second  cas  (to  <o,  O  >  o,  |to|<Q)  nous  nous  conten- 
terons des  remarques  suivantes  : 

4*.  Toute  courbe  cycloïdale  du  second  tijpe  peut  être  engendrée 
par  deux  couples  de  cercles  tangents  intérieurement,  dans  les 
deux  cas  le  petit  cercle  roulant  sur  le  grand. 

Les  formules  correspondant  aux  formules  (IV)  ii  (VIII)  sont 
alors  les  suivantes,  où  a,  h  et  A,  B  désignent  toujours  les  valeurs 
absolues  des  rayons  SPj,  Pj  Ej  et  SP^,  P,E, 


(IV*) 

h  _ 

'"      ,                 fV*) 

B    _       <) 

a 

o— W  '                        ^^     > 

A    ~   11  —  0) 

(VI*) 

B           h 

A    +    a    =  ^■ 

(vir) 

a  — 

h  =  c,          (Yiir) 

A  —  B  =  c. 

Les  théorèmes  5  et  6  s'appliquent  ici  sans  aucune  modifi- 
cation (^j. 

L'équation  (VI*)  nous  montre  que  si  lun  des  rapports  des 
rayons  est  égal  à  —,  l'autre  l'est  aussi  ;  dans  ce  cas,  (o  =  — iî,  à 
cause  des  équations  (IV*)  et  (V*),  et  l'équation  primitive  devient  : 

(IX)  z—Ce-i^t  +  ce'^t 

qui  peut  s'écrire  en  égalant  respectivement  les  portions  réelles 
et  les  portions  imaginaires  : 

(X)  X  ={c-\-  C)  coso/, 
r  =  (c  —  C)  sin  Qt. 

et  si  l'on  fait  abstraction  du  cas  où  C  =  c,  on  déduit  de  là 


—  + 


donc  : 

7.  Dans  le   cas  parlicuUet  oii  co  :i= —  iî  ;  si  c  =  C   le  point  M 


C)  Soit  par  exemple  :  C  et  -rr- ,  constants,  mais  c  variable,  l'équation  (I)  repré- 
sente par  un  choix  convenable  de  t-  toute  courbe  cycloïdale  qui  peut  être  engendrée 
par  le  roulenicnl  d'un  certain  couple  de  cercles.  • 
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décrit  un  segment  de  Vaxe  des  x;  si  c  ^  C  le  point  M  décrit  une 
ellipse  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés  et  ont 
pour  valeurs  2  (c  -f-  C)  <?/  2  |c —  C|. 

[.a  nu'iiie  équation  (VI*)  nous  permet  encore  de  dinerencier  les 
deux  couples  de  cercles  : 

8.  Si,  dans  les  courbes  du  second  ti/pe,  le  rapport  des  rayons 
d'un  couple  de  cercles  est>   —,  le  rapport  des  rayons  de  l'autre 

couple  est  <   — . 

En  nous  basant  sur  les  remarques  précédentes,  nous  propose- 
rons les  dénominations  suivantes  pour  les  divers  types  de  courbes 
cycloïdales   : 

Q.  ?sous  appellerons  «  Epitrochoïdes  »  les  courbes  cycloïdales 
du    premier    type    (-^  >  o|,   et   «   Hypotrochoïdes    »   celles  du 

second   I  —^  <  o  I . 

Le  dernier  théorème  nous  fournit  un  moyen  d'indiquer  par 
quel  couple  de  cercles  la  trochoïde  a  été  engendrée. 

10.  On  pourra  appeler  «  Epitrochoïde  à  centre  libre  »  ou 
«  Epitrochoïde  à  centre  coui>ert  »,  la  même  epitrochoïde  suivant 
que  le  cercle  roulant  regardé  comme  un  disque  plein  laisse  voir 
ou  couvre  le  centre  du  cercle  fixe  ;  de  même  Vhypotroclioïde  sera 
dite  «  Hypotrochoïde  à  centre  libre  »  ou  «  Ilypotrochoïde  à 
centre  couvert  ». 

Nous  donnerons  enfin  les  définitions  suivantes,  qui  supposent 
seulement  |w|  <  Y-*-\- 

11.  Dans  le  premier  comme  dans  le  second  cas,  nous  diro/is 
que  la  courbe  est  une  épi-  ou  hypotrochoïde  allongée,  raccourcie 

OU  ordinaire  \j)  selon  que  le  rapport  -p-est  >,  <  ou  =   -pp    [j). 


(')  J'ai  employé  les  termes  usités  dans  les  ouvrages  Iraneais.  bien  qu'ils  ne  cor- 
respondent nullement  aux  termes  allemands  :  i/cniihtiaiiifne  [cnirc\i\véo) ,  i;csfrcc/ila 
(étirée),  gexpitzle  (ù  rebroussements).  On  remarquera  aussi  que  le  terme  épiey- 
clo'i'dc  est  employé  ici  dans  un  sens  beaucoup  plus  resti'einl  que  dans  les  ouvrages 
français.  Note  du   liad. 

c  I  f*  I 

{' I   Si  -rr- =    7~  .  les  cercles  fixes  des  deux  couples  coïncident. 
y-*        J  12  I 
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Nous  iioDinierons  aussi  pour  abréger,  épi-  ou  hiipocycloïde 
[à  centre  libre  ou  couvert),  Vèpi-  ou  Jnjpotroclioïde  ordinaire. 

J'ajouterai  encore,  à  l'appui  de  ce  qui  précède,  les  définitions 
géométriques  données  par  M.  (]hr.  Wiiinkii,  dans  le  travail  cité 
plus  haut  (p.  32). 

II*.  Si  le  point  décrivant  INl  et  le  centre  du  cercle  fixe  sont 
tous  deux  intérieurs  ou  tous  deux  extérieurs  au  cercle  mobile 
nous  avons  une  troclioïde  allonixée. 

Si  le  point  décrivant  M  est  intérieur  et  le  centre  du  cercle  fixe 
extérieur  au  cercle  mobile  ou  vice  versa.,  nous  avons  une  trochoïde 
raccourcie. 

Si  enfin  le  point  décrivant  M  est  sur  le  cercle  mobile  'le  centre 
du  cercle  fixe  pouvant  d'ailleurs  être  à  V extérieur ,  ou  à  Vinté- 
rieitr)  nous  avons  une  trochoïde  ordinaire. 

J'indique  en  terminant,  les  équations  des  trochoïdes  en  coor- 
données rectangulaires  .r,  //  ;  égalant  les  portions  réelles  et  les 
portions  imaginaires  de  l'équation  (I)  on  a  : 

(XI)  X  ^=  C  cosiot -]- ccosQt, 

y  =  C  sin  10/  +  c  sin  iît. 

On  peut  transformer  ces  équations,  de  manière  que  l'on 
puisse  reconnaître  de  suite  la  génération  de  la  trochoïde.  Soit 
par  exemple  une  épitrochoïde  h  centre  libre.  Introduisons  à  la 
place  de  t  le  paramètre  À  (donné  par  X  =  tof)  qui  désigne  l'angle 
dont  l'axe  central  SEj  du  couple  de  cercles  a  tourné  autour  de  S, 


En  effet,  dans  le  premier  cas,  par  exemple,  on  déduit  des  équations 

B  —  A  c  ti) 

(VII  et  YIII)  -j—, =  -TT-  =  "TT 

ou  en  vertu  des  équations  (IV  et  V)    : 


A        Q  —  M 


o'est-à-dire 


a  M  a 

iï  — 10         ' 


La  démonstration  est  analogue  pour  le  second  cas. 
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et  éliminons  les  grandeurs  — -  et    C   à    Taide  des  équations  (lY) 

et  (VII). 
XI  a)  •»•  =  [O  +  /■»)  cos  À  +  c  cos -—  À, 

r  =:  [a  -\-  h)  sin  À  -{-  r  sin À. 

Nous  aurons  de  même  pour  une  épitroehoïde  à  centre  couvert 

}3 \ 

\lb)  .r  =  Ccos A  +  (B  — A)cosA, 

n \ 

r  =  c  sin A  +  (B  —  A)  sin  A, 

où 

A  =  iV. 

Enfin    pour    riivpotrochoïde,    nous     aurons     l'un     des     deux 
groupes 

XI  c)  X  =  {a  —  h)  cos  À  +  c  cos  — À, 


y  =  («  —  /;)  sin  X  -{-  c  sin X, 


dans  lequel 


A=: 

z  tôt, 

.l- 

=:   Ccos 

B 

—  A 

B 

A  +  (A- 

-B) 

cos 

A. 

r 

z=^C  sin 

B 

—  A 

A  +  (A- 

-B) 

sin 

A, 

dans  lequel 


A  =n/. 


Ces  équations  peuvent  être  utilisées  pour  l'élude  de  courbes 
particulières;  mais  elles  sont  évidemment  moins  simples  et 
moins  générales  que  les  équations  (I)  et  (XI). 

§  2.   —  Desciuptiox    des   modIîi.es 

Ces  modèles  se  partagent  en  qiuitre  groupes  que  nous  allons 
successivement  examiner. 

Les  (jiiaire  modèles  du  premier  î,n-onpe  montrent  les  doubles 
générations  des  épitrochoïdes  et  livpotrochoïdes  (mod.    i-4i- 
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Le  premier  modèle  donne  les  trois  sortes  d'épitrochoïdes  : 
allongée,  ruccoureie  el  ordinaire,  ii  centre  libre  ;  le  deuxième  la 
même  cpitrochoïde  allongée  comme  au  premier  mais  ii  i:entre  cou- 
verl,  et  une  épitrochoïde  ordinaire  complètement  difTérentc.  On 


PREMIER     GROUPE 


Modèle    I. 


Modèle  2. 


Modèle  3. 


Modèle  4- 


remarquera,  dans  les   deux  modèles,  les  positions  relatives  de  la 
trochoïde  ordinaire  et  de  la  Irochoïde  allongée. 

Les  deux  modèles  suivants  nous  montrent  de  la  même  iaçon. 
les  trois  sortes  d'hypotrochoïdes  :  allongée,  raccourcie  et  ordi- 
naire, h  centre  libre  (mod.  3)  et  à  centre  couvert  (mod.  4)« 
Tandis  qu'un  point  du  système  mobile  décrit  une  trochoïde  dans 
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le  système  solide,  réciproquemenl  un  point  du  système  solide 
décrit  également  une  trochoïde  dans  le  système  mobile.  C'est 
ainsi  que  dans  le  modèle  4,  mi  point  du  système  fixe  décrit  une 
épitrochoïde  à  centre  couvert,  tandis  qu'un  point  du  svstème 
mobile,  décrit  une  hypotrochoïde  qui  est  d'ailleurs  la  même 
(|uc  l'hypotrochoïde  raccourcie  représentée  sur  le  modèle  3  ; 
d'autre  part  les  positions  initiales  des  deux  points  décrivants 
coïncident. 

Comme    on   peut  s'en   rendre   compte  d'après  les  figures   ces 
modèles  consistent  en  deux  cercles  représentés  par  des  disques 
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.MoJcK 


.ModMo  G. 


Modèle  -. 


ou  des  anneaux  de  métal  (feuilles  de  zinc)  qui  sont  assujettis  a 
rouler  l'un  sur  l'autre  au  moyen  d'un  svstème  d'enorenaoes.  On 
dirige  le  cercle  mo])ile  sur  le  cercle  fixe  à  l'aide  d'une  mani- 
velle fixée  sur  le  côté  postérieur.  Les  courbes  sont  marquées 
sur  un  disque  de  verre  ;  les  points  décrivants  sont  représentés 
par  des  petites  boules. 

Le  deuxième  groupe  donne  avec  ses  trois  modèles  les  cas  spé- 
ciaux des  courbes  cycloïdales  (mod.  5,  G  et  ji.  Le  premier  modèle 
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montre  les  générations  d'ellipses  et  de  droites,  par  roulement 
d'un  cercle  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  double  (Th.  j).  en 
même  temps  il  permet  de  vérifier  le  fait  que  si  une  droite  se 
meut,  de  telle  sorte  que  ses  extrémités  glissent  sur  deux  droites 
qui  se  coupent,  tout  point  lié  invariablement  ii  cette  droite  décrit 
une   ellipse  ou  une   double    droite. 

Les    deux    autres   modèles    représentent    les    générations    des 
développantes  de  cercles   et    des  cycloïdes   allongées,  ordinaires 


T  R  o  I  s  1 1:  .M  E    r.  Il  Cl  V  p  k 


Mo  lèle  S. 


Modèle  (;. 

et  raccourcies  par  roulement  d'une   droite  sur  un  cercle  et  d'un 
cercle  sui'  une  droite  (*). 

La  construction    de    ces   modèles   est   absolument   analogue   a 

o 

celle  des  précédents.  Pour  rendre  possible   le   roulement  de  la 
droite  sur  le  disque  circulaire  dans  le  modèle  G,   l'extrémité   de 

la    manivelle    aljoutit    à   un   curseur   qui   glisse  sur  le  coté  inlé- 


(')  Par  aiialog'ic,  nous  appellerons  développanlc  de  cercle  allongée,  raccourcie, 
ou  ordiiKiirc,  la  courbe  décrite  par  un  point  invariablement  lié  à  une  droite  qui 
roule  sur  un  cercle  suivant  que  ce  point  sera  du  même  «-iMé  de  la  droite  que  le 
centre  du  cercle  mobile,  de  l'autre  côté  ou  sur  la  droite  même. 

De  même  la  cvcloïde  sera  dite  allongée,  raccourcie  ou  ordinaire  selon  que  le 
jioint  décrivant,  sera  à  l'cxtéric-ui'.  à  l'intérieur,  ou  sur  la  circonférence  du  cercle 
mobile. 

(11  faut  pourtant  remarquer  que  la  courbe  décrite  par  un  point  de  la  droite  est 
seule  une  véritable  développante  de  cercle  ;  les  deux  autres  courbes  ne  répondant 
nullement  à  la  définition  de  la  développante.) —  Note  du  tratl. 
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rieur  de  la  droite  ;  dans  le  modèle  de  la  evcloïde  on  remplace 
généralement  la  manivelle  par  un  dispositif,  qui  peut  passer 
sous  la  droite. 

Les  deux  modèles  an  troisième  groupe  concernent  les  manivelles 
antiparallèles  i\  rotations  de  même  sens  et  à  rotations  contraires, 
avec  leurs  trajectoires  polaires  (mod.  8  et  9). 

Elles  consistent  en  un  contre-parallèlogramme  articulé  KLMN 
(fig.  8)  dont  les  côtés  sont  égaux  deux  à  deux.  Suivant  que  Ton 
^  c 


Fig.  8.  Fig.  y. 

fixe,  un  des  petits  côtés  ou  un  des  grands,  les  deux  côtés  adja- 
cents au  côté  fixe,  <(  les  manivelles  »  peuvent  tourner  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraire.  Les  trajectoires  polaires  roulant  Tune 
sur  l'autre  pendant  le  mouvement  sont  deux  ellipses  congruentes 
(ou  deux  hyperboles\  lieux  des  points  d'intersection  I*,  (ou  P,,) 
des  manivelles  dans  le  système  fixe  et  dans  la  figure  liée  au  côté 
opposé,  qu'on  nomme  le  ((  lien  «  {')• 

La  disposition  générale  des  modèles  est  suffisamment  visible 
dans  les  figures.  On  produit  le  roulement  dans  le  premier  modèle 
en  agissant  sur  un  petit  bouton  que  l'on  voit  sur  une  des  mani- 
velles, dans  le  second  au  moyen  d'une  manivelle  placée  \\  l'en- 
vers du  modèle.  On  a  d'ailleurs  ajouté  des  dents  d'engrenage, 
pour  faciliter  le  passage  des  points  d  inversion  au  moment  où  le 
contre-parallélogramme  se  changerait  en  paralléhtgramme  (les 
quatre  côtés  tombent  alors  en  ligne  droite. 

Enfin  le  quatrième  groupe  contient  les  inverseurs  de  Peaucel- 
lier,  de  liart  et  de  Sylvestcr-Kempe,  appareils  pour  efTcctuer  les 
transformations    par    rayons    réciproques    (mod.    10,    11    et     12]. 


!*)  Voir  :  Di'kmi.ster,  Lehrlfuch  (1er  Kinematiti.  p.  lovs  et  suiv.  et  Reulf.aux, 
T/ieorclisc/ie  KincniatiA  (Hi'îiunsctiweig,  187,")),  p.  187  et  suiv.,  traduction  fran- 
çaise par  A.  Debitze.  Paris,  1877,  p.  3o8  et  suiv. 

Enseignement  math.  4 


FR.   SCHlLLiy G 


Ces  trois  inverseurs  ont  entre  eux  des  rapports  étroits,  qui  ne 
sont  pas  assez  connus;  je  voudrais  les  indiquer  en  quelques  mots 
et  rappeler  en  même  temps  sur  ([uelle  base  mathématique 
reposent  ces  appareils. 
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Module 


ilodclc   1  I. 


Modèle    12. 


Commençons  par  Tinvcrseur  Poaucellier,  découvert  le  pre- 
mier (1864).  Ce  système  articulé  se  compose  d'un  rhombe  ABCD, 
et  de  deux  tiges  égales  PC  et  PD,  qui  se  joignent  en  P  et  abou- 
tissent à  deux  sommets  opposés  du  rhombe  (lig.  9). 


(')  Voir  :  Burmester,  Lt7//-6«cA  dcr  AV/jf/naijA,  p.  ;)()4  el  siiiv.:  Y^vwvv.,llowto  draw 
a  slraiglit  Une.  Loudon,   1877  ;  Meubeug,  Systèmes  de  tiges  articulées.  Lièg-e,  i88(i. 
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Quelle  que  soit  la  déforniatiou  eu  a  : 

PÂ.  PB  =  FË-  —  JŒ-  =  PC'  —  ÂC-, 

Los  j)oi?its  A  et  B  sont  deux  points  correspondants  d'une 
transformation  par  raijons  réciproques^  de  centre  P  et  de  puis- 
•sYi/Re  Pë  — ÂC-. 

L'inverseur  de  Ilart  (i8j4)  consiste  en  un  contre-parallélo- 
gramme articulé  KLMN  (KL  =  MN,  KN  =  LM)  (fig.  lo).  La 
droite    idéale  QT,  menée  parallèlement  à  \\Sl,  coupe   les   tiges 

M 


Fiçr.  10. 


en  des  points  Q,  R,  S,  T,  Si  l'on  construit  les  symétriques  des 
triangles  LQR  et  ]\I(|S  par  rapport  à  la  droite  QT,  on  a  les 
figures  LQRL,  et  MQSM,  (fig,  1 1  «  et  1 1  h)  qui  représentent  les 
parties  CAPD  et  CBPD  de  Tinverseur  Peaucellier, 

Comme  dans  ce  dernier  QR.QS  est  constant,  il  est  égal  ici  à 


[MN-  —  ML') 
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Les  points    R   c^    S   correspondent   dans    une   transformation  par 
rayons  réciproques  dont  le  cen- 
tre est  Q  et  dont    la  puissance 
est  la  constante  indiquée.  -''m 

L'inverseur     de 


Sylvester-  '^^•/^"^^^j 
Kempe  (iS^D!  n'est  (piune  gé- 
néralisation du  précédent  ;  il 
se  compose  de  quatre  triangles 
semblables  dont  ([ualre  côtés 
analogues  forment  le  parallélo- 


■l^'. 


Fisr.  12. 


trianime  KLMN  (fiff. 


On    peut    amener     la     droite     iil«'alc    (^)R,     dans     la    position 
QiRi  [|   MK,    en    faisant    tourner     les    points    (^    et     II     d'angles 
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égaux  QLM,  RLK,  autour  de   L;  de  même  on  amènera  la  droite 

QS  en  QoSJI  i\IK  en  faisant  tourner  Q  et  S  d'angles  égaux  QML, 

SMN  autour  de  M.  Il  s'ensuit  que  non  seulement  l'angle  RQS 
reste  constant,  mais  que  l'on  a  aussi  QR.QS  =  QjRj.QjSg,  de 
même  que  QjRj-QoS^  est  constant  et  encore  égal  h 

MS.  SN       (1) 


(MN"  — ML^) 


M.X- 


Pendant  la  dèformaiion  du  système  articulé^  les  quatre  points 
Q,  R,  S,  T  forment  donc  un  parallélogramme  dont  les  angles  sont 
constants,  et  dont  faire  est  constante. 

Si  l'on  fixe  le  point  Q,  les  points  Y{  et  S  donnent  deux  points 
correspondants  cfune  transformation  ordinaire  par  rai/ons  réci- 
proques dont  le  centre  est  Q  et  dont  la  puissance  est  égale  à  la 
constante  indiquée  plus  haut,  qui  suppose  que  V un  des  points  R 

ou  S,  a  tourné  d' un  angle  RQS,  autour  de  Q  dans  un  sens  con^e- 
naldement  choisi. 

Ces  trois  modèles  sont  construits  comme  les  précédents,  com- 
plètement en  métal.  A  l'un  des  points  choisis  pour  la  transfor- 
mation, on  a  fixé  un  bras  de  manivelle  dont  la  rotation  est  assu- 
rée, même  dans  les  deux  positions  limites  par  un  dispositif 
spécial  placé  sur  la  face  inférieure  du  modèle.  Quand  on  fera 
tourner  la  manivelle,  le  premier  point  suivra  soit  un  arc  de 
cercle  dont  le  centre  est  le  centre  fixe  de  la  transformation,  soit 
un  autre  arc  de  cercle  coupant  le  premier,  le  point  correspondant 
décrira  alors  soit  une  droite,  soit  un  arc  de  cercle.  Ces  diverses 
courbes  se  dessinent  sur  la  planche  qui  porte  l'appareil. 

Fr.  Schilling  (Gœttingue). 

Trailuii  do  1  iilloinaïul  par  II.   Diaime. 


('j  Comparer  à  linverscur  do  Ilarl. 


LE  DROIT 

DES 

ÉCOLES  TECHNIQUES  SUPÉRIEURES 

A  LA  PROMOTION  AU  GRADE  DE  DOCTEUR 


Depuis  que  les  écoles  techniques  de  rAllemagne  et  de  l'Au- 
triche ont  été  élevées  au  rang  d  écoles  techniques  supérieures  et 
que  par  ce  fait  elles  se  trouvent  assimilées  aux  facultés,  les 
cercles  techniques  ont  cherché  à  leur  faire  accorder  le  droit  de 
délivrer  des  titres  académiques.  Cette  démarche  devient  d'autant 
plus  fondée,  que  les  branches  d'enseignement  technique  pren- 
nent de  plus  en  plus  le  caractère  de  sciences  pures  en  s  éloi- 
gnant loujours  davantage  de  renipirisme  seul  sur  lecpiel  elles  se 
basaient  autrefois. 

A  l'état  actuel  de  la  science  technique,  étant  donné  le  main- 
tien rigoureux  des  cours  scientill([ues  dans  les  écoles  techniques 
supérieures,  il  ne  vient  plus  à  l'esprit  de  tout  homme  raison- 
nable de  leur  contester  le  droit  de  faire  une  distinction  parmi 
les  élèves  rjui  ont  achevé  leurs  études,  eu  délivrant  un  titre  à 
ceux  qui  font  preuve  d'une  certaine  culture  scientifi([ue.  Les 
motifs  (pil  ont  poussé  les  cercles  intéressés  à  travailler  sans 
relâche  à  la  contjuéfe  de  ce  droit  reposent,  dune  part,  sur  ce 
([u'il  ne  s'agit  pas  d  un  simple  titre  à  délivrer  aux  techniciens, 
mais  plutôt  de  la  position  sociale  de  ces  derniers,  et,  d  autre 
part,  sur  1  équivalence  des  écoles  teilini([ui's  su])érleures  et  des 
facultés. 

Ces  efforts  ne  sont  nullement  restés  sans  réaulr  fortement  sur 
les  esprits.  De  vives  discussions  s'enfrairèrcnt  de  tous  côtés  sur 
la  ([uesliou  île  savoir,  cprellr  étall  la  silualion  récipro<[UC  des 
deux    établissements   supéilcurs,  si   rinstruellou    fournie  par   les 
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écoles  Icchniqiics  supérieures  était  équivalente  à  celle  que  don- 
nent les  facultés,  oui  ou  non,  et  par  conséquent,  si  le  désir 
ardent  exprimé  partout  de  voir  concéder  aux  écoles  supérieures 
techniques  le  droit  daccorder  le  titre  de  docteur  était  réelle- 
ment fondé.  Ces  discussions  ont  sans  nul  doute  bien  contribué  à 
avancer  la  question.  Dans  les  cercles  universitaires  on  a  fini  par 
reconnaître  que,  de  nos  jours,  les  'facultés  ne  foiment  plus  une 
«  iiniversilas  UUerarum  »,  puisqu'elles  ne  comprennent  pas  l'en- 
semble des  matières  qui  font  ])artie  do  la  cultui-e  moderne. 

Par  contre  la  plupart  des  professeurs  des  facultés  refusent 
d'admettre  dans  les  programmes  les  branches  d'enseignement  de 
la  technique  moderne  ;  ils  estiment  que  ces  branches  sont 
incompatibles  avec  le  caractère  des  facultés  et  qu'elles  ne  sont 
pas  propres  a  fournir  une  culture  scientifique.  Quelques-uns 
toutefois,  envisageant  la  question  au  point  de  vue  des  intérêts  de 
l'université  môme,  conseillent  à  celle-ci  de  ne  pas  se  désinté- 
resser des  sciences  d'applications  et  de  se  rapprocher  des 
écoles  techniques  supérieures.  Ces  voix,  encore  peu  écoutées  il 
est  vrai,  sont  pourtant  inspirées  par  la  grande  et  juste  pensée, 
que  l'ensemble  du  savoir  et  pouvoir  humain  ne  forme  qu'un 
tout,  qu'il  serait  mauvais  de  séparer  la  théorie  de  la  pratique  — 
comme  l'huile  se  sépare  de  l'eau  —  qu'il  en  résulterait  de  grands 
inconvénients  pour  les  deux  parties. 

Ces  discussions  ont  pu  convaincre  les  écoles  techniques  (jue 
leur  développement  ultérieur  ne  pourrait  se  réaliser  (jue  par  des 
recherches  scientifiques  continuelles,  même  si  le  haut  degré  de 
perfection  qu'elles  ont  atteint  ne  devait  être  qu'une  étape  passa- 
gère. Que  l'on  soit  finalement  arrivé  à  cette  conviction  n'est  que 
le  résultat  heureux  des  discussions  engagées;  mais,  jusqu'à  ce 
jour  elles  ne  sont  pas  encore  parvenues  à  faire  disparaître  les 
divergences. 

Ainsi  ces  dernières  années,  à  maintes  occasions,  mais  surtout 
dans  les  discours  prononcés  par  (pielques  recteurs  \\  l'occasion 
de  l'ouverture  de  l'année,  ainsi  que  cela  se  fait  (>n  Allemagne 
comme  en  Autriche,  on  a  essayé  de  prouver  ([ue  les  facultés 
étaient  les  seules  institutions  t)ù  l'on  poursuit  réellonicnt  les 
recherches  scientifiques  et  que  le  titre  de  docteur  ne  devait 
appartenir  (ju'aux  candidats  ayant   teiiuiné  leurs  études  dans  les 
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facultés.  C'est  à  tort  que  les  sciences  pures  sont  souvent  mises  en 
opposition  avec  leurs  applications  ;  au  lieu  de  voir  clans  Tap- 
plication  des  sciences  aux  grands  problèmes  de  la  culture 
moderne  leur  état  le  plus  florissant,  on  a  au  contraire  la  ten- 
dance à  donner  aux  applications  de  la  science  un  caractère  d'infé- 
riorité. En  partant  du  point  de  vue  que  les  recherches  scienti- 
liques  ne  devaient  pas  se  laisser  influencer  par  la  préoccupation 
des  applications  pratiques,  on  a  été  jusqu'à  dire  qu'il  n'existait 
de  science  réelle  que  là  où  toute  considération  sur  la  possibilité 
d'une  application  directe  était  éludée. 

En  interprétant  cette  manière  de  voir  on  a  prétendu  que  les 
facultés  n'avaient  pour  but  que  les  études  purement  scientifiques, 
tandis  que  les  écoles  techniques  supérieures  n'étaient  que  des 
écoles  spéciales  dont  la  principale  tâche  était  de  préparer  ses 
élèves  pour  les  carrières  pratiques.  Rien  n'est  plus  faux  qu'une 
pareille  antithèse. 

Ainsi  la  faculté  de  médecine  n'enseigne-t-elle  la  science  que 
pour  la  science  elle-même  sans  avoir  égard  à  son  emploi  pra- 
ti([ue .'  N'est-elle  pas  plutôt  une  école  spéciale  dans  le  vrai  sens 
du  mot,  et  ne  prépare-t-elle  \iViS  au  contraire  les  jeunes  gens 
pour  un  état  pratique  très  important?  Elle  perdrait,  à  coup  sur, 
sa  haute  importance  pour  la  société  et  pour  l'Etat,  si  elle  se  bor- 
nait à  la  théorie  pure  et  simple  en  perdant  de  vue  les  besoins  de 
la  pratique.  N'en  est-il  pas  de  même  de  la  faculté  de  droit  dont 
le  but  est  de  fournir  à  l'Etat  les  organes  et  les  fonctionnaires 
indispensables  pour  exercer  la  justice  et  l'administration  ? 

L'école  supérieure,  dans  le  sens  le  plus  élevé  du  mol.  n'a  pas 
pour  caractéristique  la  négation  complète  des  applicatit>ns,  ni 
l'omission  totale  de  ses  devoirs  vis-à-vis  de  la  société  ;  son  but  au 
contraire  est  de  développer  le  travail  sur  une  base  scientifique, 
de  le  perfectionner  constamment  en  cherchant  à  étendre  cette 
base.  Si  Ton  part  de  ce  principe  on  ne  peut  plus  établir  une  dif- 
férence entre  le  but  et  la  tâche  des  écoles  techniques  supérieures 
et  des  universités.  Il  est  évident  cpic  les  branches  f[ui  se  ralla- 
chent  aux  sciences  exactes  reposent  sur  une  base  scienlilicpie  plus 
profonde  ([ue  bien  des  branches  enseignées  dans  la  faculté  de 
médecine. 

Dans  un  récent  discours  on  a  même  d(''(ini  la  dillérence   entre 
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les  facultés  et  l'école  technique  supérieure,  et  Ton  établit  l'infé- 
riorité de  celte  dernière  en  disant  ([ue  les  facultés  ne  préparaient 
les  jeunes  gens  que  pour  les  canières  qui  s'occupent  uniquement 
de  la  vie  spirituelle  de  l'humanité,  tandis  que  la  technique  se 
borne  à  enseigner  comment  on  utilise  les  forces  de  la  nature  inani- 
mée. Quelle  étroitesse  de  vue  pour  établir  une  telle  distinction  ! 

Il  va  de  soi  qu'avec  de  pareils  raisonnements  on  arrivait  à  con- 
clure que  les  écoles  techniques  n'avaient  pas  le  droit  de  conférer 
le  titre  de  docteur,  étant  donné  que  leurs  élèves  une  fois  les 
études  terminées,  ne  devaient  pas  aspirer  au  même  rang  que  ceux 
qui,  jusqu'à  nos  jours,  avaient  porté  ce  titre.  Par  contre  on 
admettait  généralement  comme  bien  fondées  les  démarches  des 
techniciens  pour  obtenir  un  titre  reconnu  et  garanti  officielle- 
ment, et  équivalent  comme  droit  au  doctorat.  Dans  ce  but  on 
propose  les  titres  (ïini^énieiir  et  à'arcliitecte.  Contre  le  choix  de 
ces  titres  on  peut  objecter,  qu'ils  ne  possèdent  pas  comme  le 
doctorat  une  signification  indépendante  et  par  conséquent  idéale, 
mais,  qu'au  contraire,  ils  désignent,  d'après  l'usage  qui  s'est 
implanté  à  la  longue,  des  professions  bien  déterminées. 

Dans  les  cercles  techniques,  dans  leur  majorité  même,  on 
aspire  au  grade  de  docteur  ;  on  le  demande  pour  les  techniciens 
possédant  une  instruction  académique,  dans  toute  l'étendue  de 
la  signification  actuelle  du  mot.  Les  représentants  des  facultés 
voient  dans  cette  extension  du  doctorat  un  amoindrissement 
réel  de  la  valeur  du  titre  :  ils  cherchent  à  conserver  à  leurs  éta- 
blissements le  droit  exclusif  de   délivrer  ce  grade. 

La  solution  de  cette  question  en  litige  aurait  pu  se  faire 
attendre  encore  longtemps  si  elle  n'avait  été  définitivement 
tranchée,  tout  récemment,  pour  un  Etat,  grâce  à  l'intervention 
de  l'autorité  supérieure.  Il  est  permis  de  croire  que  le  reste  de 
l'Allemagne  et  lAutriche  ne  tarderont  pas  ii  marcher  dans  la 
même  voie. 

Ce  fut  à  l'occasion  de  la  célébration  du  jubilé  de  lEcole  tech- 
ni([ue  supérieure  à  C^harloltonbourg,  en  octobre  1899,  que  Sa  Ma- 
jesté ri^mpereur  d'Allemagne  fit  lire  en  sa  présence  l'acte  solen- 
nel par  lequel  il  concède  aux  écoles  techniques  supérieures  de 
la  Prusse  le  droit  de  conférer  le  grade  de  docteur.  Le  décret  est 
ainsi  conçu  : 


5^7?   LE   DROIT  A    LA    PROMOTIO.\  AU  GRADE  DE   DOCTEUR  VJ 

«  En  reronnaissance  de  liinportance  scientifique  qu'ont  pris 
«  les  écoles  teclinic|ues  supérieures  clans  racconiplissenient  de 
«  leurs  devoirs  pratiques,  il  leur  est  accordé  le  droit  :  i'^  de 
«  délivrer  après  examen  préalable,  le  orade  d' Insicniciir  diplômé 
«  (S)ipl-  =  3llâO  ;  2°  de  promouvoir  les  ingénieurs  diplômés  au 
«  grade  de  Docteiir-Ini^énieiir  [^x- =  2\\Q-^  après  avoir  lait  subir 
«  un  nouvel  examen,  et  3'^  de  conférer  le  titre  de  Docteur-Ingé- 
«  nieur  [/lo/ioris  causa)  comme  une  rare  distinction  à  des  hommes 
«  qui  se  sont  acquis  de  grands  mérites  en  contribuant  aux  pro- 
«   grès  des  sciences  techniques...    » 

Cet  acte  mémorable  met  en  évidence  Tlntention  de  l'auteur  de 
faire  concéder  au  technicien  le  titre  de  docteur  pour  ses  capa- 
cités scientifiques.  S'il  est  appliqué  dans  cet  esprit,  le  droit  de 
promotion  au  doctorat  exercera  une  inlluence  bienlaisante  sur 
les  écoles  techniques  supérieures  elles-mêmes,  ainsi  que  sur  la 
position  sociale  des  techniciens.  D'autre  part  les  lacultés  ne 
pourront  plus  refuser  leur  estime  à  un  doctorat  acquis  sous  de 
telles  réserves;  elles  finiront  certainement  par  reconnaîti-e  comme 
justifiée  cette  extension  tlu  droit  de  promotion  au  doctorat. 

Dans  les  écoles  techniques  supérieures  de  1  Allemagne, 
comme  dans  celles  de  l'Autriche,  il  existe  des  exanie/is  d'Etat 
et  des  examens  de  diplômes.  En  principe  les  deux  examens  ten- 
dent vers  le  même  but,  mais  dans  une  mesure  dilTérente.  Ces 
examens  doivent  prouver  que  le  candidat  est  en  possession  des 
connaissances  et  de  la  pratl([ue,  pour  autant  que  l'école  peut 
louriilr  cette  dernière,  qui  lui  sera  indispensable  pour  la  carrière 
([u  11  embrasse.  I.a  considération  de  la  pratique  a  joué  un  rôle 
important  dans  la  détermination  des  conditions  des  examens. 
Ceux-ci  comprennent  un  ensemide  tiès  complet  de  l)ranches 
théoriques  et  prall(jiies  ;  ils  exigent  tle  la  part  du  candiihit  un 
efToit  très  sérieux.  Cependant  il  est  évident  ([u'on  ne  peut  lui 
demander  d'avoir  approfondi  la  science  dans  une  direction  déter- 
minée, (^est  ce  qui  se  présente  par  exemple  pour  les  examens 
d'Etat  que  l'on  fait  subir  aux  éludiantsen  droit,  ou  aux  candidats 
en  médecine. 

En  Autriche  il  existe  des  examens  conduisant  au  titre  d'fni;é- 
nicur-diplômé  (ou  de  chimiste-diplômé''  ;  dans  certains  cas  ce 
litre  est  reconnu  équivalent  au  doctoiat,   par  exemple,  s'il  s'agit 
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de  radmission  dans  le  corps  enseignant  d  une  école  technique 
supérieure.  Bien  qu'il  existe  depuis  longtemps,  ce  diplôme  n'a 
pas  pris  l'importance  qu'on  espérait  lui  donner  ;  cela  résulte 
sans  doute  des  grandes  difficultés  que  présentent  les  examens.  Il 
n'y  a  que  peu  de  candidats  qui  se  décident  a  se  soumettre  à  cette 
série  d'épreuves. 

Il  arrive  même  souvent  que,  faute  d'ingénieurs  diplômés,  on 
doit  renoncer  à  exiger  le  diplôme  pour  l'agrégation  dans  les 
écoles  supérieures.  D'autre  part  on  conçoit  facilement  que  celui 
qui  désire  approfondir  une  branche  spéciale  ne  se  soumettra  que 
difficilement  à  un  examen  s'étendant  sur  un  grand  nombre  de 
branches  qui  le  détournent  plutôt  du  but  quil  s  est  proposé.  On 
aura  donc  réalisé  un  grand  progrès  si,  ainsi  quil  en  est  question 
en  Autriche,  on  modifie  l'organisation  des  examens  dans  le  sens 
proposé,  à  savoir  :  contrôler  d  une  part,  par  un  examen  d  Etat, 
les  connaissances  nécessaires  à  l'exercice  pratique  de  la  carrière, 
et  réserver,  d'autre  part,  pour  les  examens  du  diplôme,  l'ins- 
truction scientifique  plus  approfondie  mais  dans  un  cercle  plus 
restreint  qu'on  laisserait  au  choix  du  candidat.  De  cette  manière 
on  aurait  établi  les  conditions  préliminaires  donnant  aux  écoles 
techniques  supérieures  de  l'Autriche  le  droit  de  délivrer  le 
doctorat  aux  candidats  avant  dépassé  la  limite  des  connaissances 
indispensables  à  la  carrière  pratique  et  ayant  prouvé  qu'ils  sont 
capables  d'aborder  des  recherches  scientifiques  plus  approlondies 
et  de  traiter  dans  un  esprit  méthodique  et  critique  des  problèmes 
scientifiques  d'une  certaine  diiliculté. 

C'est  avec  plaisir  que  l'on  constate  que  les  fêtes  de  Charlot- 
tenbourg  ont  fait  faire  un  pas  important  à  une  question  soulevée 
depuis  longtemps,  d'abord  dans  les  cercles  techniques  de  l'Au- 
triche, puis  dans  ceux  de  1  Allemagne. 

Nous  terminons  en  exprimant  le  vœu  que  la  marche  progres- 
sive vers  la  solution  de  cette  question  parvienne  à  faiie  dispa- 
raître les  rivalités  (|ui  existent  encore  entre  les  universités  et  les 
écoles  techniques  supérieures.  On  finira  certainement  par  com- 
prendre ([n'entre  les  deux  plus  hautes  écoles  de  l'Etat  qui,  eu 
définitive,  poursuivent  le  même  but,  il  ne  doit  exister  aucun 
sentiment  d  hoslilité,  mais  au  contraire  un  esprit  de  solidarité 
complète.  E.  CzunKn   (Vienne). 


CHRONIQUE 


Congrès  de  Miinich  ;    septembre  1899. 

La  réunion  annuelle  des  nialliénialiciens  allemands,  tenue  à  Munich 
en  septembre  i<^^9,  a  été  particulièrement  brillante  grâce  au  grand 
nombre  de  travaux  qui  y  ont  été  présentés.  L'espace  restreint  qui  nous 
est  oliert  ne  nous  permet  pas  de  donner  un  résumé  des  sept  séances 
sur  lesquelles  ont  été  répartis  les  divers  travaux.  Nous  devons  nous 
borner  à  rendre  compte  des  questions  qui  rentrent  dans  le  cadre  de  la 
Revue. 

A  ce  point  de  vue,  une  séance  particulièrement  intéressante  est  celle 
qui  a  été  consacrée  à  la  question  de  la  (Icciinalisation  des  nicsiwcs  du 
temps  et  de  l'angle  ;  elle  était  pi'ésidée  par  M.  F.  Ki.eix.  En  ouvrant  la 
séance,  le  savant  professeur  rappelle  dabord  que  l'x  Association  des 
mathématiciens  allemands  »,  dans  sa  réunion  de  Diisseldorf,  a  nommé 
une  commission  pour  étudier  cette  question  ;  étant  donné  que  cette 
même  question  iigurera  également  à  Tordre  du  jour  de  divers  Congrès 
internationaux  qui  se  réuniront  à  Paris  en  1900,  il  serait  bon  que  tous 
ceux  qui  ont  une  opinion  à  émettre  le  lissent  dès  maintenant. 

Il  a  été  présenté  trois  rapports  rédigés  l'un  par  un  mathéma- 
ticien, l'autre  par  un  astronome,  et  le  troisième  par  un  professeur  appar- 
tenant à  renseignement  secondaire  supérieur. 

Le  premier  rapporteur,  un  mathématicien,  M.  Mi:uMKi:,de  Stuttgart, 
annonce  que  la  commission  a  écarté  d  emblée,  comme  irréalisable 
actuellement,  la  décimalisation  du  temps,  et  ne  s'est  occupée  que  de  la 
question  de  l'angle.  ^L  Mehnike  fait  l'historique  de  la  question  et  se 
prononce  pour  la  division  centésimale  du  (piadranl.  Kn  eliet,  dit-il,  la 
pratique  a  consacré,  et  à  bon  droit,  l'angle  droit  comme  unité  ;  il  faut 
maintenir  celte  tradition  ;  la  mesure  de  l'angle  par  son  ai"c,  très  com- 
mode pour  la  théorie,  donne  presque  toujours  un  nombre  irrationnel. 
La  division  sexagésimale  des  Babyloniens  s'est  juslillée  tant  (pie  la  base 
de  la  numération  a  été  le  nt)nibre  la  ;  mais  depuis  l'adoption  universelle 
de  la  numération  décimale,  le  svstème  actuel  est  ai)S(iliiment  suranné; 
d'ailleurs,  il  est  ti'ès  inconunode  pour  le  calcul. 

Il  faut  donc  diviser  le  quadrant  en  100  «  degrés  «,  ceux-ci  en 
100  '(  minutes    »,  etc.;  on  pourra   objecter,  à  la  vérité,    que   (juehpies 
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angles,  i5°,  3o",  Go**  entre  autres  ne  seront  pas  faciles  à  écrire  ;  doit-on 
abandonner  le  système  décinaal  de  la  mesure  des  longueurs  sous  pi'é- 
texte  que  i/'i  de  mètre  ne  fait  pas  un  nombre  rond  de  centimètres  ? 

Le  deuxième  rapporteur,  M.  Bauschingriî,  de  Berlin,  astronome, 
défend  le  système  actuel;  les  marins  seuls  auraient  avantage  à  la  déci- 
malisation des  mesures  d'angle  ;  les  astronomes,  par  contre,  auraient 
tout  à  perdre.  Les  observations  accumulées  depuis  tant  dr.nnées  seraient 
à  l'ecalculer  entièrement  ;  les  appareils  actuellement  en  usage,  l)ien 
connus,  ne  pourraient  plus  servir  qu'au  prix  de  calculs  sans  lîn  pour  la 
réduction  de  leurs  lectures.  Les  calculs  de  transformation  des  angles 
en  temps,  si  fréquents  dans  les  observatoires,  seraient  rendus  plus  com- 
pliqués ;  on  perdrait  le  bénéfice  des  nombreux  diviseurs  que  possède  3Go. 

En  outre,  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'un  système  universellement 
adopté,  comme  celui  de  la  circonférence  de  3Go°,  est  infiniment  préfé- 
rable, malgré  ses  quelques  petits  défauts,  à  un  système  nouveau  qui 
risquerait  de  ne  pas  être  appliqué  par  tout  le  monde. 

Le  troisième  rapporteur,  M.  Schiilke,  d'Osterode,  se  place  au  point 
de  vue  de  l'enseignement  secondaire  ;  il  faut  simplifier  autant  que  pos- 
sible; le  surmenage  provenant  de  l'introduction  incessante  de  nouveaux 
sujets  d'étude  sera  moins  à  craindre  si  d'un  autre  côté  on  décliarge  les 
élèves  de  calculs  sans  grande  utilité,  se  faisant  mécaniquement.  Le  nom- 
bre est  très  faible,,  d'ailleurs,  de  ceux  qui  une  fois  sortis  de  l'école, 
auront  à  faire  beaucoup  de  calculs  sur  les  angles  ;  enseignons  donc  les 
procédés  les  plus  simples.  Gardons  le  quadrant  de  90°,  mais  donnons 
au  degré  des  sous-multiples  décimaux.  Beaucoup  de  mesures,  d'ailleurs, 
se  font  déjà  en  degrés  et  dixièmes.  Les  tables  de  Gauss  et  de  Bremiker 
qui  existent  avec  la  division  centésimale,  et  qui  se  vendent,  prouvent 
que  l'adoption  de  la  mesui'e  proposée  ne  souffrirait  pas  de  difficultés. 

La  discussion  ouverte  sur  ces  rapports,  à  laquelle  prennent  part 
des  astronomes,  des  géodésiens  et  des  physiciens,  montre  (pie  c'est 
l'opinion  de  -\L  Schiilke  qui  semble  prévaloir.  M.  Melimke,  entre 
autres,  ajoute  que  les  astronomes  pourraient  facilement  passer  des 
anciennes  mesures  aux  nouvelles,  au  moyen  de  machines  à  calculer 
spéciales.  L'assemblée  décide  à  l'unanimité  de  transmettre  le  procès- 
verltal  des  débats  au  Comité  de  1'  «  Association  des  mathématiciens 
allemands  »,  en  priant  ce  dernier  d'adresser  dans  le  plus  i)ref  délai  un 
rapport  au  Chancelier  de  1  l"lnq)ire.  Les  délégués  ofliciels  de  1  Alle- 
magne aux  Congrès  internationaux  de  1900  auraient  de  cette  façon  un 
mandat  bien  déterminé. 

L'une  des  séances  conmiunes  aux  sections  i  (mathémali<pies  et  astro- 
nomie) et  17  (Enseignement  des  sciences  mathématiques  et  naturelles) 
a  eu  pour  objet  l'examen  de  la  question  suivante  :  «  De  quelle  façon 
faut-il  organiser  l'cnseigncincnt  des  niatlicnialiqucs  dans  les  uiii\'ersités 
pour  tenir  compte  du  noin^eau prograninie  prussien  des  e.tamens  de  capa- 
cité pour  renseignement  des  Mat/icmatic/ues   et  de  la   Physique  '  »  Les 
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lecteurs  de  la  Revue  connaissent  ce  programme;  ils  savent  qu'il  se  dis- 
tingue du  précédent  par  l'introduction  d'un  certificat  de  capacité  pour 
renseignement  des  Mathématiques  appliquées.  Les  examens  de  ce  nou- 
veau diplôme  comprennent  outre  les  Mathématiques  pures,  la  Géomé- 
trie descriptive,  la  Mécaiii([ue  techni([ue,  la  Statique  graphique  et  la 
Ciéodésic. 

Le  premier  rapporteur,  M.  ^^'EBI:K,  professeur  à  l'université  de 
Strasbourg,  dit  que  la  question  a  une  portée  générale,  bien  que  le  pro- 
granmie  ne  s'applique  pour  le  moment  qu  à  1  Allemagne  du  >soi'd. 
Jusqu  à  présent,  les  quatre  branches  nouvelles  n  étaient  enseignées 
d  un.e  façon  systématique  que  dans  les  écoles  techniques  supérieures  ; 
les  universités  doivent  maintenant  se  préoccuper  de  les  enseigner  aussi, 
sous  peine  de  voir  les  candidats  à  l'enseignement  moyen  les  dései'ter. 
Faut-il  pour  cela  créer  une  faculté  technic[uc  :'  L'orateur  ne  le  pense 
pas  ;  il  sullit  de  développer  la  faculté  des  sciences  du  côté  de  l'ensei- 
gnement technique.  Il  résume  ses  idées  dans  les  cinq  propositions  sui- 
vantes qui  ont  été  adoptées  après  une  discussion  très  nourrie  : 
i)  L'enseignement  des  Mathématiques  appliquées  doit  être  relié  aussi 
étroitement  que  possible  à  l'enseignement  purement  théorique  ;  2)  les 
universités  doivent  donner  aux  étudiants  l'occasion  de  s'exercer  dans 
les  quatre  branches  indiquées;  3)  les  écoles  techniques  sont  invitées 
à  coopérer  à  la  tâche  ;  4)  1^  plan  d'études  universitaires  doit  tenir  compte 
du  nouveau  programme  ;  5)  l'examen  de  Àlathématiques  appliquées  doit 
être  dirigé  par  l'un  des  professeurs  chargés  de  cet  enseignement. 

Après  l'exposé  général  de  ^L^^'el)er,  le  second  rapporteur,  ^L  Hauck, 
professeur  à  l'école  technique  de  lîerlin,  examine  la  question  séparé- 
ment pour  les  diverses  branches  ;  il  indique  dans  cpielle  mesure  il  serait 
possible  de  tenir  compte  des  applications  techni([ues.  Il  insiste  d  autre 
part  sur  les  obligations  nouvelles  qui  en  résultent  pour  les  universités  ; 
celles-ci  se  trouvent  forcées  de  s'adjoindre  de  nouveaux  professeurs  et 
d  augmenter  leurs  collections  des  modèles  et  des  instruments  destinés 
aux  travaux  pratiques. 

A  cette  même  (juestion  se  rattachent  encore  les  communications  de 
M.  ScHOTTEN.de  Halle,  «  sur  l'enseignement  dans  les  gymnases  d  après 
le  nouveau  programme  »,  et  de  M.  Rudel,  de  Ni'iremberg,  «  sur  le 
nouveau  programme  bavarois  relatif  aux  examens  du  certificat  de  capa- 
cité pour  l'enseignement  des  Mathématiques  et  de  la  Physique. 

Le  25    anniversaire  de  M.  A.Vassilief. 

Dans  le  courant  du  mois  de  décembre  dernier,  la  Société  physico- 
mathématique de  Kasan  a  célébré  le  25'^  anniversaire  de  l'entrée  de  son 
président  M.  le  professeur  A.  Vassilief  dans  la  carrière   scientifique. 


('    \'oir  l  Uns.   niatli.,   i"  annôe,  p.  GO.   1889. 
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C'est  en  effet  en  187')  que  M.  Vassilief  a  commencé  ses  cours  à  la 
faculté  physico-nialliématique  de  Kasan.  Depuis  loi's,  et  notamment 
depuis  qu'en  i8<S'j  il  est  devenu  président  de  la  Société  physico-mathé- 
matique, il  a  su  conquérii',  aussi  bien  parmi  ses  élèves  que  parmi  ses 
collègues  l'autorité  et  la  sympathie  que  lui  méritent  son  savoir  et  l'élé- 
vation de  son  caractère.  L'Enseignement Mathémalique  n'a  pu  s'associer 
que  de  loin,  et  du  fond  du  cœur,  à  cette  fête  universitaire,  sur  laquelle 
nous  nous  réservons  de  revenir  au  besoin.  Nous  ne  pouvons  oublier 
que  l'éniinent  professeur  a  bien  voulu,  dès  la  fondation  de  cette  Revue, 
consentir  à  faire  partie  de  notre  comité  de  patronage  ;  c  est  un  honneur 
pour  nous,  et  un  juotif  de  plus  pour  nous  joindre  à  la  Société  physico- 
mathématique de  Kasan  dans  la  manifestation  scientifique  que  nous 
venons  d'indiquer. 

M.  Vascliy. 

Le  25  novembre  1899,  est  décédé  un  mathématicien  français  de  grande 
valeur,  âgé  de  4'2  ans,  M.^'aschy,  ingénieur  des  Télégraphes,  et  naguère 
encore  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  polytechnique.  C  était  surtout 
vers  la  iNlécanique  et  la  Physique  mathématique  C{ue  s'étaient  dirigés 
les  efforts  de  son  esprit  de  ret'herche.  On  lui  doit  de  remarquables 
travaux,  notamment,  sur  la  théorie  de  l'électricité,  dans  lac|uelle  il  a 
introduit  des  vues  nouvelles,  dune  originalité  et  d'une  profondeur 
remarquables.  Sa  puissance  de  travail  était  considérable  ;  malheureu- 
sement, sa  volonté,  plus  grande  encore,  a  dépassé  les  limites  de  ses 
forces  physiques  ;  terrassé  depuis  plus  d'un  an  par  une  maladie  cruelle, 
on  peut  dire  qu'il  est  mort  victime  de  l'excès  du  travail  intellectuel. 
C'est  une  grande  perte  pour  la  science  française,  et  nous  nous  associons 
aux  regrets  (jue  laisse  si  justeujenl  derrière  lui  Ihonime  et  le  savant. 

Bibliotheca  Mathematica. 

Ce  n'est  guère  que  depuis  une  trentaine  d'années  que  l'on  accorde  à 
l'Histoire  des  Mathématiques  1  importance  qu'elle  mérite.  A  cet  effet 
l'œuvre  magistrale  de  M.  AIoritz-Cantok  a  exercé  une  influence  incon- 
testable ;  elle  a  largement  contribué  à  éveiller  la  curiosité  des  mathé- 
maticiens pour  les  questions  historiques.  De  nos  jours  la  plupart  des 
nations  possèdent  des  savants  cpii  se  vouent  particulièrement  aux 
recherches  historiques.  D'autre  part,  beaucoup  d'ouvrages  récents, 
môme  de  sinq)les  manuels,  sont  accompagnés  de  notes  relatives  au  déve- 
loppement historique  du  sujet  traité. 

Cet  intérêt  bien  juslillé  que  l'en  témoigne  aujourd'hui  à  l'histoire  de 
la  science  a  engagé  M.  Enestrom  a  agrandir  le  journal  d  Histoire  des 
Mathénuitiques  qu'il  fonda,  il  y  a  \'^  ans,  sous  le  titre  de  Bibliotheca 
Matlienniticd .  Limitée  jusqu  ici  à  8  feuilles  par  an,  cette  revue  tom- 
prendra  désormais  3")  feuilles,  grâce  à  l'arrangement  intervenu  entre  le 
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savant  professeur  de  Stookhohu  et  le  nouvel  éditeur  M.  B.-G.  ïeubner 
à  Leipzig.  Elle  se  propose,  comme  par  le  passé,  d'encourager  et  de 
publier  les  recherches  dans  le  domaine  indiqué  ;  quant  à  l'histoire  con- 
temporaine, elle  apportera  une  attention  particulière  aux  biographies 
détaillées  déminents  mathématiciens,  physiciens  et  astronomes. 

Dans  chaque  numéro  un  certain  nombi-e  de  pages  seront  consacrées 
à  une  chronique  donnant  des  renseignements  sur  l'activité  scientifique 
actuelle  et  sur  les  questions  dont  l'étude  offre  un  intérêt  général  pour 
les  mathématiques  et  les.  mathématiciens. 

En  outre,  le  journal  contiendra  des  listes  de  publications  récentes  et 
des  analyses  des  plus  importantes  d  entre  elles. 

Cette  heureuse  transformation  rencontrera  certainement  un  accueil 
très  favorable  chez  tous  les  mathématiciens. 


Un  nouveau  journal  mathématique. 

Bien  que  les  mathématiciens  des  Etats-Unis  possèdent  déjà  plusieurs 
excellentes  publications  périodiques,  la  nécessité  d  un  nouveau  recueil 
s'était  déjà  fait  sentir  depuis  plusieurs  années.  C'est  pour  répondre  à 
ce  besoin  que  YAmericaii  Mnthematical  Society  vient  de  fonder  une 
revue  trimestrielle  intitulée  Tue  Tijaxsactioxs  of  tue  A.meiucax 
Mathematical  Society  (')  et  dont  le  premier  numéro  a  dû  paraître  le 
i'^'' janvier  1900.  La  société  s'est  assuré  le  concours  d'un  grand  nombre 
de  collèges  et  d'univei'sités.  Elle  a  confié  la  direction  de  la  revue  à 
M.^L  E.-H.  MooRE  (University  of  Chicago),  E.-W.  Bnowx  (Haverford 
Collège)  et  T. -S.  Fiske  (Columbia  University,  New-York). 

Les  Tkaxsactioxs  seront  consacrées  exclusivement  aux  malhéma- 
liques  pures  et  appliquées,  tandis  que  le  Bulletin  of  thc  American  Diathc- 
niatical  Society,  fondé  il  y  a  plus  de  huit  ans,  restera,  comme  par  le 
passé,  une  revue  historique  et  critique. 

Congrès  international  de  Philosophie,  de  1900. 

(]e  Congrès  aura  lieu  à  Paris  du  1  au  7  août.  Il  comprendra  quatre 
sections,  dont  lune,  la  section  2,  consacrée  à  la  Logique  et  à  l'Histoire 
des  sciences,  intéressera  tout  particulièrement  les  mathématiciens.  Nous 
reproduisons  ici  la  liste  provisoire  des  ([ueslioiis  qui  ligurcnt  à  l'ordre 
du  jour  des  séances  de  cette  section  : 

I 

1*^  Algèl)re  de  la  logique  et  calcul  des  probalulilés.  —  Théorie  des 
iiisembles  ;  théories  des  chaînes  ;  théorie  des  groupes.  —  Le  Iranslini. 


(')    Los   (lemandt's   d'ahoiiiuMiicnl    dciivont  otrc  adressccs  au  siègf  de  la  Sociclé, 
Now-lork,  :)0i   Wesl,    iMJlli   Street.   Prix  d'alioiinciuciit  annuel,  aj»  francs. 
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■x"  Principes  de  1  analyse  :  le  nombre  ;  le  continu  ;  théorie  des  fonc- 
tions. 

3°  Les  postulats  de  la  géométrie  ;  leur  origine  et  leur  valeur.  — 
L'intuition  en  mathématique.  —  Géométries  non-euclidiennes. 

',"  Méthodes  de  la  géométrie  ;  géométrie  analytique  ;  géométrie  pro- 
jective  ;  calcul  géométrique  (les  Quartenions). 

j"  Principes  de  la  mécanique,  leur  nature  et  leur  valeur. 

G°  Méthodes  de  la  physique  mathématique  ;  théorie  des  erreurs  et  des 
approximations. 

■jo  Hypothèses  générales  de  la  physique  :  la  théorie  mécanique  et 
l'énergétique. 

8°  HA'pothèses  de  la  chimie;  constitution  de  la  matière.  —  La  théorie 
atomique;  stéréochimie. 

9"  Le  problème  de  l'origine  de  la  vie. 

lo'^  Théories  de  l'évolution  des  espèces;  transformisme  ;  hérédité. 

II 

1°  Les  origines  du  calcul  infinitésimal. 

2°  La  genèse  de  la  notion  d  imaginaire  et  lélucidation  progressive  de 
la  théorie  des  fonctions. 

j°  Histoire  de  la  découverte  de  la  gravitation  newtonienne  et  de  son 
influence  sur  le  développement  de  la  mécanique  et  de  la  physique. 

4°  Exposé  des  nécessités  qui  ont  amené  peu  à  peu  à  fonder  la  thermo- 
dynamique et,  avec  elle,  toute  une  partie  de  la  science  sur  des  principes 
autonomes,  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  principe  de  Car- 
not-Glausius. 

j"  Histoire  des  idées  successives  de  la  uiéthode  en  biologie. 

Le  grand  intérêt  de  ces  questions  empruntées  iuix  domaines  les  plus 
divers  de  la  science  fait  espérer  une  forte  participation  des  mathémati- 
ciens aux  travaux  de  ce  congrès  qui  ne  précédera  d  ailleurs  que  de 
cjuelques  jours  le  congrès  de  mathématiques  (G-ia  août).  Il  n'est  guère 
besoin  d'insister  sur  1  importance  de  cette  réunion  qui  olfre  aux  hommes 
de  science  l'occasion  de  se  rencontrer  avec  les  philosophes.  I^Ue  con- 
tril)uera  certainement  à  rendre  plus  étroite  et  plus  constante  l'union  de 
la  science  et  de  la  philosophie. 

Les  adhésions  au  congrès  doivent  être  adressées  à  M.  Xavieu  Lkon. 
77/ c  des  Matliiirins,  39,  à  Paris. 


CORRESPONDANCE 


LETTRE    ADRESSEE    A    M.  H.  FEIIR 

Paris,  le  20  décembre  1899, 
Monsieur  le  Directeur, 

Dans  1  une  des  brochures  (A  F  A  S,  Toulouse,  \HS'j)  que  M.  Laisant  a 
l»ien  voulu  offrir  aux  lecteurs  de  V Knseignenient  Malhémaùque,  jai 
trouvé  le  résultat  suivant,  qu'il  nie  paraît  utile  de  reproduire  dégagé  de 
tous  calculs  et  considérations  auxiliaires,  car  je  n'en  ai  pas  vu  d'aussi 
simple  sur  le  même  sujet  dans  les  publications  sur  la  Géométrie  du 
triangle  que  j'ai  consultées. 

«  Pour  construire  les  foyers  F,  F'  de  l'ellipse  de  Sleiner,  inscrite  au 
«  triangle  ARC  dont  G  est  le  barycentre,  formons,  sur  l'un  quelconque 
«   RC  des    côtés,   deux   triangles  équilatéraux   dont  A^   et  A^  sont  les 

/'\ 
«  centi'es.  Menons  la  bissectrice  de  l'angle  A,GA2  et  portons,  de  part  et 

«   d'autre,    sur    cette    droite,    une    longueur    GF  = —  GF'    égale  à  la 
«  moyenne  proportionnelle  de  GrAi  et  GA^.  » 

On  sait  que  les  foyers  de  l'ellipse  circonscrite  de  Steiner  sont  les 
points  anticomplémcntaires  de  F  et  F'. 

li.  Ri  PEUT. 


Kiisei^'itcinciit  iii.illi . 


BIBLIOGRAPHIE 


Chk.  Beyel.  —  Ueber  den  Unterricht  in  der  darstellenden  Géométrie" 

I   broch.   iu-8°,  lo  p.,  extr.  de  la  Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht. 
t.  XXX;   Teubner,  Leipzig,   189g. 

Le  rôle  prépondérant  que  prend  la  Géométrie  descriptive  dans  le  dévelop- 
pement de  nos  écoles  techniques  et  les  transformations  de  programme  qui 
sont  à  Tordre  du  jour  dans  les  milieux  pédagogiques,  ont  incité  M.  Beyel  à 
condenser  en  une  dizaine  de  pages,  ses  idées  et  conseils  sur  la  meilleure 
manière  d  enseigner  cette  importante  branche. 

Re-ndons-nous  compte,  dit-il,  des  buts  de  la  Géométrie  descriptive.  Elle 
doit  représenter  systématiquement  les  corps  de  l'espace.  Elle  doit  initier 
l'élève  aux  méthodes  de  représentation.  Elle  indique  comment  ces  méthodes 
peuvent  être  appliquées  à  1  industrie.  Enfin  elle  oblige  le  dessinateur  à  ac- 
quérir une  habileté  de  main,  qu'il  utilisera  lorscju'il  sera  devenu  technicien. 
Les  jeunes  gens  ont  beaucoup  de  peine  à  construire  sur  le  papier  les  objets 
que  leur  œil  a  distingués.  Est-ce  une  faiblesse  atavique,  1  esprit  humain  ayant 
été  depuis  des  siècles  dirigé  du  côté  des  calculs  ?  Est-ce  plutôt  un  manque 
de  concentration  d'esprit  dû  à  la  multitude  d  impressions  qu'il  reçoit  ?  L  au- 
teur ne  se  prononce  jjas  ;  mais  selon  lui  on  ne  peut  remédier  à  celte  insuffi- 
sance que  par  une  élude  systématique  des  corps.  Les  élèves  devront  être 
guidés  par  la  théorie  et  conduits  insensiblement  du  simple  au  compliqué,  des 
exercices  aux  applications.  Cette  méthode  seule  donnera  des  résultats  avan- 
tageux ;  tout  autre  procédé  empirique,  fùl-il  même  plus  rapide,  doit  être 
impiloyablemenl  rejeté. 

L'emploi  de  la  projection  centrale  devrait,  d'après  M.  Beyel,  être  banni 
des  cours  du  technicien  futur  et  être  réservé  aux  normaliens,  les  déforma- 
tions que  cette  méthode  impose  aux  corps  étant  trop  violentes.  La  perspec- 
tive et  surtout  l'axonométrie  sont  à  étudier  à  fond  ;  l'emploi  combiné  de  cette 
dernière  méthode,  avec  la  projection  orthogonale  facilitera  bien  des  raison- 
vdements  et  des  constructions. 

M.  Beyel  estime  que  l'enseignement  doit  se  borner  à  représenter  les  sur- 
faces et  les  corps  géométriques  ordinaires  :  polyèdres,  surfaces  de  révolution 
et  surfaces  réglées.  Le  maître  chargé  de  ce  cours  doit  connaître  les  exi- 
gences de  la  pratique,  et  entrer  fréquemment  en  contact  avec  son  collègue, 
chargé  des  applications  techniques. 

Sur  ce  point  les  avis  seront  partagés  ;  que  dans  un  cours  universitaire,  on 
traite  la  Géométrie  descriptive  comme  ime  science  et  qu  on  1  étudie  pour 
elle-même  sans  s'occuper  de  sou  application,  cela  rentre  dans  1  esprit  do 
cotte  institution  ;  mais  dans  une  école  technique  où  tout  lenseiguemcut  cou- 
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verge  vers  un  seul  but,  la  pratique,  il  faut  qu  il  en  soit  autrement.  Il  est 
essentiel  de  faciliter  aux  élèves  le  passage  de  la  théorie  à  celte  pratique,  et 
il  est  nécessaire  d'établir  tous  les  liens  qui  rattachent  1  une  à  l'autre.  Les 
théories  illustrées  par  des  exemples  simples  tirés  de  la  charpente  ou  de  la 
coupe  des  pierres  seront  ainsi  mieux  appréciées,  et  l'élève  sera  stimulé  parle 
plaisir  d'utiliser  immédiatement  les  principes  qui  lui  ont  été  exposés. 

Selon  l'auteur.  1  exactitude  des  dessins  donne  lieu  à  bien  des  critiques.  Nos 
étudiants  savent  résoudre  les  triangles;  ils  donneront  même  les  résultats  à 
sept  décimales  près,  mais  leurs  constructions  graphiques  offrent  peu  de  pré- 
cision. C'est  au  maître  à  les  entraîner  soigneusement;  il  devra  avoir  à  son 
service  un  certain  nombre  de  moyens  de  contrôle  qu  il  appliquera  à  leurs 
épures.  La  Géométrie  projective  lui  fournira  la  plupart  de  ces  critères. 
Il  faudra  donc  qu'il  la  possède  entièrement.  De  même  que  ce  n'est  pas  à 
l'Université  qu  on  apprend  1  orthographe  et  la  grammaire,  il  nous  semble 
qu  il  est  un  peu  tard  pour  parler  d  exactitude  dans  l'enseignement  de  la 
Géométrie  descriptive  ;  les  élèves  qui  l'étudient  ont  déjà  pratiqué  pendant 
plusieurs  années  les  constructions  graphiques,  et  sont  tenus  de  manier  habi- 
lement leurs  instruments  de  dessin.  C'est  à  1  époque  de  leur  initiation  à  cet 
art  qu'il  faudrait  leur  inculquer  de  bonnes  habitudes.  La  réforme  dont  parle 
M.  Beyel  doit  être  introduite  dans  les  études  antérieures.  Il  a  été  parlé  de 
Géométrie  projective;  M.  Beyel  désirerait  que  certains  chapitres,  concernant 
les  ponctuelles  et  les  faisceaux  projectifs,  la  conception  des  pôles  et  polaires 
par  rapport  aux  conitjues,  fussent  connues  du  technicien  :  elles  feraient  pen- 
dant à  l'étude  analytique  des  coniques  et  faciliteraient  bien  des  construc- 
tions. 

C  est  tians  la  salle  de  dessin  que  le  maître  jugera  les  fi'uits  de  son  ensei- 
gnement ;  c'est  là  ([ti  il  reconnaîtra  si  la  semence  qu  il  a  lancée  du  haut  de  sa 
chaire  est  tombée  dans  la  bonne  terre  ou  sur  un  sol  pierreu.x.  Dans  ses  en- 
tretiens particuliers  avec  chaque  élève,  il  se  rendra  compte  de  leur  talent  et 
appréciera  leurs  dispositions.  Un  moyen  excellent  consiste  à  orienter  diffé- 
remment les  problèmes  traités  pendant  le  cours  ou  soumis  aux  élèves,  ou 
mieux  encore  il  conviendrait  de  les  laisser  choisir  les  éléments  de  leurs 
épures:  cela  développera  chez  eux,  d  après  M.  Beyel,  un  certain  sens  de  l'har- 
monie, cela  les  obligera  à  prévoir  de  loin  les  résultats  et  à  éviter  certaines 
coïncidences  que  l'on  a  qualifiées  de  fâcheuses.  Tous  les  élèves  n  y  excelle- 
ront pas.  mais  il  y  aura  toujours  des  étudiants  (jui  ne  seront  pas  la  joie  de 
leurs  professeurs. 

QueU[ucs  paragraphes  sont  consacrés  à  l'emploi  des  modèles  en  relief. 
L  auteur  n'est  pas  partisan  des  corps  en  bois  ;  ils  appartiennent  à  un  autre 
genre  de  dessin,  le  dessin  à  main  levée  ou  encore  la  stéréométrie,  tandis  que 
la  fiéométrie  descriptive  affranchit  l'élève  de  l'emploi  du  modèle.  Les  cons- 
tructions en  (Ils  seraient  préférables;  elles  font  saisir  facilement  la  généra- 
tion de  surfaces  compliquées  et  permettent  un  meilleur  aperçu  d'ensemble 
grâce  à  leur  transparence.  On  peut  les  faire  exi'-cnter  par  ceux  des  élèves 
qui  seraient  particulièrement  habiles  de  leurs  doigts. 

Puis  plusieurs  conseils  sont  donnés  sur  l'exécution  des  dessins  qu'il  ne 
faut  pas  laisser  dégénérer  en  images,  sur  les  conventions  de  construction  et 
de  lettres  qui  doivent  être  invariables,  et  imposées  aux  élèves  une  fois  pour 
toutes. 

Enfin  nous    trouvons    un    certain  nombre    de    remarques   à    l'adresse  des 
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maîtres  de  Géomrlrie  descriptive  et  des  étudiants  qui  se  destinent  à  cette 
profession.  I/Université  n'est  pas  un  milieu  propice  -a  cette  étude  :  la  Géo- 
métrie y  est  repoussée  au  second  plan  par  l'Analyse.  Ce  n'est  que  dans  une 
école  polytechnique  que  l'on  pourra  s'en  rendre  possesseur. 

Il  faut  que  la  réputation  de  la  Géométrie  descriptive  s'améliore,  et  que 
cette  branche  des  Mathématiques  ne  soit  pas  déconsidérée  au  profit  des 
autres.  M.  Beycl  pense  que  cet  ostracisme  est  dû  à  un  reste  de  classicisme 
grec  et  qu'il  est  tout  aussi  élevé  de  mettre  ses  pensées  en  figures  qu'en 
formules.  Nous  sommes  complètement  d'accord,  et  la  philosophie  de  Bacon 
est  là  pour  nous  soutenir.  Si  Platon  estimait  que  le  but  de  la  (îéométric 
était  d'affiner  lesprit  et  qu'elle  s  était  dégradée  en  passant  aux  mains  des 
charrons,  l'exemple  d  Archimède  jiistifîo  1  application  de  cette  science  aux 
besoins  de  l'humanité. 

La  Géométrie  descriptive,  dit  encore  M.  Beycl,  doit  être  étudiée  sur  le 
tard;  que  l'on  se  contente,  dans  les  écoles  moyennes,  de  donner  une  ins- 
truction générale  aux  élèves  et  surtout  qu'on  les  fasse  beaucoup  dessiner: 
l'esprit  une  fois  arrivé  à  maturité  saisira  rapidement  des  théories  qui  plus 
tôt,  eussent  été  indigestes. 

Voilà  en  quelques  mots  l'essence  de  celte  brochure  ;  la  lecture  en  est  très 
instructive  et  l'on  y  rencontre  des  idées  que  1  on  sent  vivre  au  fond  de  soi- 
même,  sans  cependant  se  les  être  formulées.  Toutes  les  personnes  qui  en 
feront  l'étude,  trouveront  de  nombreux  motifs  d  être  reconnaissantes  à  1  au- 
teur d'avoir  bien  voulu  la  publier. 

Alph.  Ber>oud  (Genève). 


B.  NiEvvENGLowsKi  et  L.  Gérard.  —  Cours  de  Géométrie  élémentaire, 

à  l'usage  des  élèves  de  mathématiques  élémonlaircs,  de  niathéinatiques  spé- 
ciales, des  candidats  aux  écoles  du  gouvernement,  des  candidats  à  1  agré- 
gation, de  l'enseignement  moderne  et  des  classes  de  lettres.  —  Paris. 
Georges  Carré  et  C.  Naud,  189g. 

I.  Géométrik  dans  l'kspaciî  [Malhéniatiques  clémerifaires  :  enseigiieuient 
classique)  :  i  vol.  in-8°  de  49^  pages,  avec  363  figures  ;  broché,  4  francs  ; 
cart.  à  l'anglaise,  5  francs.  —  II.  Géo.mktrik  dans  l'espace  [enseignement 
moderne):  i  vol.  in-8°  de  232  pages,  226  figures;  broché,  2  fr.  5o  ;  cart. 
3  fr.  25.  — III.  Géométrie  dans  l'espace  [classes  de  lettres):  i  vol.  in-8°  de 
128  pages,  96  figures;  broché,  2  francs  ;  cart.,  3  francs. 

Ces  trois  volumes  coniplèlont  le  cours  de  Géométiùe  élémentiiire  dont 
nous  avons  précédemment  analysé  les  trois  volumes  relatifs  à  la  Géométrie 
plane  (').  On  y  trouve  les  mêmes  préoccupations  et  les  mêmes  qualités  : 
développement  complet  des  matières  des  pi-ogrammes,  clarté  de  l'exposition, 
simplification  des  démonstrations  par  l'inlroductiou  dans  tous  les  éléments 
mesurables,  de  la  notion  du  sens  ou  du  signe  aussitôt  que  ces  éléments  appa- 
raissent, en  s  appuyant,  toutes  les  fois  qu'elle  est  possible,  sur  la  marche 
parallèle  de  1  Algèbre  et  de  la  Géométrie  ;  enfin,  exercices  nombreux,  gra- 
dués cl  accompagnés,  quand  il  y  a  lieu,  d'indications  sur  la  solution. 


(')  Voir  Enseigne  ment  nuidu-maliquc,  i"-'  année,  n"  3,  p.  224- 
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Le  cours  tle  riùisoi^noiiionl  classique.  (|iii  forme  le  Traité  complet,  se 
divise  en  quatre  livres  (Y  à  YIII)  et  un  livre  de  compléments. 

Le  livre  Y,  intitulé  Droites  et  Plans  (lo  cliapitrcsi,  contient  toutes  les 
notions  concernant  ces  éléments  de  premier  ordre  (angles  divers,  parallé- 
lisnic,  perpendicularité,  projections  orthogonales)  et  se  termine  par  deux 
chapitres  relatifs,  lun  au  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  de  quatre 
plans,  l'autre  à  la  translation  et  à  la  rotation. 

Le  livre  YI  [Polyèdres,  5  chapitres),  après  les  généralités  sur  les  polyèdres, 
étudie  toutes  les  questions  relatives  aux  volumes  des  prismes,  pyramides,  etc., 
puis  la  symétrie,  l'homothétie  et  la  similitude. 

Dans  le  livre  A'II  (f.es  trois  corps  ronds,  8  chapitres),  l'on  trouve  des 
notions  générales  sur  les  surfaces  conitjues,  cylindriques  et  de  révolution, 
suivies  d  une  étude  aussi  complète  que  possible  des  trois  corps  (cylindre, 
cône,  sphère),  des  relations  qu  ils  ont  entre  eux  et  avec  le  tétraèdre,  du  plan 
radical  et  du  plan  polaire.  Les  deux  derniers  chapitres  sont  consacrés, 
l'un  aux  systèmes  de  sphères  et  à  Tinversion,  l'antre  aux  ligures  tracées  sur 
la  sphère. 

Avec  le  livre  YIII  [Courbes  usuelles,  5  chapitres),  nous  revenons  à  la 
Géométrie  plane  ;  car,  à  l'exception  du  théorème  :  «  La  projection  ortho- 
gonale d'un  cercle  sur  un  plan  quelcoiiqne  est  une  ellipse  »,  que  Ion  trouve 
au  chapitre  I"'"  (ellipse),  de  la  méthode  de  Dandelin  pour  l'étude  des  sections 
planes  du  cône  tie  révolution,  que  présente  le  chapitre  lY  (propriétés  com- 
munes aux  trois  courbes),  enCiu  du  chapitre  V  (hélice),  qui  entre  dans  un 
ordre  d'idées  bien  différent,  la  presque  totalité  du  livre  trouverait  sa  place 
naturelle  et  logique  dans  le  premier  volume  ;  mais  les  auteurs  out  dû  se 
conformer  à  l'ordre  des  programmes. 

f.es  Compléments  (6  chapitres)  ont  une  très  grande  imporlanee.  Ils  peu- 
veut  se  diviser  eu  deux  parties  :  i''  les  chapitres  extrêmes  (I  et  AI),  ipii 
appartiennent  à  la  Géométrie  dans  l'espace,  et  étudient  respectivement  le 
déplacement  d'un  solide  indéformable  (y  compris  le  déplacement  hélicoïdal, 
qui  fournit  une  application  naturelle  de  1  étude  de  l'hélice),  et  les  propriétés 
générales  des  polyèdres  (théorème  d'Luler  et  ses  conséquences,  polyèdres 
réguliers  convexes  et  étoiles,  etc.)  :  -i^  les  chapitres  II  à  Y  (divisions  et 
faisceaux  homographii[ues  ;  —  involution  :  —  homologie,  homographie, 
figures  corrélatives  :  —  propriétés  générales  des  coniques),  qui,  sauf  cer- 
taines propriétés  de  la  projection  perspective  utilisées  ça  et  là  ('),  appartien- 
nent pleinement  à  la  Géométrie  plane.  Dans  ces  cliapitres,  nous  avons  vu 
av<'c  plaisir,  et  nous  nous  empressons  de  le  reconnaître,  que  les  lacunes  que 
nous  avions  signalées  au  premier  volume  (Géométrie  plane,  compléments  du 
livre  III)  sont  entièrement  comblées.  Mais,  bien  que  la  raison  soit  évidente 
t|ui  a  porté  les  auteurs  à  placer,  dans  l'ordre  imposé  par  les  programmes, 
des  théories  qui  sont  surtout  nécessaires  pour  l'étude  des  coniques  rejctéc 
après  la  G('ométrie  de  1  espace,  cet  ordre  peu  logii[ue   n'est  pas   sans  incon- 


(')  L'emploi  de  considérations  s/<vro/M<"y/7yH<'.s  dans  l'oiisoigncnicnl  de  la  Géométrie 
j)laiif'  sera  bien  justifié  si  la  qm^slion,  actuellement  très  débattue,  de  la  fusion  de 
la  Planiniétric  et  de  la  Stéréométrie  re(;oit  ime  solution  favorable:  aujourd'hui,  cet 
emploi  nous  semble  ])rématuré  :  au  moins  ne  devrait-il  venir  tpic  comme  conlir- 
niation  des  considt'-rations  j/lanimc/iir/iic.i.  —  Voir,  dans  L' fùiscii^nenicnt  matlir- 
niatiiiue,  t.  I.  l'analyse  di-s  Kl.MUiMits  de  Géoini-trio  de  M.M.  Laz/cri  cl  Bassani 
^n"  I,  p.  <)vt)  et  l'article  de  M.  G.  Camliilo  in"    !.  j>.  î!o4). 
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vénients  ;  si  les  lacunes  de  la  Géométrie  plane  moderne  sont  comblées,  une 
grande  lacune  s'ouvre  pour  la  Géométrie  de  lespace  :  il  suffit,  pour  s'en  con- 
vaincre, de  lire  le  très  petit  nombre  de  lignes  que  les  auteurs  consacrent 
(p.  386)  à  mentionner  la  possibilité  d'extension  à  l'espace  de  1  liomologie,  de 
l'homographie  et  de  la  dualité.  La  théorie  générale  des  coniques  est  très 
clairement  exposée  d'après  Chasles  ;  mais  aucune  mention  n'est  faite  des 
quadriques.  Sans  doute,  les  auteurs  ont  pour  cela  une  bonne  raison  :  il  faut 
se  borner.  Mais,  entre  une  théofie  complète,  qui  est  ici  impossible,  et  une 
absence  totale  d'indications,  il  y  a  une  large  marge  :  en  quelques  pages, 
des  notions  générales  très  utiles  pourraient  être  données. 

Quatre  notes  sur  la  symétrie,  les  coordonnées  tétraédriques,  la  mesure 
des  polyèdres  et  le  plus  court  chemin  dans  l'espace  et  sur  la  sphère  termi- 
nent ce  volume.  Ces  notes  sont  fort  intéressantes  ;  celle  sur  les  coordonnées 
tétraédriques,  nécessaire  pour  l'étude  des  sphères  inscrites  à  un  tétraèdre 
(liv.  VII,  ch.  v),  serait  utilement  préparée  par  une  note  (ou  un  paragraphe) 
sur  les  coordonnées  trilinéaircs. 

Les  deux  volumes  spéciaux  à  TenseignenuMit  moderne  et  aux  classes  de 
lettres,  sont  des  extraits,  conformes  aux  programmes,  du  cours  de  l'ensei- 
gnement classique. 

En  résumé,  1  ouvrage  est  excellent  :  c'est  un  véritable  livre  d  enseignement. 
Selon  nous,  il  laisse  deux  desiderata,  dont  le  premier  n  est  imputable 
qu'aux  programmes  :  nous  voudrions  voir  reporter,  à  la  Géométrie  plane, 
les  théories  de  la  (iéométrie  moderne  qui  se  rattachent  à  cette  partie  de 
renseignement,  et  développer  davantage  ces  théories,  dans  le  second  volume, 
en  ce  qui  concerne  la  Géométrie  de  l'espace.  L.  Ripekt  (Paris), 

Gust.  HoLZMïiLLER.  —  Elemeiite  der  Stéréométrie  ;  crsier  Theil  :  Die 
Lehrsiitze  und  Konslruktionen.  i  vol.  in-8  ",  383  pages,  t.  IV  do  la  Collec- 
tion Schubert.  Prix  :  M.  5,4o,  G.  J,  Giischen,  Leipzig,  1899. 

«  Le  présont  ouvrage  a  pour  but  de  donner  une  idée  générale  du  domaine 
de  la  Géométrie  élémentaire  de  1  espace  »,  dit  l'auteur  dans  son  introduction 
et  nous  verrons  dans  la  brève  analyse  ci-dessous  comment  il  a  compris  son 
programme,  indiqué  ainsi  dune  manière  somniaii'i^.  Mais  avant  d'aborder 
celle  étude,  suivons  encore  l'auteur  dans  son  introduction  alin  de  nous 
renseigner  sur  la  manière  dont  il  va  procéder.  Après  avoir  constaté  que  les 
divers  traités  de  Géométrie  existants  sont,  ou  bien  spéciaux  et  ne  traitant  les 
sujets  exposés  qu'à  un  seul  point  de  vue,  ou  bien  très  élémentaires  et  laissant 
de  côté  les  théories  de  la  Géométrie  moderne,  M.  Holzmiillcr  va  s'efforcer  de 
combler  ces  lacunes  et  nous  offre  un  traité  très  intéressant,  mais  iju'il  faut 
considérer,  ainsi  qu'il  le  dit  lui-même,  h  comme  un  essai  méthodique,  mais 
dans  aucun  cas  comme  une  exposition  systématique  sans  lacunes  de  la  sté- 
réométrie ».  Malgré  cela  l'étude  de  l'ouvrage  de  M.  llolzmullor  est  très  ins- 
tructive et  elle  a  l'avantage  d'amener  très  rapidement  à  des  problèmes  que 
l'on  n'a  pas  Ihabitude  de  voir  ligurer  dans  dos  éléments.  Do  nombreuses 
figures  très  bien  faites  aident  à  la  compréhension  du  texte  et.  pour  les 
chercheurs,  des  indications  bibliographic[uos  et  lusloricpios  sur  chaque 
sujet  leur  fourniront  le  moyen  de  se  renseigner  jilus  à  fonil. 

Le  traité  de  stéréométrie  est  partagé  on  9  sections;  chacune  d  outre  elles 
traite  une  partie  spéciale  et  dans  une  première  élude  plusieurs   paragraphes 
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penvonl  èlro  laissés  <lo  côtô  sans  miiro  on  aueuno  façon  à  la  coinpréhensiou 
ilo  co  qui  suit. 

Dans  la  prcMiiioro  section,  1  autour  ex))ose  los  ihéoronics  généraux  sur  le 
plan  et  la  droite  dans  1  espace  :  les  problèmes  sur  los  angles  des  plans  entre 
eux  ou  avec  des  droites  sont  traités  ou  esquissés  et  les  constructions  t'onda- 
mentales  exposées.  Puis  lauleur  aborde  ininiédiatenient  certains  problèmes 
([ui  mis  en  regard  les  uns  des  autres  font  voir  une  <'  réciprocité  »  du  point 
et  du  plan  dans  l'espace  ;  c'est  un  premier  aperçu  d'une  théorie  féconde  dont 
los  résultats  se  verront  dans  la  suite.  L'étude  du  trièdre  termine  ce  para- 
graphe. 

La  deuxième  section  pourrait  sans  inconvénient  être  partagée  en  deux 
parties  bien  distinctes  ;  la  première  contient  les  principes  du  dessin  des 
corps  de  1  espace  représentés  soit  par  leurs  projections  orthogonales,  soit 
par  leur  perspective  cavalière.  Ce  dernier  motle  est  surtout  très  développé  ; 
il  est  appli([ué  à  tous  les  soli<les  réguliers  et  à  un  grand  nombre  de  solides 
semi-réguliers  et  étoiles.  L'étude  des  formes  cristallines  et  leurs  modifi- 
cations par  hémiédrie  ou  pointage  est  une  application  intéressante  de  ce  qui 
précède,  et  cette  étude  est  toujours  faite  en  montrant  que  le  principe  de  la 
rt  réciprocité  »  trouve  encore  ici  des  applications.  La  deuxième  partie  de  cette 
section  s'occupe  des  principes  de  la  perspective  régulière  et  de  la  projection 
centrale  ;  ces  princij)es  bien  connus  amènent  le  lecteur  à  la  définition  et  à 
rélude  de  la  coUinéation  de  l'affinité,  de  la  similitude  et  de  la  congrucnce, 
cas  particulier  de  la  première.  Comme  application  intéressante,  citons  la 
construction  des  vues  stéréoscopiques,  appliquée  au  dodécaèdre  pentagonal 
i^t  à  licosaèdrc. 

La  détermination  des  relations  mélrii[ues  entr(<  los  divers  éléments  d  lui 
prisme,  d'un  tétraèdre,  d'une  pyramide  quelconque,  celle  de  leur  surface 
latérale,  de  leur  volume  forment  un  j)reniier  paragraphe  de  la  troisième 
section.  Puis  vient  une  étude  générale  des  polyèdres  d  Euler  avec  les 
théorèmes  relatifs  au  nombre  de  faces,  d  arêtes  et  de  somm(>lsde  ces  polyè- 
dres :  nombreuses  applications. 

La  quatrième  section  se  rapporte  au  cvlindro  et  au  cône  droits  ainsi  qu'aux 
lignes  tracées  sur  la  surface  de  ces  corps.  La  notion  des  lignes  géodésiqucs 
est  introduite  à  propos  de  Ihélice, 

Avec  la  cinquième  section,  nous  abordons  1  (''lude  d"nu  corps  dont  nous 
aurons  à  nous  occuper  longuement  :  la  sphère.  Cette  étude  nous  introduit 
tout  d  abord  dans  ce  que  l'auteur  appelle  l'ancienne  Géométrie  élémentaire 
lie  la  sphèie,  contenue  dans  la  plupart  des  traités  de  stéréométrie,  mais 
dans  laipicdlo  on  rencontre  encore  le  princij)e  de  la  réciprocité  sous  la  forme 
de  la  i^olaritt'  sur  la  sphère.  L  on  aboi-ilo  ensuite  une  partie  très  importante, 
savoir  les  applications  à  la  sphère  des  principes  de  la  (léonn-lrie  moderne  : 
pôle  et  plan  polaire  avec  la  définition  des  figures  réciproques:  plan  radical, 
axe  raiiical  et  cenlr(>  radical  de  2,  i  ou  {  sphères;  centres  île  simililuile  et  les 
théijrèmos  sur  ces  divers  éléments  sont  étudiés.  Il  eu  est  de  même  des 
lignes  tracées  sur  la  sphère,  cercles,  faisceaux  de  cercles  etc.  Les  loxo- 
dromies  sur  la  sphère  trouvent  leurs  applications  dans  1  étude  de  la  repré- 
sentation cartographique  d(>  la  surface  terrestre. 

La  sixième  section  est  um^  des  plus  inti-ressauti^s  du  traité'  l't  l'on  est 
étmnié  de  voir  avec  quelle  facilité  les  résultats  dt-coulenl  les  uns  des  autres, 
s  enchaînent  et  se  dévelop[>eiit  à  la    lumière  ilu  gi'and  principe  de  la  récipro- 
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cité  exposé  dans  lo  cliapilre  préccdent.  Celte  section  a  pour  titre  :  l'ixc'rcices 
sur  la  Géométrie  moderne  de  la  sphère  et  applications  aux  cyclides  de  Dupin 
et  à  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces.  Ce  titre  renseigne  suffisamment 
sur  le  contenu  de  celte  partie  pour  que  nous  nous  y  arrêtions  longtemps. 
Après  avoir  étudié  dans  vinc  courte  introduction  les  suites  de  cercles  sur  la 
sphère,  l'auteur  arrive  immédiatement  à  la  définition  des  cyclides  de  Dupin 
par  la  considération  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  tangentes  entre 
elles.  Les  sections  circulaires  de  ces  cyclides  ainsi  que  celles  de  leur  cas 
particulier  le  tore  sont  indiquées  et  l'on  arrive  immédiatement  à  la  représen- 
tation conforme  de  la  surface  du  tore  sur  un  rectangle  cl  aux  loxodromies 
sur  le  tore.  Enlin,  on  étudie  la  courbure  des  surfaces  en  général  avec  les 
théorèmes  d'Euler  et  de  Meunier,  l'indicatrice,  etc.;  la  définition  de  Gauss. 
de  la  courbure  est  indiquée  et  ces  notions  sont  appliquées  aux  cyclides  et 
sjjécialcmeut  an  tore.  Incidemment  l'auteur  aborde  les  surfaces  à  courbure 
nc'galive  constante,  indique  la  constriclion  de  surfaces  de  révolution  de  cette 
nature  et  l'imporlance  qu  elles  ont  en  général  dans  les  théories  des  géomé- 
Irics  absolues  de  Riemann  et  de  Lobalchewski. 

Dans  la  septième  section  nous  trouvons  les  propriétés  des  courbes  du 
deuxième  degré  déduites  de  celles  du  cône  et  du  cvlindrc  dont  elles  sont  les 
sections  planes,  et  leur  application  à  la  perspective  régulière  de  la  sphère  et 
à  son  ombre  portée. 

Enfin,  les  deux  dernières  sections  contiennent  les  principales  propriétés  des 
surfaces  du  deuxième  degré,  surfaces  de  révolution  tout  d'abord  et  surfaces 
générales  ensuite.  ,1.   M\y  (Lausanne). 

Ern.  Pascal. —  Répertorie  di  Matematiche  superiori  ;  i.  IL  Geometria  • 

un  vol.in-ia",  228  p.  Prix  9  L.  5o.  U.Hcepli  :  Milano,  iijoo. 

Ce  deuxième  volume  du  Répertoire  de  Malhéuialiques  supérieures  est 
consacré  au  développement  des  aspects  géométricjues  de  la  théorie  des 
formes,  et  à  la  Géométrie  infinitésimale. 

Le  mode  d'exposition  du  Répertoire,  à  la  fois  rationnel  et  historique, 
n'est  pas  le  moindre  mérite  d'un  ouvrage  destiné  à  devenir  le  vade-niecuiu 
du  géomèlre. 

Cet  ouvrage^  sera  aussi  le  guide  apprécié  de  tous  les  esprits  curieux  (ic 
hautes  inathéniali(|ues,  mais  qu'effraient  souvent  les  trop  longues  explora- 
tions bibliogra]>hit[ues  ;  ceux-ci,  sans  sortir  de  leur  chambre,  pourront 
désormais,  grâce  à  M.  E.Pascal,  connaître  tout  ce  qu'on  peut  glaner  aujour- 
d'hui à  travers  les  meilleurs  auteurs  ;  parfois  même  le  Répertoire,  esquissant 
avec  bonheur   plusieurs   pages  de  l'œuvre  d'un  maître,  pourra  leur    suffire. 

Sans  vouloir  raconter  ici,  tout  le  voyage  au  long  cours  accompli  par  M.  E. 
Pascal  à  travers  la  Géométrie  inoderut-,  je  me  conleutiM-ai  d  <"u  signaler  les 
principales  relâches  ([ui  sont   : 

Les  bases  de  la  Géométrie  analylit[ni^  et  |)r()jective  :  les  formes  algéliritjnes: 
les  connexes;  les  coniques,  les  quadriques;  les  courbes  planes  :  les  surfaces 
et  les  courbes  gauches:  la  cubique, la  quartique  :  les  surfaces  du  quatrième 
ordre  et  d'ordre  supérieur;  les  Géométries  de  la  droite  et  de  la  sphère: 
la  Géométrie  énumérative  ;  la  topologie  ou  «  Analysis  situs  »  ;  la  Géométi'ie 
infinitésimale  de  l'espace  et  de  l'hyperespace  ;  la  Géométrie  non-eucli- 
dieun(\ 
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Tollo   osl    la    maliôfo  du    siM'onil    voliiine   du  Ri-porloiro  :  lo  succès   de    ce 
voliiinc  sera  digue  du  succès  de  son  aiué.  J.  A. 


A.  Mkndfs  u  Ai.mi-.ida  et  Rodolpuo  Guim.vkaks,  oflîcier  du  Génie  portugais. 
—  Curso  de  Topographia  (tome  1'')  :  i  vol.  grand  in-8'^  de  ")ii  pages. 
35'i  ligures  dans  le  texte  et  ii  planclics. —  Lisbonne,  J.-A.  Rodrigucs,  1899. 

Cet  ouvrage,  très  développé,  est  conforme  au  programme  du  Cours  de 
Topographie  de  l'I-lcole  niilitairedu  Portugal  où  lun  des  auteurs  (M.  Mendes 
d'Almeida)  est  professeur  adjoint  (').  11  comprendra  deux  volumes  :  le  pre- 
mier, actuellement  publié,  étudii>  les  levers  planimélric[ues  réguliers  cl  tous 
les  éléments  qui  les  composent  :  le  second  traitera  du  nivellement,  des  son- 
dages, des  levers  spéciaux  et  levers  expédiés,  de  la  cartographie,  et  se 
terminera  par  une  étude  sur  le  cadastre. 

Le  tome  I'"",  après  une  introduction  exposant  les  généralités  et  lès  con- 
ventions relatives  au  dessin  topographiquo,  se  divise  en  cinq  chapitres  et 
un  appendice,  savoir  : 

Ch.  I'''.  Figuré  et  formes  du  terrain  (modes  divers  de  représentation  : 
étude  des  formes  naturelles  et  de  leurs  lois  de  formation).  —  Ch.  II.  Lecture 
et  copie  des  cartes  (distances  et  itinéraires,  déclivités  et  accidents  du  terrain, 
évaluation  des  aires  ;  copies  à  même  échelle,  puis  à  échelle  amplifiée  ou 
réduite).--  Ch.  III.  Orientation  (par  la  boussole,  sur  une  carte,  par  \v 
soleil,  la  lune,  1  étoile  polaire,  les  indices  et  les  informations).  — •  Cli.  IV. 
Planimétrie  (détermination  des  distances  et  des  angles  ;  instruments  tlivers 
pour  leur  mesure).  —  Ch.  Y.  Exécution  de  la  planimétrie  (triangulation  ou 
canevas  IrigonouK-lrique  ;  canevas  lopographii[ue  ;  lever  de  détails  ;  instruc- 
tions).—  Ai'PENDicE  :  notions  sur  les  projections  cotées  et  leurs  applica- 
tions. 

Ce  livre  de  Mathématique  applitjuée  touche  en  liien  des  points  à  la 
Malhémati([uc  pure.  Nous  signalerons,  comme  exemple,  l'exposition  des 
méthodes  d'évaluation  des  aires  :  60  pages  du  chapitre  II  sont  consacrées  à 
un  résumé  très  complet  des  diverses  formules  de  quailratures  et  des  études 
comparatives  auxquelles  elles  ont  donné  lieu,  suivi  de  notions  étendues  sur 
l'intégration  graphique,  les  intégrateurs  et  les  planimètrcs,  etc. 

Les  auteurs,  dans  tout  le  cours  de  leur  ouvrage,  s'attachent  à  séparer  nette- 
ment les  procédés  géométri([ues  des  procédés  mécaniques  ;  pour  chaque 
méthode  exjiosée  ou  cha([ue  instrument  décrit,  ils  indic[U(Mit  avec  précision 
les  conditions  de  l'emploi  et  les  limites  des  erreurs  commises.  Ils  citent  avec 
un  soin  minutieux  toutes  les  sources  auxquelles  ils  ont  puisé  :  c'est  ainsi 
que  .(2  ouvrages  ou  documents  sont  cités  pour  1  évaluation  des  aires  dont  il 
esl  parlé  ci-dessus. 

Ce  cours  esl,  en  résumé,  un  livre  mûrement  mi'diti'.  nu  peu  long  parce 
([ue  le  sujet  est  vaste,  mais  d  une  exposition  en  gi'-néral  claire  et  bien 
ordonnée,  muni  d'une  excellente  bibliographie,  et  (|ui  sera  fructueusement 
consMlli-  par  toutes  h^s  personui's  qui  s'occupent  de  Topogi-aphie. 

(]()uiin'    L.   Rn>i:i!T  (Paris'  . 

(')  Le  livre  est  précéilé  d'une  Préface  du  liculiMiaiit-coloin'l  Miummmms  l'iTrciiM , 
professeur. 
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Aug.  Haas.  —  Integralrecknung  ;  2 '*'' Theil  :  Aiu\en(Jungen  Apj)licalions 
(les  iiilcgi'ales  (iLliiiics  à  la  quadrature,  à  la  reclificalion,  à  la  fomplanalion 
ri  à  la  cubaUirc,  avec  exercices  choisis  dans  le  domaine  mécanique  et 
technique),  i  vol.  gr.  in-8°,  238  p.  Prix  :  9  marks.  CoUcclioii  Kleyer.  Jul. 
Maier,  Stuttgart,   1899. 

Cet  ouvrage  présente,  comme  tous  ceux  de  cette  collection  que  j'ai  eu  le 
plaisir  d'avoir  entre  les  mains,  un  grand  inlc'-rèl  tant  au  point  de  vue  de  la 
disposition  qu  à  celui  de  la  méthode  malli<'iiiati(|Ut' . 

De  I.K  DISPOSITION  :  Chac[ue  page  est  divisée  en  deux  colonnes,  à  gauche 
des  questions  précises  et  à  droite  les  réponses. 

Dans  la  colonne  de  gauche,  lespace  restant  entre  deux  cjuestions,  questions 
rendues  ainsi  saillantes  par  leur  disposition,  est  très  judicieusement  rempli 
par  un  certain  nombre  de  remarques  explicatives  se  rapportant  soit  au  déve- 
loppement direct  de  la  question,  soit  à  des  points  latéraux  a])parentés  avec 
la  question  elle-même. 

Ces  remarques  sont  d  une  grande  valeur  ;  elles  facilitent  la  lecture  du 
traité  en  évitant  d  avoir  recours  à  d  autres  ouvrages,  ou  a  des  développe- 
ments quelquefois  superflus,  en  même  temps  qu'elles  donnent  des  horizons 
intéressants  auxquels  le  lecteur  n'aurait  peut-être  pas  pensé. 

Pour  mieux  faire  ressortir  ce  point,  je  prends  un  exemple  au  hasard  : 


Prùblk.me  34  ■-  Quadrature  de  l'Hy- 
perbole équilatère  xy  =  c^  depuis 
X  z-  a  à  X  =  b. 

Remarque  87  :  Introduisons  .r  =  v 
et  \=p:  l'équation  devient  pt'  =  c-, 
c'est-à-dire  l'expression  de  la  loi  de 
Mariotte  quand  r  est  le  volume  d'une 
masse  gazeuse  et  p  la  pression.  Sui- 
vant l'action  d'une  compression  iso- 
thorinique  on  passera  du  volume  r, 
au  volume  i\  avec  la  dépense  de 
travail  ci-dessous  : 


Z  =  — 


dr  =  c^  log  -!- 


Voir  Klimi'kkt  :  Tiaitécle  Physique 
n'iicrale. 


SoLurio.N"  :  Xous  obtenons  ici 


doù 


=1  c-  (lo 


rf>-  r^ 

Z  =  —  d.r 

n  —  log  //!  = 


:-  lot 


Suit     un    développement    pour    le 
cas  />  r=  30. 


De  la  .méthode  matué.matique  :  Dans  chaifue  chapitre  la  formule  intégrale 
est  d'abord  développée  suivant  la  méthode  analytique,  puis  le  résultat  est 
comparé  à  une  intégration.  L'auteur  montre  ensuite  comment  un  tel  dévelop- 
pement conduit  en  même  temps  à  la  définition  rigoureuse  de  l'intégrale 
définie,  en  tant  que  limite  d'une  somme. 

Les  exemples  nombreux,  sur  lesquels  nous  reviendrons  sont  d  abord 
choisis  avec  des  coordonnées  rectilignes,  puis  avec  des  coordonnées  obliques 
et  enfin  avec  des  coordonnées  polaires.  Pour  chaque  variété  nouvelle,  1  au- 
teur établit  toujours  la  formule  intégrale  suivant  la  méthode  analytique. 
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Choix  dks  exemples  :  C'est  ici  surtout  que  1  ouvi'ago  csl  romart[uahIo.  Il 
ne  comporte  pas  3oo  pages,  et  rarement  eu  si  peu  de  place,  collection 
aussi  riche  d'exemples  de  toute  nature  a  été  réunie.  Les  courbes  du 
deuxième  degré  délilent  d'abord  avec  des  applications,  pour  la  plupart 
calculées  numériquement  et  avec  des  résultats  simples,  puis  les  courbes 
supérieures  les  plus  .intéressantes,  les  plus  connues,  toujours  avec  des 
solutions  élégantes,  et  le  plus  souvent  possibles,  se  rapportant  à  des 
exemples  classiques,    appliqués  soit  eu  physique  soit  eu  mécanique. 

Les  intégrales  doubles  et  triples  sont  traitées  dans  le  même  esprit:  par  la 
manière  dont  elles  sont  présentées  et  par  le  choix  des  exemples  qui  s'y  rap- 
portent, cette  deu.vième  partie  de  l'ouvrage  est  une  des  plus  intéressantes 
dans  son  genre. 

Je  ne  veux  pas  oublier  non  plus  de  signaler  au  lecteur  le  court  chapitre 
consacré  aux  courbes  intégrales. 

Avant  de  conclure,  il  y  a  une  remarque  générale  à  taire  ([ui  pourra  peut- 
être  avoir  sa  valeur  dans  une  seconde  édition.  Comme  1  ouvrage  cpii  est  une 
deuxième  partie,  peut  trouver  sa  place  dans  la  bibliothèque  d'un  ami  de  la 
science  mathématique,  indépendamment  de  la  première  partie  ou  du  calcul 
différentiel  de  la  même  collection,  nous  aimerions  que  nombre  de  courbes 
qui  sont  traitées  ici,  soient  donnée?  aussi  par  les  figures,  sans  pour  cela, 
renvoyer  le  lecteur  à  un  autre  volume. 

Nous  comprenons  la  manière  de  faire  de  l'auteur,  mais  il  serait  agréable 
pour  celui  qui  consulte  ce  volume  sans  avoir  les  autres  sons  la  main  de  trou- 
ver aussi  les  figures.  Celles-ci  sont  toujours  un  auxiliaire  puissant  pour  le 
raisonnement  de  la  question,  aussi  croyons-nous  devoir  attirer  lalleuliou 
des  intéressés  sur  ce  point. 

Conclusions  :  Nous  recouiuiaudons  avec  plaisir  le  nouvel  ouvrage  à  ceux 
de  nos  collègues  qui  lisent  1  allemand.  Pour  la  préparation  du  cours,  pour 
les  exemi)les,  soit  en  vue  des  répétitions,  soit  en  vue  des  examens,  ils  trou- 
veront là  lui  guide  simple,  facile  en  même  temps  qu'élégant,  un  guide  réunis- 
sant avec  ime  exposition  claire  une  grande  prolonileur  scientifique. 

Non  seulement  les  professeurs  seront  bien  servis  par  l'ouvrage,  mais  les 
étudiants  aussi  y  trouveront  une  matière  féconde.  Par  la  forme  comme  par 
le  fond  leur  horizon  mathématique  pourra  s'élargir  et  l'élégance  des  méthodes 
lie  pourra  qu'une  fois  de  plus  leur  faire  aimer  les  beautés  de  la  science 
mathématique. 

D""  L.  CuEi-iER  (Bienne). 


BLLLETIX  J]lP,IJ()(illAPHl()LE 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences;  i.  CXXIX  : 

Paris,  (iaiillii('i--\'illars,   iHyy. 

N''  i8  (3o  octobre).  —  G.  Humbekt  :  Sur  les  fondions  hyperahéliennos. — 
E.  GouRSAT  :  Sur  les  congruences  de  normales. 

ÎS^"  19  (6  novembre).   —  Yallier  :  Sur  le  li-acé  des  freins  hydrauliques. 

N"  20  (i3  novembre).  —  C.  Guichard  :  Sur  les  congruences  de  cercles  et 
de  sphères  qui  interviennent  dans  l'étude  des  systèmes  orthogonaux  et  des 
systèmes  cycliques.  —  P.  Paiklevé  :  Sur  les  équations  du  second  ordre  à 
points  critiques  lixes. —  H.  Padé  '.  Sur  la  généralisation  des  développements 
en    fractions    continues,    donnés    par     Gauss    et    par    Euler,    de    la    fonction 

{!-{-. r)'"- 

N*^'  21  (20  novcmlire).  —  E.  La>dau  :  Gontribution  à  la  théorie  de  la 
fonction  ^  (s)  de  Riemann.  —  A.nukade  :  Sur  les  systèmes  isolés  simul- 
tanés. 

N"  22  (27  novembre).  —  H.  Lebesgue  :  Sur  la  définition  de  1  aire  d  une  sur- 
face. —  M.Petrovitcm  :  Sur  le  nombre  des  racines  d'une  équation  algébrique 
comprises  à  l'intérieur  d'une  circonférence  donnée.  —  H.  Padé  ;  Sur  la  géné- 
ralisation des  développements  en  fractions  continues,  donnés  par  Lagrange, 
de  la  fonction  (i-|-.r)"'.  —  P.  Duhem  :  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des 
corps  flottants  et,  en  particulier,  d'un  navire  qui  porte  un  chargement  liciuide. 

—  Appell  :  Remarque  sur  la  communication  précédente. 

N°  23  (4  décembre).  —  C.  Guichard  :  Sur  quelques  propriétés  de  certains 
.systèmes  de  cercles  et  de  sphères.  —  R.  Baire  :  Sur  la  théorie  des  ensem- 
bles. —  P.  Painlevé  :  Sur  les  équations  diflerenlieUes  du  second  ordre  à 
points  critic[ues  fixes.  —  E.  Busciie  :  Généralisation  dune  ibrmule  deCiauss- 

—  G.  Humrert  :  Sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes. 

iS'"  24  (11  décembre).  —  R.  Baire  :  Sur  la  théorie  des  fonctions  discon- 
tinues. —  A.  Broca  :  Sur  le  principe  de  1  égalité  de  l'action  et  de  la  réac- 
tion. 

Acta  Mathematica  ,  journal  rédigé  par  (i.  MiTTAr.-LEFFi.iiR  :    1.  XXII,  n'^  4  ; 

Slockholin,   i!('ii<>r,   1891). 

Y.  Yolti:rr\  :  Sui'  la  liic'orie  des  variations  des  hililudes.  —  .I.-L.-^^  .-^  . 
Jensen  :  Sur  vni  nouvel  et  important    théorème  de   la    théorie   des   fondions. 

—  M.  Lercii  :  Sur  quch(ues  intégrales  ayant  rapport  avec  les  fonctions  ellip- 
liqu(>s.  — •  M.  Li:r(:u  :  Sur  la  nature  aualylitiue  d'une  fonctit>n  ct)nsidérée  par 
P.  du  Bois-Raymond.  —  M.  Pi:TRovrr(;ii  :  Sur  une  propriété  des  équations 
dill'(''renlielles  inl(''gfal)les  à  laide  des  h)udions  méromorphes  iloublemenl 
périodiques. 
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Revue  générale  des  sciences  pures  et  appliquées;  directeur,  \..  O1.1- 

vii.K  :   lo'  aiiiu'o,   iSçig.  —  l'j-ix  d  aliDimeiiuMil  iiiimicl  ;   Paris,  20  fr.;  dépar- 
UmuoiUs,  11  t"r.  ;  union  postale,   25  tr.  ;  A.  Colin. 

13ans  le  n°  22  (3o  novembre)  à  signaler  un  très  remarquable  article  de 
M.  G.  MiLUAUD  :  La  Géométrie  au  temps  de  Platon. 

Revue  scientifique,  paraissant  le  samedi,  fondée  en  i8G3  :  .}«  série,  t.  XII, 
1899,  2"^  semestre  :  prix  d'abonnement  annuel  :  union  postale,  35  IV.: 
Paris,   19,  rue  des  Saints-Pères. 

X"  22  ^23  novembre).  —  J.  de  Ri;y-Paii,u.vde  :  Etat  de  la  question  d(>  la 
décimalisation  du  temps   el  de  l'anirle. 

Bulletin  de  l'Enseignement  technique  ;  2«  année,  1899  ;  Pri.\  d'abonne- 
ment annuel  :   France,  6tr.:  étranger,  ^tV.:  Paris,  Nony. 

Ce  bulletin  parait  en  général  tous  les  quinze  jours  :  il  contient  un  relevé 
des  actes  olllciels  concernant  les  divers  établissements  d'enseignement  tech- 
niques (listes  d'admissions,  programnu^s,  circidaires  diverses,  etc.)  :  des 
sujets  de  concours,  des  indications  sur  les  bourses  commerciales  de  séjour 
à  l'étranger  ;  le  mouvement  du  persoiuiel.  Chaque  année  forme  un  vol.  iii-8'^ 
de  plus  de  5oo  pages. 

L'Intermédiaire   des  Mathématiciens,    diiigé  par  C.-A.   L.^is.vnt  et  E. 

LE.MOi.Mi  :  t.  VI,    1899  :    Prix  d  abonnement    annuel  :  Paris,  7    fr.:    dt'parte- 
ments  et  union  postale,  8  fr.  5o  :  Paris.  Gauthier-Villars. 

Ce  recueil,  fondé  en  1894,  est  unique  parmi  les  journaux  inaliiématii|ues. 
Il  se  compose  exclusivement  de  questions  posées  par  les  lecteurs,  el  de 
réponses  à  ces  cjueslions.  Il  i-end  chaque  jour  de  grands  services  aux  tra- 
vailleurs désireu.x  d dlilcnir  des  renseignenuMits  niathémaliqucs  de  toute 
nature.  Parmi  les  questions  posées,  plusieurs  ont  donné  lieu  à  tle  remar- 
qiuibles  mémoires  publiés  au  dehors.  C'est  également  de  \  Inletniédiaire 
qu'est  venue  la  première  initiative  de  création  des  Congrès  internationaux 
de  nialhématicions.  On  pourrait  reprocher  à  la  publication  des  (|uestions  et 
des  réponses  une  lenteur  un  peu  trop  grande.  Nous  savons  que  les  directeurs 
et  léditeur  se  préoccupent  des  moyens  de  porter  reniède  à  cet  état  de 
choses,  et  cela  peut-être  dès  l'année  1900  ([ui  vient  de  s'ouvrir. 

Zeitschrift   fiir  Mathematik  und  Physik.   begriindet  durch   O.  Schlo- 

milcli.  gcgcnuiii-lli;  liii'ausg<'gel)en  vou   D''  11.  Meu.mke  und  D''M.  Cantok  : 
t.  4  i.  1^99  •  Teubuer,  Leipzig. 

X'^'*  5  et  6  (novembre).  —  Chr.  Bevel  :  Uebcr  doppeltzentrische  Vierecke. 
—  W.Heymanx  :  Ueber  Winkelteilung  miltelst  Arane'iden.  —  N\'.  IIivmanx  ; 
Uebcr  hypergcometrische  Funktiouen,  deren  letztes  Elément  s|jezi«d  ist.  — 
O.  Boi;{:klen  :  Ueber  tlie  \\'ellen(i;i(  lie.  —  F.  Meisel  :  EinfuhiMing  in  dii> 
gcouielrische  Optik.  —  W.  Welt.ma.nn  :  Die  Interpolation.  —  Ad.  Scu.midt  : 
Formeln  zur  Transformation  der  Kugellunktionen  bei  linearer  Aenderung 
des  Koordinatensystems.  —  L.Geuse.n:  N'eue  Konstruktion  fiir  den  Unifangs 
Schwerpunkt  einer  Dreiecks.  —  L.  Saalscmmitz  :  Erweiterungen  des  Fakto- 
riellensatzes.  —  P.  llw.vsui  :  On  a    fuuctional    e(|uali()u    ti-caled    by  .\b(d.  — 
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P.  Hayashi  :  On  a  class  of  surfaces  whôse  asymptotic  Unes  can  be  fonnd  bv 
simple  intégrations.  —  D.  Sintzow  :  L'eber  cine  I^igensehaFt  dcr  Kliichen 
zwciten  (îrades.  —  II.  Liebmann  :  Einfaehcs  Beispicl  ciner  Punktsvstems, 
das  bel  seincr  Bewcgung  einer  nicht  holonomen  Bedingung  unlerworfen  ist. 
—  GoLLOB  :  Ein  wicdergefundencr  Dioplianhiscodcx. 

Monatsliefte  fur  Mathematik  und  Physik,  berausgegcben  von  prof. 
G.  V.  J-^scnEiîicn  uikI  prof.  L.  GtGE.NBAuiiii  ;  lo"  année,  1899;  4^  fascicule. 
Eiscnstein  et  C'^,  Vienne. 

J.  SoBOTKA  :  Zur  Perspective  des  Kreises.  —  Erw.  Dintzl  :  Der  zwcitc 
Erganzungssatz  des  cubischen  Reciprocitalsgesetzes.  —  K.  Bobek  :  Ueber 
Fliicben  dritler  Ordung,  welche  Collineationcn  in  sich  zulassen.  —  F.-J. 
Studmcka  :  Ueber  eine  neue  Art  von  Derivationsdelerminanten .  —  Em. 
KoHL  :  Ueber  die  F'ortpflanzung  von  ebencn  ^^'ellcn  in  cinem  vollkomnicn 
elastischon,  inconiprcssiblen  Médium  mit  Riicksicht  auf  die  Doppelbrechung 
des  Lichtes.  —  Leop.  Gegexbauer  :  Bemcrkung  iiber  cinen  die  Anzahl  der 
Primzablen  eines  bestimmten  Intervalles  belrelfenden  Salz  des  Herrn  J.-J. 
Sylvester.  —  O.  Bier-ma^n  :  Benierknngciiber  die  ciner  algebraisclien  Curve 
adjungierlcn  Curvcn. 

Zeitschr.  f.  Math.  u.  natur"w.  Unterricht,  herausgegeben  von  J.-C.-Y. 

IIoir.MANN  :    3o'"  année,  1H99,  Teubner,  Leipzig. 

No  7  (octobre).  —  Av.-J.  Pick  :  Das  Jahr  «  Nul  ».  —  Kewitsch  :  Das  neue 
Jahrhunderl.  —  C.  MiisEBECK  :  Zur  Dreitcilung  des\\  inkels,  enthalleud  eine 
kurze  Darslellung  der  Lohmannschen  Lôsung  nebst  einigen  historisohen 
Notizen.  —  J.-C.-V.  IIoff.max^  :   In  Sachen  des  Ellipsenumfanges. 

Zeitschr.  f.  d  Realschul"wesen,  herausgegeben  und  redigirt  von  Em. 
CzLHEK,  Ad.  BiccuTEL  uiul  -Mop.  Glosek.  19"^  année,  1899.  Alf.  Holder, 
Vienne. 

N°  II.  —  E.  CzuBEU  :  Ueber  die  Dociniallheiluiig  dcr  W  inkcl-und  Zeil- 
grossen. 

Nô  12.  —  J.  Sterba  :  Elemenlare  Gezeitentheorie. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  anno  296.  série  5",  vol.  VIII. 

2*^  seniestre,   1^99  :    Rcndiconli  ;    lionu-,  tip.  dell.   11.  ace.  dei  Lince". 

Fasc.  9  (5  novembre).  — Levi-Civita  :  Inlerprotazione  gruppale  degli  inté- 
gral! di  lin  sislcma  canonico. 

Periodico  di  Matematica  per  linsegnamenlo  secondario,  organo  ilell 
Associazione  Malhesis  ;  directeur,  G.  Lazzeri  ;  prix  d'abonnement  annuel  : 
Italie,  8  L.  :  étranger,  9  L.  :  1 5'"  année,  1899-1900  ;  série  II,  vol.  II  : 
Livourne,  R.  (xiusli. 

Cet  utile  recueil,  consacré  à  l'enseignement  secondaire  en  Italie,  a  été 
fondé  par  D.  Besso,  puis  continué  par  A.  Lugli.  Il  renferme,  dans  chaque 
numéro,  des  articles  fort  intéressants  et  une  bibliographie  assez  complète. 
Les  Atti  dell'  Associazione  Mathesis  (abonnements,  G  et  7  L.)  sont  publiés  à 
part.   Il  en  est  de  même  pour  un   Supplemcnto  al  periodico  di  Matematica 
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(abonnements,  2  et  2.5o  L.)  destiné  surtout  aux  élèves  et  contenant  un  très 
granil  nombre  d'exercices  résolus  ou  à  résoudre,  qui  portent  sur  toutes  les 
parties  de  renseignement  secondaire  malliéuiatic[ue. 

PaedogOgisches  ArcMv,  herausgegeben  von  Prof.  C.  Daiin  :  .{i'^  année, 
n'^  II  el  ii.ii>99.  Durr,  Leipzig. 

Nyt  Tidsskrift  for  Matematik.  redigeret  ol"  C.  Juf.l  ol  V,  Trier, 
10*^  année;  série  A,  no=*  6.  7,  8;   série  B,  n"  3.  Kolienhaun,  1899. 

El  Progresse  matematico,  revisla  de  matcmalicas  puras  y  aplicadas, 
director  D.  Zokl  G.  de  G.\.lde.\^o.  Série  1,  aiio  1,  n"^s  5  ^j  (3^  Zaragoza, 
i«99- 

Sciences  physico-mathématiques  dans  le  cours  de  leur  développement  ; 

journal  d  histoire,  de  philosophie  el  de  bibliographie  des  sciences  phvs'co- 

mathémalic[ues,     étlilé    (en    russe)    ])ar    V.    Y.    Bobymx    :     l.     IX,      1899. 

Moscou. 

rS"  I.  —  PcHEBOPCKY,  A.  p.  :  Théorèmes  fondamentaux  tie  la  théorie  des 
étjuations  difTérentiellcs.  —  Le  baron  Plana  :  exposé  de  ses  œuvres  scienti- 
llqucs.  —  L'Enseignement  mathéniatiquc. 

IIerm.  Schlbert.  —  Elementare  Arithmetik  und  Algebra.  i   vol.  in-8' 

de  2'3o  p.  Prix:  3  fr.  5o:  t.  1'  ''  (.\^•  la  a  Collection  Schubeil  ».  Ci.  I.  (iiischeu. 
Leipzig,  1899. 

G.  HoLz.MiiLLKR.  —  Konstruireudo  und  beschreibeude  Stéréométrie. 

I  vol.  in-8"  de  383  p.  Prix  :  6  (r.  65  :  t.  IV  de  la  c<  (Collection  Schubert  ». 
G.  L  Goschen,  Leipzig,  1899. 

O.     Pu.M).    —    Algebra,    Determinanten   und    elementare    Zahlen- 

theorie.  i  vol.  iu-8"  île  345  p.  Prix  :  5  Ir.  ")0  :  t.  VI  de  la  »  Collection 
Sciiubert  ».  G.  I.  Goschen,  Leipzig,  1899. 

Rkinuold  MiiLLKK.  —  Leitfaden  f.  d.  Vorlesungen  uber  darstellende 

Géométrie  an  der  herzoglicheu  technischeu  Hochscluile  zu  Braunschweig. 
I  vol.  iu-8^  de  88  p.  Vieweg  u.  Sohn,  Braunschweig,  1899. 

Kkn.  P.u'piRirz.   —  Die  Mathematik  an  den  deutschen  technischen 

Hochschulen.  i  i)roch.  in-8^'  de  68  p.  Prix  :  i  Mark  So.  Yeit  et  comp., 
Leipzig. 

L.  M.viLL.MJD.  —  Éléments  de  Géométrie.  1  vol.  in- 12  de  238  p.  Viret- 
Genton,  Lausanne,   1899. 

E.  Nickel.  — Ueber  graphische  Darstellungen  in  den  Natur-vsrissen- 

Schaften.  Progr.  llealgyumasium,  Praukfurl  a.  o.  i  broch.  in-J"  de  3i  j). 
Trowitzsch  et  Sohn,   1899. 

AcG.    H.vAs.   —    Lehrbuch    der    Integralrechnung  ;    zweiter   Thcil    : 

Anwendungen.  (Klerers  Kncyklop<idu'  der  gesammlen  mathein.,  techn. 
u.  exakten  Natur-Wissenschaften).  1  vol.  gr.  in-8 ',  28;  p.  Prix  :  9  M.  J. 
Maler,  Stuttgart,  1899. 
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A.  PoRTuoNDo.  —  Escuela  especial  de  ingenieros  de  caminos,  canales 

y  puertOS  ;  apuortes  ;  i'  ]);ii'lc  ;  (^iilcnlo  de  jji-oljaljilitladrs:  j'  piiilc  : 
Icoria  de  los  crroros  ;  3''  parle  :  niclodos  de  los  niiiiiiiios  cuadrados  ; 
I  vol.    gr.  Jn-8",  282  p.,  /j  pi.  ;  Madi-id,  eslal)l(>c.  lipot^r.  de  FoiMarict,  1898. 

S.  UiiTu  Caubom.  —  I  Complementi  dell'  Algebra  elementare  par  la 
discussione  compléta  c  sistematica  dci  pioMemi  algehriei  di  primo  e 
sccondo  grado,  con  2000  problenii  (risoliili  cd  avviali)  ;  parle  I  :  teoric  ; 
I  vol.  XYI-467  p.  ;  prix  :  5  L.  ;  I^ivourne,  R.  (îiiisli,  1899. 

J.  S.  Matkay,  —  Arithmetic  theoretical  and  practical  ;  i  vol.  gr. 
in-i2  :  XI-.(72  p.  Prix  4  S.  6  d.  ;  Londres  et  Ediiiiboiu-f^,  Cham- 
bcrs,    1899. 

G.  M.  Tksti.  —  Corso  di  matematiche  ad  uso  délie  smole  serondaric 
sujîeriori  c  più  specialiiicnle  tle^li  isliluli  tecnici  :  vol.  II,  Algehra 
elcmentave;  a'^édit.:  i  vol.  gr.  in-12.  vii-399  p.  ;  Livourne,  II.  Giusli,  1900. 
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SUR  r.E  DÉVELOPPEMENT  ET  L'ÉTAT  ACTUEL 

DE  LA  GÉOMÉTRIE   A  //   DIMENSIONS  (') 


L  ne  nouvelle  branche  des  sciences  mathématiques,  la  Géomé- 
ti'ic  à  II  dimensions,  sest  développée  progressivement  dans  la 
seconde  moitié  du  siècle.  Dans  le  vaste  domaine  ([u'ellcs  se  sont 
ouvert,  ces  recherches  ont  été  fécondes  en  résultats  importants 
et,  de  plus,  la  Géométrie  limitée  au  champ  déjii  connu  leur  doit 
des  points  de  vue  nouveaux  taisant  a])paraitre  en  particulier  les 
méthodes  dans  leur  signification  la  plus  claire. 

Actuellement,  il  semble  que  l'enseignement  doive  commencer 
a  tenir  compte  des  développements  que  nous  venons  de  signaler, 
et  cela  d'autant  plus  que  l'étude  des  domaines  avec  plus  de  quatre 
dimensions  a  provoqué  des  améliorations  et  des  extensions  dans 
hi  reprf'sontation  géométrique  en  général.  En  essayant  de  résumer 
[)our  cette  revue  les  travaux  considéiables  relatifs  ii  ce  sujet  et 
en  les  référant  à  une  nomenclature  aussi  complète  que  possible, 
nous  espérons  que  notre  tentative  sera  bien  accueillie  par  les 
lecteurs  que  les  questions  nouvelles  intéressent. 


On  ne  saurait  dire  c[ue  la  notion  d  espaces  et  de  figures  à 
dimensions  muUir)les  doive  son  orioine  aux  recherches  sféomé- 
tricpies  contemporaines.  Elle  existait  depuis  longtemps  en  germe  : 


' ')  La  jn'cniitTC  partie  cli-  cl'  niémoirf  a  pai'ti  on  iSSfi  dans  le  recueil  allcuiand 
l.ciipoltliiia  et  l'aulenr  a  rédig'é  la  seconde  partie,  qui  donne  à  ce  travail  son  actua- 
lité, pour  son  insertion  dans  t  Eusel^neniciU  mutlicinati(jitr.  Il  est  a«'conipa<;-né 
d'un  Int/cr  biblii>ifia[^ili!que  dans  l'ordre  al])iiabétiquc  des  auteurs  cités;  c'est  à  cet 
Index  que  se  réfèrent  les  numéros  mis  entre  jjarcnthèses  dans  le  texte. 

Ensci^jnement  niat!i.  6 
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puisqu'on  iivait  reconnu  (|ue  Ir  nioiivcnuMit  pai-  lecjuel  la  Jioile 
résulte  du  point,  le  plan  de  la  droite  et  l'espace  du  jthin  impli- 
que chaque  (bis  Texistence  d'une  dimension  de  plus,  on  pouvait 
par  la  pensée  continuer  indéfiniment  ce  mode  de  génération,  bien 
que  ruitiiilion  (')  des  figures  cessât  d'être  possible.  Toutefois,  le 
caractère  empirique  de  la  Géométrie  fit  d'abord  condamner  cette 
incursion  au  delà  de  l'intuitif  comme  inutile,  contraire  i»  l'expé- 
rience et  même  absurde.  La  notion  dont  il  s'agit  trouva  dans  la 
Géométrie  analytique  un  puissant  élément  de  progrès.  La  repré- 
sentation des  lignes  et  des  surfaces  par  des  équations  à  deux  et 
trois  variables  conduit  ii  la  question  :  comment  les  équations  à 
quatre  variables  doivent-elles  être  interprétées  ?  Dans  d'autres 
domaines  l'analyse  forçait  directement  la  Géométrie  à  sortir  de 
l'intuitif  :  les  racines  imaginaires  font  admettre  un  chanq)  qui 
n'est  pas  réel  et  la  notion  de  linfininient  grand  implique  des 
figures  infiniment  éloignées  ;  or,  par  l'emploi  de  ces  innovations 
les  restrictions  de  certaines  propositions  de  Géométrie  dispa- 
rurent. 

Ce  fut  en  essayant  vainement  de  démontrer  le  postulatum  d'Eu- 
clide  que  l'on  franchit  pour  la  première  Ibis  les  limites  de  la 
Géométrie  expérimentale.  Déjà  en  1792,  G.vuss  (i4o;  concevait 
le  principe  d'une  Géométrie  dans  laquelle  le  postulatum  nest  pas 
valable,  et  Bolyai  en  1882  (^q),  Lobatschkwky  en  1840  (231) 
le  développèrent  avec  une  ampleur  de  déduction  telle  que  ces 
deux  savants  sont  les  fondateurs  dune  Géométrie  transcendan- 
tale(-)  caractérisée  enparticulier  par  celait  que  la  somme  des  angles 
du  triangle  <  1  droits.  Mais  il  n'existait  aucun  domaine  qui  permit 
de  contrôler  par  des  résultats  valables  ce  qui  pouvait  sembler  des 
paradoxes  et  ces  recherches  restèrent  ignorées.  Uiemaxn  en 
1854  (3 10)  et  ÏIelmuoltz  en  1868  (i52)  furent  conduits,  par  des 
recherches  analytiques  sur  la  diflerentielle  de  l'élément  linéaire, 
a  imaginer  des  espaces  satisfaisant  à  certaines  formules  générales 
dont  l'espace  euclidien  est  un  cas  particulier.  Ceci  constituait  un 
double  progrès  :  d'une  part,  aux  deux  possibilités  de  la  Géométrie 


(')  Par   inliiltlf  l'aiilour  cnleiid  susco]ililjlc  d'èlrc  vu  iiituilivcnuMit  ou  iuiiuédia- 
lenieiit. 

(-)  Celle  géoiaélric   csl  ai)])oK'-o  par  Gauss  non  ciicliilicnnc,  iku-  I3ol_vai   absolue, 
par  Klein  hyperbolique. 
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euclidienne  et  tic  celle  de  Lobatschewsky  venait  s'en  ajouler  une 
troisième,  à  savoir  que  la  somme  des  angles  du  triangle  >  2  droits; 
lie  lautre,  les  résultats  nouveaux  s'appliquaient  aux  espaces  à 
dimensions  multiples.  L'introduction  de  la  notion  de  courbui'e 
permettait  decaractéi*iseravec  précision  le  domaine  delaGéométi'ie 
non  euclidienne.  Bklth.vmi  en  18G8  20)  avait  montié  que  la  sur- 
lace à  courbure  négative  constante  réalisait  les  résultats  de 
LobatselicM  skv  :  on  put  constater  que  la  tioisi(>me  possibilité 
avait  pour  cliamp  d  interprétation  la  surface  sphérique  à  cour- 
bure positive  constante.  Ainsi  se  lormèrent  les  conceptions  des 
lormes  d'espace  de  Lobatschewkv  à  courbure  constante  négative 
et  de  lliemann  (positive]  pour  un  nombre  quelconque  de 
dimensions. 

C'est  d'un  tout  autre  point  de  départ  (|ue  procédèrent  les  tra- 
vaux de  Git.vss.MANx  que  je  ne  lais  <[ue  mentionner  ici,  leur  objet 
essentiel  étant  le  calcul  i^èoinèlrùjue.  Par  une  conception  d  im- 
portance londamentale,  il  créa,  sans  rien  emprunter  à  la  (Géo- 
métrie analvlique,  une  analyse  parlaitement  adéquate  à  la  recher- 
che géométrique,  réalisant  l'idéal  entrevu  par  Leibniz  (216). 
Cette  méthode  capable  d'extension  dans  le  domaine  des  dimensions 
multiples  lut  exposée  dans  toute  sa  généralité  dans  rAvsDKUNVxos- 
Li-HHK  en  1844  \  i4t)}-  Cet  ouvrage  contient  tous  les  principes  d'une 
Géométrie  ii  n  dimensions,  et  II  faut  en  signaler  la  portée  en  ce 
sens  ([ue  la  Géométrie  réelle  apparaît  comme  1  ap[)licalion  de  la 
science  abstraite  de  l'extension  à  l'espace  représentable.  Les 
principes  établis  par  Guassmanx  (  i^(^\  ont  été  énoncés  plus  tard 
par  EuDMAxx  (120)  sous  une  forme  nouvelle. 

Toute  une  série  de  travaux  se  rattachent  ii  ceux  de  RIemann  et 
de  llelmholtz  et  sont  essentiellement  analvtlques.  11  s'agit  de  lonc- 
tioMs  de  n  variables,  de  problèmes  de  transformations,  d'expres- 
sions pour  la  mesure  de  lacouibure,  et  les  résultats  géométiI(jues 
sont  plutôt  des  inlerprélalions  des  résultats  analytùpies  (jue  le  but 
([u  (tu  se  propose.  La  généralisation  d  une  lormule  a  deux  ou 
trois  variables  est  indi(juée  connue  s  appll([uant  aux  M„  ('j.  Dans 
cette     catégorie    se    rangent    les     travaux    de    Kuo-neckki!    ^^2(>y), 


(')  Dans  ce  qui  suit  on  emploie  les  abréviations  suivantes  :  U"  sijjfniQe  csjiaec 
linéaire  (droite,  plan,  elc.)  à  n  dimonsinns  :  .M'!  espace  courbé  (courbe,  surface, 
etc.)  à  /•  (limcnsions  et  d  ordr»;  [>:  G„.  Géoniélrit;  à  n  dimensions. 
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Beez  (19),  Lii'scHiTz  ':<2i-228  ,  Chuistoitel  (94)»  ^tc.  Les  géo- 
mètres spécialistes  se  tenaient  sur  la  réserve  à  l'égard  de  ces 
incursions  dans  le  transcendantal,  bien  justifiés  en  pensant  qu'il 
V  avait  encore  beaucoup  à  trouver  dans  1  espace  euclidien  et  daus 
le  plan  ;  mais  les  expressions  propres  à  la  G„  se  naturalisaient 
dans  le  langage  mathématique  et  la  nécessité  de  relier  aux 
autres  connaissances  ce  nouveau  domaine  s'imposait  de  plus 
en  plus.  Bien  que  la  Géométrie  du  plan  et  de  l'espace  eût  été 
libérée  des  liens  de  l'analvse  par  Steiner  dont  la  force  d'imagi- 
nation donnait  à  ses  recherches  une  valeur  indépendante  de  sa 
méthode,  et  que  Grassmann  eût  depuis  longtemps  trouvé  un 
mode  de  calcul  piopre  a  la  Géométrie  abstraite,  c'est  encore  aux 
méthodes  usuelles  de  la  Géométrie  analytique  qu'ont  recours  la 
plupart  des  savants  dont  il  faut  rappeler  les  noms.  Betti  (35) 
s'est  occupé  des  principes  généraux  d'une  Géométrie  aiialvtique 
à  n  dimensions  et  a  traité  entre  autres  des  rapports  linéaires,  de 
la  limitation  et  du  fractionnement  des  M„.  Lie  (21J,  218^  a  étu- 
dié les  figures  correspondant  aux  lignes  et  aux  surfaces,  l'inter- 
section orthogonale,  la  sphère  à  n  dimensions  et  a  dt)nné  une 
extension  du  théorème  de  Dupin.  Jordax  (186-188  a  établi  les 
conditions  des  directions  parallèles  et  perpendiculaires  de  champs 
plans,  a  étudié  leurs  invariants-simultanés  et  a  étendu  le  principe 
de  la  substitution  orthogonale  et  ceux  de  la  théorie  des  courbes 
relatifs  a  la  courbure  ;  de  plus  on  lui  doit  des  recherches  trigo- 
nométriques  et  cinématiques.  L  ne  partie  de  ces  résultats,  ce  (pii 
concerne  le  pi'incipe  d'Euler  sur  la  rotation  autour  d'un  point  fixe, 
avaient  été  aussi  obtenus  par  Sculaeii.i  (^32-).  Fr.vhm  (i36  a  con- 
sidéré ce  même  problème  de  Mécanique  dans  un  Rp  ,  .  G.  Cvx- 
TOR  (63,  64)  a  montré  comment  le  nombre  des  variables  dont 
dépend  la  position  d'un  élément  dans  le  R„  se  réduit  lorsque  cet 
espace  cesse  d'être  continu  et  a  étudié  les  relations  de  deux 
points  dans  des  champs  de  celte  nature.  Xktto  (254)  '^  démontré 
que  la  relation  réciproque  entre  deux  chiunps  à  ni  et  ii  n  dimen- 
sions ne  peut  pas  être  en  même  temps  continue  et  univo([ue. 
S.  Kaxtou  (189)  a  étudié  les  transformations  linéaires  daus  le 
R„  dont  Kicui.ER  (112)  s'était  déjii  occupé.  Pii.(;him  289)  a  déter- 
miné le  nombre  de  parties  dans  lescjuelles  un  R/_  est  partagé  par 
n  R„  _  j.  Brlxel  (56]  a  étudié  les  propriétés  métriques  des  cour- 
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l)os  dans  le  R„  et  KnETKOAVsKV  {208)  a  donné  les  coordonnées 
A\\\\  point  équidistant  de  /2  -j-  i  points  dans  un  R„.  Enfin  Gexoc- 
cHi  i4-*-  îi  attiré  l'attention  sur  le  fait  que  celles  des  recherches 
de  Calciiy  (84)  qui  peuvent  être  rattachées  à  la  G„  sont  anté- 
rieures il   184J. 

Les  travaux  déjà  mentionnés  de  Béez  et  Lipsehitz  font  partie 
dune  autre  catégorie  concernant  les  multiplicités  avec  courbure, 
comprenant  aussi  les  recherches  d'Ovinio  ,;^26o)  sur  les  rapports 
des  métriques,  de  Killinc  (194)  sur  diverses  formes  d'espaces, 
de  ScHERixG  (324)  sur  les  figures  dans  ces  champs,  et  sur  la 
pesanteur  et  autres  forces,  de  Beltuami  (21)  sur  les  lignes  géo- 
désiques,  de  Geisek  (i4i)  sur  une  question  de  maximum,  énumé- 
ration  qui  n'a  pas  la  prétention  dètre  absolument  complète. 

Entre  temps  il  faut  signaler  des  tentatives  pour  transporter 
dans  un  domaine  représentable  les  résultats  de  la  G„.  En  i8jo, 
Cayley  ^85^  considéra  les  coelficients  de  l'équation  d'une  courbe 
assujettie  h  certaines  conditions  comme  les  coordonnées  d'un 
point  dans  une  multiplicité.  Spottiswood  (4o4'.  4^5"  attacjua 
directement  le  problème  en  pai'tageant  en  groupes  de  trois  élé- 
ments les  variables  d'une  é([uation,  le  dernier  groupe  pouvant 
renfermer  deux  ou  une  variable.  Si  Ion  considère  alors  les  élé- 
ments d  un  groupe  comme  des  variables  et  les  autres  comme  des 
paramètres,  l'équation  constitue  pour  chaque  groupe  un  svstème 
de  surfaces  et  tous  ces  svstèmes  dans  leur  ensemble  donnent 
l'image  géométrique  de  l'équation.  Halphen  (i49'  pi'ojeta  une 
M.„  _  ,,  sur  (n — 2)  R^et  Veroxese  (419-421)  appliqua  dune  ma- 
nière systématique  le  principe  de  la  projection  et  de  l'intersec- 
tion  à  l'étude  des  relations  projectives.  Ghaig  (99)  représenta  une 
surface,  donnée  par  deux  équations  ii  quatre  variables  dans  R,, 
par  une  surface  dans  Rj  satislaisant  \\  la  condition  de  similitude 
des  «'léments  infinitésimaux.  Il  laut  lappeler  des  essais  de  repré- 
sentation d'une  M^dans  R^  londés  dans  la  ])lnpart  des  cas  sur  la 
substitution  d  un  élément  représentable,  la  densité  par  Schei- 
ri.ER  (32 1),  la  coloration  par  Most  (249)  à  la  quatrième  dimen- 
sion. Les  considérations  par  lesquelles  Duhring  (io~)  assimila  la 
Mécanicjue  de  Lagrange  ii  une  G^  rentrent  dans  cet  ordre  de  tra- 
vaux ;  la  plus  ancienne  des  tentatives  de  ce  genre  est  sans  doute 
celle  du  spiritiste  anglais  llenrv  More  an  wii'"  siècle  (pii,  ihi  reste, 
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comme  Ta  nionti*'  Zimmeiîmann  '4''6^?  ne  cherchait  pas  dans  une 
quatrième  dimension  un  élément  analogue  aux  trois  dimensions. 
Ces  essais  ne  semblent  pas  avoir  amélioré  la  représentation  des 
figures  et  de  plus  il  est  fâcheux  d'introduire  un  élément  étranger 
il  la  recherche  mathématique  pure.  Dans  cette  question  il  ne 
reste  d'autre  parti  ti  prendre  que  de  sacrifier  les  dimensions 
d'ordre  élevé  et  de  ne  représenter  les  figures  que  par  leui's  pro- 
jections d'après  les  méthodes  usuelles,  et  ce  procédé  n'est  réali- 
sable que  sil  s'agit  de  passer  dnn  champ  au  champ  immédiate- 
ment intérieur. 

La  méthode  projective  donne  lien  au  procédé  probablement  le 
meilleur  pour  obtenir  la  compréhension  des  M„.  En  se  guidant  sur 
le  passage  du  plan  à  l'espace,  on  peut  passer  de  R,  à  R^  et  aller  au 
delà  en  renonçant  à  toute  représentation.  Cette  manière  de  procéder 
s'est  montrée  féconde  ;  elle  a  conduit  ii  la  conception  du  corps  -a 
quatre  dimensions  limité  par  des  corps  ii  trois  dimensions.  Aux 
plus  anciens  travaux  de  ce  genre  appartiennent  ceux  de  Rvukl 
(3i4-3i6)  sur  les  rapports  des  points,  droites,  plans  et  espaces 
dans  Ri,  sur  les  plans  qui  se  croisent  et  sur  la  congruence  et  la 
symétrie.  On  doit  -a  Hoppe  (159-169)  une  série  importante  de 
recherches  dans  lesquelles,  partant  d'une  extension  plane  d  un 
grand  nombre  de  conceptions  spatiales,  il  a  découvert  une  loule 
de  propriétés  des  M,,  et  donné  un  ensemble  de  résultats  intéres- 
sants sur  la  métrique  de  R4.  La  considération  de  la  figure  limitée 
a  conduit  plusieurs  des  auteurs  cités  aux(}uels  il  laut  joindre 
DiaiiOE  108)  à  lextension  du  principe  d  lùiler  sur  les  polyèdres 
aux  M„.  G.  Caxtou  (65-66  a  étendu  à  R„  ses  recherches  sur  les 
multiplicités  de  points.  Kaxtoh  (190}  s'est  occupé,  ainsi  que 
Schubert  (349,  35o)  des  configurations  dans  11",  tandis  que 
Stvdy  (4ii)j  par  la  méthode  des  déterminants,  a  donné  un  grand 
nombre  de  propositions  sur  les  angles,  les  pyramides  et  les 
puissances  par  rapport  à  un  cercle.  Ln  ouvrage  d(^  Mkiimkk  (24?.) 
traite  les  mêmes  sujets  et  par  lapplicalion  de  la  méthode  de 
Grassmann  tlonne  l'extcnsictn  des  propriétés  des  points  singu- 
lieis  du  trian<j;le.  Cette  même  méthode  a  servi  i»  Schlkcki.  ')  328^ 
pour  étendi'e  les  propriétés  des  points  haiinoniques,  îles  média- 


1')  L'autoiii'  (lu  ])réseiit  Mu-nioiro. 
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nés  et   du   centre  de    ligure    du    triangle    aux   ligures   analogues 
dans  R  . 

Les  nouvelles  notions  représentatives  ont  aussi  trouvé  leur 
application  dans  la  Géométrie  projective.  Déjà  en  1872,  dans  ses 
recherches  sur  les  équations  différentielles  partielles,  Darbolx 
(loi;  était  arrive  à  déterminer  les  transl'ormations  de  contact 
dans  R„.  Des  recherches  ultérieures  (102]  Ton  l'ait  renoncer  a 
l'emploi  de  projections  tirées  de  R^,  à  cause  de  son  défaut  d  uti- 
lité pratique.  En  connexion  avec  les  travaux  de  Lie,  Klein  aoy, 
206)  a  établi  la  liaison  entre  la  Géométrie  réglée  et  la  Géométrie 
métrique  de  R.;  avec  extension  à  R„.  Sî^gre  (366,  36-,  370)  a 
donné  un  exposé  détaillé  des  propriétés  des  surlaces  du  qua- 
trième ordre  à  double  section  conique,  en  les  considérant  comme 
projection  centrale,  de  la  section  de  deux  figures  quadratiques 
il  trois  dimensions  dans  R-,,  sur  R^.  Dans  l'ouvrage  de  Meyer  (423, 
424)  sur  l'apolarité  et  sur  les  courbes  rationelles,  des  extensions 
d'une  grande  généralité  sont  obtenues  au  moyen  des  ressources 
de  rAlgébre  moderne. 

Il  faut  parler  ici  d'un  problème  d'un  intérêt  spécial  consistant 
à  déterminer  les  figures  régulières  de  Tespace  plan  à  quatre 
dimensions  qui  correspondent  aux  polygones  et  aux  polyèdres 
réguliers.  Vu  l'irrégularité  présentée  par  le  lait  ([uil  existe  une 
infinité  des  premiers  et  seulement  cinq  des  seconds,  1  attention 
est  attirée  sur  ce  qui  a  lieu  dans  R,.  Rappelons  seulement  ([ue  la 
fignie  ne  doit  être  limitée  que  par  des  polyèdres  réguliers  et  que 
à  chaque  sommet  et  sur  chaque  arête  le  même  nombre  de  ces 
solides  se  joignent.  Citant  pour  mémoire  un  essai  insuffisant  de 
Emsmaxn  (ii3)  pour  trouver  les  figures  correspondant  au  triangle 
et  au  tétraèdre,  il  faut  mentionner  Hoppe  (i59;  qui  a  défini  cette 
figui-e  et  déterminé  son  volume  ainsi  que  ses  analogues  dans  les 
chanqis  plus  élevés.  A  cette  série  Schefi-leu  (32i)  a  joint  celle 
([ui  commence  par  le  carré  et  le  cube,  et  montré  qu'en  laissant 
de  côté  la  condition  d'égalité  des  arêtes,  la  solution  dans  R„  est 
celle  des  racines  d'une  équation  du  n'''""'  degré.  Rudel  (3i7s  ([ni 
trouva  ces  mêmes  séries,  donna  onze  procédés  pour  construire  les 
fionies  rérjulières  de  R;  :  mais  les  deux  seuls  utilisables  contlui- 
sent  aux  tleiix  séries  ci-dessus  et  c'est  en  construisant  leurs  pro- 
jections sur  Rj  «pion  parvient  aux  autres  figures.  Ces  projections 
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sont  des  figures  composées  d'un  certain  nombre  de  polyèdres.  On 
peut  les  obtenir  de  deux  manii'res  :  soit  en  procédant  du  dedans 
vers  le  dehors  par  une  formation  progressive,  soit  du  dehors 
vers  le  dedans  par  une  décomposition.  Sthincham  {^oQ)  et 
HoppK  1^170)  ont  obtenu  la  solution  complète  du  problème,  en 
employant  Tun  ou  l'autre  des  procédés.  Schlegel  (329)  a  employé 
le  second  procédé  également  avec  succès.  Il  résulte  de  ces  recher- 
ches que  l'on  connaît  dans  R.,  six  figures  régulières  respective- 
ment limitées  par  5,  16,  et  600  tétraèdres,  8  hexaèdres,  i>4  octaè- 
dres et  120  dodécaèdres  (').  De  plus,  Stringham  a  établi  que  les 
trois  séries  commençant  respectivement:  i)  par  le  triangle,  le 
tétraèdre,  le  pentaédroïde  (^limité  par  cincj  tétraèdres)  ;  2)  par  le 
carré,  Ihexaèdre,  Toctaédroïde  (limité  par  huit  hexaèdres)  ;  3) 
par  le  carré,  l'octaèdre,  l'hexadécaédroïde  (limité  par  16  tétraè- 
dres) continuent  dans  toutes  les  multiplicités  et  que  dans  tout 
R„  supérieur  a  R.^  il  n'existe  pas  d'autre  figure  régulière.  Quil 
me  soit  permis  d'ajouter  qu'en  renonçant  \\  la  régularité  des 
figures  limites  j  arrive  à  une  plus  grande  généralité  pour  les  figu- 
res elles-mêmes  et  que  j'obtiens  nombre  de  résultats  relatils  à  la 
courbure  età  la  théorie  métrique.  FoiiCHUAMMEii  (i35)est  également 
parvenu  aux  solutions  mentionnées  ;  Puchïa  (296,  297),  a  traité 
la  question  par  l'Analyse.  Schapika  (319)  a  remarqué  que  les 
nombres  figurés  qui  se  présentent  dans  la  multiplication  abé- 
lienne  de  séries  infinies  trouvent  leur  signification  dans  les 
figures  régulières  de  multiplicité  élevée. 

Des  recherches  de  ce  genre  ont  de  limportance  en  raison  des 
nouveaux  aperçus  qu'elles  ouvrent  sur  la  Géométrie  du  plan  et 
de  l'espace,  sur  le  Calcul  différentiel  et  la  Mécanique.  C  est  ainsi 
que  Lie  (^219)  en  a  tiré  une  nouvelle  méthode  d'intégration.  La 
dépendance  des  propositions  analogues  dans  le  plan  et  l'espace 
est  élucidée  par  l'extension  à  G".  Il  arrive  aussi  (|u'on  obtient  des 
résultats  nouveaux  en  spécialisant  les  propositions  relatives  h  R„. 
Le  théorème  de  IIalpuex  (i49^  s^'i"  1^  nombre  de  points  doubles 
dans  une  courbe  du  ni'-"'''  ordre  en  est  un  ex(Mnple. 


(')   Des  iiiodèlos   dos   solides  do   pi'ojootioii    sont    fournis   par   la  librairie  Martin 
Schillin  g,  à  Halle. 
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II 


(]e  ([ui  précède  permet  de  constater  la  orande  diversité  de  direc- 
tions ([u'ont  snivies  les  premières  recherches  sur  les  espaces  à 
dimensions  multiples  durant  une  période  d'environ  quinze  ans 
(i8j  1-1886).  Depuis  lors,  les  difficultés  du  début  étant  surmontées 
e!  les  arguments  des  contradicteurs  rétutés,  l'activité  scientifique 
a  protliiit  une  si  riche  littérature  ([ue,  dans  un  simple  aperçu  his- 
tori({ue  comme  celui-ci,  il  nous  est  impossible  de  mentionner 
autre  chose  que  les  traits  fondamentaux  et  les  résultats  caractéris- 
tiques de  ces  travaux. 

Bien  (lue  d'une  manière  ffénérah\  la  G„  ait  obtenu  uain  de 
cause,  divers  travaux  ont  pour  objet  de  démontrer  que  cette 
science  est  un  développement  logique  et  progressif  de  la  Géo- 
métrie (203,333)  ;  d'autres  tendent  à  écarter  des  méprises  ou  ii 
expliquer  comment  les  géomètres  conçoivent  l'espace  à  plusieurs 
dimensions  et,  en  particulier,  l'espace  à  quatre  dimensions  (202, 
i47-  '^\o,  i83).  Il  existe  de  nouveaux  procédés  qui,  par  une 
trausiorination  à  l'espace  ordinaire,  rendent  représentable  la  Géo- 
métrie des  hvperespaces  (43o,  i3i,  208,  2j6).  Réciproquement, 
par  un  passage  inverse,  des  problèmes  trouvent  leur  solution.  Ki.ein 
(2017),  par  exemple,  définit  les  coefficients  d  une  é([uation  du 
/?'""- degré,  comme  coordonnées  ponctuelles  variables  dans  un  K„, 
et  par  ce  moyen  rend  possible  le  dénombrement  des  racines 
réelles.  Faxo  (124)  considère  une  congruence  de  droites  du 
«"'"'-  ordre  et  de  /i""'*classe,  comme  une  M,  '"  '  "  dans  une  M-,  du 
H...  Frattixi  appelle  (iS"),  «  groupes  de  k  dimensions  »,  ceux 
dont  les  éléments  peuvent  être  caractérisés  par  k  indices.  Skciie 
(389)    considère    les    groupes  de  /r   points  pris  isolément  dans  k 

espaces,    \\p  ^    Ry comme    éléments     dune    M.    (oii    ^    = 

j)  -h  (j  -\-  ).  Les  (ippUcalions  à  la  Physique  ne  font  pas  non 

plus  défaut.  Bali,  (16)  cherche,  pour  expliquer  la  nature  dr 
l'éther  et  de  la  pesanteur,  à  obtenir  un  corps  homogène  élastique, 
par  le  principe  d'un  mouvement  infiniment  petit  dans  une  qua- 
trième dimension.  Staeckel  (407)  fait  correspondre  à  chaque  pro- 
blème de  l)vnami<pie  ci'lui   d  un  mouvement  d  un  point   dans  un 
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R„,  dont  la  solution  dépend  du  mémo  problème  analyli(|ue;  il 
traite  (4^7)  w"c  classe  remarquable  de  mouvements  dans  un  R^, 
et    peut  ainsi   suivre  intuitivement  le  cours  du  mouvement. 

BnuM-L  (5^),  AxuiiADE  [iV,  Joi.y  (i85)  s'occupent  de  i^rncrdU- 
sation.s  anali/lifjues,  Killixg  (190)  étudie  de  nouvelles  configura- 
tions se  rattachant  à  cette  Géométrie.  Dickstkin  (106)  et  Galdeaxo 
(i38,   139)  lournissent  des  documents  sur  la  littérature  du  sujet. 

ScHEXDKL  (323)  remarque  que  les  déterminants  de  rangs  supé- 
rieurs déjà  étudiés  par  von  Escherich,  trouvent  leur  représenta- 
tion nalurelle  par  un  groupement  de  leurs  éléments  à  l'intérieur 
d'un  corps  ;i  plusieurs  dimensions  coi'respondant  au  carré  et 
au  cube.  Sharp  (392,  393)  exprime,  par  des  déterminants  de 
cette  espèce,  le  volume  et  les  autres  propriétés  de  la  «  figure 
régulière  b  à  n  dimensions  qui  est  limitée  par  n  -j-  i  corps  a  /?  —  i 
dimensions  ;  et  Rahxsex  (3oi)  découvre  au  moyen  de  déterminants 
les  propriétés  de  divers  corps  à  n  dimensions. 

Aux  corps  à  plusieurs  di/iiensions  se  rattache  d'ailleurs  une 
littérature  si  abondante,  que  seule,  celle  de  la  Géométrie  projec- 
tive  dans  le  R„,  peut  lui  être  comparée.  Toute  une  série  de  tra- 
vaux s'occupe  exclusivement  des  coi-ps  rc'i:;itlicrs.  Rldel  (3 18) 
étend  sa  méthode  de  détermination  des  deux  premières  séries  de 
ces  corps  se  continuant  dans  tous  les  espaces,  ii  la  troisième  série, 
confirmant  ainsi  les  résultats  de  Stiuxguam.  Schlegel  (334, 
338)  obtient  la  représentation  de  ces  trois  séries  de  corps  sur  le 
plan.  Heyl  (i.5G)  lait  des  modèles  de  projection  des  corps  régu- 
liers à  quatre  dimensions,  mais  ne  s'en  tient  pas  l\  un  princijie 
unique  ;  aussi  ne  s'accordent-ils  (ju'en  partie  avec  ceux  construits 
autrefois  par  S(:hli:gel.  Hall,  Scholte  et  BituECKXEu  étudient  les 
corps  réguliers  du  R.  :  IÎall  (i48)  construit  des  lormes  de  corps 
de  projections  pour  les  trois  plus  sinq)les,  Scholte  (343,  364) 
étudie  les  sections  et  projections  régulières  des  cinq  plus  compli- 
quées, BiuECKXEiJ  (55)  résume  les  propriétés  des  six  corps  en 
les  reliant  aux  résultats  de  la  géométrie  élémentaire  du  R. 
Il  l'aut  encore  citer  Galdeaxo  («38)  qui  décrit  des  modèles  de 
projection,  Schovte  (34i)  qui  réunit  les  propriétés  élémen- 
taires connues  jus(ju'a  présent  des  cor|is  cités  plus  haut  , 
BiKUMANN  ()-)  t|ui,  par  inlt-graiion,  dt-icM  luinc  la  surlace  el  le 
volume  tic    la    sphère    ;i  /i  dimensions,   el   un    d/ionif/i/c  (i831.   La 
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formation  des  carrés  nuigifjues  est  étendue  par  Sculkgel  (337)  et 
plus  tard  par  Arxoix  (j,  211)  au  cuhe  à  n  dimensions,  et  ces 
corps  numériques  sont  représentés  systématiquement  dans  le 
plan.  \a\ première  série  des  corps  réguliers,  avec  n  -f-  i  sommets, 
est  le  sujet  de  nombreuses  études.  Leurs  volumes  sont  déterminés 
par  LoRiA  (234),  LiERs  (220),  Cliiford  (93)  et  Cesaho  (86  qui 
calcule  aussi  leurs  médianes  ainsi  que  leurs  moments  d'Inertie, 
ceci  comme  application  au  calcul  des  probabilités;  Hoimm:  (ijj, 
i-"6)  utilise  leurs  axes  d'inertie  principaux  comme  axes  de  coor- 
données pour  les  sommets  du  corps,  il  calcule  pour  les  corps  à  n 
dimensions  avant  n  -\-  i  q\  n  -\-  1  sommets,  l'expression  /"c'WV, 
déjà  déterminée  par  Rolth  pour  le  triangle,  le  tétraèdre  le  qua- 
drilatère et  le  pentaèdre.  Sylvester  et  Sharp)  394,  396,  398) 
enfin  trouvent  d  autres  propriétés  de  ces  corps. 

Les  partages  d  espace  se  rattachent  à  la  théorie  des  corps  régu- 
liers. Dans  ce  domaine,  Eiîkruari)  (iii^  étend  au  R„  des  théo- 
rèmes de  Steiner,  Kuler,  Cauchy,  Listing  ;  Hess  (i53,  i54;  et 
Schi,e(;el  (336)  utilisent  les  corps  réguliers  du  R;  dans  le  but  de 
déterminer,  pour  l'espace  à  trois  dimensions,  de  courbure  cons- 
tante, des  partages  réguliers  ;  Golrsat  (i43)  passe  réciproque- 
ment du  partage  d'espace  aux  projections  à  trois  dimensions  des 
corps  réguliers  du  R,.  Schoite  (345"^  donne  enfin  trois  systèmes 
de  partage  pour  l'espace  à  n  dimensions. 

Les  corps  réguliers  ont  pris  une  plus  grande  importance  par 
l'étude  des  transformations  qui  ramènpnt  un  corps  de  ce  genre 
à  lui-même.  Gours.\t  (i46),  le  premier,  étend  ces  recherches  aux 
corps  du  R.,,  en  donnant  à  la  théorie  de  ces  corps,  par  la  déter- 
mination des  groupes  de  substitutions  linéaires  à  quatre  vai'iables 
et  d'ordre  fini,  les  fondements  analvti(pies  qui  la  mettent  dans  le 
rapport  le  plus  étroit  avec  la  théoiiedela  translormation.  i'insuite, 
VAN  Oss  (269)  examine  les  groupes  de  mouvements  de  ces  corps, 
Maschke  (241)  représente  le  groupe  d(,'  rotation,  par  le  diagiamme 
des  couleurs  de  Gavley  ;  Biermaxx  (38),  par  une  sul)slitution 
linéaire  d'une  variable  complexe  lait  revenir  sur  eux-mêmes  les 
sommets  des  corps  réguliers  du  W--. 

On  étudie  aussi  les  ligures  de  plusieurs  corps  non  réguliers  du 
R„.  Il  est  procédé  ii  des  déterminations  métriques  pour  le  parallé- 
lipi[)ède.  par  Lipschitz  (aSo),  pour  la  pviamide  du  H,,,  par  I>asker 


88  VICTOR   SCIILEGEL 

(214),  pour  le  prisinatoïde,  p;ir  Schoutk  (347^,  et,  par  Schlf.(;el 
(322)  pour  le  prisnu*  du  R.  on  commentant  cette  recherche  par  un 
modèle  de  projection.  Poincaré  (293J  étend  un  théori'me 
d'?]uler  sur  le  polvèdre,  aux  polvèdres  a  n  dimensions  ;  Sciiourn 
(348,  346)  étudie  des  corps  du  1{„  admettant  ii  -\-  -a  inversions  et 
donne  dans  le  R.^  les  formes  cristallines  les  plus  générales  du 
système  régulier. 

Nombreuses  sont  aussi  les  extensions  de  la  Géométrie  élémen- 
taire aux  espaces  supérieurs.  Cassam  (69)  entreprend  ces  déve- 
loppements systématiquement  d'abord  pour  le  R^,  dont  la  (îéo- 
métrie  est  en  même  temps  interprétée  comme  Géométrie  réglée 
du  Rg,  puis  pour  le  R„  Veronese  (423)  de  même,  avec  une  base  phi- 
losophique très  complète;  une  critique  de  Péano  a  provoqué 
un  intéressant  échange  d'opinloiis.  r3EL  Pezzo  (276^  donne  un 
tableau  des  postulats,  définitions  et  théorèmes  fondamentaux 
de  la  géométrie  linéaire  projective  du  R^.  Cassani  (72)  traite  la 
métrique  du  R.  ;  Segre  (386)  détermine  sans  calcul,  les  propriétés 
descriptives  du  R,,  par  analogie  h  celle  des  espaces  inférieurs  et 
donne  la  démonstration  d'un  théorème  de  Klein  (378)  relatif 
aux  conditions  sous  lesquelles  un  espace  à  n  dimensions  est 
linéaire.  Schlegel  (335)  fixe  les  difïerentes  formes  des  groupes 
ponctuels  du  R„,  Toxelli  (417)»  Peddie  (266),  Bertixi  idans  le 
dernier  chapitre  du  69,  25)  trouvent  des  théorèmes  sur  les  inter- 
sections d'espaces  et  sur  les  espact^s  avant  une  partie  commune 
de  dimensions  multiples  et  d'ordres  divers.  Busche  (61)  étend 
au  R„  les  relations  harmoniques  ;  KiiHXE  (212)  de  même.  Divers 
théorèmes  sont  donnés  par  Hoi>pe  (178)  et  de  la  Rive  (^3ii). 
lIoppE  (173,  181),  Cassam  (68,  73)  et  aussi  Castelmovo  (74) 
s'occupent  des  angles  des  espaces  linéaires  ;  Jordan  (  1 86)  les  étudie 
analytiquement  et  Veronese  (419)  î»u  moyen  de  la  Géométrie 
pure.  lIoppE  (179)  et  Schoute  (342),  Veronese  (422),  Schlegel 
(33 1)  traitent  respectivement  de  la  congruence  et  de  la  symétrie 
dans  le  Rn,  des  configurations,  et  des  systèmes  de  coordonnées 
polaires. 

Dans  le  domaine  des  groupes  de  transformation,  les  recher- 
ches utilisant  le  R„,  se  sont  montrées  fécondes  en  résultats;  c<' 
([ui  se  rapporte  aux  coips  icguliers  a  déjii  cte  menlionné  plus 
haul.  Notons  une  fluile  analvli(|ue  de  Cole   (91)  sur  les  groupes 
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de  translormations  ramenant  une  sphère  à  quatre  dimensions 
à  elle-même.  Kantou  (191-193}  étudie  les  translormations  r/^/r/f/zv?- 
(Ifjucs  du  R„;  Del  Pezzo  (278,  279)  et  Faxo  (128,  129;  s'occupent 
des  transformations  de  Creniona  \  Fano  étudie  (126,  127)  les 
o-roupes  de  transformations  continus  et projectifs  servant  à  déter- 
miner certaines  M„  algébriques  et  leurs  relations  entre  elles;  il 
oéncralise  aussi  (i3o)  les  groupes  de  Jonquiere.  J.  Biull  (54) 
traite  des  transformations  ponctuelles  dans  le  \\„  et  E.\t:Ei,  '^ii4, 
II 5""  des  transformations  infinitésimales.  Les  groupes  de  trans- 
formations de  Lie,  en  corrélation  avec  la  théorie  des  formes  spa- 
tiales ainsi  que  les  groupes  transformant  un  R^  _ ,  d'un  domaine 
limité,  en  un  autre  R„_i  du  même  domaine,  sont  étudiés  par 
Kii.LiNG  (201,  2o4).  Del  Rey  (3o4)  s'occupe  des  groupes  de  trans- 
formations linéaires  à  insolations  du  R„  ;  Pace  (261,  262)  étudie 
divers  groupes  du  R,,  en  particulier  certains  groupes  primitifs. 
Landsisekg  (212)  enfin,  utilise  les  groupes  du  R..  pour  définir 
comme  élément  d'espace,  un  groupe  de  m  éléments,  rcpiéscnté 
par  un  système  de  m  [n  — m)  équations,  généralisant  ainsi,  dans 
un  domaine  à  n  variables,  la  notion  connue  de  J*LiiCKi:n. 

De  même  que  pour  les  c(>rj)s  réguliers  du  R,,  on  cherche  aussi, 
par  des  projections,  représentations  et  applications  du  principe 
de  correspondance,  à  faciliter  l'intelligence  de  diverses  confi- 
gurations à  plusieurs  dimensions  et  à  établir  leurs  propriétés. 
Del  Pezzo  ^2-1  traite  d.une  lacon  oénérale  le  problème  de  la 
nrojection  d'une  M^  et  d  une  M,  dun  espace  sur  un  antre;  dkl  Re 
(3o5j  cherche  les  projections  successives  des  ([nadri<[ues  du  R„; 
Bertixi  (28)  considère  des  courbes  planes  comme  projections  de 
courbes  spéciales  du  R„,  et  ^  ivanti  (4^5)  montre  que  des  for- 
mules récurrentes  de  certaines  fonctions  arithmétiques,  Ibrmules 
que  l'on  trouve  dans  la  théorie  des  tvpes  finis  (endliche  Ordnungs- 
tvpen}  établie  par  (L  Cantoi-,  ont  leur  vraie  origine  dans  une  pro- 
jection de  certaines  configurations  du  R„  sur  un  espace  inférieur. 
SiccuE  (383~  représente  sur  le  plan  une  M,''  du  R^,  Ascuieui  (10) 
l'espace  réglé  sur  le  R.,,  Altonm:  (i4  et  iT)  les  points  d'un  plan 
sur  une  M,  unicursale  et  située  dans  le  R„  ;  Loiiia  (237)  rapporte 
les  droites  d'un  IL  aux  points  d'un  R.,.  Kuiine  (210)  donne  pour 
le  Rn  des  représentations  conformes  dans  les  espaces  supérieurs, 
et  PicHTA  (3oo)  le  fait  pour  un  systi-me  de  courbes  oi'thogonales 


go  vie  Ton    SCIILKGKI. 

sur  une  sphère  ii  <[ualre  et  à  n  dimensions.  1'a.\m:i.m  (264)  trouve 
une  correspondance  entre  R3  et  R.,,  ([ui  eonduil  ;i  la  représenta- 
tion de  Ki.i;i.\  d'un  complexe  linéaire  sur  1  espace  ponctuel, 
MiLEsi  ,245)  prouve  dune  nouvelle  nianic're,  quune  corrélation 
entre  le  R,„  et  le  R„,  ne  peut  être  continue  et  univoque  en 
même  temps;  (^astki.nlovo  (^j)  généralise  des  théorèmes  de 
(]lei5sch  de  Sturm  et  de  Rosanes  sur  des  ormipes  ponctuels 
associés;  Ciîsako  (90)  donne  des  formules  pour  les  défoi-nia lions 
infiniment  petites  d'une  surface  du  R„:  Ficuta  (299;  étudie  les 
déformations  continues  dune  M„;  Schu»  (363,  364)  celles  des 
corps  à  courbure  de  Riemann  constante  et  celles  d'une  M,  du  R,. 

La  Géométrie  projectii'e,  dont  les  principes  et  raisonnements 
ont  été,  pour  ainsi  dire  sans  exception,  oéiiéralisés  de  cette  façon, 
est  un  domaine  qui  se  prête  spécialement  aux  recherches  du  R„, 
et  ces  études  sont  presque  toutes  dues  à  un  groupe  de  savants 
italiens;  elles  se  rapportent  aux  relations  fondamentales  chez 
AscHiERi  (i2j  aux  postulais  chez  Faxo  (i23)  et  Amodeo  (3,  4  •>  ^u 
passage  dans  le  R.  de  théorèmes  de  la  Géométrie  des  droites  chea 
Bertixi  (24)  et  Segre  (366-368),  à  la  l/iéorie  des  polaires  chez 
Bi?AMiiiLLA  ;5i)  et  Waelsch  {4'i^),  î^  l'>  délcr/tiination  de  M  supé- 
rieurs au  moven  de  M  résultant  de  projections  chez  Zixdler  (438), 
à  des  relations  collinéaires  et  d  insolation  chez  I.ouia  (232,  238), 
Predella  (295),  i)Ei.  Re  (3o4),  à  des  correspondances  chez  Ber- 
zoLARi  (3i),  de  Paolis  (265j,  Giudice  (i44)j  ^^^  1^''  \3o2,  3o3), 
Palatixi  (263),  Amodeo  (i,  2),  Chizzoxi  (93),  Pieti  (281), 
BoRDiGA  (44)>  AscHiERi  (8),  il  dcs  Itoniograpliics  chez  Exriqles 
(116-118),  Segre  (369-372),  Bertixi  (23,  26,  2j),  Predella  (294^, 
AscHiERi  (9,  II),  Deruyts  (io5),  à  dcs  corrélations  chez  Hirst 
(i58)  et  FoxTExÉ  (i34s  —  îi  des  complexes  et  congruences  chez 
BoRDKiA  [^ô,  48-Jo),  Schumacher  (362),  Ricci  (309),  Castei.xiovo 
(j5,  82),  Segre  (386,  38j).  Ce  dernier  détermine  sans  calcul, 
les  propriétés  descriptives  du  R.,  et  étend  les  prenùères  propriétés 
focales  des  faisceaux  et  gerhes  de  droites  du  R^.  à  ceux  et  celles 
duR,. 

On  sait  (juc  des  théorèmes  de  la  Géométrie  plane  se  démon- 
trent souvent  le  plus  facilement  par  des  sections  eX.  projections  de 
ligures  de  lespace  ;  ce  procéilé  appli(jué  aux  es])aces  a  plus  île 
trois  dimensions,  conduit  à  de  ni)uvi'aux  résultats  du  domaine  de 
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la  Géoinétiie  élémentaire.  C^ost  ainsi  que  Boudiga  (4o,  /^i,  46, 
4"l,  déduit  du  R^  des  ])i(>[)i-iétés  de  surfaces  des  S*",  6"  et  j" 
t)rdres,   et  étend  (43)    ces   coiisitltTations   aux  surlaces  de  degré 

—  m     m  -{-  i)  du  IV„„  ;    il   donne  aussi  une  représentation  plane 

des  surfaces  réglées  normales  situées  dans  leR„(4i).  Seghk  (3joi 
trouve  dans  le  principe  de  la  projection  des  figures  du  R,,  la  base 
organique  de  la  théorie  des  surlaces  du  quatrième  oidre  avec 
conique  double  ou  coni<[ue  de  rebroussenient.  Il  étend  ensuite 
des  théorèmes  relatifs  aux  surfaces  réglées  de  genre  i,  2,  3,  aux 
surfaces  d'un  genre  supérieur  quelconque,  (3j7,  380)  et  donne 
aussi  la  solution  de  diverses  questions  nouvelles  relatives  à  la 
Géométrie  ordinaire.  On  généralise  une  formule  numérique  de 
SïLKM  sur  les  surfaces  réglées  d'ordre  n,  de  genre  p  (384),  et  il 
en  résulte  le  théorème  de  Cliffoud  sur  la  relation  existant  entre 
une  courbe  de  genre  /;  et  d  Ordre  n>  1  p  —  2  et  un  11  <  \n-pj 
(385).  Finalement  l'examen  des  M3  du  R-,  fournit  de  nouvelles 
surfaces  et  svstèmes  focaux  du  R3,  ainsi  que  des  propriétés  nou- 
velles de  configurations  connues  (388).  Les  recherches  de  Cas- 
TKLxuovo  (j6)  sur  la  géométrie  des  courbes  ellipli(jues,  se  ratta- 
chent aux  études  de  Stcatt:  (38o).  Cossehat  (98)  utilise  enfin  le 
R.,  pour  étudier  celles  des  surfaces  algébriques  qui  contiennent 
plusieurs  séries  de  coniques. 

L'analogue  d'une  courbe  du  plan  et  d'une  surface  de  l'espace 
est  une  hijpersurface  (M„_,  dans  R„);  ces  figures  sont  l'olqet  de 
nombreuses  recherches.  SvLVF:srEK  et  Shari»  (39j;  donnent  des 
théorèmes  sur  leurs  polaires;  Ricci  (3o~)  généralise  le  problème 
des  systèmes  de  surfaces  orthogonaux  ;  Puchta  (298)  étudie  les 
surfaces  développables  les  plus  générales;  Mooue  (548)  étend  au 
R„  les  études  de  Picard  sur  les  surfaces  algébriques  dont  les 
sections  planes  sont  toutes  rationnelles.  Del  J-*ezzo  (270)  applique 
aux  hypersurfaces  des  théorèmes  de'  Veuoxese  (419)  sur  les  espa- 
ces tangents  aux  courbes  du  R„  ;  et  développant  plus  tard  ces 
travaux  il  est  conduit  aux  snilaces  normales  de /.>"'""''  espèce  dans 
le  R„,  aux  hypersurlaces  noiinales  (M<;.,)  (2^3)  et  ii  celles  des 
snrhices  du  n"  oidre  du  R„  qui  appartiennent  à  aucun  R<„  (2j4)- 
Se(;he  (3ji,  3j4)  entrepiend  la  théorie  des  surfaces  réglées.  Del 
Pi;/zo  (268,  277),    XicoLi  (25-),    Behtim  (29),  donnent   des  addi- 
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lions  au  travail  de  Segre  ^'366),  tandis  ({ue  BiutzcLAni  (33/  et 
Xanson  a53)  s'occupent  spécialement  des  hypersurfaces  du 
a'"  ordre.  Ascioxe  (i3;  étend  au  lî-,  et  Segre  (390)  au  R„,  des 
théorèmes  sur  la  hessienne.  KMiiouKs  (119)  étudie  les  configura- 
tions à  contacts  d'ordre  supérieurs  des  Mj]  dans  R-,  ;  Secke  ^382) 
examine  ceux  des  M.j  du  R,  ([ui  admettent  le  plus  giand  nombie 
de  points  doubles.  IIoimm:  '\~^,  182  appli([ue  au  \\„  des  théorèmes 
de  la  théorie  de  la  courbure;  Ricci  '3o8  généralise  dans  le  même 
but  les  formules  de  la  Géométrie  infinitésimale,  formules  appli- 
quées par  Baxal  (ij)  ii  celles  des  ^Mj  du  R.  pour  lesquelles  l'ana- 
logie avec  les  M^  du  R^  n'existe  pas.  De  la  même  façon  Cesauo 
(88,  89)  développe  les  formules  de  Codazzi,  tandis  que  Monro 
''247),  MLOi)zir.i(»NSKi  i'246\  et  Staeckei.  (4o8)  développent  la 
théorie  de  la  flexion  des  surfaces.  Del  Rezzo  (269)  étend  aux 
surfaces  la  représentation  de  A'eronese  d'une  courbe  du  \\^,  par 
la  projection  d  une  courbe  normale,  dans  le  R„  comparer  avec 
270^  ;  ScHoiTE  (348^  et  HoppE  (176)  étendent  à  des  espaces  supé- 
rieurs :  le  premier  les  recherches  de  Casev  et  Darboux  sur 
certaines  courbes  planes  et  surfaces  de  l'espace  ordinaire,  le 
second  le  théorème  de  Biermann  sur  les  plans  tangents  ii  une 
surface.  Hilueut  (157)  étudie  les  singularités  d'une  surface  discri- 
minante du  R„  ;  Vahlex  1^4 18)  définit  enfin,  pour  R„,  la  surlace 
de  Fresnel. 

La  théorie  des  courbes  donne  lieu  à  des  développements  analo- 
gues dans  le  domaine  des  liypercourbes  (Mn_2  dans  R„\  IIoppe 
1 177)  fait  le  premier  des  recherches  générales  sur  ces  configura- 
tions: il  étend  à  celles-ci  les  définitions  de  la  tanaente,  de  la  nor- 
maie  principale,  de  la  courbure  et  de  la  torsion  (  i  8o\  (]esaiu>  ^87) 
développe  dans  le  même  but  le  principe  du  calcul  barvcentrique 
en  définissant  les  coordonnées  barvcentricpies  d'un  point  comme 
masses  des  sommets  d  un  corps  régulier  avant  n  -[-  i  sommets, 
dans  le  R„.  Le  même  auteur  donne  plus  lard  une  théorie  des 
c(Uiil)es  des  espaces  supérieurs  (^91)  et  généralise  en  même  temps 
les  équations  de  l'élasticité.  Castelnuovo  (81)  démontre  par  la 
Géométrie  pure,  au  moyen  du  R„,  les  théorèmes  fondamentaux  de 
la  théorie  des  courbes  algél)ri([ues,  théorèmes  démontrés  par 
(.Icbscli  au  inoven  des  Jonctions  a  lgel)ii([uos.  Riiiondim  (291  j  étend 
aux  courbes  à    trijde    courbure    lUi  R,  la  Gt'ométrie   iiilinilésinale 
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ordinaire.  Cass.vxKji  )  et  deRuyts  (  io4)  appliquent  les  théorèmes 
sur  la  cubique  gauche  aux  courlies  normales  du  «'*""*  ordre  dans 
le  Rn  ;  AscHiERi  (10)  étudie  les  courbes  normales  rationnelles  du 
R.;  LouiA  ('235,  236)  et  Berzol.viu  !3o^  font  des  recherches  corres- 
pondantes pour  le  R„,  et  Zecc.v  (435i  soccupe  spécialement  dans 
le  Rn.  des  courbes  du  :m-[-i~  ""^  ordre  avec  points  doubles.  Les 
propriétés  de  certaines  courbes  sont  aussi  étendues  aux  hyper- 
courbes.  C'est  ainsi  que  Faxo  (lao)  étudie  la  position  de  la  courbe 
gauche  d'un  ordre  donné  et  de  genre  maximum  du  R„,  Biiuxx 
(58)  les  courbes  sans  points  d'inflexion,  Lasker  (21 5)  celles  du  R„ 
coupées  par  un  R„_,  en  n  points  ;  Bertixi  considère  les  courbes 
planes  comme  projections  de  courbes  spéciales  du  R„.  Del  Pezzo 
(2j5}  et  Fixe  (i33)  s'occupent  des  singularités  des  hypercourbes 
et  Laxdsberg  ;2i3)  des  courbures  de  courbes  à  une  dimension 
contenues  dans  les  espaces  supérieurs. 

La  Géométrie  énumérative  fondée  par  Schubert  ouvrit  aux 
chercheurs  un  riche  champ  d'études  ;  l'objet  principal  de  cette 
géométrie  considéré  dans  sa  plus  grande  généralité,  consiste  \\ 
détei-miner  le  nombre  de  configurations  qui  satisfont  à  un  certain 
nombre  de  conditions.  Sciiiueut  lui-même  a  résolu  dans  toute 
une  suite  de  mémoires  (35i-36i;  des  problèmes  de  cette  espèce 
et  d'une  complication  toujours  plus  grande  ;  il  traita,  entre  autre, 
à  tour  de  rôle  :  les  nombres  invariants  d'espaces  linéaires,  le 
problème  des  caractéristiques  et  des  détermiiuitions  de  nombres 
pour  lu  M  quadratique  et  pour  la  géométrie  réglée.  Ces  travaux 
se  relient  à  ceux  de  Piéri  (282,  284-288),  qui  donne  des  déter- 
minations numériques  sur  les  coïncidences  de  droites  et  les  couples 
de  points  ainsi  que  sur  les  intersections  d'espaces  à  plusieurs 
dimensions;  Se<;re  (391)  traite  à  un  autre  point  de  vue  ces  pro- 
blèmes, ce  ([ui  le  conduit  à  de  nouvelles  généralisations.  Cas- 
TEi.xLovo  (j8-8o,  83)  applique  la  méthode  de  Sculhert  dans  le 
même  sens  que  Piéri  à  des  questions  générales  de  la  Géométrie 
énumérative,  à  des  courbes  algébriques  et  à  des  involutions 
rationnelles.  En  outre  Cassaxi  (jo)  et  Amodeo  (5)  s'occupent  de 
déterminations  de  nombres  de  svstèmes  linéaires  ;  Visalm  (4^-4) 
traite  des  caractéristi([ues  des  svstèmes  de  corrélation  entre  deux 
plans:  l^iNcnEiti.E  (290),  Bkr/.oi.ari  (^32)  et  Birm.i  Forti  (h)  i 
étudient    les    hypersurfaces    et    les    hypt^rcourbes  ;     le     dernier 

Enseignement  math.  7 
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iippli([ii('  au  II,,  la  méthode  dlIalpIuMi  pour  la  ihéorie  des  caracté- 
ristiques du  11^. 

Enfin  Study  (412)  donne  des  compléments  sur  des  nombres  de 
coniques  et  réussit,  par  une  représentation  dans  le  R.  de  l'en- 
semble des  coniques  planes,  ii  éclaircir  la  dilïérence  existant  entre 
les  conceptions  opposées  de  Halphen  et  de  Chasles  (4^5). 

DvcK  iio)  fournit  des  généralisations  de  théorèmes  de  VAna- 
It/sis  . si/lis  du  M„  et  PoiNCAUH  montre  que,  dans  le  sens  de  VAna- 
h/sis  si(i/s,  une  surface  nest  déjà  plus,  dans  le  R,,  définie  })ar 
les  «   indices  de  connexion    »  de  Betti. 

La  théorie  des  ensembles  de  points  est  étendue  au  R„,  d  abord 
par  son  fondateur  Caxtor  (67;,  puis  par  Loria  (233).  Maccaieui 
(239)  fixe  la  condition  d'un  système  ponctuel  connectif  ii  «  dimen- 
sions et  ScuoxFLiES  (34')}  utilise,  pour  la  représentation  de 
cubes  à  diverses  dimensions,  le  théorème  de  Cantor  :  un  ensemble 
à  n  dimensions  possède  la  même  puissance  qu  un  ensemble  ii  une 
dimension. 

Les  formes  d'espace  non  ciiclidieitnes  à  n  dimensions  lurent 
d'abord  étudiées  en  détail  par  Killixg  (199,  202,  2o3i,  au  moyen 
d'une  généralisation  des  coordonnées  de  Weierstrass  :  on  trouve 
aussi  chez  Lie  (219.,)  quelques  remarques  a  ce  sujet.  Stouif  (409) 
étend  la  formule  de  la  surface  du  triangle  sphérique  t»  la  surface 
sphérique  de  Riemann  dans  l'espace  ii  n  dimensions.  Schlu.m- 
lîEiiCER  339)  donne  les  traits  fondamenlaux  de  la  géométrie  sphé- 
rique linéaire  il  n  dimensions;  IIeyl  li55}  examine  les  proprié- 
tés de  la  sphère  du  R„  ;  entin  Biull  (53)  établit  que  certains 
espaces  ii  courbure  négative  constante  ne  sont  contenus  dans 
aucun  Rj,  mais  peuvent  être  tirés  d'un  R.. 

La  Mècaniljiie  met  aussi  à  profit  cette  extension  de  la  géomé- 
trie. BucHHEiM  (59)  réussit  a  développer,  au  moyen  des  méthodes 
de  Grassmann,  la  théorie  des  forces  agissant  sur  un  corps  solide, 
dans  diverses  formes  d'espace,  à  plusieurs  dimensions,  la  théorie 
des  bi([ualeruions  étant  ici  en  défaut.  Kii.mnc;  (200}  établit  ptuir 
des  points  assujettis  ;i  demeurer  sur  une  sphère  ii  n  dimensions 
du  R„.i,  los  l)ases  de  la  mécanicpie,  des  espaces  non  eucli- 
diens ;  ('.OLE  (9j)  étudie  les  rotations  clans  le  R  et  Camzzo  ^62) 
dans  le  R.. 

Le   besoin  de   représenter   des  fonctions   (inali/ti(/ites   par    des 
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figures  géométriques,  a  aussi  conduit  à  utiliser  les  espaces  a  plu- 
sieurs dimensions  ;  ainsi  Bettazzi  (34)  étudie  les  expressions 
analytiques  ([ui  représentent,  en  chaque  point  du  M„,  une  fonc- 
tion il  /i  variables  réelles,  finie  et  continue  dans  M„.  ^  olterra 
(426-430  étend  au  R„ ,  la  théorie  de  Riemann  des  variables 
complexes  ;  il  étudie  dans  les  hyperespaces  les  lonctions  conju- 
guées et  établit  lintégration  complète  d'un  système  d'équations 
difierentielles  partielles,  a  l'intérieur  d'un  espace  sphérique. 
C'est  dans  ce  même  domaine  que  se  classent  les  études  de  Fabhi 
'121-122  ,  sur  les  t'onctious  dans  les  hyperespaces. 

Les  mémoires  sur  des  nombres  complexes  d'ordre  supérieur  se 
placent  aussi  dans  la  liste  des  recherches  ii  n  dimensions  ;  car  ces 
([uantités,  quoique  étant,  au  premier  abord,  d'une  nature  pure- 
ment analytique,  forment  cependant,  comme  Grassmann  le  mon- 
tra le  premier,  la  base  la  plus  simple  des  études  de  la  géométrie 
il  plusieurs  dimensions.  ^lentionnons  encore  parmi  les  travaux 
récents,  la  démonstration  de  Wkierstrass  (433),  établissant  la 
possibilité  d'une  arithméti([ue  des  nombres  complexes  avec  un 
nombre  ([uelconque  d'unités  principales,  et  la  conception  due  a 
Deuekixd  (io3  ,  des  grandeurs  hvpercomplexes  comuie  nombres 
ordinaires  plurivalents .  A  ce  dernier  travail,  se  rattachent  les 
études  analytiques  de  Petersex  (26-),  Berloty  (22)  et  Weyer 
('434),  sur  la  théorie  de  ces  nombres.  Par  contre  la  représenta- 
tion géométrique  en  lut  donnée  par  Schur  (365)  qui  considère 
les  composantes  dun  uombie  complexe  ii  n  meml)res,  comme 
coordonnées  d'un  point  du  U„  ;  il  donne  pour  établir  la  liaison 
entre  ces  nombres  l'interprétation  géométrique  et  rattache  leurs 
relations  lonctionnelles  ii  la  théorie  des  traiislormations  de  Lie, 
étude  continuée  par  Sri  i)V  (4''^"4'4)  ^'t  Scuaei  1  eus    320;. 

SchÈxdel  (322)  donne  des  applications  des  méthodes  de  Grass- 
mann, a  la  géométrie  ii  plusieurs  dimensions  ;  enfin  Simoxv  (4o3) 
étudie  les  opérations  fondamentales  des  nombres  supérieurs  com- 
plexes. L'étude  de  ces  nombres  et  de  leurs  opérations  a  éclairci 
notablement  la  manière  de  les  envisager  et  simplifié  les  calculs. 
Ou  leconnut  c[iit'  des  svmboles  incommodes  et  dv's  calculs  sym- 
boliques peuvent  être  remplacés  de  la  façon  la  plus  avantageuse 
par  1  introduction  de  ces  nombres  et  des  opérations  les  concer- 
nant ;   tous   ces  essais   ont  abttuli    enfin  aux  unités   et  optMations 
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de  rAusdelinungslehre.  Les  lontatives  d'extension  de  la  théorie 
des  (juateriiions  à  un  plus  grand  nombie  d'unités  ont  eu  le  même 
résultat  ;  l'exemple  de  Chapnian  qui,  à  cet  effet,  utilisa  un  nou- 
veau svnibole  sans  remarquer  que  celui-ci  avait  la  même  action 
que  la  «  multiplication  extérieure  »  de  Gi'assm.ann,  le  montre  du 
reste  ;  deinièrement  encore  Suaw  '  399^  quoique  travaillant  dans 
un  autre  l)ut,  fit  une  erreur  tout  analogue. 

Pour  terminer  rappelons  encore  la  question  suivante  bien  sou- 
vent discutée  :  Quelles  sont,  parmi  les  nombreuses  formes  d'es- 
pace abstraites  des  mathématiques  celles  qui  possèdent  leur 
image  concrète  dans  notre  univers,  (domaine  de  l'expérience). 
Il  est  indiscutable  aujourd'hui  que  notre  univers  n'est  pas  pourvn 
de  plus  de  trois  dimensions  et  que  tous  les  essais  tendant  à  lui 
en  ajouter  une  quatrième  sont  à  rejeter.  Il  existe  par  contre  une 
question  encore  non  résolue,  celle  de  savoir  si  cet  espace  est 
sans  courbure  plan  ;  ou  si,  d'après  une  hypothèse  émise  par  Zoll- 
xEii  (439),  il  possède  une  courbure  positive,  lut  elle  même  inap- 
préciable. Rien  ne  fait  présumer  non  plus  que  notre  univers  se 
trouve  dans  un  espace  ii  quatre  dimensions  existant  réellement 
comme  un  plan  dans  un  espace  à  trois  dimensions.  Il  est  vrai  que 
Bresch  (02)  a  formulé  une  hypothèse  analogue  pour  expliquer 
certains  faits  chimiques.  D'après  Most  (249)  aucun  fait  physicjue 
ne  nécessite  une  telle  hypothèse.  Simony(4o2)  y  opposa  des  con- 
sidérations sur  la  matière. 

On  connaît  une  série  de  phénomènes  cinémati<[ues  qui  sont 
impossibles  dans  un  espace  à  trois  dimensions  et  qui,  par  contre, 
sont  exécutables  dans  l'espace  à  quatre  dimensions.  C'est  ainsi 
que  Xewcomb  (252)  montra  qu'au  moyen  d'un  passage  par  l'espace 
il  (juatre  dimensions,  une  surface  matérielle  fermée  pouvait,  par 
flexion,  être  transformée  de  telle  façon  que  le  coté  intérieur 
devienne  côté  extc-rieur  et  vice  versa,  Hoi>i>i:  (iji-i-al  el  DiniccE 
(109^  (ju'une  certaine  courbe  gauche  fermée  et  pourvue  d'un  lacet 
pouvait  en  être  privée  par  un  passage  au  travers  de  l'espace  îi 
(luatre  dimensions,  passage  diuanl  lequel  la  courbe  reste  lermée. 

Si  on  considère  pour  clore  cet  aperçu,  tout  le  développement 
actuel  de  la  Géométrie  à  lî  dimensions,  développement  qui  est 
encore  loin  d'être  terminé,  on  doit  reconnaître  que  l'apparition 
de  cette   branche   des  malhénialicjurs    niarciue    une    ère    nouvelle 
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dans  riiistoiie  de  la  G('t)inéti'ie  ;  de  nouvelles  voies  sont  ainsi 
ouvertes  aux  chercheurs  dans  des  domaines  inexplorés,  et  la 
Géométrie,  même  en  restant  dans  son  ancien  domaine  intuitil, 
est  Iruetifiée  et  enrichie  à  hien  des  égards, 

D''  Victor   ScHLECEL  (Hagen,   Prusse), 
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L^ENSEIGNEMENT  DE  LA  (GEOMETRIE 

ET   LES    GÉOMÉTRIES   NON-EUCLIDIENXES 


Quelques  analystes  intransigeants  ont  décrété  que  la  Géométrie 
ne  saurait  avoir  d  existence  propre  et  qu  elle  ne  pouvait  pré- 
tendre qu'à  illustrer  parfois  des  concepts  analytiques  ;  d'autres 
mathématiciens  peut-être  plus  clairvoyants  ont  appi'écié  dans 
l'intuition  de  l'étendue  une  puissance  synthétique  organisée,  une 
instinctive  divination  dont  la  science  du  nombre  a  pu  recevoir 
quelque  lumière. 

Dans  le  procès  de  préséance  ([ui  reste  ainsi  pendant  entre  deux 
tendances  de  l'esprit  humain  gardons-nous  d  allirmer  un  de  ces 
arrêts  cpie  les  progrès  de  la  science  révisent  tous  les  jours. 

Plus  modeste  et  plus  précis  est  le  hut  ([uc  je  poursuis  en  ce 
moment  dans  cet  article  ;  je  constate  il'ahord  le  rôli'  (pie  hi 
(iéométrie  joue  nécessairement  dans  hi  [)hase  primaire  de  la 
culture  mathématique  :  c'est  un  l'ôle  d'initiation  ;  je  me  demande 
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ensuite  comment  nous  pouvions  seconder  le  développement 
naturel  de  ce  rôle  dans  renseignement  clêinentaire  et  dans  ren- 
seignement moi/en. 

Questions  pédagogiques  ?  Sans  doute,  mais  ne  sait-on  pas 
combien  cet  humble  mot  effleure,  sans  fracas,  la  philosophie 
même  de  la  science  ? 

Et  nous  savons  encore  que  le  cerveau  vierge  de  Tadolescent, 
éminemment  apte  à  sentir  la  dignité  ou  la  fiivolité  des  méthodes, 
peut  recevoir  de  sa  première  initiation  une  empreinte  ineffa- 
çable, 

La  Géométrie  est  la  première  philosophie  de  l'enfant,  la  plus 
accessible  à  ses  sens  et  à  son  imagination.  Cette  première  école 
de  logique  doit  être,  à  la  fois,  simple,  intuitive,  probe  ;  et  dans 
la  Géométrie  primaire  mieux  vaut  énoncer  un  postulat  de  plus 
qu'un  axiome  de  moins. 

La  Géométrie  de  1  enhuU  doit  évidemment  rester  euclidienne 
sous  peine  de  le  trop  dépasser,  mais  le  postulatum  d'Fluclide  doit 
déjii  lui  être  présenté  comme  un  choix  de  l'esprit  ;  les  besoins 
d'une  représentation  simple  ont  fait  désirer  à  1  homme  l'exis- 
tence de  la  similitude  et  ont  dirigé  la  Géométrie  d'Euclide  ;  on 
peut  déjii  le  faire  pressentir  à  l'enfant. 

Au  contraire,  la  Géométrie  de  l'adolescent,  celle  ([ui  appartient 
h  1  enseignement  moyen  peut  être  lacilement  dépouillée  de  la 
spécialisation  euclidienne  et  être  exposée  très  simplement 
comme  je  le  montrerai  plus  loin. 

II 

GÉO.MKTniE     or  A  I.ITAT  I  VK      ET      G  É  O  M  K  T  lî  II"      M  K  T  H  I  Q  U  E 
A  l      l>  O  I  N  r    DE    VUE    EUCLIDIEN 

On  se  rend  comjjtc  du  degré  de  pei'fection  relative  de  l'œuvre 
d  Euclidi'  ([uand  on  la  compare  à  l'anivre  géométrique  de  Legen- 
dre.  Cet  analyste  distingué  avait  cru  améliorer  Euclide  en  prenant 
comme  dcWinition  de  la  droite  la  propriété  d'être  plus  court  che- 
min entre  deux  de  ses  points.  Je  crois  inutile  de  rappeler  ici  les 
criti({ues  très  fondées  qui  furent  faites  ii  cette  malheureuse  et  illo- 
gi([ue  définition  ;  je  ferai    seulement    remarquer  que  si  Legendre 
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a  mal  défini  la  genèse  des  premiers  principes  de  la  Géométrie, 
on  peut  cependant  tiouver  dans  son  erreur  même  le  germe  d'un 
nouveau  postulat  qu'il  est  nécessaire  de  souligner  ici. 

Pour  être  plus  clair,  rappelons  d'abord  comment  on  définit  la 
droite  après  avoir  guidé  l'intuition  de  l'élève  sur  la  signification 
des  trois  dimensions  de  l'espace  : 

Une  ligne  droite  est  un  ensemble  continu  de  points  d'un  corps 
rigide,  ensemble  qui  peut  rester  immobile  bien  que  le  corps  se 
meuve  ;  cet  ensemble  jouit  des  propriétés  essentielles  suivantes  : 

Un  segment  quelconque  de  cette  ligne  envisagé  dans  ses  deux 
sens  de  parcours  pe/il  être  snjjer/)osé  à  un  second  segment  de 
droite  d'origine  et  de  sens  arbitraires. 

On  peut  alors  définir  la  longueur  d'un  segment  et  formuler 
cette  autre  propriété  de  la   droite  qui  est  sa  définition  logique  : 

Si  les  deux  points  A  et  B  font  partie  cl  une  droite  et  sont  les 
extrémités  d\in  serment  de  lonn'iieiir  moindre  nue  1  (l  désignant 
une  longueur  fixe  mais  suffisamment  réduite)  Jl  n  existera  qu'une 
droite  possédant  les  deux  points  A  et  B  ;  et  [au  cas  oit  la  droite 
serait  une  courbe  fermée)  sur  cette  droite  un  seul  sei^nienl  ai/ant 
K  et^  pour  extrémités  aura  une  longueur  moindre  que  1. 

La  longueur  de  ce  segment  s'appellera  la  distance  AB. 

Après  la  définition  de  la  droite  on  fera  connaître  l'existence  du 
plan  ou  de  la  trame  triangulaire  considérée  comme  triple  trame 
de  droites.  L'étude  approfondie  de  cette  trame  met  en  jeu  le 
postulat  suivant  tacitement  admis  dans  les  démonstrations 
usuelles. 

Soit  0  un  point  quelconque,  considérons  deux  segments  rec- 
tilignes  OA  et  OB  passant  par  ce  point,  il  existe  une  longueur  fixe 
ni  (moindre  que  l)  qui  est  telle  que  si  les  segments  C)A  et  OB 
sont  moindre  que  m  on  pourra  affirmer  que  : 

1°  Les  deux  points  A  et  B  seront  aune  dislance  réduite  moin- 
dre que  /,  suffisante  pour  définir  une  droite  ; 

2°  La  distance  de  ces  deux  points  étant  représentée  par  AH  on 
aura,  en  désignant  par  K  un  noinbic  fixe  : 

AB<  K  ^C)A  +  OB) 

Ce  postulat  jiermet  par  un  procédé  de  cheminement  de  ne  con- 
sidérer d'abord  que  des  figures  situées  dans  un  tlomaine  D  fini, 
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mais siillisammeiit  voisin  d'un  point  O  et  crnppllqurr  àrcnsenible 
(les   points  contenus  clans  ce  domaine  la  proposition  suivante. 

Dans  un  domaine  D  toute  droite  AB  d'un  plan  sépare  ce  plan 
«Ml  deux  régions  R,  et  \\,  dont  voici  la  propriété  :  si  deux  points 
M  et  M'  appartiennent  à  une  même  région,  le  segment  propre 
<|ui  joint  M  et  M  ne  rencontre  pas  AB.  Si  deux  points  M  et  M' 
api)aitiennent  à  deux  régions  distinctes  le  segment  propre  (jui  les 
joint  rencontre  AB. 

Bien  entendu  on  conserve  le  postulat  du  double  mode  de 
recouvrement  des  angles  plans  égaux,  le  postulat  qui  définit  la 
rotation  égale  à  un  tour,  et  celui  relatif  i\  la  propriété  du  demi- 
tour. 

On  peut  alois  exposer  toute  la  partie  de  la  Géométrie  qui  est 
indépendante  du  postulatum  d'Euclide  ;  c'est  ce  qu'on  peut  appeler 
la  Géométrie  (jualitalwc  ou  mieux  la  Géométrie  du  c/ic/ninemenf, 
répithète   qualitative    restant  alors    réservée  à   VAnali/sis  sitiis. 

Cette  partie  de  la  Géométrie  est,  depuis  la  détestable  classifi- 
cation de  Legendre,  répartie  dans  les  livres  I  et  V  et  sur  la 
Géométrie  non  métrique  de  la  sphère,  mais  cet  ensemble  de  la 
Géométrie  non  métrique  qui  réunit  le  triangle  et  le  trièdre  doit 
former  le  premier  livre  de  la  Géométrie  naturelle. 

En  particulier,  toute  distinction  entre  une  Géométrie  plane  et 
une  Géométrie  de  l'espace  est  illogique  car  l'étude  de  la  Géomé- 
trie dite  })lane  nécessite  des  déplacements  de  figure  hors  du  plan 
où  l'on  voudrait  en  vain  se  cantonner,  ([ue  ces  déplacement  soient 
d'ailleurs  possibles  ou  définis.  En  d'autres  termes  la  notion  d'orien- 
tation qui  appartient  déjà  à  l'étude  du  plan  exige  ([ue  l'obser- 
vateur ait  déjii  prise  sur  l'espace  à  trois  dimensions  avant  même 
de  s'attacher  au  plan.  —  Parmi  les  théorèmes  du  premier  livre 
de  la  Géométrie  naturelle  dont  je  viens  d'esquisser  l'allure  il  en 
est  un  ([ui  ofl're  ;i  mes  yeux  une  importance  ca[)itale  :  je  veux 
parler  du  théorème  d'Euler  sur  les  déplacements  finis  d'un 
solide  cloué  sur  un  de  ses  points,  c  est-;i-dire  de  la  composil ion  des 
rotations  finies,  envisagées  dans  un  certain  ordre. 

A  ce  théoriMiie,  en  elFet,  on  peut  rattacher  la  naissance  du 
sectuid  livre  de  la  Géométrie  naturelle  ;  cette  Géomélrie  ([uanti- 
tative  a  pour  objet  la  fixation  des  propriél<'s  m(''tii([ues. 

Habituellement    celles-ci     sont    reliées   par    la     sintilititdc    au 
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laiiKiix  [)f>sliilatmn  dluiclide  ;  nuiis  je  crois  qu'il  est  préférable . 
même  dans  la  Géométrie  élémentaire  de  l'aire  apparaître  lu  simi- 
litude et  le  postulatum  d'Euclide  comme  la  conséquence  directe 
de  l'adoption  du  mode  le  plus  simple  de  composition  pour  les 
vecteurs  d'un  plan  perpendiculaires  à  une  même  droite.  L'idée 
de  la  composition  des  vecteurs  et  l'existence  de  leur  groupe 
d'équivalence  peuvent  être  présentées  d'une  manière  extrêmement 
simple,  et  alors  même  que  Ton  ne  voudra  pas  les  conduire  jusqu'à 
la  théorie  des  fonctions  circulaires,  on  peut  en  présenter  l'ori- 
gine assez  nettement  pour  faire  comprendre  au  débutant  que  la 
Géométrie  euclidienne  qu'il  étudie  dérive  d'un  choix  entre  plu- 
sieurs Géométries  dont  on  ne  le  fatiguera  pas. 

J'indic[uerai  brièvement  l'esprit  de  cette  méthode. 

Envisageons  clans  un  certain  ordre  plusieurs  vecteurs  \,,  V,,  ... 
Vk  ,  et  concevons  que  les  longueurs  de  ces  vecteurs  soient  la  repré- 
sentation de  nombres  fixes,  n^,  /«,,  /?k  propoitionnels  aux  rotations 
respectives  et  simultanées  d'un  premier  solide  S,  tournant  sur 
Vj  par  rapport  à  un  solide  de  repère  S,,,  puis  d'un  secojid  solide  S^ 
tournant    sur  Y.,  par  rapport  à  Sp  etc.,  etc. 

Nous  pourrons  alors  concevoir  que  les  nombres  n^,  n.,,  ...  n^ 
soient  à  l'égard  d'une  variable  auxiliaire  t  variant  toujours  dans 
le  même  sens,  les  mesures  des  vitesses  constantes  de  ces  rota- 
tions continues  dont  nous  venons  de  parler  et  qui  appartiennent 
à  des  systèmes  solides  successivement  emboîtés  les  uns  dans  les 
autres. 

Les  postulats  de  la  Géométrie  métrique  vont  être  alors  les  sui- 
vants : 

Nous  admettons  d'abord  que  dans  le  mouvement  ci-dessus 
défini  du  solide  Sk  par  rapport  à  S^  un  point  quelconque  du 
solide  aura  a  chaque  instant  une  vitesse. 

Nous  admettons  ensuite  que  : 

La  vitesse  d'un  point  ^l  dans  un  domaine  1)  dun  solide  S^  animé 
des  nM)uveinents  de  rotation  ci-dessus  définis  vaiie  dune  manière 
continue  lors([ue  ce  point  M  se  déplace  dans  le  domaine  D. 

Et,  en  se  reportant  ii  la  déllnilion  de  la  trunsladon  non  eucli- 
dienne d'un  solide  le  U>ng  dune  droite  donnée,  d.vc  de  transla- 
tion, voici  d'une  manière  précise  ce  qu'il  faut  entendre  par  la 
variation  continue  d'un  vecteur  appliqué  en  M  : 
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Soit  11  un  vecteur  appliqué  en  M  et  lonctiou  de  la  position 
de  M;  soit  R'  ce  que  devient  ce  vecteur  quand  son  point  d'appli- 
cation  est  devenu  M'. 

Si  lorsque  MM'  tend  vers  zéro  la  difïerence  des  longueurs 
de  R  et  de  R'  tend  vers  zéro,  et  si  la  droite  R  fait  après  une 
transldlion  d'axe  MM'  un  angle  avec  R'  qui  tend  aussi  vers  zéro, 
on  dira  <[ue  le  vecteur  11  varie  d'une  manière  continue. 

La  continuité  de  la  variation  de  R  est  d  ailleurs  uniforme  dans 
tout  domaine  D  où  R  ne  s'annule  pas. 

On  peut  alors,  au  moven  du  théorème  d'Euler  de  la  Géométrie 
qualitative,  démontrer  que  les  rotations  continues  définies  plus 
haut,  produisent  dans  le  solide  final  S^  une  distribution  des 
vitesses  qui  est  indépendante  de  Tordre  des  emboîtements  suc- 
cessils  des  systèmes  S,,  S.,,  ...   Sk- 

Et  en  particulier  on  conclut  de  lii  qu'il  existe  y^o///'  des  vec/e/i/s 
concouraiils  un  mode  de  composition,  mode  continu,  invariant, 
commutatil,  associatif,  et  se  réduisant  sur  une  même  droite  à 
l'addition  algébrique  des  segments. 

Pour  rechercher  ce  mode  de  composition  on  remar([uera 
d'abord  ([ue  le  i>ecleur  résultant  de  deux  vecteurs  concourants 
est  dans  le  plan  de  ceux-ci  el  passe  par  leur  point  de  concours, 
puis  en  considérant  autour  d  un  point  0  et  dans  un  même  plan  un 
vecteur  R  vaiiable  qui  fait  respectivement  les  angles  a  et  j  com- 
plémentaires avec  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY,  on  pouira 
représenter  les  deux    composantes    X  et  Y  par    deux   fonctions 

associées 

g  (a)  el  h  (a)  h  (a)  =  g  (i '•'•''»  —  6) 

au  moven  des  formules 

Xr=%(a;,  \  =  Vyh[7.) 

alors,  les  conditions  de  composition  sont,  on  le  véiifie  aisément, 
exprimées  par  les  éc[uations  fonctionnelles  et  les  conditions  ini- 
tiales suivantes  : 


On    démonire  (pie  ces  conditions    dékiininent  d  une    manièie 


g(0i  +  '^)=g{^)S{})-h[7.)hr:,)        h{o]  =  0       /*(,"-')=    I 
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uiH(|iif'  les  loiiclions  g  cl  A,  et  celle  démonslialion  peut  se  faire 
sans  achever  la  détermination  des  fonctions,  supposées  simple- 
ment contenues. 

Un  vecteur,  vilesse  de  rotation,  iTavant  pas  de  point  d  appli- 
cation déterminé  sur  la  lione  qui  le  porte,  on  est  conduit  alors 
tout  naturellement  à  la  notion  de  l'existence  d'un  groupe  d'équi- 
valence pour  tout  système  de  vecteurs  donné. 

l'itpour  achever  de  constituer  ce  groupe  d'équivalence  il  reste  ii 
composer  les  vecteurs  d'un  plan  qui  sont  perpendiculaires  ii  une 
même  droite  ;  la  question  dailleuis  se  ramène  au  cas  particulier 
de  la  composition  de  deux  vecteurs  égaux  P  perpendiculaires  'd'un 
même  côté^  aux  extrémités  d'une  même  droite  de  longueur  2  ,r, 
le  résultant  de  ces  vecteurs  perpendiculaire  au  segment  1  x  en 
son  milieu  a  une  intensité  qui  est  nécessairement  de  la  lornic  : 

2PF  {x) 
et  la  fonction  F  doit  satisfaire  aux  conditions  : 


I    F  (•*•  +  y)  +  F  {-r-  —y)  =  2F  (.r)  F  (r) 

2)  ,w     , 


.    F(o)  = 

la  (onction  F  .r^  salislait  donc  ;i  la  même  ('équation  lonclit)nnelle 
que  la  fonction  g  (a),  et  de  même  que  l'on  avait  ^^'  10  =  i  on  a 
encore  F  (o)  =  i . 

Mais  la  condition  i,»"  (i*^'"'')  =  o  n  a  plus  ici  son  analogue  pour 
la  fonction  F  (.r). 

La  fonction  F  (.r)  aura  donc  une  déti'rminalion  plus  générale 
([ue  la  fonction  g    a). 

Adoptons  pour  F  [.v)  la  détei  nihuiliun  très  jxirliciilicre 

F  (,r)  =  F  (o)  =  I 

et  montrons  ([u'fllc  (Milraîn(>  la  déométrie  eucli(hennc. 

A  cet  eflfet,  revenons  ;i  nos  deux  vecteurs  1*,  «M  aux  extrémités 
A  et  B  de  leur  perpcndiculaii-e  commune,  ajoutons  deux  vec- 
teurs '-0  égaux  et  c(»ntraii'es  ayant  AB  comme  droite  de  support; 
nous  avons  formé  un  gi'oupe  de  (piatre  vecteurs  équivalent  au 
groupe  priniilif. 

Or  les  deux  vecteurs  ^   et    1*  appliqués  en  .V   se  composent  en 
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une  résultante  partielle  IV  appli({uée   en   A,  inclinée  ele    a   sur   la 

droite  AB  et  l'on  aura 

P  =  R'h  (a) 

Si  les  deux  résultantes  partielles  se  rencontrent  sur  la  résul- 
tante générale  11  sous  1  angle  2  [i,  la  décomposition  de  cha([ue 
résultante  R'  suivant  la  ligne  qui  porte  R  et  suivant  la  perpen- 
diculaire à  celle-ci  donne   : 

R  =  iR'giP] 
donc  : 

(8) 


R  =  aP 


mais  par  le  choix  de  Ff.r)  =  i  on  a  aussi  : 

R  =  1? 
donc  enfin  : 

(3)  g  (3)  ^  (a)      donc  apri's  une  «liscnssion  f'acik'      a. -{-  '^  ^n  i(lroit_ 

donc  la  somme  des  trois  angles  dun  triangle  rectangle  est  égale 
il  deux  droits,  et  on  en  déduit  aisément  le  postulatum  d  Ku- 
clide. 

On  aurait  pu  encore  opérer  plus  vite  ainsi  :  les  deuxvecfeurs  I* 
coupent  une  seconde  perpendiculaire  ii  leur  résultant  sous  un 
même  angle  to,  si  i  p  est  le  segment  AB  et  si  2  <y  est  le  segment 
analogue  détaché  j)ar  les  vecteurs  P  sur  la  seconde  perpendiculaire 
A'B';  en  appliquant  les  deux  vecteurs  respectivement  en  A' et  B' 
on  trouve  pour  lintensité  du  vecleui-  résultant  : 

2P/1  (co)  F  (r/) 

on  aurait  donc  : 

■iP/i  (w)  V{(j)  =  -iFV{p) 

mais  si  F  ^^^  1    on  aura  : 

[h  (co)  =  I 

d'où  on  conclut  lacilenK'nl   : 

(i)  (0  =   I''™'' 

et  on  tirerait  même  conclusion  de  ré([uation  (4;  qne  de  l'éfjua- 
tion  (3). 

Iiuli([uons  maintenant  la  génération  directe  de  la  trigono- 
nK'lrie  plane. 
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Nous  nous  appuierons  h  cet  effet  sur  les  théorèmes  suivants 
qui  découlent  des  postulats  déjii  utilisés. 

Théorème  I.  —  La  vitesse  dun  même  point  qui  est  due  à  la 
résultante  de  plusieurs  rotations  composantes  est  un  vecteur  (|ui 
est  la  résultante  des  vitesses  dues  aux  rotations  composantes. 

Théorème  II.  —  Lorsqu  un  solide  se  déplace  d'une  manière 
continue,  le  travail  dun  vecteur  entraîné  avec  le  solide  est  indé- 
pendant du  point  d'application  que  l'on  voudra  attribuer  ii  ce 
vecteur. 

Ces  théorèmes  renierment,  avec  le  théorème  du  travail  virtuel 
pour  les  corps  rigides,  la  Trigonométrie  plane  de  la  Géométrie 
générale;  mais  nous  nous  plaçons  pour  le  moment  dans  le  cas 
euclidien  de  F  :^  i . 

Considérons  d'abord  deux  couples  de  vecteurs  qui  auraient 
même  axe  mais  dont  les  bras  de  levier  portés  par  la  même  droite 
auraient  deux  longueurs  distinctes  ip  et  i(^,  soient  l*  et  Q  les 
intensités  respectives  des  vecteurs  dans  les  deux  couples. 

La  condition  d'équivalence  des  deux  couples,  toujours  sous 
l'hypothèse  F  {oc)  ^=  i,  est  : 

on  obtient  une  seconde  condition  d  équivalence  en  appliquant 
ensuite  le  théorème  du  travail  virtuel  à  ces  deux  couples  équiva- 
lents ;  puis  en  comparant  les  deux  conditions  d'équivalence  on  voit 
que  la  vitesse  d'un  point  qui  tourne  à  une  distance  /•  d'un  axe  de 
rotation  animé  dune  vitesse  anoulaire  n    est  de  la  forme 

D 

'i.nr 

A  étant  une  constante  qui  dépend  de  l'unité  d'angle. 

Ceci  posé,  considérons  maintenant  un  triangle  ABO  rectangle 
en  A,  et  un  vecteur  Y  dirigé  suivant  le  côté  BA;  le  travail  virtuel 
du  vecteur  V  tournant  autour  de  O  d'un  angle  ^1  sera,  suivant 
qu'on  considère  le  vecteur  comme  applicpié  en  A  ou  comme 
appll([ué  au  sommet  de  l'angle  B  du  triangK^  : 

"/.OA  ou  bien  tS)ah  ^B) 

en  égalant  ces  deux  expressions  on  aura  donc  : 
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formule  qui  renrcrme  avec  la  similitude,  la  Trigonométrie  plane 
quand  on  lui  adjoint  le  résultat  trouvé  déjà  tout  à  l'heure. 

Enfin,  pour  terminer  ce  paragraphe,  j'inditpu'rai  comment  la 
seule  Géométrie  qualitative  fournit  la  Trigonométrie  sphérique  : 
il  suflit  pour  cela  de  décomposer  un  même  vecteur  issu  de  () 
suivant  deux  systèmes  d'axes  OX,  OY,  OZ  ;  OX',  OY',  OZ'  ayant 
en  commun  les  axes  OX  et  OX'  et  de  comparer  les  deux  modes 
équivalejits  de  décomposition. 


III 

LES    GÉOMÉTRIES    NON    EUCLIDIENNES    DANS    l'eNSEIGNEMENT    MOYEN 

Si  1  on  considère,  et  tel  est  mon  avis,  la  notion  d  intégrale 
définie  comme  plus  simple  que  la  notion  des  séries  entières,  on 
pourra  ramener  la  recherche  de  la  lonction  g'  à  celle  de  la  tonc- 
tion    F. 

La  fonction  F  étant  continue  est  intégrale,  posons  alors  : 


7.W=  /   F(«)  du 


envisageons  ensuite  deux  vecteurs  P  et  11  perpendiculaires  de 
même  sens  aux  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur  t-,  sup- 
posons d'ailleurs  que  la  droite  AB  soit  considérée  de  longueur 
assez  réduite  pour  ([ue  l'on  ait,  pour  o<.i'  ^  AB  : 

V  (x)  >  o 

on  voit  alors  aisément  que  l'on  peut  déterminer  un  vecteur  ttj  et 
deux  longueurs  a  et  h  de  manii'ie  ([uc  l'on  ait  : 

Q  :=  iT^/^  [a) 
c  =1  a  -\-  b. 

la  méthode  donnée  par  Archimède  [)()ur  la  composition  des  lorces 
parallèles  euclidiennes  nous  montrera  ici  que  : 

1°  Sur  AB  le  point  d'application  C  de  la  résultante  II  des  lorces 
P  et  K  sera  au.\  distances  respectives  a  et  A  des  extrémités  A 
et  B. 
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2°  Que   la  résultante  R  perpendiculaire  ii  AB  a  pour  intensité 

Il  z=z  'iW/    (r) 

11  résulte  de  la  méthode  d'Arohimède  comme  d'ailleurs  de  la 
définition  de  y   i  ri   que  Ton  a  d'abord  : 

X(.r+j)=yJ.r-j)  +  2/.(v)F(.r) 

et  pareillement 

7.  (.r  +  r)  -  -/  (r  -  .r)  +  -2/  (.r)  F  (r) 

et  par  conséquent  encore   : 

(5)  /_  (.r  +  r)  =  7.  {x)  F  (  v)  +  7  (r)  F  (.r) 

la  fonction  y  '.r  admettant  par  définition  une  dérivée,  il  en  sera 
donc  de  même  de  la  ("onction  F;  et  alors  en  dérivant  par  rapport 
i«  .r  l'équation  précédente  il  vient  : 

F(.r  +  r)  =  F(.r)F(r)+7.(v)F'(.r) 
en  dérivant  la  même  é([uation  par  rapport  ii  i/  on  aurait  : 

F  {X  +  y)  =  F  (.r)  F  (r)  +  7.  (-r)  F'  (y)  =  o 
d  où,  en  comparant  les  deux  derniers  résultats  : 

7_(.r)F'(r)=7.(r)  F' f.r)  =o 
ce  qui  exige  que  Ion  ait  en  désignant  par  y.  nne  constante 

F'(x)={.7.(.r) 
en  sorte  que  l'on  aura  aussi 

(6)  ■  F  {X  +  r)  =  F  (.r)  F  Cv)  +  [a/  (.r)  7.  (r) 

La  formule  (5)  permettra  d'écrire   la  valeur  précédente    de  R 
R  =  2my  [a  +  h)  —  QF  [h]  +  PF  («). 

si  elle  n'est  pas  nulle  la  constante  ;jl  peut  d'ailleurs  être  rendue 
égale  à  +  i  ou  à —  i  par  un  simple  changement  de  variable. 

L'emploi  des  postulats  cinémali(|ues  donnés  dans  le  précédent 
paragraphe  conduira  dans  le  cas  de  ;ji.>o  aux  propriétés  métri- 
ques de  l'espace  de  Lobatchewsky  et  dans  le  cas  de  'x  <  o  aux 
propriétés  métriques  de  l'espace   de  Riemann. 

Désignons  par  S  et  C  les  fonctions  y  et  F  réduites  ii  l'hypo- 
thèse de  -x-^^  I . 
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Xoiis  pourrons  résumer  les  propriétés  des  fonctions  g  et  h  d'une 
part  et  S  et  C  d'autre  part  dans  les  deux  tableaux  ci-contre 


h:x  +  y)=h{.r]g{r)-^hir)g{x) 
-  {.t  4-.r)  —giJr)g  (r)  —  h  (.r)  h  (y) 
Il  (o)  ^  o 

h  ;i'i'"''-)=  I 

g  [r  +  r]  +  g  {-r  -  r)  =  ag  (.r)  g  [y] 


S(.r+j)  =  S(.f)C(r)  +  S(j)C(.r) 
C(x-+r)  =  C(^)C(j)  +  sS(a-)SO) 
S  (o)  =r  o  î  ^  zt  I 

C(o)=i 

C  (.r  +  r)  +  C  [[x-y)]  =  2C  (.r)  C  (v) 
dS 

on  conclut 


— =  £S  U-i  > 


■t?>H.r) 


Le  tableau  de  gauche  sera  d  ailleurs  ramené  comme  on  la  vu  au 
tableau  de  droite  par  la  considération  de  Tintégrale  I    ^'"  (.r^   d JC. 

Les  fonctions  ''",  li.  C,  S  dont  les  deux  dernières  coïncident 
avec  les  deux  premières  si  £  =  —  i,  sont  donc  ainsi  déter- 
minées par  le  seul  tableau  de  droite  qui  comprend  alors  le  pre- 
mier //  cela  près  que  la  correspondance  entre  l'/inilc  coturèle  et 
riinitè  analtjtiqiie  d'angle  n'esl  pas  encore  précise. 

Pour  préciser  cette  correspondance  nous  chercherons  une 
solution  de  rt''([uation 

{7)        F  [(.r  -{-y)]  -\-  F  [x  —  v)  z=z  2F  (.r)  F  (v)  avec  la  coiidilion  F  (o)  =  i 

SOUS  (orme   de  série  entière  ;  nous  trouverons    aisément,  /:  dési- 
irnant  une  constante 


F  (x 


=    I    +  V   [/^n] 


I  .2.3.  .  .  2« 


forme  (jui,  par  le  changement  de  variable, 


^/niodA- 


se  ramènera  ii  Tune  ou  l'anlre  des  deux  formes,  convergentes  pour 
toute  valeur  de  .r 


^\  (■*•) 


+ 


I.2.i. 


^\.Gr)  =  i+  —  +-^.-r^  +••• 


Enseignement  luatli. 
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la  solution  la  pins  générale  do  ré<|nation  'j'  sera  alors  de  l'une 
ou  l'autre  des  deux  lornics  : 

Fj  [mx],  F.,  [niJc]^  m  =:  foiistaiilc 

bien  entendu  en  laissant  de  côté  la  solution  déjà  étudiée  F  (jr) 
=  I.  En  appelant  -^  la  plus  petite  racine  de  l'équation  F,  (x)  =  o 
nous  aurons  exprimé  l'angle  droit  avec  l'unité  analytique  des 
a'ngles. 

Nous  arrivons  donc  ainsi  à  réaliser  dans  un  enseignement 
moyen  la  fusion  de  la  Géométrie  métrique  générale,  de  la  Sta- 
tique et  de  la  Trigonométrie  plane. 

Ces  trois  chapitres  si  distincts  en  apparence  et  si  séparés  par 
la  classification  usuelle,  ne  sont,  comme  on  vient  de  le  voir  que 
les  trois  aspects  d'une  seule  et  même  notion,  la  notion  du 
groupe  d'équivalence  ;  et  ce  groupe  a  pour  symbole  analytique 
la  fonction  exponentielle  c^. 

lY 

Mentionnons  enfin,  sans  le  développer,  le  troisième  livre  de 
la  Géométrie  naturelle  :  la  mesure  des  étendues. 

Quel  que  soit  d'ailleurs  le  point  de  vue  euclidien  ou  général, 
d'où  l'on  se  place,  il  est  nécessaire  et  facile  de  donner  des  trois 
étendues,  trois  définitions  présenta?il  dans  ses  ternies  le  caractère 
invariant.  Par  exemple  la  définition  usuelle  des  aires  courbes  doit 
être  rejetée. 

V 

Pour  résumer  cet  article  en  qn('l([ues  lignes,  il  me  suMira  de 
dire  que  la  statique  de  Poinsot  domine  sa  traduction  euclidienne, 
elle  dérive  du  théorème  d'Kuler  sur  les  rotations  finies,  et  rat- 
tache celui-ci,  dans  une  représentation  cinêniatifjne,  ii  h»  théorie 
analyticpie  des  fonctions  circulaires  créée  par  Euler.  Conscie/n/nent 
on  non,  la  (jèoniètrie  a  été  faite  par  la  Cinéniatit/iie. 

Euler  et  Poinsot  :  tels  sont  les  noms  qui  résument  le  uiieux 
la  Géoméirie  naturelle.  X  est-il  pas  temps  ([ue  celle-ci  soit  ensei- 
gnée ?  Jules  A.NDU.vDi:  ^Montpellier). 


SUR    LTTILITE    DE   LA    NOTION    DE    E'INFIM 


DANS     L  E  N  S  E  I  G  .\  E  .M  E  >•  T 


DE  LA  GEOMETRIE  ELEMEXTAlllE 


In  caractère  coimmin  aux  Cours  de  Géométrie  plane  est 
l'absence  presque  totale  de  notions  sur  l'infini,  les  points  et  la 
droite  de  l'infini.  Il  suffit  de  citer,  h  titre  d'exemples  et  pour  cons- 
tater le  fait,  le  traité  de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse  et  les 
ouvraoes  récents  de  M.  Hadamard  et  de  MM.  Xiewen^lowski  et 
Gérard.  C'est  évidemment  une  omission  volontaire,  que  ne  sulli- 
rait  pas  à  expliquer  le  silence  des  programmes,  dans  des  ouvrages 
qui,  avec  raison,  les  complètent  en  beaucoup  de  points  :  elle 
prouve  que  1  introduction  dans  l'enseignement  des  notions  dont 
il  s'agit  n'a  pas  été  jusqu'à  présent  jugée  utile.  Mais  l'enseigne- 
ment de  la  Géométrie  est  actuellement  dans  une  période  de 
transformation  qu'attestent  surabondamment  les  nombreux 
ouvrages  parus  en  France  et  à  l'étranger  depuis  le  commence- 
ment de  1898  (').  n  est  donc  permis  de  se  demander  si  l'omis- 
sion des  notions  sur  linfini  en  Géométrie  est  logique  et  conlorme 
il  la  situation  générale  actuelle  de  l'enseignement. 

«  La  notion  mathématique  de  riidini  s  est  indirectement  pré- 
«  sentée  ii  nous  dès  le  début  de  rArithniéti»[ue.  En  formant  suc- 
«  cessivement  les  nombres  entiers,  il  tombe  sous  le  sens  que  la 
«  suite  qu'ils  forment  ne  s'arrête  jamais...  Cette  notion  revient 
«   encore  à  propos  des  nombres  premiers...   Mais  c'est  surtout 


(')  Voir  Ensei^nenieni  mathciiialirjiie,  n"  i,  p.  56,  et.  pour  les  ouvrage»  de 
M.  Hadamard  et  de  .MM.  Niewenglowski  et  Gérard,  les  n"'  a  et  3  du  même  recueil. 
Auv  ouvrages  cités  au  n"  i,  on  j)eut  ajouter  :  en  Uelgiqne,  Cours  de  Gcomclrie 
clcmeiitaire,  de  -M.  .\d.  Mineur;  en  .Allemagne,  [.elirbucli  der  Elcmenlar-Geoinclria^ 
de  MM.  J.  Henrici  et  P.  Treullein  ;  en  Amérique,  .Vt-w  l'Iune  and  Solid  Geomelri/, 
do  M.M.  W.-W.  Ueman  et  D.-E.  Smith,  cl  probablement  d'autres. 
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<(  dans  l'étucle  des  fractions  que  l'idée  de  l'infini  se  présente  sous 
«  une  forme  qui  nous  oblige  îi  l'introduire  dans  le  calcul  lui- 
«  même  :  je  veux  parler  de  la  conversion  des  fractions  ordi- 
«  naires  en  décimales,  laquelle  donne  naissance  aux  fractions 
«  décimales  périodi([ues. ..  Ce  sont  encore  les  fractions  qui 
t<  amènent  pour  la  première  fois  ii  l'idée  de  l'infiniment  petit...  » 
(C.  A.  Laisaxt,  La  Matlii'nialiqiu\  p.  36j. 

En  Algèbre,  l'idée  de  l'infini  se  présente  partout  :  dans  les 
équations  du  premier  degré  avec  l'interprétation  de  la  lorme —  ; 
dans  les  équations  du  second  degré  lorsque  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  ou  le  terme  tout  connu  tend  vers  zéro  (racine  infini- 
ment grande  ou  infiniment  petite)  ;  dans  l'étude  de  la  vaiiation 
des  fonctions,  dans  celle  des  progressions,  etc.  D'ailleurs,  la 
notion  de  fonction  est  indissolublement  liée  à  celle  de  continuité, 
qui  tire  son  origine  de  linfini  et  en  implique  l'idée  (Chasles, 
A])crcu  Jiistorique,  Note  XXR    . 

Ainsi,  la  notion  de  l'infini  se  trouve  bien  nettement  implantée 
dans  renseignement  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  ;  elle  se 
retrouve  également  en  Trigonométrie  :  par  exemple,  dans  l'iden- 
tité sin  <7  ^E  sin  [a  -j-  2/1-',  pour  l'infiniment  grand,  et  dans  la 
limite  de  -^-^— ,  pour  l'infiniment  petit.  Dans  ces  conditions, 
son  exclusion  de  l'enseignement  de  la  Géométrie,  qui  est  la 
science  la  plus  propre  à  en  faire  saisir  l'utilité  et  les  applications, 
ne  serait  justifiée  que  si  cette  notion  v  était  inutile  et  inféconde, 
ou  s'il  était  impossible  de  la  présenter  sous  une  forme  suffisam- 
ment simple  et  élémentaire.  Xous  allons  essayer  de  prouver  {|u'il 
n  en  est  pas  ainsi  (';. 

Parmi  les  ouvrages  ([ue  nous  avons  cités,  un  seul,  le  Cours  de 
MM.  Niewenglowski  et  Gérard,  introduit,  comme  il  suit,  la 
notion  du  point  à  l'inlini  d'une  droite.  Après  avoir  étudié,  au 
début  du  Livre  111,  dune  manière  analogue  à  celle  que  Ton 
trouve  dans  les  autres  ouvrages,  la  variation  du  rapport  ^r^  =/. 
(juaiul  le  point  M  décrit  la  droite  indrllnie  détermint'c  par  les 
points  A  et  B,   les  auteurs  disent  .p.   i  '.o     :    «  Donc.  A  prend  une 


(')  Nous  ne  nous  occuperons  que  de  linfini  (inlininienl  grand).  Lintlninionl  petit 
esl  utilise  aux  livres  III  et  IV  (périmètres  et  isopérimètres,  aires). 
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T2() 


«  fols,  et  une  lois  seulement,  toutes  les  valeurs  positives  ou 
«  néo-ativcs,  saul  la  valeur  -|-  i.  Pour  combler  cette  lacune,  nous 
«  dirons  cuie  A=  i.  quanti  le  point  M  est  //  fijifîiii  \\  droite  ou 
u  à  gauclie,  et,  pour  qu'il  n'existe  qu'une  position  de  M  cor- 
«  respondant  à  chaque  valeur  de  a,  nous  dirons  que  le  point  n 
«   Vin  fini  de  droite  est  le  même  que  le  point  à  V  infini  de  goiiche.  x 

Certes,  il  y  a  lii  une  indication  excellente,  et  la  division  har- 
monique, que  les  auteurs  exposent  ensuite,  fournit  une  applica- 
tion imnuHliatc.  Mais,  celte  faconde  s'arranger  pour  coniMcr  une 
lacune  ne  peut  satisfaire  1  esprit  qui  reste  inquiet  devant  deux 
points  qui  se  confondent  en  un  seul  bien  ([ue  paraissant  situés  k 
des  antipodes,  et  cela  d'autant  plus  que  c'est  la  première  fois  que 
ce  mode  de  raisonnement,  qui  pourra  devenir  très  utile  par  la 
suite,  se  présente.  C'est  un  postulatum  très  difficile  à  admettre 
et  <[ui  est  cependant  introduit  sans  nécessité,  car  on  peut  le  faire 
disparaître  en  démontrant   pr<''alablement   le  théorème   suivant  : 

Une  droite  indéfinie  xx,  sur  laquelle  O  est  l  origine  des  vec- 
teurs et  x'x  le  sens  positif]  na  pas  deux  points  à  l'infini,  l'un  x' 
à  la  distance  —  ce  ,  Vtiutre  x  //  la  distance  -\-  ce  ,  mais  un  seul 
point    x'x'  à  la  distance  ±  a:. 

tc 


±C' 


±c'(^ 


±C' 


// 


.±c' 


En  elFet,  traçons  un  cercle  ÔO  de  ravon  arbitraire,  tannent 
en  O  il  x'x,  et  su[)posons  deux  courriers,  parlant  de  0  au  même 
instant  précis,  parcourant  le  cercle,  l'un  dans  le  sens  positif  0/0'., 
l'autre  dans  le  sens  néjïatif  OL'O',  en  marchant  avec  la  nième 
vitesse  et  dans  des  conditions  absolument  identiques,  ils  seront 
toujours  à  la  même  hauteur  (/,/')  et  ils  iwriycvonl  simnltanc/fienl 
au  point  0'  diamétralement  opposé  h  0.  Chacun  d'eux  aura  alors 
parcouru   la   moitié   de  \iy  ci/co/ifcrence  du  cercle    r4.  i ')     '  ,  (jue 


(')  Les  iiuinùros  renvoient  iiu  Cours  de  MM.  Niewenglowski  et  Gérard. 
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nous  désignorons  p;ir  iC  Or,  le  point  O'  est  évidemment  ii  la 
distance  =h  C  de  l'origine  0  ;  il  doit  être  coté  dz  C,  car  il  cst  +  C 
du  fait  du  courrier  positif  et  —  C  du  fait  du  courrier  négatif.  Il 
en  sera  ainsi  quel  que  grand  que  soit  le  ravon  du  cercle,  et, 
quand  ce  ravon,  d  abord  indniment  grand,  deviendra,  par 
convention,  infini,  le  point  i/nirjue  ±  C  deviendra  le  point 
unique  ±  oc.  Mais  le  cercle  se  confond  alors  visiblement  avec 
la  droite  x'x  ;  donc,  etc. 

La  place  de  ce  théorème  est  au  début  du  Livre  III,  immédiate- 
ment après  la  définition  du  sens  positif  ou  négatif  des  vecteurs 
(143),  par  conséquent  avant  l'étude  1^146)  de  la  variation  du  rap- 
port -^TTj-  =  g  qu'il  élucide  complètement.  Il  conviendra  d'ail- 
leurs de  montrer  sa  concordance  avec  le  théorème  que  Ion  a  dû 
démontrer  en  Algèbre  :  Vinpiii,  pas  plus  que  zéro,  n'a  de  signe 

déterminé  ;  car,  des   égalités,   telles   (lue  —  =0,  —  =   ce     se- 

■  *■  oc  o 

raient  dépouvues  de  signification  si,  en  même  temps  que  l'on  peut 
remplacer  identiquement  o  par  zb  o,  on  ne  ne  pouvait  pas  rem- 
placer de  même  oc    par  ±  oc. 

Examinons  maintenant  quelques  conséquences. 

On  a  défini  la  ligne  droite  en  admettant  sa  propriété  caracté- 
ristique :  Par  deux  points  donnés,  on  j)eut  fou/ours  faire  passer 
une  droite  et  on  nen  peut  faire  passer  quune.  On  a  spécifié, 
en  général  sans  autre  explication,  que  la  ligne  droite  est  indéfinie 
dans  les  deux  sens  ;  un  commentaire  sur  le  mot  indéfinie  et  ses  syno- 
nymes (illimitée,  de  développement  infini,  d'arrêt  impossible  ou  à 
l'infini)  n'eût  pas  été  inutile  ;  nous  supposons  qu'il  a  été  lait  dans 
l'enseignement  oral  et  mis  en  concordance  avec  les  explications 
de  même  nature  déjà  données  au  moins  en  Arithmétique.  Un  peu 
plus  loin,  on  a  appelé  droites  parallèles  deux  droites  du  plan  qui, 
si  loin  qu'on  les  prolonge  dans  les  deux  sens,  ne  se  rencontrent 
pas.  On  a  dû  faire  remarquer  alors  ([ue,  pai-  suite,  si  deux  paral- 
lèles se  rencontrent,  ce  ne  peut  être  que  dans  leur  région  indé- 
finie ou  à  l'infini,  ou  impossil)le;  précédemment  indiquée.  Donc, 
dès  que  le  théorème  du  point  à  l'infini  d'une  droite  aura  été 
démontré,  il  aura  le  corollaire  suivant  :  |tuisqu'une  droite  n'a 
qu'un  seul  point  à  l'infini^  on  ne  peut  faire  passer  (ju'une  droite 
par  un  point  A  et  ce  point  de  l'infini  ;  en  d'autres   termes,  on  ne 
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peut  mener  par  un  point   A,  (pi  une  parallèle  à  une  droite  don- 
née. 

Ce  n'est  pas  une  démonstration  du  poslulatum  d  Euclide. 
piiisquelle  ne  vient  pas  à  la  place  utile;  mais  c'en  est  une /V/s- 
tification  a  posteriori,  ([ui  permelliail,  lorsque  Ton  énonce  ce 
poslnlatum  au  Livre  l''',  de  dire  :  «  Nous  l'admettons  ici  comme 
un  axiome,  ou  comme  une  vérité  expérimentale  et  facile  à  com- 
prendre ;  nous  le  démontrerons  plus  loin.  »  C'est  ce  que  l'on  fait 
pour  Ve.vistenee  de  la  bissectrice,  de  l'aire,  et  pour  bien  d'autres 
notions  qui  se  complètent  et  se  précisent  peu  à  peu  et  qu'il  est 
nécessaire  cependant  de  faire  entrevoir  le  plus  tôt  possible,  en 
les  éclairant  par  des  explications  avant  (|u'on  soit  en  mesure  d'en 
donner  une  démonstration. 

Peut-être  même  serait-il  possible  d'aller  plus  loin.  Kn  nous 
appuyant  sur  un  principe  qui  n'est  guère  contesté  aujourd'hui, 
celui  de  la  marche  parallèle  de  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie, 
faisons  les  hypothèses  suivantes  :  i°  On  a  commencé  l'Algèbre, 
conlormément  au  programme,  par  la  définition  des  nombres 
négatifs,  et  entrepris  ensuite  l'étude  de  la  («éométrie;  :>°  on  a 
placé,  avec  MM.  Xiewenglowski  et  Gérard,  dans  l'Inlroduction 
même,  les  premières  notions  sur  le  cercle,  comprenant  sa  divi- 
sion en  deux  parties  égales  par  un  diamètre  00',  puis  établi  la 
théorie  des  perpendiculaires,  mais  pas  encore  celle  des  parallèles 
(contrairement  à  l'ordre  adopté  par  les  auteurs  que  nous  venons 
de  citer,  mais  conformément  à  l'usage  traditionnel  et  aux  pro- 
grammes eux-mèmes\  Rien  ne  nous  semble  empêcher  alors  de 
définir  la  tangente  en  cercle  (86),  de  placer  immédiatement 
après  le  théorèuie  du  point  à  l'infini,  et  enfin,  la  définition  ties 
parallèles  donnée,  d'en  tirei'  la  couclusiou  indi([uée  ci-dessus. 
Cette  opinion  est  peut-être  contestable  ;  lùt-elle  juste,  il  v  aurait 
lieu  d'examiner  si  Ion  doit  faire,  dans  l'ordre  des  matièi'es,  les 
modifications  qu'elle  comporte.  Mais,  selon  nous,  MM.  Xiewen- 
glowski  et  Gérard,  en  con\mençant  la  Géométrie  simultanénaent 
par  la  droite  et  le  cercle,  sont  entrés  dans  un  ordre  d'idées  très 
important  et  dont  il  convient  d'étudier  les  consé([uences.  En 
admettant  même  cpu'  notre  argumentation  soi!  insuflisante,  la 
([uestion  suivante  peut  être  posée  :  Toute  idée  tle  cercle  étant 
exclue   du    premier  Livre,  le   postulatum    dlùiclide  est  reconnu 
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impossible  à  déinoiilrer  ;  en  est-il  de  même  dans  llnpothèse 
contraire  ? 

Quoi  quil  en  soit,  le  point  à  Tinlini  d'une  droite  avant  été 
défini,  il  y  a  évidemment  lieu  d'examiner  ce  qu'il  donne  (piand 
on  1  introtluit  dans  les  théories  des  transversales,  du  rapport 
aidiarmoni(|ue,  de  l'involution,  des  polaires,  etc.,  puis  de  montrer 
que  tous  les  théorèmes  concernant  les  faisceaux  de  droites  con- 
courantes subsistant,  ipso  facto,  pour  les  faisceaux  de  droites  paral- 
lèles. Un  grand  nombre   d'applications  sont  possibles. 

Après  la  notion  du  point  de  l'infini  d'une  droite,  doit  venir, 
en  (jèomètrie  piano  même  ('  ,  celle  de  la  droite  de  l'infini  du 
plan.  Elle  est  une  conséquence  immédiate  de  la  ])remière  :  car 
une  droite  est  la  seule  ligne  avec  laquelle  une  droite  arbitraire 
puisse  avoir  un  seul  point  commun  (-). 

Comme  application,  on  peut  dire  :  Si  Ton  considère  une 
droite  de  direction  fixe  s'éloignant  indéfiniment  d  un  cercle, 
son  pôle,  sur  le  rayon  perpendiculaire,  tend  vers  le  centre  : 
d'où  il  résulterait,  comme  première  apparence,  que  le  centre  est 
le  pôle  de  toutes  les  droites  de  l'infini,  dans  toutes  les  direc- 
tions. Mais  un  point  quelconque  du  plan  ne  peut  avoir  qu'une 
polaire  par  rapport  h  un  cercle  donné  (aSa^  ;  donc,  la  consi- 
déialion  de  toutes  ces  droites  se  confondant  en  une  seule  de 
direction  indéterminée  est  justifiée,  comme  nécessaire  et  suf- 
fisante. D'ailleurs,  il  a  été  démontré  (,i?>^)  que  toutes  les  droites 
qui  pivotent  autour  d'un  point  fixe  ont  leurs  pôles  en  ligne 
droite;  donc,  les  pôles  de  tous  les  diamètres,  points  à  l'infini 
dans  toutes  les  directions,  sont  situés  sur  une  même  droite,  la 
droite  de  V infini,  etc. 


(')  MM.  Rouelle  et  de  Comberousse  expliquent  lu  conception  de  la  droite  de  l'in- 
lirii  d'un  plan  à  la  fin  du  livre  Y  (premier  de  la  Géométrie  de  l'espace)  comme 
conséquence  delà  projection  perspective.  La  notion  ainsi  donnée  est  indiscutable  ; 
mais  elle  semble  tardive.  Elle  ne  devrait  venir  à  cotte  place,  crovons-nous.  que 
<-om»ue  une  confirmation  des  notions  données  en  géométrie  plane. —  Dans  le  cours 
de  M.M.  rsiewenglowski  et  Gt-rard,  la  notion  de  la  di-oite  de  l'infini  est  rejelée  plus 
loin  encore  (Compléments  du  livre  VIllJ. 

(■)  De  même,  la  conception  du  plan  ilc  l'inliiii  de  l'esjjace  résulte  de  ce  (|u'un 
plan  est  la  seule  surface  :  i"  qui  soit  rencontrée  jiar  une  droite  arbitraire  en  un 
])(>int  unique:  'f"  qui  soit  coupée  par  un  plan  arbitraire  suivant  une  droite  unifiue. 
Ainsi  l'ensemble  des  con<cplioii'<  relatives  à  l'infini  résulle  de  <-olle  du  point  à 
l'infini  d  une  droite. 


LIMIM  EX    Gi:()M  ETUI  i:   E  L  E  M  E  .\  TA  1 1{  E  iTÎ 

Tcnites  CCS  consicU-iations  et  hien  d  autres  que  Ton  pmit  ajou- 
ter (hexagone  de  Pascal  dont  les  côtés  sont  parallèles,  triangles 
homologiques  devenant  lioniothéti<|nes,  etc.)  sont  du  domaine 
élémentaire  cl/i  plan.  En  les  présentant,  on  pourra  parler  d'une 
lacune  à  com])ler;  le  raisonnement  sera  alors  compris,  parce  qu'on 
la  déjà  rencontré  et  commenté. 

Ce  (jui  précède  suppose,  bien  entendu,  (jue  les  élèves  ont 
quelcjues  notions  sur  la  continuilc'.  Mais  d'abord,  ces  notions 
sont  extrêmement  simples;  eu  secondlieu,  (Ui  commence  à  recon- 
naître ^Voir,  par  exemple,  les  Leçons  d'Aliicbre  de  M.  Bourlet  ) 
(|u  il  est  indispensable  de  les  introduire  dans  les  cours  d'Algèbre 
élémentaire,  et  dès  lors,  ou  doil  en  tenir  compte  dans  les  cours 
de  Géométrie,  au  moins  lors(jue  Ton  arrive  au  Livre  III.  G  est 
dans  ce  livre  en  effet  que  lOu  étudie  la  construction  des  racines 
des  équations  du  second  degré  et  ses  applications  géométriques  ; 
ces  équations  et  létude  de  variation  des  fonctions  qui  en  est 
l'application  algébrique  immédiate,  doivent  donc  être  consi- 
dérées comme  acquises. 

Si  l'on  admet  en  outre,  avec  M.  Bourlet  [^et  conlormément 
d'ailleurs  aux  programmes  (classe  de  première  sciences  ],  que  les 
pi'emières  notions  de  géométrie  analytique  relatives  à  la  droite 
doivent  accompagner  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 
lintroduction  en  Géométrie  de  la  notion  de  l'infini  sera  considé- 
rablement lacilitée  ;  car  il  n'v  a  qu'un  mot  ;i  dire  pour  laiie 
comprendre  ([ue  l'équation  d  une  droite  est  implicitement  homo- 
gène, et  passer  de  là  à  une  notion  analvti([uç  du  point  à  linfini 
d'une  droite  et  de  la  droite  de  linlini  du  plan^  confirmant  d'une 
manière  éclatante,  par  une  simple  discussion  de  coeilicients,  les 
iiotions  géométriques  données. 

Nous  pensons  donc,  en  résumé,  <[ue  des  notions  sur  1  infini 
géométri(|ue  sont  très  utiles,  que  Ion  peut  les  exposer  de  lacon 
([u'elles  ne  dépassent  nullement  le  niveau  des  cours  de  malhe- 
mati(|ues  élémentaires,  et  que  leur  introduction  si  nq)ose  (i  fortiori 
dans  des  Traités  plus  complets,  tels  ([ue  ceux  ([ue  nous  avons 
cités  et  qui  ont  unanimement  reconnu  la  néc(^ssité  de  complé- 
ments destinés  à  l'exposition  des  théories  de  la  Géométrie  mo- 
derne, 

L.  l{ii»i'itT    Paris  . 
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I.  Lu  plan  variable  qui  dépend  d'un  seul  paramètre  reste  tan- 
gent à  une  surlace  développable,  et  osculateur  a  une  courbe 
gauche  en  écartant  le  cas  où  le  plan  passe  par  un  point  fixe  ; 
c  est  en  raison  de  ce  cas  singulier  que  les  théorèmes  relatils  à  la 
figure  sont  généralement  énoncés  pour  la  développable,  plutôt 
que  pour  la  courlie  gauche  qui  peut  l'aire  défaut.  On  est  alors  con- 
duit il  dire  que  la  transformée  dualistique  d'une  coiirhcC  est  une 
surface  développable  S'. 

Xe  serait-il  pas  préférable,  en  écartant  un  cas  singulier  (|ui  mé- 
rite un  examen  spécial,  d'énoncerles  théorèmes  relatifs  à  un  plan 
variable  en  parlant  delà  courbe  gauche  à  laquelle  il  reste  oscula- 
teur. Au  lieu  de  considérer  par  exemple  le  degré  y.  de  la  surface 
développable,  on  donnerait  des  noms  aux  trois  nombres  fonda- 
mentaux relatils  a  une  courbe  gauche,  savoir  :  le  nombre  m  des 
points  en  lesquels  la  courbe  est  coupée  par  un  plan,  le  nombre  'o. 
des  tangentes  qui  rencontrent  une  droite  donnée,  le  nombre  ru 
des  plans  osculateurs  qui  passent  par  un  point  ;  le  nombre  m 
étant  Tordre,  on  pourrait  dire  que  le  nombre  m'  est  la  classe, 
et  le  nombre  'j.  pourrait  être  appelé  le  rang  de  la  courbe 
gauche  ').  On  dirait  alors  que  la  transformée  dualistique  d'une 
coiirhc  if(i//che  C  est  luie  conrùe  siaiic/ie  C ,  dont  les  plans  oscu- 
lateurs sont  les  plans  transformés  des  points  de  C,  ou  dont  les 
points  sont  les  transformés  des  plans  oscidateurs  de  C,  ou  dont 
les  tangentes  sont  les  transformées  des  tangentes  de  Cl,  ce  der- 
nier   point    de    vue    étant    conforme    ;i    l'esprit    de    la    Géométiie 


C)  Cet  article  était  «•omposé  (jiiaiul  je  me  suis  operru  (jiie  tout  eela  est  clans 
l'ouvrage  tle  Salinon:  il  emploi  le  mot  chissc  clans  le  sens  indiqué  iei,  cl  se  sert 
du  mot  ran^  pour  désigner  le  nouïbre  u:  ee  sont  d'aneiens  souvenirs  <|ui  me 
sei'oiit  revenus,  mais  la  ehose  reste  utile  à  dire  puistiuon  l'oublie  souvent. 
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réfiée:  les  trois  nombres  fomlamentaux:  pour  la  courbe  C  sont 
les  nombres  /«',  [a,  m  relatifs  à  la  courbe  (>,  Tordre  étant  ren- 
versé. 11  n"v  a  là  qu'une  question  de  langage,  mais  elle  n'est  pas 
sans  intérêt. 

2.  D'une  manière  générale,  le  langage  des  choses  tangentielles 
est  h  peine  lait  ou  peu  employé  ;  celui  des  choses  ponctuelles  est 
loin  d'être  toujours  bon.  Il  v  a  en  Géométrie  plane  des  contours 
quadrangulaires,  des  quadrangles,  des  quadrilatères  complets  ; 
un  quadriangle  peut  être  inscriptiljle,  un  quadrilatère  complet 
peut  être  circonscriptible  ;  un  ([uadrangle  peut  être  orthogonal, 
et  le  cercle  des  neuf  points  se  rattache  à  cette  figure,  au  moins 
autant  qu'a  l'un  des  quatre  triangles  auxquels  elle  donne  lieu. 
En  Géométrie  conique,  on  peut  appeler  tétraode  un  système  de 
quatre  droites  issues  d'un  point,  et  cette  figure  a  pour  corréla- 
tion (en  corrélation  conique)  l'angle  tétraèdre  complet.  Les  noms 
des  polyèdres  réguliers  rappellent  le  nombre  des  laces,  sans 
rien  dire  sur  le  nombre  des  sommets  ').  Le  mot  projec/ifnn  pas 
son  pendant,  et  l'on  dit  que  le  rapport  anharmoni([uc  est  pro- 
jectil,  sans  mentionner  la  propiiété  corrélative,  ([ui  résulte  de 
la  première  mais  a  son  intérêt  [)ropre  ;  en  délinissant  directe- 
ment le  rapport  anharmonique  d'un  laisceau  par  un  rapport  de 
sinus,  on  démontre  l'égalité  0  //,  h,  c,  d)  =  (o  fA,  B,  C,  D\  et  il 
est  aussi  intéiessant  de  lairo  varier  le  point  O  que  de  laire  varier 
la  sécante  o>. 

G.  FoNTKNÉ  [Paris). 

C)  A  propos  des  polyèdies  réguliers,  il  semble  que,  dans  le  cas  de  polyèdres 
étoiles,  le  genre  devrait  être  pris  en  considération  dans  renseignement  :  le  genre 
est  bien  plus  important  que  Vexpcce  (Cf  Ai'PELL  et  Golrsat,  Théorie  des  fonctions 
algcbrii/ucs.  p.  ?.3i)  ;  les  deux  polyèdres  de  septième  espèce  sont  de  genre  zéro  : 
les  deux  polyèdres  de  troisième  espèce  sont  de  genre  quatre,  ce  qui  leur  donne 
un  grand  intérêt. 
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L'étahlissemeut  de  la  lonmilo  AU-j-BV-^R,,  et  l'évaluation 
des  degrés  des  polygones  U  et  V  se  font  généralement  d'une 
façon  lourde  et  pénible  ;  je  nie  propose  de  donner  une  démons- 
tration plus  rapide  et  beaucoup  plus  facile  à  présenter. 

A  polvnome  de  degré  i)i,  B  de  degré  p.  m^p.  La  recberche 
du  plus  grand  commun  diviseur  donne  les  identités 

A  =  BQ  +  Il 


OU 


H»  -  1  (.).  +  n., 

11  =  A 

R,  +  IIQ,  =  B 

l'>.  +  l»jQo—  R  =  o 


BQ 


R„  +  Rn  _  ,  (}„  —  R„ 


1°  AU  -f-BV^=  R„,   U  et  V  polynômes  entiers. 
Je  résous  le  svstème  [ji)  par  rapport  ii  ll„  ;  le  déterminant  des 
inconnues  est  +  I. 


(3) 


d'où 


=tR„   = 


A  —  BQo  o  o. 
B  o  o. 


.  Q,  -  I 
(  )..  —  I  o 


o  Q„  —  I   o 

R„  zzz  Al-  +  BY 
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2°  Si  R„  est  de  degré  y,  U  est  de  degré  p  —  y —  i  au  plus 
et  V  de  degré  m  —  y  —  i  au  plus. 

Le  terme  de  degré  le  plus  élevé  dans  U  est  contenu  dans 
QiQs---  Q»<  t'olui  de  \'  dans  <iQ,...Q„;  je  multiplie  membre  ii 
membre   les  identités  (i   . 

ABRll^...  lî„  _o=  BRR^...  R;, -1  QQj...  Q„ -f  ... 

Si  on  tient  compte  des  facteurs  communs  aux  premiers  termes 
des  deux  membres,  on  voit  que  QQi...Q„  H„_j  est  du  degré  de  A. 
Or  R„  est  de  degré  </,  R,|_,  est  donc  au  moins  de  degré  ry  -(-  1,  par 
suite  QQj...Q„  est  au  plus  de  degré  m  — ry —  i  et  comme  Q  est 
de  degré  m — p,  Q,Q2---Q«  est  au  plus  de  degréy;  —  <y —  i. 


CONSEQUENCES 

I.  Si  R„  est  le  plus  grand  commun  diviseur,  U  et  Y  sont  pre- 
miers entre  eux, 

R„  contient  les  facteurs  communs  ii  A  et  B  et  ne  contient 
qu'eux,  donc  U  et  V  ne  peuvent  avoir  de  facteur  commun. 

II.  Les   polvnômes  L'  et  V  sont  les   seuls  polynômes  de   degré 

/;  —  <y  —  I ,  /«  —  (^ —  I  ou  de  degré  inférieur  vérifiant  la  relation 

AU  +  BV  =  R,  : 

Si  on  avait 

AU,  -f  RY,  ^  R« 

on  en  conclurait  : 

A(«-U,)=B(V,-V). 

Or  A  et  B  ont  (y  facteurs  communs,  donc  les  m — y  autres 
facteurs  de  A  devraient  diviser  Vj  —  V  qui  est  de  degré  m  —  y —  i 
au  plus. 

IlL  Théorème  de  Uezoïit.  —  AU  +  BV  =  i .  —  Si  A  et  B 
sont  premiers  entre  eux,  y  dcgri-  ilu  plus  grand  commun  divi- 
seur est  nul,  divisant  par  R„, 

AU4-BV=  I. 
Les  théorèmes  I  et  II  s'appliquent  encore  a  U  et  V. 
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1\  .  Théorème  dEidev.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  A  et  B  aient  un  plus  grand  commun  diviseur  de  degré  q^ 
est  qu'on  puisse  trouver  deux  polynômes  premiers  entre  eux, 
U  de  degré  p  —  <y,  V  de  degré  m  —  y  et  tels  que  : 

AU  -f  Jn'  =  o. 

1°  La  condition  est  nécessaire.  Supposons  11,^  :=:(),  l'identité 
fondamentale  devient 

AU  +  BY  =  o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  alors  R„_j  qui  est  degré  q^ 
il  en  résulte  d'après  le  n°  2  que  U  est  de  degré  p  —  q  et  V  de 
degré  m  —  <y. 

U  et  Y  sont  premiers  entre  eux,  car  s'ils  avaient  un  commun 
diviseur  du  premier  degré,  on  aura  après  l'avoir  supprimé  : 

AU,  +  BYi  =  o 
Uj  de  degré  p  — q  —  i  Vj  de  degré  //;  —  q  —  1  . 

En  admettant  que  les  p  —  (^  —  i  lacteurs  de  U,  appartiennent 
à  B,  il  y  aurait  encore  </ +  i  lacteurs  de  B  qui  devraient  appar- 
tenir à  A,  ce  qui  est  contre  Ihvpothèse. 

2°  La  condition  est  sulfisante.  V  de  deoré  m  —  <y  est  premier 
avec  U,  donc  ses  ni — y  (acteurs  appartiennent  à  A  et  il  reste  cy 
facteurs  de  A  qui  appartiennent  à  B. 

A.  PoussAUT  'Paris). 
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Le  Congrès  international  des  mathématiciens 
(6-12  août  1900,  Paris). 

En  dét-embre  i8y(j,  le  foiiiilé  dorganisation  du  Congrès  iulcrnatid- 
nal  des  iiiatliémaliciens  a  arrêté  le  texte  de  l'importante  circulaire  que 
nous  reproduisons  ci-dessous.  Nous  comptions  pouvoir  la  mettre  sous 
les  yeux  des  lecteurs  de  V Enseignement  Mathématique  dans  notre  numéro 
de  Janvier.  Malheureusement,  le  Congrès  étant  rattaché  à  l'Exposition 
Universelle,  cest  1  Imprimerie  Nationale  qui  est  chargée  de  ces  travaux. 
Or,  à  cet  important  éta])lissement,  il  faut  deux  mois  pour  imprimer 
trois  pages.  De  plus,  en  vertu  de  nous  ne  savons  quelles  règles  suran- 
nées, elle  refuse  toute  communication  dépreuves  ;  les  organisateurs 
mêmes  du  Congrès  ne  peuvent  en  obtenir  en  double.  Une  tentative 
oHirieuse  que  nous  avons  faite  en  janvier  auprès  de  cette  administration, 
alln  do  lui  permettre  de  réparer  les  conséquences  de  ses  retards,  a 
obtenu  le  plus  radical  insuccès. 

Une  seconde  circulaire,du  comité,  en  date  de  janvier,  et  relative  aux 
travaux,  est  actuellement  à  1  impression.  Comme  elle  est  fort  courte, 
nous  osons  espérer  qu'elle  sortira  de  l'Imprimerie  Nationale  avant  le 
mois  d'août  prochain.  Mais  nous  ne  voulons  pas,  même  dans  l'intérêt 
de  la  science,  renouveler  une  tentative  aussi  inutile. 

11  iujportc  seulement  que  le  public  mathématique,  dans  le  monde 
entier,  sache  que  si  le  service  des  correspondances  est  fait  de  façon 
déplorable,  la  faute  n'en  incombe,  ni  au  comité  d'organisation,  qui  met 
à  laccomplissement  de  sa  tâche  toute  la  diligence  possible,  ni  aux  ser- 
vices de  l'Exposition,  qui  secondent  les  organisateurs  de  la  façon  la 
plus  bienveillante  et  la  plus  active,  mais  uniquement  à  un  établisseiuenl 
qui  abuse  de  sf)n  monopole  pour  faire  mal,  ou  ne  pas  faire  en  temps 
utile,  le  travail  (pi  on  lui  confie. 

Nous  prions,  en  tous  cas,  nos  correspondants  de  ne  pas  hésiter  à 
s'adresser  à  nous  pour  obtenir  tous  les  renseignements  relatifs  au 
CoTigrès  qu  ils  pourraient  désirer.  Nous  serons  bien  volontiers  leurs 
intermédiaires  <'l  leurs  interprètes  auprès  du  comité  d  organisation. 

C«'lui-ci  a  pour  président  .M.  H.  Poincaué  et  pour  bureau  celui  de  la 
Société  Matli('iiiati(pie  de   France.  La  commission  administrative,  pré- 
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sidée  par  M.   Cf.  Dahuoux,  a  poui'  secrétaires  MM.  C.  A  Laisaxt  et 
J{.  Dri'Oiîco;  le  trésorier  est  ^l.  C.  Xau»,  '^,  rue  Racine. 
Voici  le  texte  de  la  circulaii"e  en  (pirslion  : 

«  Paris,  Décembre  1899. 

ce  A  la  suite  de  la  circulaire  ([ui  ykus  a  été  adressée,  et  qui  porte  la 
date  de  déceinbre  1898,  de  noudjreuses  réponses  sont  parvenues  au 
Comité  d'oi-gauisation  qui  tient  tout  d'abord  à  en  remercier  ses  corres- 
pondants. 

«  11  résulte  de  ces  réponses  que  le  noiuljre  des  adhésions  éventuelles, 
qui  indiquent  la  présence  probable  des  adhérents  au  Congrès  de  1900, 
s  élève  à  i  ,000  environ.  En  outre,  plus  de  G80  personnes  appartenant 
aux  laniilles  des  adhérents  sont  annoncées  comme  devant  les  accompa- 
gner. 

«  Le  Comité,  après  avoir  eu  connaissance  de  ces  l'ésultals  qui  assu- 
rent le  succès,  a  pris  un  certain  nondjre  de  décisions  qu  il  est  de  son 
devoir  de  porter  à  votre  connaissance.  Les  unes  sont  d  ordre  purement 
administratif,  les  autres  concernent  les  travaux  du  Congrès,  ^yous  allons 
les  énuniérer  brièvement. 

«  Cotisations.  —  Le  prix  de  la  carte  du  Congrès,  vous  le  savez,  a  été 
fixé  à  trente  francs. 

<(  l']n  outre,  il  a  été  décidé  que  h;  prix  des  cartes  de  fainil/c,  qui  seront 
remises  à  chacun  des  membres  de  la  famille,  sera  de  cinq  francs  par 
personne. 

«  Ces  cartes  donneront  droit  de  participer  à  tous  les  travaux,  à 
toutes  les  assemblées  et  à  toutes  les  visites  qui  seront  organisées  ;  mais 
elles  ne  donneront  pas  droit  d  assister  au  l)aTi(piet,  ni  di-  i-ecevoir  les 
comptes  rendus  des  travaux  du  Congrès. 

(C  Les  cotisations  devront  être  versées  /c/  plus  tard,  le  !.'>  mai  l'.Hil). 
Dès  maintenant  les  adhérents  peuvent  en  en'ecluer  1  envoi  à  MM.  Claide- 
Lafoxtaimî,  Mautinet  et  C'*^,  banquiers,  rue  de  Trévise,  32,  à  Paris, 
pour  le  compte  du  trésorier  du  Comité  dorganisation  du  Congrès  des 
Mathénuiticiens. 

«  L  envoi  comprendra  par  conséquent  !o  francs  pour  1  adhérent 
membre  du  Congrès,  et  5  francs  pour  chacun  des  meml)res  de  sa 
famille  devant  l'accompagner.  11  sera  indispensable  d  y  joindre  les  indi- 
cations ci-après,  en  remplissant  très  lisiblement  limprinu';  que  vous 
trouverez  ci-inclus  ('),  et  en  l'envoyant  à  MM,  Ci.aidk-Lakontaixe, 
Maiîtinei"  et  C"',  (Ml  iiiéiiic  temps  (pie  les  cotisât  ions  : 
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C)  Nous  ne  reproduisons  pas  ici  ce  tableau,  mais  nous  en  enverrons  des  exem- 
])laires  à  tous  ceux  de  nos  lecteurs  qui  nous  en  exprimeraient  le  désir,  s'ils  ne 
lavaient  pas  déjà  reçu.  11  leur  suffira  de  s'adresser,  dans  ce  but.  soit  à  M.  Lui- 
sant,   i(ja,  iivenue  Viclor-llii-^o  ;   suit   à  M.  Naïui.    !.  rue  Racine,  à  Paris. 
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«  1"  Le  nom  et  l'adresse  de  cliacune  des  personnes  jauxi[ni»lli's  s'ap- 
pliquent les  cotisations  ; 

«  2°  La  localité  d  où  1  on  compte  partir  pour  venir  au  Conofrt-s  ; 

«  3"  Pour  les  personnes  habitant  l'étranger,  la  gare  par  laquelle  se 
fera  1  entrée  en  France. 

«  A  mesure  que  les  avis  de  cotisations  arriveront  au  Comité,  celui-ci 
fera  parvenir  aux  adhérents,  sans  trop  de  délai,  les  cartes  de  membres 
et  les  cartes  de  famille  auxquelles  ils  auront  droit,  ainsi  <pie  les  bons  de 
réduction  dont  il  sera  parlé  plus  loin. 

«  Les  connnunications  du  Comité,  à  partir  du  lii  mai  1900,  seront 
e.rclusu'cnicnt  adressées  aux  adhérents  ayant  effectué  le  versement  de 
leurs  cotisations. 

('  Secrétariat.  —  La  Société  mathématique  devant  quitter  le  local 
qu'elle  occupe  actuellement,  avant  le  i*^'"  juin  1900,  le  secrétariat  du  Con- 
grès sera  installé  à  une  adresse  qui  vous  sera  indiquée  en  temps  utile.  Dés 
son  arrivée  à  Paris  pour  le  Congrès,  chaque  porteur  de  carte  devra  se 
présenter  au  Secrétariat  pour  y  faire  timl)rer  sa  carte. 

M  Chemins  de  eer  et  transports  .maritimes.  —  Les  néi>-ociations 
engagées  avec  les  chemins  de  fer  français  nous  ont  déjà  permis  d'obte- 
nir de  toutes  les  grandes  compagnies  françaises  et  de  l'administration 
des  Chemins  de  fer  de  1  Etat  une  réduction  de  5o  p.  00,  à  la  condition 
de  fournir  un  état  nominatif  précis  et  d  indiquer  par  quelle  gare  se  fera 
rentrée  sur  le  réseau  français,  en  ce  qui  concerne  les  vovageurs  venant 
de  létranger. 

«  C'est  la  raison  d  être  d  une  des  formalilés  indiquées  plus  haut  et 
que  vous  avez  intérêt  à  remplir  le  plus  tôt  que  cela  vous  sera  possible, 
pour  vous  assurer  le  bénéfice  de  la  réduction  consentie. 

«  C'est  également  pour  ce  motif  que  nous  avons  pris  la  liberté  di* 
solliciter  votre  adhésion  définitive  pour  la  date  du  1  j  mai,  après  laquelle 
nous  ne  serions  plus  assurés  de  disposer  d  un  délai  utile  pour  t)btenir 
la  faveur  des  bons  de  réduction. 

K  La  faveur  dont  il  vient  d'être  question  est  e.icltish'cnieni  applicable 
aux  membres  adhérents  du  Congres,  mais  non  aux  porteurs  de  cartes  de 
famille. 

'(  Les  bons  de  n'-duclion  seront  valables  depuis  le  uo  juillet  jusqu'au 
ji  août. 

'(  Des  démarches  vont  être  faites  égalemcnl  à  bi-ef  délai  auprès  des 
Conq')agnies  de  transports  maritimes  pour  oljlenir  di-s  avantages  en 
faveur  des  inemi)res  du  Congrès.  Le  résultat  vous  en  sera  communifpié. 

«  Installation  a  Paris.  —  Le  Comité  vous  a  prévenu  (juil  lui  était 
matériellement  impossible  de  s'occuper  de  cette  question.  Mais  il  s'est 
mis  en  rapport  avec  M.  Lubin,  directeur  dune  agence  de  vovages, 
boulevard  liaussniann,  'iG,  à  Paris,  de  qui  vous  ave/   dû  recevoir  déjà 
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une  circulaire,  et  à  qui  vous  pourrez  vous  adresser  pour  obtenir  les 
renseignements  que  vous  désirez,  et  pour  prendre  les  arrangements  de 
votre  choix. 

!<  LAX(;tEs  ADMISES  DANS  LES  TRAVAUX  DU  CoN(;Bt:s.  —  Il  a  été  décidé 
que  les  langues  olllciellement  admises  au  Congrès  seront  :  l'allemand, 
l'anglais,  le  français  et  f  italien. 

!(  Sections.  —  Les  travaux  du  Congrès  seront  répartis  entres/./-  sec- 
tions, savoir  : 

«  Section  à  Aritinnétique  et  Algèbre  ; 

«  Section  à  Analyse  ; 

«  Section  de  Géométrie; 

<(  Section  de  Mécanique,  Mécanique  céleste  et  Physique  mathé- 
matique ; 

«  Section  de  Bibliographie  et  Histoire  ; 

•i  Section  à  Enseignement  et  Méthodes. 

«  Travaux  scientifiques  du  Coxghh:s.  —  Une  prochaine  circulaire 
vous  donnera  des  renseignements  complets  et  précis  sur  l'organisation 
des  travaux  du  Congrès. 

«  La  présente  circulaire  est  adressée  à  toutes  les  personnes  qui  ont 
répondu  affirmativement  ou  négativement  à  la  précédente,  les  disposi- 
tions de  chacun  ayant  pu  subir  des  modifications.  Mais  le  triage  des 
adresses  a  été  fait  avec  tout  le  soin  possible,  afin  de  faire  disparaître 
des  doubles  emplois  qui  étaient  inévitables  dans  le  premier  envoi. 

«  Comme  pi'écédemment,  nous  vous  prions  instamment  de  vouloir  bien 
faire  connaître  le  plus  possible  la  présente  circulaire  aux  mathémati- 
ciens de  votre  entourage. 

Nous  insistons  tout  spécialement  auprès  de  ceux  d  entre  vous  qui 
participent  à  la  publication  de  journaux  mathématiques,  en  les  priant 
de  porter  à  la  connaissance  de  leurs  lecteurs  un  extrait  des  dispositions 
les  plus  essentielles  énumérées  ci-dessus. 

u  Nous  vous  x'emercions  d  avance  du  concours  (pie  vous  voudrez  bien 
nous  apporter  dans  la  préparation  de  limportante  manitéstation  scien- 
tifique dont  il  s'agit,  et  nous  vous  prions,  M.  d'agréer  nos  cor- 
diales salutations. 

('   I>E  Comité  d  oiujaxisatiox. 

«  P.  S.  Les  personnes  qui,  sans  avoir  ret;u  cette  circulaire,  viendraient 
à  en  prendre  connaissance  et  désireraient  assister  au  Congrès,  sont 
priées  de  s'adresser  sans  retard  au  Président  du  Comité  d  organisatimi, 
rue  des  Grands-Augustins,  r,  Paris. 

«  Adresser  toutes  comniunicalions  i-oncernant  le  Congrès  à  ^V.  le  Pré- 
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sidenl  de  la  Société  niat/iéniati(/iic  de  Fraiiec,  rue  des  Crands-Aiif^ustins, 
j,  Paris.  /) 

Au  dernier  mouieiit,  nous  avons  ])u  nous  procurer  le  texte  de  la  cir- 
culaire concernant  les  travaux  dont  nous  parlons  plus  haut,  et  qui 
portera  sans  doute  la  datr-  de  iuaj's,à  cause  des  retards  de  1  impression  : 

«  La  Commission  dOrganisalion  du  (^>ngrès  inti'rnational  des  Mathé- 
maticiens a  pris  les  résolutions  suivantes  : 

«  I.  Les  travaux  seront  répartis  en  six  sections  : 

1°  Arithmétique  et  Al«jél)re  ; 

2''  Analyse  ; 

'\°  (jréométrie  ; 

\°  Mécanique  et  Fhvsitpie  mathématique  ;  Mécanicpie  céleste  ; 

j"  Bibliographie  et  Histoire  ; 

(')°  Enseignement  et  Méthodes. 

((  IL  Les  adhérents  au  Congrès  sont  invités  à  indiquer,  aia/it  le 
1"''  mai  1000,  les  sujets  des  communications  qu'ils  désirent  faire  et  les 
sections  auxquelles  ces  communications  sont  destinées. 

«  La  durée  de  cluupu^  communication  ne  devra  pas  excéder  vingt 
minutes. 

((  Les  sujets  des  communications  devront  être  adressés  à  M.  îl.  Poin- 
caré,  président  de  la  Commission  des  travaux,  rue  des  Crands-Augus- 
tins,  7,  Paris. 

((  III.  Il  y  aura,  en  outre  des  réunions  des  sections,  deux  séances 
générales  consacrées  à  des  conlérences  dont  voici  la  liste  : 

1"  Le  G  Août  :  «  M.  M.  (Jaiilor  :  Sur  Ihistoriographie  di's  mathéma- 
tiques. 

('  M.   N'olterra   :  Trois  analystes  italiens,    lîelti.    lîrioschi,  Casorali, 

et   trois  manières  d  envisager  les  (juestions  d'analyse;    leur  influence. 

•2"  Le  11  Août  :  u  M.  Mitlag-Lelller  :  l'ne  page  de  la  vie  de  Weierstrass. 
«  M.  11.   Poincaré   :   Du  rôle  de  linluition  et  de  la  logique  en  mathé- 
matiques. 

»  I\'.  Pour  les  communications  en  sections,  on  pourra  faire  usage 
de  1  allemand,  de  l'anglais,  du  Irançais  et  de  T italien.  » 

Ajoutons,  à  titi-e  de  renseignement,  que  la  Couipagnie  généiale 
transatlantique  a  accordé,  en  faveur  des  congressistes,  les  réductions 
suivantes  sui-  h-s  tarifs  de  ses  i)rix  de  passages  : 

10  p.  100  sui'  la  ligne  de  New-^  ork  ; 
■J.I)  p.  i(»o  sur  les  lignes  des  Antilles; 
5o  p.   100  sur  les  lignes  de  la  .Méditerranée. 
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Prix  proposé  par  l'Académie  de  Madrid . 

L'Académie  royale  des  Sciences  exactes,  physiques  et  naturelles,  de 
Madrid  a  proposé  pour  le  prix  de  Mathématiques  (année  1901)  le  sujet 
suivant  : 

h'.rposc  didactique  des  tliéories  modernes  de  la  Géométrie  non-eucli- 
dienne, ou  analyse  raisonnée  des  principaux  tracau.r  sur  cette  partie  de 
la  scieTiee,  ii  partir  de  C époque  de  Gauss  jusqu'il  nos  jours. 

Les  récompenses  offertes,  et  qui  seront  distribuées  suivant  le  mérit»; 
des  mémoires  présentés,  seront  de  trois  classes  :  prix  proprement  dit 
(i  5oo  pesetas  et  une  médaille  dorj,  accessit  et  mention  honorable. 

Les  mémoires  devront  être  écrits  en  espagnol  ou  en  latin  et  ne  s'ex- 
primer que  dans  ces  langues,  ceci  pour  la  clarté  du  texte  ;  ils  seront 
reçus  au  Secrétariat  de  lAcadémie,  avant  le  'ii  décembre  i<)oi. 

Pour  plus  de  détails,  consulter  lu  revue  //  Progreso  Matcmatico,  n^H, 
Zaragoza,  février  i<)oo. 

M.  Rebière. 

^L  Alphonse-Michel  Rebière,  examinateur  d  admission  à  1  Ecole  spé- 
ciale militaire  de  Saint-Cyr,  vient  de  mourir,  le  'n  février  dernier,  à 
l'âge  de  cinquante-huit  ans.  C'était  à  la  fois  un  excellent  professeur,  qui 
a  produit  plusieurs  ouvrages  d'enseignement  très  appréciés,  et  un 
écrivain  scientifique  des  plus  distingués.  Ses  ouvrages  :  Mathématiques 
et  Matliématiciens,  Les  femmes  dans  la  .Science,  La  c/c  et  les  truK'au.v  des 
savants  modernes  d  après  les  documents  académiques,  sont  connus  de 
tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Science  et  à  son  histoire.  Il  venait  de 
publier  son  nouveau  volume  Pages  choisies  des  sa^'ants  modernes,  et  se 
proposait  d'en  donner  deux  autres  analogues.  1  un  concernant  bs 
savants  de  lantiquité  et  du  moyen  âge,  l'autre  consacré  aux  contenqx)- 
rains.  Il  est  à  désirer  que  l'on  trouve  au  moins  des  documents  relatifs 
à  ce  projet,  dans  les  papiers  de  l'auteur,  et  qu'un  continuateur  puisse 
en  assurer  l'exécution. 

A  côté  du  mathématicien  et  de  1  écrivain,  1  honuue  mérite  tous  les 
regrets.  Son  caractère  droit,  sa  bienveillance  extrême  et  ses  vertus 
privées  lui  avaient  valu  la  sympalliie  de  toutes  les  personnes  qui  1  Ont 
connu.  Puisse  cette  assurance  adoucir  un  peu  la  douleur  de  sa  famille, 
à  la({uclle  nous  adressons  nos  plus  respectueuses  et  sincères  condo- 
léances !  C.-A.  L. 

M.   E.   Beltrami. 

La  science  maliiématique  vient  encore  de  faire  une  perte  cruelle  en 
la  personne  de  1  un  des  géomètres  italiens  contenq)orains  les  plus  émi- 
nents.  M.  Eugène  Heltrami  est  décédé  à  Home  dans  le  courant  du  mois 
de  févriei"  dernier. 
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Xé  ù  Crémone  le  i6  novembre  i83>,  il  lïil  président  de  1  Académie 
Pi.  dei  Lincei,  sénateur,  et  mendire  de  toutes  les  académies  importantes 
de  1  Italie  ;  il  appartenait  en  outre,  soit  comme  membre  étranger,  soit 
comme  correspondant,  à  1  Académie  des  sciences  de  Paris,  à  celles  de 
(iottingue,  de  Berlin,  de  Bruxelles,  à  la  Société  royale  des  sciences  de 
Liège,  à  la  Société  philomalhique  de  Paris,  à  la  Société  mathématique 
de  Londres.  Professeur  honoraire  de  L Université  de  13olognc  et  pro- 
fesseur de  Physique  mathématiciue  et  de  Mathématiques  supérieures 
à  rUuiversité  de  Rouie,  ce  géomètre  a  produit,  pendant  tout  le  cours 
de  sa  carrière,  une  suite  de  travaux  qui  révèlent  une  grande  puissance 
d  invention  et  une  habileté  remarquable  dans  l'Analyse.  Nous  ne  pou- 
vons, dans  cette  insertion  hâtive,  que  payer  à  sa  mémoire  le  tribut 
d  admiration  qui  lui  est  dû  ;  mais  nous  espérons  que  l'un  de  ses  com- 
patriotes ne  tardera  pas  à  nous  donner  une  étude  plus  approfondie  sur 
sa  vie  et  ses  travaux  ;  et  \  Enseignement  Matliéinuli(iue,  en  la  pidiliant, 
considérera  qu  il  accomplit  un  véritable  devoir. 

Royal  astronomical  Society. 

Celte  Société  vient  d  attribuer  la  médaille  d  or  à  AL  H.  Pyincaré, 
pour  lensemble  de  ses  travaux.  Cette  distinction  accordée  à  l'éminent 
géomètre  obtiendra  l'approbation  unanime  du  monde  scientifique. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Nous  avons  plaisii'  à  signaler  la  nomination,  idniiiic  inciuhrc  corres- 
pondant, de  y\.  Miltag-Lellier. 

■^  Mathematical  Association. 

La  réunion  annuelle  de  la  Matliernalical  Asociation  s  est  tenue  à  l^on- 
(Ires  lUniversity  c(dlege),  le  27  janvier  dernier,  sous  la  présidence  de 
M.  Robert  S.  Bail.  11  a  été  décidé  que  la  Mal/icnialical- Gazette,  organe 
de  1  association,  paraîtrait  désormais  six  fois  par  an  au  lieu  de  trois.  Ce 
recueil  se  consaci-era  de  plus  en  plus  aux  cjuestions  qui  intéressent  l'en- 
seignement, et  se  propose  d  accorder  une  large  place  à  la  bibliographie, 
tout  en  clierchant  à  présenter  Ihistoire  de  chaque  chapitre  de  la 
science  et  h;  tableau  de  ses  pi'ogrès  contemporains,  plul(>l  ([u  à  discuter 
le  mérite  des  ouvrages  analysés. 

Il  y  a  trop  de  points  communs  enti'e  ce  programme  et  le  nôtre  pour 
(jue  nous  ne  soyons  pas  disposés  à  saluer  de  toute  notre  synipathie  ces 
tentatives  nouvelles,  (pii  Uniront,  croyons-nous,  par  se  généraliser  dans 
tous  les  pays. 
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E.  BoKi:i,.  —  Leçons  sur  les  fonctions  entières  (Xonv.'llcs   K-cons   sur 

la  tliôoric  des  fonctions)  ;   i  vol.   ^r.  in-8",  vi-ioj  p.  :  prix    î  tV.  "io  :  Paris, 
(iauthier-Yidars,   1900. 

Dans  son  prôriWlonl  ouvrage,  Leçons  sur  In  llirarie  des  fondions  (1898 
l.uileui-  avait  exposé  les  éléments  de  la  théorie  des  Enscml)l(îs,  avec  des 
applications  à  la  théorie  des  fonctions.  Celui-ci  s  applique  spécialement  aux 
fonctions  entières,  comme  l'indique  le  titre.  Dans  sa  préface,  M.  Borel 
explique  que  ces  volumes  sont  rédigés  d  après  les  leçons  faites  à  l'Ecole 
normale  aux  ('lèves  de  seconde  année,  c'est-à-dire  à  des  auditeurs  dont  les 
connaissances  en  Analyse  sont  peu  étendues,  mais  solides.  «  11  est  dès  lors 
«  possible,  ajoutc-t-il,  après  avoir  choisi  un  sujet  bien  délimité,  d'aller 
«  assez  vite,  et  d'arriver  en  peu  de  leçons  à  approcher,  au  moins  sur  cer- 
«   tains  points,  des  limites  actuelles  de  la  science.  » 

Malgré  le  peu  d'étendue  de  ce  volume,  on  se  rendra  compte  de  ce  qu  il 
contient  en  réalité  d'après  l'énuméralion  sommaire  que  nous  reproduisons 
ici. 

Ch.  I.  —  /.<'  llirorrinc  funchinicnjnl  ilc  Wcicrslrnss.  (i('n(''ralilés  sur 
les  fonctions  entières.  Les  facteurs  primaires.  Quelques  remari|ues 
sur  les  séries  à  termes  positifs.  L'exposant  de  convei'gence.  —  (Ih.  11.  Les 
idées  de  La^uerre.  La  notion  de  genre.  Les  fonctions  de  genre  zéro  et  di- 
genre  un.  Les  fonctions  de  genre  fini.  — -  Ch.  m.  Ia's  inégalités  de  M.  Poin- 
varé.  Le  Mémoire  de  M.  Poincaré.  Le  module  maximum  des  fonctions 
d'ordre  p.  Le  module  maximum  et  la  fonction  majoi-ante.  —  (]h  iv.  Les 
résultais  de  M.  ILndamard .  Le  premier  llu-orème  de  H.  Hadamard.  Le 
deuxième  théorème  de  M.  Hadamard.  Ap|jlications.  —  Ch.  v.  Le  théorème 
de  M.  Picard.  Le  théorème  de  M.  Picard.  Le  lluoirmc  de  .^L  Picard 
gtMiéralisé.  —  Notes,  i.  Démonstration  élémentaire  il  un  théorème  de 
M.  Picard  sur  les  fonctions  entières.  —  11.  Les  fondions  ii  croisstince  régu- 
lière. DélinilioMs  et  énoncés.  Le  premier  lluMU-ème.  Le  deuxième  lliéorèmc 
Conclusion.  —  Les  fondions  à  croissance  ir/cgnlicrc. 

Nous  avons  pleine  confiance  dans  \c  succès  de  ce  nouveau  volume  ilu 
jeune  géomètre  aiu{uel  la  science  mathémali(|ue  esl  déjà  redevable  de  si 
r(Mnart|uables  travaux  :  et  nous  espérons  que,  suivant  sa  promesse,  il  con- 
tinuera à  nous  donner  des  volumes  nouveaux,  «  écrits  dans  le  même  esprit, 
inspirés  parles  mêmes  idées  directrices,  »  et  qui  dans  leur  tMisemble  repré- 
senteront une  œuvre  capitale  sur  la  théorie  des  (onctions. 

C.-.\    L. 
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G.  Lazzkki.  —  Manuale  di  Trigonometria  piana  ;  i  vol.  in-i8.  n-io  ;  p.  ; 
prix  I    L.  :  Livuuriio.  R.   (iiiisti.  iç)(H). 

Ce  polit  ouvrage  est  rigoureusement  classique,  et  destiné  aux  étudiants. 
Lauteur  y  a  apporté  les  grandes  qualités  pédagogiques  qui  font  de  lui  1  un 
des  représentants  les  plus  distingués  de  renseignement  secondaire  en  Italie  : 
son  manuel  ne  contient  que  les  matières  vraiment  indispensables  ;  mais  elles 
sont  bien  ordonnées  et  clairement  exposées.  L'ouvrage  comprend  deux 
livres  :  Théorie  des  fonctions  circulaires  :  Résolution  des  triangles.  Dans  les 
six  chapitres  du  premier  livre  on  trouve  les  définitions,  l'étude  des  varia- 
tions, les  relations  entre  les  fonctions  circulaires  d'un  même  angle  ou  de 
plusieurs,  les  tables,  les  identités  et  équations  trigonométriques.  Le  livre  II 
comprend  trois  chapitres  :  les  relations,  la  résolution  proprement  dite  et  des 
applications  diverses. 

Au  risque  d  allonger  un  peu,  nous  aurions  aimé  peut-être  à  voir  et' 
manuel  accompagné  d  un  certain  nombre  d'exercices  bien  choisis.  Malgré 
celte  légère  critique,  nous  regardons  le  petit  livre  de  M.  Lazzeri  comme 
excellent,  et  appelé  à  rendre  beaucoup  de  services. 

C.-A.  L. 

P.  M.vNsiox.  —  Theoria  sucinta  de  las  funciones  hiperbolicas  (trad.  en 
espagnol  par  D.  L.  G.  Gasco)  ;  i  vol.  in-8 ',  44  p-  •  P'i-'^.  i  fi".  '•  Valoiico. 
P.  Aguilar  :  Paris,  Gauthier-Yillars. 

Ce  petit  ouvrage  de  M.  Mansion  est  bien  connu  dans  son  édition  française, 
et  apprécié  de  tous  ceux  qui  Tout  lu.  La  traduction  espagnole  que  nous 
signalons  aujourd'hui  a  été  augmentée  :  i"  d'un  résumé  de  Trigonométrie 
Lobatchefskienne  :  ■2'^  d'une  citation  d'Yvon  Yillarceau  (dans  la  préface)  : 
3"  de  petites  améliorations  de  détail.  Nous  sommes  heureux  de  voir  celte 
importante  théorie  des  fonctions  hyperboliques  se  répandre  en  Espagne: 
elle  est  à  la  fois  intéressante  au  point  de  vue  (h-  la  science  [)Hre,  et  toul  à 
fait  précieuse  en  ce  qui  touche  les  applications. 

P.  Mansion.  —  I.  Introduction  à  la  théorie  des  déterminants,  av<c  de 

nombreux  exercices,  à  1  usagi'  des  élahlissements    d  iustiMiclion    moyenne. 
Troisième    édition.    Un  vol.  iu-8"  (h>    \o   pages;  pi'ix,   i    Ir.  :  Gand,    iloste, 

II.  Einleitung  in    die  Théorie  -der  Determinanten  fur  Gymnasien 

und  Realschulen      l  u    \i>I,    in-8"   tle     jo    |)ages  ;  prix,    i  mark  :  l.cipziu, 
'l'eiihncr.   i8()(). 

III.  Éléments  de  la  théorie  des  déterminants,  avei  de  nombreux  exer- 
cices. Sixième  édition,  i-evui'  cl  augmentt''e.  In  vol.  in-8"  de  iv-i)i  jjagcs  : 
prix  3  fr.  :  Paris,    Gaulhier-\'illars.   1900. 

lY.    Elemente    der   Théorie   der    Determinanten.    Diiiic    vermehrti- 

Auflage.  In  vol.  in-8"  de  lOi  pages:  jjrix,   i    niai'k  (jo  :  Li-ipzig,  Teubner, 

1899- 

Dans  les  deux  premiers  de  ces  opuscules.  l'auteur  expose  les  propriétés 
fondamentales  des  déterminants  à  deux  ou  à  trois  lignes,  la  théorie  des 
équations  linéaires  à  deux  ou  à  trois  inconnues,  et  cell»>  de  l  ('liiuination  entre 
deux  équations  dont  le  degré  est  au  plus  égal  à  trois. 

Dans  la  nouvelle  ('dition  des  lili'-nn'iils  dr  In   Tliroric  di's  tli'IciiuiiKdils  qui 
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<ommo  ['Inlroditrliiiii,  paraît  à  ia  fois  on  français  et  en  allemand,  l  auleur  a 
inlioduil  diverses  améliorations  de  détail  dont  quelques-unes  se  trouvent  déjà 
dans  la  (luatrièmc  édition  (troisième  édition  française)  et,  dans  la  cin(|uième 
(seconde  édition  allemande).  En  outre,  il  donne,  en  appendice,  quarante 
exercices  supplémentaires.  Mais  à  pai't  cela,  le  plan  des  Ebhnents  est  resté 
le  même. 

Comme  dans  les  précédentes  éditions,  il  y  a,  en  tète  du  livre,  un  chapitre 
préliminaire  à  l'usage  des  commençants,  où  les  premières  propriétés  et  les 
premières  applications  des  déterminants  à  deux  ou  à  trois  lignes  sont  expo- 
sées d  une  manière  extrêmement  élémentaire.  Ce  chapitre  est  extrait  de 
Vlntroduction  n  la  théorie  des  détermiiiaiits,  analysée  plus  haut. 

Le  grand  texte  des  deux  premiers  chapitres  de  1  ouvrage  est  consacr»'- 
à  la  déduition  el  aux  propriétc's  fondamentales  des  déterminants  géné- 
raux. 

Dans  la  définition,  la  question  du  sigue  de  cha(jue  terme  est  traitée  de 
manière  à  ce  qu  elle  puisse  s  appliquer  sans  modification  aux  déterminants 
cubiques  ou  même  à  un  nombre  quelconque  d'indices. 

Les  propriétés  fondamentales  considérées  ont  été  classées  dans  un  ordr,- 
strictement  logique  el  sont  au  nombre  de  douze  seulement:  sept  sont  lela- 
tives  à  des  déterminants  quelconques,  deux  à  ces  déterminants  et  à  leuis 
mineurs,  trois  aux  déterminants  nuls  et  à  leurs  mineurs. 

Les  exercices  des  deux  premiers  chapitres  et  de  lappendice  sont  imprimés 
en  petit  texte.  On  y  fait  connaître  :  i'^  divers  théorèmes  généraux  moins 
élémentaires  que  ceux  du  grand  texte  (théorèmes  de  Laplace,  de  Muir,  de 
Kronccker,  etc.)  ;  2°  les  déhnitions  et  les  propriétés  de  la  plupart  des  déter- 
minants spéciaux  remarquables  :  circulant,  continuant,  déterminant  adjoint, 
gauche,  symétrique,  symétrique  gauche,  persymétrique.  cyclosymétriquc,  etc. 

Li!  troisième  chapitre  est  consacré  à  la  résolution  des  équations  linéaires, 
à  l'élimination  entre  des  équations  linéaires  (d'après  Rouciiéi  et  enfin  à 
1  élimination  entre  deux  équations  algébriques  quelconques.  L'exposition  de 
la  méthode  dialytique,  qui  est  basée  sur  un  théorème  de  Falk,  est  plus 
simple,  plus  complète  ou  plus  rigoureuse  que  celle  de  la  plupart  des  traités 
d  algèbre.  En  appendice,  on  trouve  le  principe  fondamental  sous  une  autre 
forme,  indépendante  du  théorème  :  toute  équation  algébrique  a  une  racine  : 
et  aussi  l'esquisse  ch-  la  méthode  de  (îrassmanu. 

RiiNuoi.D  MiiLLLK.  —  Leitfaden  f.  d.  Vorlesungen  iiber  darstellende 

Géométrie  an  d(M' heivoglichen  lecluiisclieu  lloclischule  zu  Bi'aunschweig. 

I  vol.  iii-(S°  de  8<S  p.  A'ieweg  u.  Solni,  liraunsrhweig,   1899, 

(]e  pctil  ouvrage  de  Géométrie  descriptive  u'a  pas  rie  écrit  poui-  la  librai- 
rie, et  cependant  il  y  est  arrivé.  \in  ell'el  1  auteur  ne  1  a  entrepris  que  sur 
les  instances  de  ses  élèves  et  il  pensait  le  faire  paraître  en  aulographie.  Le 
but  était  de  fournir  aux  étudiants  un  mémento,  i|ui  leur  permît  do  suivre  faci- 
lement les  cours  eu  consacrant  plutôt  leurlemj)s  à  la  reproduction  des  épures 
(ju'au  relevé  de  notes  théoricpu^s. 

II  ne  faut  donc  pas  S  étonner  si  cet  ouvrage  conlieul  peu  t\f  ligui'cs.  ni  de 
Ja  sobriété  de  ses  explications,  l^es  exercices  y  sont  en  nombre  réduit,  les 
développements  étant  doiniés  au  cours  que  l'élève  doit  suivre  parallèlement 
à  son  «'■tuile  de  lOuviMtri^. 
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Ce  volumo  ne  (.'onvioiidrait  pas  à  une  proiuièro  éliiiie  delà  Géoiiu'trie  des- 
criptive, mais  il  devicnl  immédiatement  utile  à  toute  personne  qui,  ayant  cul- 
tivé cette  branche,  désire  en  posséder  sous  un  format  restreint  les  pi-inci- 
palos  théories  et  applications.  C'est  une  carte  à  petite  échelle,  faisant  con- 
naître la  coidigiuMlion  générale  tl  un  pays,  sans  s'arrêter  aux  détails  du 
terrain. 

T/ouvrage  est  partagé  en  deux  parties  ;  la  plus  importante  est  consacrée 
aux  projections   parallèles,  soit  obliques,  soit  orthogonales. 

Après  avoir  passé  rapidement  en  revue  :  conventions,  définitions  et  symbo- 
les, l'auteur  traite  en  quelques  pages  la  représentation  du  point,  de  la  droite 
et  du  plan,  et  les  exercices  sur  ces  trois  éléments  combinés.  Un  exemple  de 
position  quelconi[ue  est  présenté  et,  dans  de  courts  alinéas,  les  résultats 
provenant  de  modifications  des  données  sont  établis  sans  d<'monslration. 
(>  est  au  lecteur"  à  construire  et  à  déduire  :  à  lui  de  travailler  le  texte. 

I/exposition  des  méthodes  île  rotation,  les  problèmes  sur  les  angles  nous 
font  pénétrer  plus  avant  dans  la  matière  ;  les  explications  sont  alors  plus 
amples  et  les  constructions  relatives  aux  exercices  se  précisent  soigneuse- 
ment. Passons  rapidement  sur  les  polyèdres,  leurs  sections  et  leurs  péné- 
trations pour  arriver  aux  chapitres  (,[ui  traitent  des  projections  du  cercle  et 
enfin  à  lélude  des  surfaces. 

Si  l'apidemenl  exquissées  c[u  elles  soient,  les  pages  qui  récapitulent  les 
surfaces  de  révolution,  les  surfaces  coniques  et  cylindriques,  hélicoïdales  et 
gauches  sont  des  plus  claires.  Elles  mettent  en  relief  ce  qu  il  est  néces- 
saire de  posséder.  Dans  le  cours  de  ces  différents  chapitres  nous  voyons 
apparaître  plusieurs  développements  analytiques,  des  formules,  dont  le  but 
est  de  démoiitrei-  rapidement  certains  théorèmes  sans  recourir  soit  à  la  Géo- 
métrie projective,  soit  à  de  trop  longs  raisonnements  géométric[ues.  La 
théorie  des  ombres,  des  plans  tol<'-s  et  l'axoMoniélrie  sont  enlevées  en  une 
flizaine  de  pages. 

La  seconde  partie  du  livre,  consacrée  à  la  projection  cent  raie,  est  de  beau- 
coup moins  étendue  ;  1  auteur  se  borne  à  fournir  quelques  indications  som- 
maires sur  la  représentation  des  éléments  et  sur  quelques  problèmes  usuels. 
Ce  livre.  I  auteur  en  convient  lui-même,  n  est  pas  écrit  pour  remplacer 
un  nuiuuel,  il  est  beaucoup  trop  résumé;  mais  c  est  un  petit  guide  qui  con- 
duira facilement  les  intelligences  timorées  à  travers  les  ecueils  des  ouvrages 
en  plusieurs  tomes.  Xous  pensons  donc  que,  vu  son  contenu,  il  aidera  non 
seulement  les  étudiants  de  Brunswick  à  s  assimiler  le  cours  de  leur  profes- 
seur, mais  i[u"il  contribuera  aussi  à  faciliter  létude  de  la  Géométrie  des- 
i-riplive  tians  d  autres  milieux. 

Ai.iMi.  Bkunolu.  (Genève.) 

H.  Lavklnt. —  Traité  de  perspective  à  lusage  des  peintres  ou  des  dessi- 
nateurs de  pi-otession  ou  des  persoinies  qui  désirent  se  faciliter  létude 
«lu  dessin  :    i   vol.  petit  in-.'i",  -'i   p.  avec  fig.  ;    l'aris.  C.  Schmid. 

"  (-e  petit  Traiti'  de  perspective,  annonce  1  auteur  dans  sa  préface,  est  sur- 
tout destiné  aux  peintres  qui  ont  bien  voulu  se  donner  la  peine  d  apprendre 
même  très  snpei'ficiellement  les  notions  de  Géométrie  élémentaire  exigées 
pour  le  baccalauré-at,  abstraction  faite  de  la  mesure  des  sui'faces  et  des  volu- 
mes,   l'ijiir  le  lire  avec  fruit,  il  faut  eu   outre  posséder  ([ludcjnes   notions    de 
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(jéonicHrio  dcscriplivc.  Cependaut,  Ifs  promiores  pa^es  peuvent  être  lues  et 
comprises  mémo  sans  connaître  la  Géométrie  descriptive,  et  les  procédés 
qui  s  y  trouvent  démontrc'-s  suffisent  déjà  pour  mettre  en  perspective  un  grand 
nombre  d'objets  et  pour  éviter  des  fautes  grossières  aux  peintres  compo- 
siteurs, i) 

Les  artistes  peintres  so  donneraient  la  peine  d  apprendi'o  la  perspective 
s'ils  savaient,  d'une  part,  comme  il  est  facile  d'en  comprendre,  d  en  retenir 
et  d  en  appliquer  les  règles,  et,  d'autre  part,  les  immenses  ressources  qu'ils 
peuvent  en  tirer  pour  produire  l'efTet. 

L'ouvrage  est  divisé  de  la  manière  suivante  :  Chap.  I'""  :  Préliminaires.  — 
Chap.  II  :  Solution  de  quelques  problèmes.  —  Chap.  III  :  Perspective  des 
Dinbres  et  contours  apparents.  —  Chap.  lY  :  Perspective  sur  un  tableau  qui 
n  est  pas  plan;  notes  diverses.  —  Chap.  V  :  Copie  d  après  nature. 

Ce  petit  volume  est  édité  avec  une  rare  perfection  d  exécution  matérielle  ; 
les  figures  sont  d  une  admirable  clarté.  Aussi  croyons-nous,  à  cause  du  fond 
et  de  la  forme,  qu  il  trouvera  de  nombreux  lecteurs  parmi  les  artistes,  que 
1  auteur  a  surtout  en  vue.  Les  disciples  de  l'école  réaliste  eux-mêmes  seront 
curieux  de  le  consulter  et  y  pourront  éprouver  quelque  plaisir,  malgré  lap- 
préciation  plutôt  sévère  de  M.  Laurent,  qui  accuse  cette  école  de  ne  pro- 
duire «  que  des  effets  repoussants  ».  Nous  qui  n'attachons  qu'une  importance 
secondaire  aux  questions  d'étiquettes,  de  chapelles  et  d'enseignes,  en  matière 
d'art  ou  de  science,  nous  croyons  que  des  notions  élémentaires  de  perspec- 
tive, bien  présentées,  comme  elles  le  sont  ici,  ne  pourront  jamais  nuire  au 
talent  d  un  artiste,  qu  il  soit  sculpteur,  architecte  ou  peintre,  jjrocédant  de 
Ivaphael.   do  Michel-Ange,  de  Courbet  ou  de  Manet. 

Annuaire  pour  l'an  1900,  publié  par  le  bureau  des  longitudes  :  avec 

«les  notices  scientifiques  ;    i   vol.  in-J8  de  près  de  800  p.  :  prix  ;    i  fr.   5o  : 
Paris,  Gauthicr-Yillars. 

Ce  petit  volume  compact,  contient  comme  toujours  une  foule  de  renseigne- 
ments indispensables  à  1  ingénieur  et  àlhomme  de  science.  Parmi  les  notices 
de  cette  année,  signalons  tout  spécialement  celle  de  M.  A.  Cornu,  sur 
Les  machines  génératrices  des  courants  électritfues  et  celle  de  .M.  G.  Liim'- 
MAXx,  sur  Les  nouveaux  gaz  de  l  atmosphi're. 

Il  y  a  lieu  d'attirer  en  outre  l'attention  sur  une  innovation  fort  importante, 
mais  qui  troublera  pendant  quelque  temps  bien  des  habitudes.  A  partir  de 
1900,  toutes  les  heures  sont  exprimées  en  temps  civil  compté  de  o  h.  à  i'\  h. 
Par  exemple,  on  dînera  à  19  h.  pour  aller  au  théâtre  à  10  h.  3o  m.  Plusieurs 
horaires  de  chemins  de  fer  étrangers  ont  adopté  déjà  ce  mode  de  division  du 
temps  ;  et  il  est  probable  que  d  ici  peu,  nous  verrons  apparaître  des  mon- 
tres et  des  horloges  graduées  suivant  ce  système,  où  les  heures  du  jour 
sont  G  h.    à  18  h.  et  où  les  heures  de  nuit  sont  o  ii.   à  G  h.  et  18  h.   à  •i'\  ii. 

1;.  Lampi;.  —  Die  reine  Mathematik  in  den  Jahren  1884-1899,  n.l)si 

Aclenstiiken     zum     Leben    von    Siegf.     Aronhold     mit     seineni    Biidnisse. 
I  broch.  gf.   in-S"^',  48  p.  W.  ]-]rnst  u.  Sohn,   Berlin,  1899. 

Cet  opuscule  a  été  écrit  à  loccasion  du  Centenaire  de  If'eole  technique 
supt'-rieure  de  Berlin.  Ce  sont  ipn^lques  pages  d  histoire  destini'es  non  seule- 
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ment  aux  niatliéinaticicns,  mais  à  1  ensemblo  dos  savants.  On  y  trouve  un 
intéressant  exposé  du  développement  des  sciences  mathématiques  pures 
pendant  les  quinze  dernières  années.  L  auteur  passe  en  revue  les  divei-ses 
branches  et  signale  les  travaux  fondamentaux  dont  elles  se  sont  enrichies 
pendant  cette  période.  Placé  depuis  bien  des  années  à  la  tète  de  I  imporlanl 
recueil  les  Forlschritte  der  Mathcinatik,  M.  I>ampe  était  tout  particulière- 
ment désigné  pour  résumer  en  quelques  pages  un  si  vaste  sujet. 

L  ouvrage  se  termine  par  un  certain  nombre  de  documents  odlcifls  et 
autres  concernant  la  vie  de  l'éiuinent  géomètre  Ako.niiold  (1819-1881)  i|iii  (ni 
une  des  illustrations  de  IMcole. technique  supérieure  de  Berlin. 


Cl.  Vid.\l.  — Pour  la  Géométrie  euclidienne:  étude  critique  élémen- 
taire sur  les  tondemeuls  de  la  (n'uim-li-ie  :  gr.  in-8",  j.  p.  ;  Paris,  Cro- 
ville-Moranl.   1900. 

Yoiei  encore  un  plaidoyer,  fort  intéressant,  en  faveur  de  la  Géométrie 
euclidienne,  et  contre  1  impossibilité  de  la  démonstration  du  célèbre  postu- 
latuni.  L  auteur  se  propose  d  établir  que  la  notion  de  droite  lobatchefs- 
kienne,  aussi  bien  que  celle  de  droite  riemannienne,  est  à  rejeter,  en  tant 
tjue  droite,  et  il  arrive  à  celte  conclusion  :  "  il  n"y  a  qu  une  GéouK'trie.  la 
Géométrie  euclidienne,  parce  qu'il  ny  a  qu  une  droite,  la  droite  eucli- 
dienne. «  La  brochure  est  divisée  en  six  paragraplies  :  les  trois  Géoméiries  : 
—  Di'monstration  du  postulatuni  d'Euclide  dans  la  tliéorie  des  parallèK's  ; 
conséquences  do  cette  démonstration  :  —  Discussion  des  arguments  sur  les- 
quels se  fonde  la  prétendue  indémonlrabilité  du  postulatum  d'iîudide  :  — 
Identité  de  la  droite  riemannienne  avec  une  circonférence  de  grand  cercle 
d  une  sphère  :  —  l'nité  de  la  Géométrie:  vraie  signification  des  théories  i\on 
euclidiennes  :   —  Sur  ([uelques  définitions  de  la  ligne  droite. 

Nous  nous  garderions  bien,  surtout  dans  cette  Revue,  de  prendre  parti 
dans  un  sens  ou  dans  1  autre.  Mais  nous  croyons  que  ce  retour  offcnsit  des 
euclidie/is,  caractérisé  par  les  travaux  de  M.  le  Général  Frolov,  par  la  bro- 
chure de  M.  Vidal,  et  par  quelques  autres  tentatives,  amènera  de  nouvelles 
discussions,  dans  lesquelles  la  Science  .Mathématique  et  la  Philosophie  nv 
pourront  que  gagner.  Nous  serons  très  disposés,  à  l'occasion,  à  metli-e 
1  Hitseigiieincnf  inutliéniatique  à  la  disposition  des  deu.x  camps.  Ces  poli'nii- 
ques  forcément  courtoises,  entre  adversaires  également  animés  par  ranu>ur 
sincère  de  la  vérité,   ne  peuvent  être  qu'une  source  de  progrès. 

(^.-A.    L.MS.VM. 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences  ;  i.  (IXXIX  ; 
Paris,  (iautliicr-Villars,   1899. 

No  25  (18  décembre).  —  Prix  (iéceriu's  et  proposés 

N^  26  (-lô  décembre).  —  P.  Vieilli:  :  Sur  les  discontinuilés  produites  par 
la  détente  brusque  de  gaz  comprimés. 

T.  CXXX  ;  Paris,  Gaulliier-Villars.  1900. 

N"  I   (2  janvier).  —  Servant  :  Sur  les  systèmes  orthogonaux. 
N"  2  (8  janvier).  —  Estie.nxl  ;  Sur  la  théorie  des  erreurs. 
N'^  3  (i5  janvier).  —  H.  Padé  :  Sur  la  distribution  des  réduites  anormales 
<1  une  fonction.  —  J.  Ptoszycki  :  Sur  la  réduction  d  un  problème  algébrique. 

—  A.  BouLANGiciï  :  Détermination  d  invariants  attachés  au  groupe  G,g^  de 
M.  Klein.  —  A.  Broca  :  Champ  de  vecteur  et  champ  de  force.  Action  réci- 
proque des  masses  scolaires  et  vcctorielh's.  lùiergie  localisée.  —  A.  Pe- 
TROVSKY  :  Sur  la  distribution  du  potentiel  dans  un  milieu  homogène. 

iS"^  4  (22  janviei).  —  C.  Guichard  :  Sur  les  surfaces  isothermiques.  — 
RiQUiER  :    Sur  le    degré  de  généralité    d'un  système  dilférentiel  quelconque. 

—  A.  Petrovsky  :  Sur  la  mesure  de  la   capacité  dans   un  milieu  hétérogène. 
N'J  3  (29  janvier).  —  H.  Duport  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

—  H.  Peïri.ni  :  Sur  1  existence  des  dérivées  secondes  tlu  potentiel.  — 
P.  Vieille  :  Sur  la  loi  de  la  résistance  de  1  air  au  mouvement  des  pro- 
jectiles. 

N'-'  G  (j  février).  —  J.  Claikin  :  Sui-  uni-  classe  de  transformation.  - — 
il.  CossERAT  :  Sur  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  algébrii|iies  à  dou- 
ble génération  circulaire.  —  Autonne  :  Sur  les  équations  algébriques  anhar- 
moniques.  —  G.  A.  Miller  :  Sur  les  groupes  des  isophmorismes.  —  \. 
Broca:  Sur  les  masses  vectorielles  de  discontinuité. 

N"  7  (12  février).  —  Eue.  Cosserat  :  Sur  les  cercles  tangents  à  quatre 
plans  isotropes  et  sur  les  surfaces  à  double  génération  circulaire.  — 
A.  Tmyuaut  :  Sur  les  équations   harmoniques  et  les   surfaces   isothorniiquos. 

—  AuTo.N.MC  :  Sur  les  équations  algé'bri(jues  aniiarinonic|ues.  —  Estienne  : 
Valeur  plausible  dune  grandeur  variable.  —  .V.ndraue  :  A  propos  de  deux 
problèmes  de  probabilités.  —  \V.  Sterloei  :  Sur  la  méthode  île  Neuniann 
et  le  problème  tie  Dirichlet.  —  Daviuogloi'  :  Sui-  les  zéros  des  inlt-grales 
réelles   des  l'quatious   linéaires  de   troisième  ordn\ 

N°  8  (19  février).  —  E.  Picard  :  Sur  la  délerMiiiialion  des  iiilé'grales  de 
certaines  équations  aux  dérivées  partielles  par  leurs  valeurs  sur  un  contour 
fermé.  —  R.  Bricakd  :  Détermination  des  surfaces  ayant  un  système  de  lignes 
de  coui'bnre  t'-irales.  —  C.  Gliciiako  :    Sur   une    ti-ansformalion   des  surfaces 
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isolhorniiqiics.  — Stekloff  :  Sur  les  pioblénu's  do  Xeuinann  cl  de  Gauss.  — 
G.  HuAJBERT  :  Sur  les  fonctions  à  quatre  paires  de  périodes.  —  Râteau  : 
Théorie  des  hélices  propulsives. 

N''  9  (iG  février).  —  M.  d  Ocag.m:  :  Siii-  lapplit  atioii  de  la  .Xoino^raphie 
à  la  prédiction  des  occultations  détoiles  par  la  lune.  — A.  Korx  :  Sur  la 
méthode  de  Neumann  et  le  problème  de  Dirichlet.  —  X.-J.  Hatzidakis  : 
Sur  les  équations  cinéuiatiques  fondamentales  des  variétés  dans  1  espace  à  n 
(limensions.  —  Gouy  :  Sur  le  niouvenient  lumineux  et  les  formules  do  Fou- 
riei". 

Annali  di  mathematica  pura  ed  applicata,  dirii^ées  antérieurement  par 

F.  ijRiosciu  cl  iH)utiuiu''es  par  les  prole.sseurs  E.  Beltra.mi.  L.  Cur.MONA. 
F'.  DiNi  et  G.  Iu.\G  :  série  >.  t.  III  :  prix  d  abonnement  à  un  vol.  :  i6  L.  : 
Milan.  C.  Rebeschiui,  1899. 

Fasc.  j,  i.  —  Bia.nchi  :  Sulla  leoria  délie  traslormazioni  délie  superficie 
a  curvatui'a  costante.  — ■  Vitf.kbi  :  SuU'  opcrazione  funzionale  ra])pre.-entata 
(la  un  inlegi'ale  definita.  riguardata  come  elemento  d'un  calcolo. 

American  journal  of  mathematics,  ctliled  by  S.  Xi.wco.mb  ;  prix  d  abon- 
nement annuel,  ')  tlollars  :  vol.  XXII.  Baltimore,  John  Hojjkins  Press, 
1900. 

X"  I  (janvier).  —  M.  Petrovitch  :  Appareil  à  liquide  pour  lintégratiou 
graphique  de  certains  types  d  écjuations  différentielles.  —  G.  11.  Lk\g  et 
G.  A.  Miller  :  Proof  that  there  is  no  simple  Group  whosc  order  lies  betwen 
1092  and  iooi.  —  T.  E.  Holgate  :  Note  additional  to  a  former  Paper  «  on 
eerlaiii  ruied  surfaces  of  the  fourth  Order  ".  —  II.  FKi;E.MAN.N-  Sticcker  : 
Xon-euclidian  Properties  of  p.lane  cubics. —  E.  O.  Lovett:  Note  on  tlie  dit- 
ferential  Invariants  of  Goursat  and  Painlevé.  —  E.  O.  Lovett  :  Supplenien- 
tary  Xole  on  projective  Invariant.  —  !.■.  E.  Dickson  :  Certains  Snbgroup- 
of  the  Betti-Mathieu  Group.  —  W.  H.  Metzler  :  On  the  excess  of  the  num- 
bcr  of  Combination  in  a  Set  whicli  hâve  an  even  number. —  E.  \\".  Rkttger  : 
On  Lies  tlieory  of  continuons  Cîroups.  —  Y.  Snyuer  :  Liner  of  curyature 
ou   annulai'  .Surfaces  having  two  splierical  Directrices. 

Periodico   di  mathematica    per    1  insegnamento   secondario,    dirigé    par 

G.  l^A/.zi.UKi  :  oi'ganc  de  i  association  «  Mathesis  »  ;  prix  d'abonnement 
annuel,  Italie.  8  L.  ;  Etranger,  9  L.  ;  série  II.  vul.  Il,  1900  ;  Livourne, 
\\.  (iicosli. 

Siipphuiif/ila  al  periodiva  cl  i  iiiittlii'muticit  :  prix  d  abonnement  annuel  .• 
Italie,  1  L.  :   iùrauger,  2  L.   jo  :  i'  année,  1900  :  Livourne,  II.  Giiisli. 

Jornal   de    Sciencias  Matematicas    e    astronomicas.    pnblicado    pelo 

1)'"F.  (ioMis  Ti;ixi;iiiA.  l.  .MU.   1899.    Imprensa  da  l'uiversidade.  Coimbra. 

N''  6.  —  11.  Marcolo.ngo  :  Les  composantes  de  déformation  d  un  milieu 
continu.  —  Bibliographitv 

Nyt  Tidsskrift  for  Matematik.  redigeret  of  C.  Jlel  og  \  .  Trier  ;  série  A, 
I  I''  ann('(\  n"  i  et  2  ;  série  Bj  lo''  année,  n'^  î,  1899,  L.  Jorgensens,  Copen- 
hay-ne. 
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Nieuw  Archief  voor  "Wiskunde,  dirigé  par  J.-C.  Kluwkk.  D.-J.  Kor- 
TKWEG,  et  P. -H.  SciiOL'TE  :  twccdc  Ilceks,  Deci  IV,  Dcrde  Sliick,  1899; 
Delsman  en  Nolthcnius,  Auislei-dam. 

Revue   semestrielle   des  publications    mathématiques,    [juhliéc   par 

P. -II.  SCHOUTE,  D.-J.  KOKTEWEG,  J.-C.  KlLYVEK.  W  .  K.VPTEY.X,  P.  ZeE- 

.MA.N.N,    t.    VIII,    i"^   partie,    avril-octobre    1899  ;    Uclsiiian  en    IVolthenius, 
Amsterdam. 

Revue  générale  des  sciences  pures  et  appliquées,  dirigée  par  L.  Oli- 
vier, II''  année,  1911;»;  Arai.  (^ulin  cl  C"-",  Paris. 
ÎS'"  1  (3o  janvier).  —  A  signaler  le  remarquable  article  de  M.  Eui.  Picard  : 

L'idée  de  fonction  depnis  un  siècle. 

Zeitschr.  fiir  Mathematik  und  Physik,  begriindet  durcH.  O.  SchlO-milch, 

gcgen\v;erlig  liei'ausgcgcljcn  von  D'  11.  Meh.mke  und  D''  M.  Cantor  :  l.  XLV, 

n°  I,  1900  :  Teubner,  Leipzig. 

I  Hefl.  —  Slan.  Jolles  :  Die  charakteristiîsclieu  Parabcln  des  cint'achcn 
gleichiuiessig  belastelcn  Balkens.  —  Jos.  Grù.nwald  :  Lineare  Losuiig  der 
Aufgabcn  ueber  das  Verbindeu  und  Schneiden  imaginterer  Punkle,  Geraden 
und  Ebenen.  —  K.  Heun  :  Nene  méthode  zur  appro.vimativen  Intégration  der 
Differentialgleichungen  eiiier  unabhiengigen  Ver;enderlichen.  —  J.  Jung  : 
Synthelische  Betrachtung  eines  in  sich  bewegten  Kadens.  —  J.  Eggenberger  : 
Zur  Darstellung  des  Bernouillischcn  Theorems  in  der  Wahrscheinlichkcits- 
rechnung.  —  C.  Blrali-Forti  :  Sur  la  formule  de  Taylor  pour  les  formes 
géométriques.  —  H.-E.  Timerding  :  Ueber  einige  conforme  Abbildungen.  — 
W.  Elsasser  :  Die  Funklion  des  Auges  bel  Leonardo  da  Vinci.  —  E.  Wap- 
l'LER  :  Zur  Geschichte  der  Mathcmalik. 

Monatshefte  fiir  Mathematik  und  Physik.   hcrausgegeben  von   prof. 

(j.    von    Es(;ni:;Kicn    nud    prof.   L.  (ii;t;i;.NBALi:K,   11*^   année,   1900,  Eisenstein 

et  C'*^,  Vienne. 

I.  Vierteljahr.  —  J.-A.  G.mki.nek  :  Ueber  die  Primzahlen  uiui  Primideale 
ini  Rationalitaùsgebicte  der  fiinfteii  Einheitswurzeln.  —  K.  Zixdler  :  Ueber 
Comple.\curven.  —  K.  Carda  :  Zur  Théorie  der  algebraischen  (iruppen  der 
Geraden  und  der  Ebene.  —  O.  Bier.mann  :  Ucbcr  die  Evolulen  von  Raum- 
curven.  —  O.  Stolz  :  Zum  Existeuzbeweis  fur  das  complexe  Intégral.  — 
Erw.  DiNTZL  :  Bemerkung  ùber  cinen  Satz  des  Herrn  Lerch. —  A.  Schwarz  : 
Ueber  die  Kriimmung  der  cyklischen  Curven  iiebst  cinem  Beitrage  zur  neue 
l'en  Dreieccksgeomctrie. 

Zeitschr.    fiir    math.    u.    naturw.    Unterricht,    lierausgegebeu    von 
J.-G.-^  .  lloii.MA.N.N  ;  ;Ji'^  année,  1900,  Teubner,  Leij»zig. 
A'"^  I. —  Vorworl  des  Ilerausgebers  zum  XXXI.  Jahrgang.  —  A.  Schiilke  : 

Berechnung  der  Plancten-l-]rscheii)ungen.  —  Klcinore  .Milleilungen. 

Journal    fiir    reine    und    angew^andte    Mathematik,    gegriindei    von 
A.-L.  Crklle,  lierausgegebeu  von  i^.  ln;iis,  l.  CXXl  en  -i  fascicules,  1899. 
Rcimer,  Berlin. 
l'\is(\   I   et  ■!.    —  L.-W.  Tuo.MÉ  :  Ueber  lineare  DillVrenlialgIeichunij;on  mit 
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niehrwcrligen  algebraisclien  Coe(liciiMiteu.  —  11.  DiiOKKiND  :  l, ebor  die  Anzalil 
der  Idealklassen  in  reincn  kubischon  ZahlkOrperu.  —  K.  Boehm  :  Die  Exis- 
lenzbedingungon  cinos  von  don  crston  nnd  zwciten  Dilfercntialquotionlon  dcr 
Coordiualon  abhiingigon  kinolischen  Polentials.  —  T^.  Komgsbekgfk  :  IClx'i- 
die  allgeuieinou  kinolischen  Polentialo.  —  [>ud\v.  Schlksingf.r  :  Uober  j)ru- 
joctivo  Substitulioncn,  die  oinen  Kreis  ungt^indcrt  lasson. 

Fasc.  3.  —  Lndw.  Schli:si.\gi;k  :  Uober  verlauschbare  lineare  Subslilntio- 
jien.  —  Ti.MKKixG  :  Uober  eine  Kugelsehar.  —  G.  ^^'ALLl.^•BEKG  :  Uober  JUr- 
cati'»chc  Di(rorentialgleiehnngen  hoelierer  Ordnnng.  — •  G.  Wali.enberg  : 
Zur  Thcorio  der  Dlireroiitialinvarianten.  —  Rich.  Fucus  :  Uober  linearoDiF- 
ferentialgloicliungou  wolche  mit  ihrer  adjungirten  zu  derselbcn  Art  gohoren. 

—  G.  Wallenberg  :  Die  Difl'eronlialgleichungen  dorcn  allgeineinos  Intégral 
eine  linoaro  gebrocheno  Funktion  der  wiilkùrlichon  Conslanten  ist.  — 
E.  Grùnfkld  :  Uober  die  einer  linoaron  Dillerentialgleiehiing  //-ter  Ordnnng 
adjungirten  und  associerlen  Dilferentialgleichnung  n-lcv  Ordnnng.  —  Alf. 
Meder  :  Znr  Théorie  der  singnUvrcn  Punkto  einor  Rauinkurvo.  —  G.  Piron- 
Dixi  :  Sur  quelques  lignes  liées  à  l'hélice  cylindrique. 

Fasc.  4-  —  ^I-  Hamburger  :  Ueber  die  singuhi^ren  LOsungeu  doraligemoi- 
nen  Dilferentialgleichungon  hôhorcr  Ordnnng.  —  Fr.  Kutter  :  Ein  benier- 
kenswerther  Zusamniouhang  zwischen  der  Statik  biegsaïuor  unausdehnbarcr 
Fla^chon  und  der  Lehre  von  der  Bewegung  einos  Kiirpers  in  einer  Fliissig- 
keit.  —  P.  Appelé  :  Sur  une  forme  générale  dos  équations  do  la  Dynamique. 

—  L,  Kœmgsbekgkr  :  Uelicr  die  l-lntwickolungsform  algobraischer  Funk- 
tionou  iiud  (lie  Irreduclil)ilila'l  algebraisciier  (iloicluingen. 

Jahrbuch  tiber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  bogrundot  von  Cari 

OiiH  r.MANN,  im  ^'or(•i^  uiit  aiideru  .Malbeniatikeru  nnd  unler  besonderer 
Mitwirkung  der  Horron  Félix  Miïller  und  Albert  ^VA^•GERI^•  herausgege- 
ben  von  l'uiil  [.ampe:  1.  XXVIII,  année  1897  (en  trois  fascicules)  ;  3*^  fasci- 
cule, un  vol.  Im-S"  de  lxvii-J^j  p.,   1900,  Gcorg  Reimer,  Berlin. 

Le  troisième  et  dernier  l'ascicule  du  tome  XXVIII  contient  les  sections  X 
{MevanKjue),  XI  [Physique  ma  thv  m  a  tique),  et  XII  [Géodésie,  .4slruiiuiiiie, 
Météorologie). 

Unterrichtsblaetter    fur    Mathematik    und    Naturwissenschaften, 

lierausgcg^'lxii   vmi  proless.    l)f.-l].  Sciiwalbe  und  proless.    1  r.    l'ii.r/.KEn, 

)'^  année,   1899,  ^-  ^""*'-   Birliii. 

rs'"*  •)  et  6.  —  Ces  deux  fascicides  contiennent  les  communications  présen- 
tées par  MM.  Kiepert,  Braùer,  Habenicht,  Koiii.rauscu,  Riciiïer,  Sch.midt, 
à  la  réunion  annuelle  de  Hanovre  et  dont  nous  avons  rendu  compte  dans  le 
numéro  4  do  L  Enseignement  iiuit/iémulique  (1899,  p.  agS-ioi). 

Formulaire  de  Mathématiques,  pulilié  par  la  lirsuc  de  Mathéiuntiques. 

directeur  (i.  Pea.no;  t.  II,  n"  '^,  i  vol.  gr.  in-8",  199  [>.:  Logique  malhéma- 
liiiue  :  Arithm«''tii|ue  :  Limites:  Xombres  complexes:  Vecteurs:  Dérivées; 
Intégrales.  Prix  :  5  L:  Turin.  Bocca,  Clausen.   1899. 

l..  W'aelo.n.  —  Leçons  d'optique  géométrique  à  lusage  des  élèves  de 
n<alhémati([ues  s[)<'ciales.  i  vol.  grand  iii-S"  de  vii-34'i  pages,  avec 
i6<)  ligures  ;   prix,  9  fr.  :  l'ai'is,   (  iauf  hi('^-^  illai-s.   1900. 
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\l.  Camk.n.  — Eléments  de  la  théorie  des  Nombres,  tunt^iucuces,  foi-mcs 

quadratiques,    nombres    incommensurables,    questions    diverses    :     i    vo!. 
grand  in-8"  de  viii-io'J  pages  ;  prix,   12  fr.  ;  Paris,  Gautiiier-A'illars.  1900. 

Jacques  Boyek.  —  Histoire  des  m.ath.ématiques  :  illuslrre  de  fac-similés, 
de  manuscrits  et  de  ]jortrails  :  i  vol.  iu-S  '  caiT<''  dt'  ii^'i  p.,  Jolig..  cai-- 
tonnc  à  l'anglaise  :  prix.   î  fr.   :  Paris.  Ci.  (^arré  et  C.  .\auii,  icjoo. 

G.-M.  TiiSTi.  —  Elementi  di  matematica  ad  uso  degli  alenmi  delk'  scuole 
normali:  3"  edizione. 

Fasc.  I  :  Nozioni  di  Algebra  :  radiei  quadrate  e  cubiche  :  pr..  0,80  L.  — 
Fasc.  II  :  Geomelria  piana  :  generalità  :  eguaglianza  :  equivalenza  e  misura  : 
pr.  0,80  L." —  Fasc.  III:  Aritmetica  razionale  :  norme  didattiche  per  linseg- 
namento  dell'  Aritmetica  nelle  scuole  eleraentari  inf'criori  :  pr,  0,90  L.  — 
Fasc.  lY  :  Proporzionalità  e  similitudinc  :  norme  per  linsegnamento  délia 
Geomelria  piana  nelle  scuole  elementari  :  pr.  o.Go  L.  —  Fasc.  Y  :  Propor- 
zionalità e  problemi  relativi  ;  norme  didattiche  per  1  insegnamento  dell 
Aritmetica  nelle  scuole  elementari  superiori  :  pr.  0,70  L.  —  Fasc.  YI  • 
Geomelria  solida  ;  noruie  didattiche  per  linsegnamento  dcUa  Geomelria 
solida  nelle  scuole  elementari  :   pr.  0,90  L.  —  Livourne,    R.  (iiusti.  1900. 

E.  CoTTON.  —  Sur  les  variétés  à  trois  dim.ensions   (thèse  de  doctorat 

présentée  à  la  faculté  des  sciences  de  Paris   ;   iii-j'^,   5/(  p.:  Paris,  Gauthier- 
^'iila^s,   1899. 

J.  Pù-\(  iiiKv  —  Der  Géométrie  Unterriclit  in  der  I  et  II  Klasse  der 
Kantonsscliule  und  in  Realschulen.  1  vol.  in-8\  iç-ij  p.  L.  llitz.  Chur. 

1899- 

Em.  Bag.noli.  —  Trattato  délie  Corde  nel  Circolo.  une  broch.  in-S",  87  p.  ; 
Erm.  Loescher  et  tl'".  lloim'. 

E.  B.  —  Geometria  rettilinea  e  curvilinea.  tratiata  cou  metodo  preeu- 
clidico,  e  Cronogoniomeiria,  un  vol.  in-8",  u9i  p..  avec  un  fascicule  conte- 
nant 24  planches  :   prix  :   5  lires  :   1899.  Erm.  Loescher  et  C''\  Rome. 

R.   BôGER.   —  Ebene  Géométrie  der  Lage,   un  vol.  in-8'\   289  :  prix  : 

5  marks  :  t.  AU  île  la   CoHiu-tiini  i/i'  Scliuhert  :  (ioeschen,  Leipzig. 

F.  BouMCRT.  —  Ebene  und  sphaerische  Trigonométrie,  un  vol.   in-8", 

160   p.;    jjri.x   :    2   mai'ks  :    t.    111   de  la  Colloclioii  do  Sc/tiihert  :   (ioesclieu. 
Leipzig. 
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SUR     L  A 


PHILOS  ()  P  H  l  E   DES    M  XV 1 1  !•:  M  Al  l  O  L  E  S  (') 


Cent  ans  se  sont  écoulés  depuis  le  i()  j;uiviei'  i7<)8,  jour  de 
la  naissance  d'Auguste  Conite. 

Depuis  sa  jeunesse  jusqu'aux  derniers  jouis  de  sa  vie,  ce  philo- 
sophe a  constamment  cherche  à  réaliser  cet  idi'al  :  rétablir  sur 
des  bases  nouvelles  l'union  des  esprils  <[ue  l'on  possédait  au 
nioven  âge,  quand  l'Europe  occidentale  n'avait  «pi'un  seul  chel 
d'église,  le  pontife  des  catholiques. 

Ce  rêve  d'Auguste  (^omte  ne  s'est  jamais  accompli  ;  il  faut 
reconnaître  en  elï'et  ([n'en  dépit  des  eflorts  de  Comte,  l'anarchie 
intellectuelle,  que  lui-même  crovait  être  un  des  plus  gi'and  maux 
de  l'humanité,  n'en  subsiste  pas  moins  et  se  manifeste  dans  l'ap- 
préciation, souvent  si  opposée,  de  l'œuvre  de  Comte.  Tandis  que 
ses  adeptes  peu  nombreux,  mais  parsemés  par  tous  les  coins  de 
la  teri'c.  voient  en  lui  le  londaleur  dune  nouvelle  religion,  cà  et 
là  s'élèvent  des  voix  qui  lui  refusent  toute  importance  philoso- 
phique ;  on  va  même  jusqu'il  dire  que  ses  idées  furent  les  visions 
d'un  fou.  Il  \  a  (jii('l([nes  annt'es,  parurent  dans  la  llcviic  <lcs  l)cn.v- 
Mondes  les  articles  du  célèbre  mathématicien  Joseph  Bertrand, 
secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  ailicles 
consacrés  à  la  mémoire  de  Comte,  L'un  de  ces  articles  finit  par 
ces  mots  :  «  Les  pensionnaires  de  Charenton  sont  nombreux  ; 
pres(pie  tous  sont  plus  fous  ([u'Auguste  Comte,  mais  j'en  ai  connu 
([ui  Tétaient  moins!  ». 

Il  laut  diif  pdinlaul  f[ii  il  y  a  des  gens  d'une  ojHiiiou  iiilernii- 
diaire,  (|ui  voient  dans  le  Cours  t/c  p/iilosojj/uc  /fcsitfs'c  de  Comte, 


(')  Traduit  du  jdui'ii.-il    ])liilosii[>bi<[uu  tic  Mi'scou  {\'<<jnoi'si/  /i/oso/ii  i  i>nii:/iii/o:fii: 
i8f)<)),  par  M""  A.  Giiomeka. 
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ninsi  que  clans  le  Trailè  de  la  mèlliodc  de  Descartes,  la  plus  bril- 
lante jnaniresUilion  île  la  philosophie  généralisatrice  du  peuple 
français.  Les  mêmes  personnes  croient  également  que  Tintrodue- 
tion  de  la  sociologie  dans  le  cours  des  sciences  positives,  introduc- 
tion due  à  (bonite,  est  un  grand  service  qu'il  a  rendu  à  la  pensée 
humaine.  Quant  à  l'importance  des  idées  de  Comte  relativement  à 
la  philosophie  des  autres  sciences  particulières,  c'est  une  question 
dont  on  s'est  peu  occupé.  Or,  la  présente  étude  a  précisément 
pour  but  d'attirer  lattcntion  sur  celles  des  idées  de  (Jointe  con- 
cernant la  philosophie  des  mathématiques  et  qui  ont  été  confirmées 
plus  tard  par  le  développement  des  sciences  mathématiques. 

Dans  les  œuvres  des  grands  penseurs,  ce  qui  mérite  vraiment 
notre  attention,  ce  sont  celles  de  leurs  idées  qui  ont  été  en  quel- 
que sorte  comme  des  jalons  plantés  sur  le  chemin  de  la  pensée 
humaine  ;  quant  à  leurs  erreurs,  il  n  y  a  ni  intérêt  ni  utilité  à 
les  rechercher. 

I 

Un  talent  mathématiqOe  exclusif  qui  se  manifesta  chez  Comte 
dès  sa  première  jeunesse  le  décida  à  entrer  en  i8i4  à  lEcole 
Polytechnique,  laquelle  alors,  comme  aujourd'hui,  était  en  France 
le  centre  de  toute  éducation  mathématique  sérieuse.  Dans  une 
liste  des  candidats,  dressée  par  un  des  quatre  examinateurs,  il 
lut  inscrit  le  premier  ;  dans  les  autres  listes,  les  premiers  furent 
Duhamel  et  Lamé.  Pendant  tout  le  temps  que  Comte  a  passé  \\ 
l'Ecole  Polvtechnique,  ses  talents  et  son  application  lui  valurent 
la  bienveillance  de  ses  illustres  maîtres  l^oinsol  et  Xavier. 

En  1816,  les  malentendus  de  Comte  avec  un  des  répétiteurs  de 
l'Ecole,  Lefébure  de  Fourcy  (auteur  d'un  manuel  bien  connu  de 
Géométrie  analytique),  l'obligèrent  à  suspendre  ses  études  à 
l'Ecole  Polytechnique.  Après  avoir  vainement  cherché  ii  devenir 
secrétaire  de  Casiniir-Périer,  le  futur  ministre  de  Louis-Philipj)e, 
Auguste  Comte  se  voua  à  l'enseignement  privé  des  matheina- 
ticpies  élémentaires.  Cette  occupation  lui  laissa  assez  de  tenq)s 
lil)re  pour  la  lecture,  létude  et  la  préparation  de  ses  six  volumes 
de  Philosophie  positive,  volumes  dont  le  premier,  paru  en  i83o, 
contient    l'exposé   des   cours   (pie   Comte   fit  en  iS^t)  devant  un 
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auditoire  choisi  où  Ion  comptait  entre  autres  Fourier,  Poinsot, 
Xavier  et  Blainville. 

Eu  i8i)ù,  Comte,  recomuuiudé  pai'  Xavier,  lut  uommé  répéti- 
teur d'Analyse  et  de  Méeanicjue  à  l  lkH)le  Polytechnique;  et,  après 
la  mort  de  Xavier,  il  occupa  temporairement  sa  chaire.  Cette 
place  tut  définitivement  oflerte  à  Duhamel,  et  ii  ce  propos  Ber- 
trand raconte  le  trouhle  (|ue  ce  changement  de  professeur  pro- 
voqua a  l'Ecole  Polytechnique,  où  les  étudiants  étaient  ravis  de 
renseignement  de  Comte.  Dès  la  première  conférence,  Duhamel 
s'opposa  à  l'idée  favorite  de  Comte  —  l'admission  des  séries 
divergentes  —  et  prouva  la  nécessité  de  s'assurer  d'avance  de 
la  convergence  des  séries  dont  on  s  occupe  dans  PAnalvse.  La 
démonstration  de  Duhamel  prouve  une  plus  parfaite  connaissance 
des  mathématiques  contemporaines  :  car  après  les  travaux  d  Abel 
et  de  Cauchy  il  n'était  que  juste  de  prêter  plus  d'allention  à  la 
convergence  des  séries.  Mais  il  serait  quand  même  intéressant 
d'étudier  les  idées  de  Comte  sur  les  séries  divergentes  qui, 
encore  aujourd'hui,  jouent  un  rôle  important  dans  les  mathéma- 
tiques pures  et  dans  la  Mécanique  céleste.  11  v  a  trois  années  en 
clï'et,  en  189".  1  Académie  des  sciences  de  l^aiis  prt)[)osait  au  con- 
cours du  Grand  Prix  des  sciences  mathémati([ues  la  ([uestion  sui- 
vante :  quel  rôle  les  séries  divergentes  jouent-elles  dans  l'Aualvse? 

Si  Comte  ne  lut  pas  choisi  comme  professeur  à  la  chaire  d'Ana- 
lyse, l'année  suivante,  en  revanche,  il  obtint  une  place  bien 
importante,  celle  d'examinateur  d'admission  des  candidats  à 
l'Ecole  Polytechnique.  Les  questions  qu  il  posait  \\  ces  derniers 
passent  pour  des  modèles  du  genre.  Elles  étaient  assez  simples 
pour  être  résolues  par  tout  candidat  bien  préparé,  et  eu  même 
temps  assez  compli(|uées  pour  (pic  les  meilleurs  pussent  montrer 
leur  talent. 

Cette  situation  assura  la  vie  matérielle  de  Comte  pendant  les 
sept  années  qu'il  l'occupa,  mais  son  amour-propre  y  était  cons- 
tamment mis  à  l'épreuve.  Son  prédécesseur  Reynaud  s'était  vu 
déposséder  de  son  emploi  parce  qu'il  avait  piofité  de  son  poste 
pour  répandre  son  cours  de  Géométrie  aiuilytique.  Aussi,  après 
la  déniission  de  Reynaud,  la  situation  d'examinateui-  cessa-t-elle 
d'être  inamovible.  Désormais,  l'on  dul  êtie  réélu  clnupit'  année. 
Comte,    t[ue  Ion    nomnuill  sous  ces  ci>nditions   et   ([ui    venait    en 
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outre  créclidiicr  (huis  s;i  caiulidaliiie  ;i  lii  place  de  prolesseur 
d'Analyse,  place  (jni  lut  donnée  à  Stniin  [i84o),  en  conçut  de 
l'irritation  contre  le  (Conseil  de  ri'icole  ;  et  dans  la  préface  du 
sixième  volume  de  son  Cours  de  philosophie  positive,  il  attaqua 
ce  Conseil  comme  représentant  la  classe  des  spécialistes  :  classe 
nuisible  à  l'enseignement.  La  conséquence  de  tout  ceci  fut  pour 
Comte  l'obligation  de  donner  sa  démission  d'examinateur    i844j- 

On  lui  reprochait  :  i'^  D  avoir  édité  en  184Î  nn  traité  de  Géo- 
métrie analytique  malgré  le  décret  du  (Conseil  ([ui  défendait  aux 
examinateurs  de  pul>lier  des  ouvrages  d'un  caractère  élémentaiïe, 
pouvant  aider  les  candidats  dans  leur  préparation  aux  examens  ; 
y.°  De  poser  chaque  année  aux  candidats  les  mêmes  questions, 
de  sorte  que  les  écoles  préparatoires  s'occupaient  bien  plus  des 
questions  que  posait  Comte  que  des  études  générales  ('j. 

Tous  ces  déboires  auo-nientaient  son  irritation  contre  ses  chefs 
et  ses  collègues,  irritation  quil  ne  prenait  d'ailleurs  pas  la  peine 
de  dissimuler.  La  conséquence  fut  qu'en  iBo»,  Comte  perdait  sa 
place  de  répétiteur  à  l'Lcole  P(dvtechni(|ue.  Privé  ainsi  de 
tout  moven  d'existence,  Comte  lut  obligé  jusipi'à  sa  mort  .5  sep- 
ptembre  i85-)  de  vivre  exclusivement  à  la  charge  de  ses  adeptes 
qui  croyaient  voir  en  lui  en  même  temps  lAristote  de  la  nouvelle 
philosophie  et  le  Saint  Paul  de  la  nouvelle  religion.  Sa  démission 
du  poste  de  répétiteur  était  motivée  par  ces  deux  laits  :  abréviation 
du  tenq)s  consacré  aux  répétitions  (or,  Comte  se  justifiait  en 
alléguant  son  expérience  qui  lui  permettait  de  gagner  cinq  mi- 
nutes sur  cha<[ue  élève)  et  refus  systématique  de  répéter  la 
théoiie  des  prol)abililés,  à  la<juelle  Comte  iclusait  loute  impor- 
tance. 

Telle  est  en  grt)s  la  vie  tlAuguste  Comte  comme  mathématicien 
et  pédagogue.  Les  archives  de  LKcole  Polytechnicjue  contiennent 
sans  doute  beaucoup  de  données  qui  permettraient  de  se  ren- 
seigner plus  exactement  sur  sa  blograpiue.  Ce  que  nous  appor- 


(')  (lonilc  liii-iiiriiic  «Tiil  voir  l;i  cause  ilr  son  iiisucrrs,  en  partie  dans  lanlipa- 
Itiie  ((n'il  inspirait  à  Arag'o,  en  i)arlio  clans  la  railiealo  conti-atlietion  qui  existai! 
entre  son  école  ])liiloso])hiqiie  et  les  tendances  pédanloeratiques  des  savants.  Dans 
plusieurs  de  ses  lettres  adressées  au  ministre  de  la  guerre  (lettres  imprimées  dans 
le  livre  paru  en  |X--  sous  le  titre  :  I.ctIrcK  d'Aiigiisic  Con/(c  à  Jolin  S/iiarl  Midj  il 
engag-e  ce  ministre  à  procéder  lui-même  au  choix  des  examinateurs. 
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Ions  esl  emprunté  à  M.  P.  LalfilcC  ,  Tnii  des  disciples  de  Comte 
les  plus  dévoni^s  et  qui,  après  la  mort  du  philosophe,  devint  l'un 
des  chels  des  oitliodoxes  du  positivisme.  Dans  cet  article  sont 
im])rinn'>es  les  ohservations  dont  Comte  accompagnait  la  réponse 
de  chacun  des  élèves.  Elles  témoignent  de  l'attention  avec  laqueHe 
il  accomplissait  ses  devoirs  d'examinateur  et  de  sa  connaissance 
nette  et  précise  des  mathématiques.  Le  traité  d'>  Géométrie 
analyti([ue,  qu'il  a  puhlié  en  i84),  ne  contient  pas  de  nouvelles 
deductu)ns  ;  il  est  consacré  au  développement  des  idées  relatives 
à  1  impoi'tance  et  au  svslème  de  la  Ciéonn'trie  analvti([ue,  idées 
qu'il  avait  exposées  auparavant  dans  sa  «Philosophie  positive. 
Mais  s'il  n'a  pas  donne'  aux  mathématiques  de  nouvelles  déduc- 
tions, il  leui'  a  nt'anmoins  rendu  de  grands  services  en  présen- 
tant une  revue  systématique  de  ses  principales  doctrines,  revue 
toute  pénétrée  d'un  esprit  de  philosophie  généralisatrice.  On 
trouve,  il  est  vrai,  dans  les  œuvres  des  mathématiciens  du  xvii''  el 
du  xviiT'  siècles,  des  idées  sur  les  principes  et  sur  la  méthode  des 
mathémati([ues  ;  et  (^arnot  a  consacré  un  volume  entier  à  la  méta- 
physique du  Calcul  infinitésimal.  Mais  personne  ne  donna  un 
exposé  aussi  logi([ue  et  aussi  profond  des  questions  priuci[)ales 
de  la  philosophie  des  mathématiques,  (pn^  celui  presenl<'  par 
Comte  dans  son  ouvrage,  puhlié  en   i83o. 
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Dans  le  premiei'  volume  de  la  Philosophie  positive,  les  leçons 
3-i4  sont  consacrées  ii  la  philosophie  tles  m  ,themati(jues  ("■,,  y 
compris  la  Géométi-le.  Dans  la  seconde  leçon,  Couile  étahlit  une 
hiérarchie  entre  les  sciences  (hiérarchie  (ondée  sur  la  transition 
graduelle  des  sciences,  depuis  celles  qui   s'occupent  des  phi-no- 


(')  Aiig'ii!:!)'  (^niiili'  cxaiiiiiiatciir  d'admission  à  1  lù-oIc  Polylechiiiqiie  [Soui'ellc.i 
annales  de  niulliéinaii<jues,  l.  XllI  (1894),  p.  68-80,   ii'î-iv.o,  4'i5-4'-'-8  et  4'>a-48'>.). 

(*)  Comte  a  écrit  encore  deux  livres  sur  le  même  sujet  :  Essais  sur  la  pliilo.\iii>liic 
des  niat/ieinalii/iies  (i8aa)  cl  Synthèse  subjective  ou  si/s/èine  universel  des  conceptions 
propre  ù  Ictal  normal  de  l  Itunianitc  ;  Tome  pn'iiiicr  :  Le  sijslcme  de  Io^ii/kc  posi- 
tive ou  traite  de  l'iiilosophic  niathémali(jue .  Paris.  iS'iO.  La  première  de  ci's  o'uvres 
est  ime  oiiriosilt''  t)ibli()f:fra])lii'iiie  ;  i|iiatit  an  second,  il  ne  prcscntc  aucun  inlérct 
scientifique.  Les  études  des  mathématiques  y  sont  considérées  comme  léi'ole  ])ré- 
paratoirc  dos  serviteurs  de  1  Lumanité. 
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mènes  les  plus  simples  jusqu'à  celles  qui  s'occupent  de  phéno- 
mènes plus  spéciaux  et  plus  compliqués)  et  considère  les  mathé- 
matiques comme  une  pierre  fondamentale  de  la  Philosophie 
positive;  il  en  détermine  limportance  dans  les  termes  suivants  : 
«  Dans  l'état  actuel  du  développement  de  nos  connaissances 
positives,  il  convient,  je  crois,  de  regarder  la  science  mathéma- 
tique, moins  comme  une  partie  constituante  de  la  Philosophie 
naturelle  proprement  dite,  que  comme  étant,  depuis  Descartes  et 
Newton,  la  vraie  base  fondamentale  de  toute  cette  philosophie, 
quoicpie,  à  parler  exactement,  elle  soit  à  la  fois  l'une  et  l'autre. 
Aujourd'hui,  en  effet,  la  science  mathématique  est  bien  moins 
importante  par  les  connaissances,  très  réelles  et  très  précieuses 
néanmoins,  qui  la  composent  directement,  cjue  comme  constituant 
l'instrument  le  plus  puissant  que  l'esprit  hnmain  puisse  employer 
dans  la  recherche  des  lois  des  phénomènes  naturels.  »     V 

Sous  le  nom  commun  de  sciences  mathématiques,  comme  le 
dit  Comte,  on  doit  distinguer  deux  sciences  Inen  séparées  par 
leur  caractère  :  la  Mathématique  abstraite  ou  le  calcul  ;  et  la 
■Mathématique  concrète,  qui  se  compose  de  la  Géométrie  générale 
et  de  la  [Mécanique  rationnelle. 

La  Mathémali([ue  abstraite  est  une  admirable  adaptation  de  la 
Logique  naturelle  ii  une  certaine  série  de  déductions.  ((  La  Géo- 
métrie et  la  Mécanique  doivent,  au  contraire,  être  envisagées 
comme  de  véritables  sciences  naturelles,  fondées,  ainsi  que  toutes 
les  autres,  sur  l'observation,  quoique  par  l'extrême  simplicité  de 
leurs  phénomènes  elles  comportent  un  degré  infiniment  plus 
parfait  de  systématisation  qui  a  pu  quelquefois  faire  méconnaître 
le  caractère  expérimental  de  leurs  premiers  principes.  »  (')  Dans 
l'une  des  premières  leçons  consacrées  à  l'étude  de  la  Géométrie, 
Comte  examine,  si  elle  est  une  science  purement  rationnelle, 
indépendante  de  l'observation,  ou  bien  au  contraire  une  science 
naturelle,  mais  bien  plus  simple  et  par  conséqiuMit  ]>lus  parfaite, 
que  toute  autre  :  «  Il  est  néanmoins  évident  pour  (piiconque 
examine  avec  attention  le  caractère  des  raisonnements  géomé- 
triques,  que  si  les   faits  qu'on   v  considère   sont   beaucoup   plus 


(')  CtHirs  (Ir  j)/ii/iisi>j)fuc  jxisiCi'fc  :  t.  I  (édit.   i83o),  p.   lia. 

(-)    J/>il/..    I.    I.    |).     MJ. 
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liés  entre  eux,  que  ceux  relatifs  à  toute  autre  science,  il  existe 
toujours  cependant,  par  rapport  à  chaque  corps  étudié  par  les 
géomètres,  un  certain  nombre  de  phénomènes  primitifs  ([iii, 
n'étant  établis  par  aucun  raisonnement,  ne  peuvent  être  fontlés 
que  sur  l'observation  et  constituent  la  liase  nécessaire  de  toutes 
les  df'ductions.  L'erreur  commune  iv  cet  éoard  doit  être  regardée 
comme  un  reste  d'inlUience  de  l'esprit  métaphysique,  qui  a  si 
longtemps  dominé,  même  dans  les  études  géométriques.  »  (') 

L'opinion  de  Comte,  qui  reconnaissait  la  Géométrie,  ainsi  que 
la  Mécanique,  comme  sciences  expérimentales,  était  tout  opposée 
aux  doctrines  philosophiques  qui  régnaient  sur  le  continent.  Le 
nombre  des  savants  qui,  avant  mûrement  réfléchi  aux  bases  de  la 
Géométrie,  étaient  du  même  avis  que  (lomte.  était  torl  restreint. 
Parmi  eux  il  faut  citer  Gauss  qui,  dans  sa  correspondance  privée, 
dit  souvent  que  la  Géométrie,  semblable  ii  la  Mécanique,  dépend 
de  l'expérience  (").  Lobatchevskv  dit  dans  le  travail  qu'il  lut 
le  12  février  182(1  :  v  Nos  premières  notions  sont  acquises  par  les 
sensations  ;  on  ne  doit  pas  ajouter  foi  aux  notions  innées.  »  Dans 
son  principal-  (uivrage,  intitulé  :  Nouvelles  bases  de  la  (ièo~ 
mètrie  (i835),  Lobatchevskv  se  prononça  encore  pins  nettement, 
relativement  à  l'origine  des  notions  géométriques  : 

«  Dans  la  nature,  nous  ne  concevons  que  le  mouvement,  sans 
lequel  les  impressions  des  sens  sont  impossibles.  Toutes  les 
autres  notions,  par  exemple  les  notions  géométriques,  étant 
empruntées  aux  propriétés  du  mouvement,  sont  acquises  par 
notre  esprit  artificiellement,  et  par  conséquent  l'espace  n'existe 
pas  séparément.  » 

Les  recherches  des  géomètres  contemporains  sont  le  dévelop- 


(')  Cours  (le  philmtophie  positirc.  f.   I,  p.  '}if)-3">0. 

(■)  On  connaît  depuis  long-temps  sa  lettre  à  Besscl  (g  avril  18I0),  où  il  exprime 
son  opinion  concernant  «  notre  connaissance  de  la  Géométrie,  privée  de  convi<-lion 
en  sa  nécessité  et  par  consé<|nent  en  sa  vérité,  connaissance,  que  nous  avons  de  la 
science  des  quantitt-s.  Nous  devons  avouer  que  si  le  nombre  est  le  produit  de  notre 
esprit,  l'espace  est  réel  en  dehors  (iv  nous  et  nous  ne  pouvons  lui  donner  des  lois 
apiiori  ».  On  a  aussi  retrouvé  sa  lettre  à  Olbers  (y.S  avril  1817),  oii  il  dit  à  peu 
près  la  même  chose.  «  Je  me  persuade  tle  plus  en  plus,  que  la  nécessité  de  notre 
GéoiiK-lric  ne  peut  être  démontrée,  du  moins  par  ICsprit  d'un  homme  et  à  l'esprit 
d'un  homme  :  peul-èlre  dans  la  vie  future  comprendrons-nous  ce  qu'il  nous  est 
impossible  de  comprendre  maintenant,  la  nature  de  l'espace.  Jusque-là  nous  devons 
comparer  la  Géométrie  à  la  Mécanique  et  non  à  l'Arithmétique,  qui  est  fondée  sur 
des  cond)inaisons  a  priori  ». 
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])enicnt  de  cette  ingéineuse  idée  de  Lol^atclievsky  concernant  les 
notions  géométriques  et  leur  entière  dépendance  des  propriétés 
du  mouvement.  Ueberveg  fut  le  premier,  après  Lohatch.  vskv,  qui 
traita  cette  question,  indépendamment  dailleurs  de  ce  dernier. 
Dans  son  traité  de  i8ji  :  L'exposé  scienifique  des  bases  de  la 
Géométrie  ('j,  il  se  propose  de  londei-  uniquement  la  Géométrie, 
ainsi  que  toute  science  naturelle,  sur  des  bases  expérimentales; 
et  comme  telles  il  considère  :  i"  la  mobilité  libre  des  corps 
solides,  2"  et  3"  la  possibilité  du  mouvement  des  corps  matériels 
dans  le  cas  d'un  ou  de  deux  points  fixes,  et  4'  1  impossibilité  du 
mouvement  dans  le  cas  de  trois  points  fixes.  Les  reclierclies  sur 
1  optique  physiologique  ont  amené  Ilelmholz  aux  mêmes  conclu- 
sions ;  mais  ses  investigations  mathématiques  sur  le  même  sujet 
lui  ont  permis  de  surpasser  Ueberveg  ("). 

Ilelmholz  a  démontré  que  plusieurs  Géométries  peuvent  exis- 
ter, avec  les  mêmes  faits  empiriques  pris  pour  bases,  tandis  que 
Ueberveg,  ayant  introduit  la  notion  de  la  direction  et  s'appuvant 
sur  le  théorème  que  la  droite  définie  comme  axe  de  rotation 
a  une  direction  constante,  aboutit  à  la  Géométrie  d  Euclide. 
Le  célèbre  mathématicien  Sophus  Lie,  dont  tous  les  savants 
déplorent  la  mort  récente,  compléta  les  recherches  mathéma- 
tiques de  Ilebnholz  par  l'application  de  la  théorie,  dont  il  est 
l'inventeur,  des  groupes  de  transformations  ;  l'importance  de  la 
théorie  des  groupes  de  mouvements  pour  la  Géométrie  est  expli- 
quée dans  le  travail  de  M.  Poincaré  :  (hi  tJie  foundations  ofi^eome- 
iry[^). 


I 


I  ')  Die  principien  (1er  Geomelric.  wissenschaflllch  dargeslelll  Archiv  fiii'  Pliilo- 
logie  und  Pâdagogik).  La  traduction  fraiiraise  se  trouve  dans  l'appendice  du  livre 
de  Delbocuf  :  «  Pro/ei>oi>ièr>es  p/illosuji/iii/iics  île  la  Geoméirie  et  solii/imi  t/ex  pos- 
lidats.  »   Liège,   18G0. 

(-)  Pour  apprécier  les  idées  dT'ebcrvcg  sur  la  Géométrie,  il  est  important  de  con- 
naître ses  ouvrages.  «  Sffxieni  der  Lngi/<  und  Gexchichte  der  logisr/ien  Leitren  »  et 
«  Znr  Théorie  der  Richlung  des  Se/iens  »  (Zch.  fiir  rat.  Medeciii-llenle  und  Pfeuller. 
18.Î8,  Bd  a,  S.  9.G8-a8v>.)  et  sa  critique  des  oeuvres  de  DelboMil.  critique  impi-iniée  dans 
\a  Zeiischrift  fiir  Philosophie  und  phil<<!tnplii(lie  KriHh.  herausg.  von  Fichlen.  llrici 
1kl  I7.   Halle.  iSOo.  S.   i48-i(i:. 

(')  Monist.  Octoher  i8(jS.  V.  aussi  <c  r Espace  et  la  Géomeirie  »  (Revue  de  méta- 
physique et  de  morale.  i8r):").  novembre).  Selmi  M.  Poincaré.  ce  que  nous  appelons 
la  géométrie  n'est  que  l'étude  d'une  classe  parliculière  de  phénomènes  que  nous 
appelons  déplacements  et  f[ui  forment  ••   un  groupe.  » 


LES   IDÉES  DAIGIS  TE    COMTE  i6â 


11 


Après  avoir  ctiibli  cette  distinction  entre  le  caractère  philoso- 
phique de  la  Mathématique  pure  et  abstraite  et  celui  de  la  Mathé- 
matique concrète  Géométrie  et  Mécanique  Ct)mte  développe  en 
détail  ses  idées  sur  la  relation  cjui  existe  entre  les  deux  branches 
de  cette  science.  Il  commence  lexposé  de  ses  idées  par  une  défi- 
nition générale  de  toutes  les  mathématiques  :  «  Nous  sommes 
donc  parvenus  maintenant  à  définir  avec  exactitude  la  science 
mathématique,  en  lui  assignant  pour  but  la  mesure  indirecte  des 
grandeurs  et  eu  disant  c[u"ou  s"v  propose  constamment  de  déter- 
miner les  grandeurs  les  unes  par  les  autres  d'après  les  relations 
précises  qui  existent  entre  elles.  ^'     » 

Etant  obligé  d  examiner  dans  chacpie  phénomène  plusieurs 
quantités  liées  dans  leurs  changements  :  «  il  en  résulte  l'étendue 
naturellement  indéfinie  et  même  la  rigoureuse  universalité 
logique  de  la  science  mathémati([ue.  »  La  définition  que  Comte 
donne  des  mathémati([ues  le  persuade  en  même  temps  que  ce 
n'est  ([U  en  les  eludianl  ([ue  nous  jtouii'ons  acquérir  les  véri 
tables  notions  de  la  nature  de  la  science  :  i-  Toute  science 
consiste  dans  la  coordination  des  faits  ;  si  les  diverses  obser- 
vations étaient  entièiement  isolées,  il  n  v  aurait  pas  de  science. 
On  peut  même  dire  généralemeni .  ([ue  la  science  est  essen- 
tiellement destinée  à  dispenser,  autant  que  le  comportent  les 
divers  phénomènes,  de  toute  observation  directe,  en  permettant 
de  déduire,  du  plus  petit  nombre  possible  de  données  immé- 
diates, le  plus  grand  noml)re  possible  de  résultats.  » 

Ces  particularités  caractérlslupies  d'une  science  sont  lorlemenl 
prononcées  dans  les  math('mall([ues.  C'est  poui-  cela  ([ue  :  «  loule 
éducation  scientifique  qui  ne  commence  point  par  une  telle 
étude  pèche  nécessairement  dans  sa  base.  G  est  donc  par  1  étude 
des  mathématiques,  et  seulement  par  elle,  ([ue  l'on  peut  se  (aire 
une  idée  juste  et  approfondie  de  ce  (pu'  c  est  cpiune  science.  G  est 
lit  uniquement  (|u"on  doit  chercher  à  connaître  avec  précision  la 
méthode    g<''uerale    que    l'esprit    humain    enq)loie    constamment 


(')   Cours  i/c  i)/ii/iisiij)/iir  f)Osi/ii'f.   I.  I,   p.    e^.<|. 
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dans  toutes  ses  recherches  positives,  parce  que  nulle  part  ailleurs 
les  questions  ne  sont  résolues  d'une  manière  aussi  complète,  et 

Ues  déductions  prolongées  aussi  loin  avec  une  sévérité  rigou- 
reuse. »  C'est  en  maihématicjues  que  notre  esprit,  selon  Comte, 
a  prouvé  le  plus  sa  force. 

Le  but  des  recherches  mathématiques  étant  loujours  la  déter- 
mination de  quantités  inconnues  à  l'aide  des  relations  ([ui  existent 
entre  elles  et  d'autres  quantités  données,  chaque  recherche  doit 
comprendre  deux  parties  :   i**  la  définition  des  relations  qui  exis- 

I  tent  entre  les  quantités  qui  varient  ensemble  dans  le  cas  donné; 
et  2'^  le  calcul  des  quantités  inconnues  h  l'aide  des  relations  don- 
nées. La  première  partie  'concrète)  de  chaque  recherche  matlié- 
malhique  dépend  du  phénomène  considéré  ;  et  la  solution  de  la 
question  demandée  doit  être  nécessairement  fondée  sur  la  consi- 

I  dération  du   monde   extérieur,  et  ne  peut  jamais  être  remplacée 

1  par  une  série  d  opérations  inlellectuelles.  Le  but  de  cette  partie 
concrète  est  de  remplacer  les  relations  entre  les  quantités  (^fonc- 
tions concrètes)  par  les  équations  entre  les  nombres,  où  ne  peuvent 
entrer  que  des  fonctions  abstraites,  examinées  dans  les  mathéma- 
tiques pures.  C'est  par  ce  remplacement  qu  a  lieu  le  passage  du 
concret  h  Talistrait,  et  c'est  sur  limportance  de  ce  passage  que 
Comte  s'arrête  avec  détail.  L'idée  mère  de  ce  passage,  il  la  voit 
dans  la  Géométrie  analvtique  ;  et  c'est  par  lii  qnon  peut  expli- 
quer le  respect  qu'il  éprouvait  pour  Descartes  et  la  révolution 
philosophique  qu'il  opéra  dans  la  Géométrie.  Le  seul  traité  de 
Comte  concernant  les  mathématiques,  Traité  élémentaire  de  Géo- 
métrie analytique  à  deux  et  à  trois  dimensions  ('),  avait  pour  l)Ut 
d'expliquer  l'avantage  des  méthodes  générales  sur  les  méthodes 
spéciales  applicables  seulement  i»  de  certaines  courbes,  traitées 
par  les  géomètres  de  ranti(|uité.  Le  traité  de  Comte  se  distingue 
avantageusement  des  autres  manuels  de  Géométrie  analytique  par 
l'attention  avec  laquelle  il  étudie  les  théories  géométriques  géné- 
rales pour  toutes  les  courbes  :  la  théorie  du  noml)ie  de  points 
nécessaire  pour  la  définition  des  courbes,  celle  des  tangentes  et 
des  asymptotes,  celle  des  diamètres,  celle  des  courl)es  seniblal)les, 


(')    Paris,   1843.  Une  nouvelle  édition  a  été  publiée  par  les  positivistes  du   Brésil 
en  1S9,',. 
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des  quadratures,  etc.  L'importauce  du  remplacement  des  rela- 
tions concrôtes  entre  les  quantités  lires  dans  leurs  variations,  par 
les  relations  abstraites  entre  les  nombres,  dépend  surtout  de  ce 
(jue  les  recherches  des  mathématiques  abstraites  sont  générales 
et  peuvent  être  également  appliquées  aux  dillérents  cas. 

Les  mêmes  relations  peuvent  se  rencontrer  dans  l'étude  de  phé- 
nomènes dilTérents  ;  et  dans  ce  cas  la  théorie  de  ces  phénomènes 
(présente  aux  mathématiciens  la  même  question  :  «  La  même  loi, 
qui  règne  entre  l'espace  et  le  temps,  quand  on  examine  la  chute 
verticale  d'un  corps  dans  le  vide,  se  retrouve  pour  d'autres  phéno- 
mènes qui  u'odrent  aucune  analogie  avec  le  premier  d'entre  eux, 
car  elle  exprime  aussi  la  relation  entre  l'aire  d'un  coi'ps  sphéri- 
que  et  la  longueur  de  son  diamètre;  elle  détermine  également  le 
décroissement  de  1  intensité  de  la  lumière  ou  de  la  chaleur  à  rai- 
son de  la  distance   des  objets  éclairés  ou  échauffés,  etc.  »  ;') 

L'Analvse  mathématique  permet  d'établir  une  coordination  par- 
faite dans  Télude  des  phénomènes.  Car  les  conceptions  avant  été 
généralisées  et  simplifiées  le  plus  possible,  à  tel  point  qu'une 
seule  question  analvti([ue,  résolue  abstraitement,  renlerme  la 
f  solution  implicite  d'une  foule  de  questions  phvsi([ues  diverses,  il 
doit  iu!^cessairement  en  résulter  pour  l'esprit  humain  une  plus 
grande  facilité  a  apercevoir  des  relations  entre  des  phénomènes 
qui  semblaient  d'abord  entièrement  isolés  les  uns  des  autres.  C'est 
ainsi  qu'en  examinant  la  marclie  de  notre  intellisfence  dans  la 
solution  des  questions  importantes  de  la  Géométrie  et  de  la 
Mécanique,  nous  vovons  surgir  naturellement,  par  l'intermédiaire 
'de  l'Analyse,  les  rapprochements  les  plus  frécpients  et  les  plus 
inattendus  entre  des  problèmes  qui  n'offraient  primitivement 
aucune  liaison  apparente.  »  (■' 

Ces  raisonnements  de  Comte  sur  l'analogie  des  formules  matht'- 
mati(|ues  dans  les  divers  phénomènes  sont  une  prévision  IngiMiIeuse 
du  chemin  que  la  Physique  mathématique  suivit  au  xix*"  siècle. 

Cauchv,  Lamé,Chasles,  Thomson  ^Lord  Kelwln^,  Helmholz,Kii'- 
choff.  et  dautres  ont  iiTouru  aux  analogies  maihématiques  dans 
leurs  rechei'ches  sur  les  lois  dattraction,  sur  le  calorique,  etc. 
Mais   c'est   surtout  depuis  les  recherches  de  Maxwell  que  l'élude 


(')  Cours  tic  pitil.  l'osi/..  t.  I,  p.   il;.  —  ("i  //»/</.,  t.   I,  p.   1  1(> 
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des  analogies  qui  existent  entre  les  dillérentes  parties  de  la  Phy- 
sique  est  devenue  de  toute  importance  pour  l'étude  des  phéno- 
mènes physiques  ;  elle  a  eu  de  l'influenee  sur  la  nature  des  théories 
physiques    et    l'importance    des    formules    mathématiques.    Nous 
avons    rompu   avec    la    mvthologie   mécanicjue    et,   comme    le   dit 
\   INIacli    :    les    iormules    mathématiques    ne    sont    pas    considérées 
comme  des  lois  qui  gouvernent  le  monde,  mais   comme  les  des- 
i  criptions  les  plus  concises  des  phénomènes,   par  consé([uenl  les 
'^plus  économi([ues. 

Le  côté  économique  de  la  pensée   scientifique,  bien   prononcé 
dans  les  Mathématiques,  est  parfaitement  expliqué  par  Mach  ('). 
■Mais  quand  on  lit  ses  raisonnements,  on  se  rappelle  involontaire- 
ment que  Comte  aussi,  en  examinant  la  Géométrie  de  Descartes, 
^  voyait  son  importance  dans  le  fait  d'épargne  cérébrale  (|ue   nous 
j  venons  de  signaler  :   «  instituant  une  meilleure  économie  de  nos 
I  forces  spéculatives,  »  dit-il  textuellejnent  \Ti-aitc  élémen.  de  Géo- 
métrie ann/i/ti(/tie,  p-  •^.) 


IV 

Une  fois  que  les  lois  mathématiques  des  phénomènes  ont  été 
'  exprimées  à  l'aide  des  (onctions  analvticjues,  le  reste  est  simple- 
ment l'allairc  des  mathématiques  pures  ou  abstraites,  ipii  com- 
prennent les  op(''ialions  les  plus  ordinaires  des  nombres  con\me 
les  combinaisons  les  plus  compliquées  de  l'Analyse  transcendante. 
Les  équations  que  nous  donne  l'étude  du  phénomène  dans  la 
partie  concrète  des  recherches  mathémati(jues  deviennent  le  point 
de  départ  des  mathémali(|ues  pures.  Ainsi,  d'apiès  l'ordre  logique, 
la  Mathématique  abstraite  suit  la  concrèle,  de  même  (pie  dans  le 
*  développement  historique  des  mathémalicjues,  les  progrès  de  la 
partie  concrèle  des  malh(''mall([ues  ont  assuré  ceux  de  la  parlu' 
abstraite.  En  développant  et  démontrant  cette  dépendance  logique 
et  historique,  Comte  voyait  clairement,  du  même  coup,  que  les 
mathématiques  abstraites  forment  par  elles-mêmes  une  branche 
du  savoir  pleinement  indépendante,  c\   i[ur  leur  élude    doit   pif- 


(')  Mach.  Prlnzipien  ilcr  Wiiniifh-lii  v.    i,S()(i.  ]>.    î<)('>.   V.  ;uissi  lo  beau  ilisioiiis  di- 
Ziiricii  de  M  .    Poinciil'é. 


/. /;s  idi:es  d  Aucrs/i-:  cumie  169 

cétlcr  rcludt'  pliil()sophi([iie  do  la  Géomi'trie  eL  Je  la  Mccaiii<[uo. 
11  insiste  sur  lt>  lait  ([uc  les  inathématicjues  pures  peuvent  et 
doivent  être  exposées  en  un  système  unique  et  discontinu,  indé- 
pendant de  toutes  combinaisons  géométriques  ou  mécaniques. 
Il  est  cei'tain  que  les  méthodes  supérieures  de  l'Analvse  infinité- 
simale ont  été  inventées  poui'  la  solution  tles  questions  o«'>oiné- 
triques  et  mécani([ues,  et,  comme  consé(juence,  elles  ont  refléchi 
rinfluence  des  combinaisons  géométriques  et  mécaniques.  I>(^ 
calcul  des  fluxions  de  Xewtou  est  fondé  sur  lexamen  d  une 
courbe  décrite  par  un  point  matériel  qui  se  meut,  d'après  la  loi 
de  Taecélération.  Les  combinaisons  géométriques  ont  de  Tin- 
Huence  sur  les  méthodes  des  infinitésimaux  de  Leibniz.  L'illustre 
Lagrang(>  a  fait  le  premier  la  tetitative  d'exposer  l'Analvse  à  un 
autre  point  de  vue.  Dans  sa  :  «  Théorie  des  fonctions  analvti(pies  » 
et  ses  «  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions  »  il  détermine  la 
dérivée  comme  le  coefficient  ilu  premier  degré  de  laccroissenienl 
h  dans  le  développement  de  la  fonction  f  .r-\-li],  et  de  cette 
manièi'e  il  fonde  toute  l'Analvse  sur  la  théorie  du  développe- 
ment des  fonctions  en  séi'ies.  lui  examinant  ilans  la  sixième 
leçon  l'Analvse  des  infinitésimaux  à  tous  les  points  tle  vue,  (lomte 
prend  le  parti  de  Lagrange  et  considère  son  point  de  vue  comme 
«  le  plus  lationnel  (>t  le  plus  philosophique  ».  «  Lcartant  avec 
soin  toute  considération  hétéroijfi'ne,  Lauranue  a  rcMluIt  l'Analvse 
transcendante  à  son  veiital>Ie  caractère"  propre,  celui  d'ollVir  une 
classe  très  étendue  de  tiansformations  analytiques...  En  même 
temps,  cette  Analyse  est  nécessairement  présentée*  par  là  comme 
une  simple  extension  de  l'Analvse  ordinaire  :  elle  n'a  plus  <''t<' 
([u'une  Algèbre  supéi'ieui-e.  Toutes  les  diverses  parties,  juseju'alors 
si  inc(diérentes,  de  la  Mathématique  abstraite,  ont  pu  être  con- 
çues. d<>s  ce  moment,  comme  formant  un  système  unique.  »  (') 
Pendant  les  soixante-dix  années  qui  se  sont  ('coulées  depuis 
que  Comte  a  écrit  ces  lignes,  la  tendance  dominante  chez  les 
matlK-maliciens  a  <'té  de  donner  de  lunité  aux  mathéinaticjucs 
pures  et  d'en  bannir  toutes  les  combinaisons  prises  dans  d'autres 
sciences,  surtout  en  Géométrie.  Un  mathématicien  qui  se  rangea 
aux  idées  de  Lagrange,  en  voulant  fonder  la  théorie  des  fonctions 


(')   C<'iirs  de  i>hil.  poxil.,  I.  I.  p.  a08. 
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sur  lu  llléol'ie  des  séries  de  puissances,  IuL  ^\('ierstr;lss.  Il 
man<[ue  en  efl'et  ii  la  lliéorie  de  La^ranoe  rensemble  et  la  préci- 
sion ;  car  il  examinait  seulement  les  séries  développées  d  après 
les  puissances  de  la  variable  réelle,  et  ne  faisait  aucune  attention 
aux  lois  de  convergence.  Pour  Weierstrass,  la  hase  de  la  théorie 
des  fonctions  est  aussi  une  série  de  puissances,  mais  une  série 
développée  d'après  les  puissances  de  la  variable  complexe,  et 
convergente  dans   un  certain   «  cercle   de  convergence  ». 

Le  principe  de  «  la  continuation  analvticpie  »  nous  permet 
d'observer  la  marche  d'une  fonction  en  dehors  du  cercle  primor- 
dial de  convergence  ;  et  de  cette  façon  toute  la  théorie  des  lonc- 
tions  devient  le  résultat  de  la  théorie  des  séries  ;  pareillement  à 
cette  dernière,  elle  est  fondée  sur  des  bases  solides  et  purement 
arithmétiques  (').  La  théorie  des  nombres  incommensurables  est 
fondée  par  Weierstrass  et  d'autres  mathématiciens  sur  de  sembla- 
bles bases  arithmétiques,  indépendantes  de  lévidence  des  combi- 
naisons géométriques.  Le  plus  important  ii  ce  point  de  vue  fut 
Kronecker,  qui  voulait  réduire  toutes  les  ^lathématiques  aux  opé- 
rations des  nombres  entiers.  C'est  dans  laritlimétisation  des  ma- 
thématiques et  dans  la  tendance  ii  rendre  toutes  les  démonstrations 
des  théorèmes  de  l'Analyse  exclusivement  arithmétiques,  que 
nous  trouvons  les  particularités  caractéristiques  des  mathéma- 
tic^ues  contemporaines  (-).  Les  vérités,  qui  semblaient  auparavant 
être  démontrées  d  après  l'évidence  géométrique,  comme  par 
exemple  l'existence  d'une  dérivée  de  toute  fonction  continue,  sont 
reconnues  aujourd  hui  comme  admettant  des  exce|)ti()ns.  .le  ne 
puis  m'empècher  de  rappeler,  à  ce  sujet,  ([ue  Lobatchevskv  a 
devancé  ses  contemporains  dans  la  solution  de  la  question,  rela- 
tivement à  la  dilïerentiation  et  ii  la  discontinuité. 

En  se  plaçant  au  point  de  vue  de  Lagrange  et  en  ne  voyant  dans 
TAnalyse  transcendante  que  la  suite  de  l'Algèbre  ordinaire, 
Comte  présente  le  système  de  la  pure  ÎNlathématique  de  la  ma- 
nière suivante.  D'un  côté  les  équations  entre  les  nombres 
exprimés  à  l'aide   d'éléments   analvli«|ues    ilonetions   abstraites  , 


(')  V.  II.  PoiNCAKÉ  :  L'œtwre  maihcniaiit/itc  de  Weierstrass  (Aola  inatliem.  X.\ll. 
1898)  et  noire  article  :  «  Weierstrass  et  la  Malhonialicjue  eonleiiiporaine  ».  [Un//, 
de  /a  Soc.  pliysico-ina'Jieinatiqtie  de  Kasaii.   Sériel.  V.   ;,  i8S(i.) 

{-)  V.  KLEl^'.  Aritliniéitsaiion  des  /iiid/ienia/fi/ues  (Nouv.  Aiin.  île  Matliéia.,   1897.) 
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équalions  qui  provienncul  de  la  solution  de  eliaque  question 
concrète,  doivent  être  triuilormées  pour  démontrer  plus  précisé- 
ment de  quelle  manière  les  quantités  incminues  sont  composées 
à  Taide  des  quantités  connues  ;  de  l'autre,  après  que  les  trans- 
formations ont  conduit  aux  lorniules  les  plus  simples  et  les  plus 
I  éléoantes,  il  est  nécessaire  de  trouver  des  nombres  inconnus. 
Conlormément  à  ces  deux  problèmes,  lAnalyse  se  divise  en  deux 
parties  :  l'Algèlire  ou  le  Calcul  des  lonctions  et  l'Arithmétique 
ou  le  Calcul  des  quantités  (nombres].  Comte  rapporte  ii  lAritlimé- 
tique  beaucoup  de  questions  qu'on  ne  lui  attribue  pas  d'ordi- 
naire, comme  la  construction  des  Tables  logarithmiques  et 
trigonométriques,  la  résolution  numérique  des  équations,  l'inter- 
polation, l'intégration  approximative,  etc. 

L'Algèbre  ou  le  Calcul  des  lonctions  se  divise  à  son  tour  en 
deux  parties  :  le  Calcul  des  lonctions  directes  l'Analyse  ordinaire 
ou  Algèbre  proprement  dite)  et  Calcul  des  lonctions  indirectes 
(Analyse  transcendante).  La  première  partie  a  pour  but  la  trans- 
iormalion  immédiate  et  la  résolution  des  équations  fornïées 
entre  les  quantités  examinées  ;  la  seconde  s'occupe  des  quantités 
auxiliaires  ordinairement  liées  à  celles  qu'on  examine  dans  la 
question  et  qu'on  introduit  pour  faciliter  l'opération.  Telles  sont 
les  did'érentielles,  dérivées,  ou  fluxions,  selon  que  nous  prenons 
tel  ou  tel  des  trois  points  de  vue  sur  l'Analvse  transcendante. 
Enfin  lAnalvse  transcendante  se  divise  en  deux  pai'ties,  selon 
qu'elle  a  pour  but  la  déduction  des  équations  entre  les  ([uanlités 
corrélatives  dérivantes  (Calcul  dilTérentiel,  Calcul  des  lonctions 
dérivées,  des  fluxions)  ou  le  problème  inverse  (Calcul  intégral, 
Calcul  des  fonctions  dérivantes.  Calcul  des  fluentes).  La  septième 
leçon  du  cours  de  Comte  est  consacrée  à  l'explication  des  rela- 
tions entre  ces  ileux  prid^b'mes  ;  la  lin  de  son  exposé  ilu 
svslème  des  mathéniati(|ues  pures  est  entièrement  consacrée  au 
Calcul  des  variations  huitième  leçon)  et  au  calcul  des  diil'érences 
finies  (neuvième  leçon). 

J'ai  ainsi  terminé  l'exposé  des  idées  d'Auguste  Comte  sur  la 
Philoso[)hie  des  mathématiques,  et  je  considère  que  mon  but  est 
atteint,  si  cet  exposé  persuade  le  lecteur,  que  les  idées  de  (]omte 
sur  la  relation  entre  les  mathémati(|ues  pures  ou  abstraites  et  les 
mathémali(pies  ap[)li(juées  ou  concrètes,  sur  la  Géométrie  considé- 
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rrc  comme  science  naturelle,  et  sa  conviclion  (|ii  il  liul  alleiiulre 
l'unilé  parfaite  de  l'Analyse,  se  conlirniciil  et  sV'\pli<[uenl  par 
tons  les  progrès  des  mathématiques  pendant  les  soixante-dix  années 
écoulées  depuis  l'apparition  du  premier  volume  de  la  Philosophie 
positive. 

Les  proi^rès  de  la  Physique  mathématique  ont  mis  heaucoup 
de  branches  des  mathématiques  concrètes  au  même  rang-  que  la 
Thermoloaiie  que  (lomte  a  si  chaudement  accueillie;  et  Maxwell, 
auquel  nous  devons  la  création  de  la  théorie  éleclrn-magnétique 
de  la  lumière,  s'exprime  dans  les  termes  suivants,  conformes  aux 
idées  de  Comte  :  «  toutes  les  applicatituis  des  mathématiques  ii  la 
Philosophie  naturelle  sont  basées  sur  les  relations  entre  les  lois 
des  quantités  physiques  et  les  lois  des  noml)i-es,  de  même  que 
l'aspiration  fondamentale  des  sciences  précises  est  la  réduction 
des  problèmes  de  la  nature  à  la  détermination  des  quantités,  ii 
l'aide  des  opérations  sur  les  nombres,  »  (') 

Le  mouvement  scientifique  et  philosophique  en  Géométiie, 
étroitement  lié  au  nom  (^inoubliable  pour  nous;  de  Lobatchevsky, 
donne  l'explication  des  relations  qui  existent  entre  deux  sciences 
naturelles,  la  Géométrie  et  la  Mécanicjue,  et  la  solution  du  pro- 
blème discuté  par  Comte,  à  savoir  :  séparer  dans  les  notions 
ij  fondamentales  de  ces  sciences  «  le  physique  et  le  logique  ».  ('■) 
L'arithmétisation  des  mathémati([ues  a  poui-  \n\{  de  ciéer  l'unité 
parfaite  des  mathématiques  pures. 

En  étudiant  les  a'uvres  d'Auguste  Comte,  on  c()mj)rend  pourcjuoi 
son  nom  occupera  toujours  une  |)lace  importante  dans  1  histoire 
de  la  Philosophie  des  mathémati([ues,  bien  (juil  n'ait  jamais  eu 
les  succès  brillants  que  Sturm,  par  exemple,  a  remportés  dans 
l'Analyse  mathématique.  En  tout  cas.  le  mathématicien  qui  lira 
le  premier  volume  de  la  Philosophie  positive  aura  beaucoup  à 
gagner  au  contact  des  idées  qui  y  sont  expi-imées  ;  il  gagnei-a  plus 
encore  en  s'assimilant  cet  esprit  d'admiration  pour  la  méthode 
malhémati(|ue.  ([ui  caractérise  le  livre  entier  de  Comte.  1)  après 
ce  dernier,  cette  méthode  est  la  manifestation  la  j)his  biillante 
de  r  «  esprit  positif.   »  A.  \  assii,ii:i      l\a/.au\ 


(')   On  Fmadiiif s  liitrs  nj   l<<r<.c.  Sciciiliflc  l'ajxrs,  (^aml)!'..   iSi)i):    vul.  1.  p.    l,">(). 
(-)   Ciuir.i  (le  plill.  jiosif.,  t.  1.   ]).    "iîi. 
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Quand  on  jette  un  simple  coup  d  œil  sur  les  tiavaux  d  Eu^ciU' 
Beltrami,  lanivrc  scientifique  de  ce  grand  Italien  apparaît  comme 
un  océan  étincelant  de  lumière  mathémati([ue.  Les  investigations 
analytiques  et  celles  de  la  (jéométrie  pure  alleinent  avec  les 
recherches  les  plus  savantes  de  Physique  mathématique  :  mérite 
considérable,  aujourd'hui  que  le  génie  italien,  ayant  rompu 
avec  les  traditions  de  (lalilée  et  de  T^éonardo,  récolte  sa  meilleure 
moisson  de  lauriers  dans  le  champ  des  abstractions  spéculatives  ; 
et  que  dans  cette  même  (iéomélrie,  science  à  base  expérimentale, 
on  se  met  à  la  torture  pour  létluire  à  rien  et  pour  isoler  la  source 
de  rexpcrience,  comme  cbi  bon  grain  on  sépare  les  mauvais. 

Revenant  aux  travaux  de  Beltrami,  il  me  semble  (jue  mon  ju- 
gement, malgré  mon  souci  de  la  vérité,  ne  serait  pas  digne  de 
l'homme  :  aussi  ne  puis-je  mieux  laire  ([ue  de  passer  la  parole  à 
un  maître  illustre  qui  lut  jadis  un  émule  de  celui  dont  nous  dé- 
plorons la  perte,  aux  temps  où  ce  génie  naissant  prenait  son 
premier  vol.  ^  oiei  comment  le  sénateur  Llyssc  Dini  s'expri- 
mait au  sujet  de  la  mort  (b*  Beltrami  : 

(t  Ses  travaux  atteignent  leur  hauteur  géniale,  autant  par  1  iin- 
«  portance  des  matières  qui  y  sont  traitées  (pie  |)ar  la  lumière 
«  et  l'élégance  qu'il  a  su  y  mettre  ;  ces  grandes  qualités  le  reu- 
((  dirent  bientôt  célèbre  ici  et  au  dehors  ;  de  plus  il  savait 
«  inculquer  à  tous  ceux  qui  Técoutaient  ou  (pii  le  lisaient  lamoui" 
«  des  mathémati([ues  ;  il  arrivait  il  ce  résultat  par  sa  bonté, 
«  sa  rare  modestie,  son  allabilile;  c'est  ainsi  cpiil  a  inspiré  ii 
«   un  si  nfrand  nombre  le  culte  de  la  science.  » 


(')  Article  j)\ll)lii-   il.ins   le  /'<■/ /.«//co  wii/r/iKi/icn  i  lyoo),   ri   Irait,   de   l'ilalieii. 
Eiiseignemeiil  iiiaUi.  ii 
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On  ne  saurait  esquisser  plus  brièvement  et  avec  plus  de  jus- 
tesse la  fio-ure  de  Beltrami,  savant,  artiste,  éducateur  ;  chez  lui 
le  style  fut  l'homme,  c'est-!i-dire  que  son  style  a  été  égal  h  la 
naïveté  de  son  âme  et  a  la  génialité  de  son  esprit.  Cet  éloge 
d'écrivain  génial,  Beltrami  le  devait  à  sa  nature  d'artiste  autant 
qu'à  l'étude  inlatigable  des  classiques  pour  lesquels  il  avait  un 
véritable  culte  qui,  à  quelques  innovateurs,  put  paraître  de  l'ido- 
lâtrie. Des  classiques  il  a  appris  comment  h  la  hauteur  de  l'argu- 
ment, à  la  profondeur  de  l'investigation,  peuvent  s'allier  la 
simplicité  et  l'élégance  du  style,  propres  aux  grands  écrivains. 
Il  a  montré  ainsi  par  un  exemple  nouveau  que  Science  et  Litté- 
rature peuvent  et  doivent  s'allier  au  lieu  de  se  combattre, 
comme  le  voudrait  un  préjugé  tout  moderne,  engendré  par  la 
paresse  et  qui  porte  un  si  grand  dommage  à  la  culture  natio- 
nale. 

Telle  page  de  préface  est  par  elle-même  un  chef-d'œuvre  ;  et 
déjà,  Beltrami  a  suscité  chez  son  lecteur  une  vision  claire  et  pré- 
cise, une  compréhension  parfaite  de  la  question,  en  même  temps- 
qu'il  l'intéresse  au  plus  haut  point.  Cette  préface  est  l'essence 
et  le  résumé  des  résultats  obtenus,  c'est-à-dire  ce  qui  importe  le 
plus  pour  le  lecteur.  Celui  qui  aurait  le  désir  de  suivre  Beltrami 
dans  ses  démonstrations  verrait  vite  que  s'il  recourait  au  svmbole 
quand  il  y  voyait  une  ressource  ou  une  nécessité,  il  en  recher- 
chait immédiatement  le  sens,  et  le  Iraduisail  en  propositions  el 
en  images  d'une  admirable  évidence. 

De  la  notion  des  choses,  le  symbole;  du  svmbole,  la  nou^elit• 
expression,  qui  satislait  l'esprit  et  parle  ii  l'imagination  ;  tel  lut. 
à  mon  sens,  le  secret  de  l'art  de  Beltrami. 

Il  sut  ainsi,  du  sommet  à  la  base,  créer  une  œuvre  magistrale. 
La  simplicité  de  ses  amvres  est  si  grande,  on  s'aperçoit  si  peu  de 
la  pente  par  oîi  il  vous  mène  à  des  luiiileurs  sublimes,  que  l'on 
se  prend  parfois  à  penser  (jue  l'on  marche  dans  des  sentiers  déjà 
battus,  sentiers  que  votre  esprit  aurait  déjà  parcourus  aupa- 
ravant. 

Cette  illusion,  on  l'éprouve  seulement  à  la  lecture  des  œuvres 
des  grands  maîtres  ;  elle  atteste  l'excellence  de  ces  œuvres;  là 
où  l'humanité  retrouve  ou  croit  leirouver  son  âme,  là  est  le  sceau 
du  ffénie  et  le  cerme  de  rimmorlallté. 
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Tel  lut  l'écrivain,  toi  lut  lo  maître,  el  (pourquoi  ne  le  dirais- 
je  pas  ?)  mon  maître.  Xotre  cours  se  composait  de  quatre  élèves  ('), 
c'est  peu  à  la  vérité  pour  organiser  la  «  lète  joveuse  »  chantée 
par  Giusti;  mais  c'est  assez  pour  ([u'en  d'autres  circonstances  on 
eût  cédé  à  l'envie  de  manquer  la  leçon  et  d'aller  vagabonder 
dans  la  campagne,  sous  le  délicieux  soleil  du  ciel  romain.  Mais 
les  leçons  de  Beltrami  n'étaient  pas  de  celles  que  l'on  manque  ; 
elles  étaient  attendues  comme  une  lèle  de  la  lormc  littéraire  et 
de  la  pensée.  Je  me  rappelle  que  Beltrami  Taisait  peu  de  crédit 
h  la  culture  de  ses  élèves,  et  cpie  dès  le  début  de  la  leçon,  il 
leur  aplanissait  le  chemin  en  expliquant  les  principes  qui  devaient 
reparaître  au  cours  de  la  leçon  elle-même. 

Qu'il  s'agit  de  quelque  propriété  élémentaire  des  formes  qua- 
dratiques ou  des  déterminants,  ou  du  théorème  le  plus  connu 
de  la  Géométrie  d'Euclide,  ces  propriétés  et  ce  théorème,  en  tom- 
l)ant  de  ses  lèvres,  nous  semblaient  transfigurés  et  colorés  d'une 
lumière  nouvelle.  Ell'et  de  suggestion  ^  Fascination  exercée  par 
le  maître  sur  l'esprit  de  ses  disciples  .'  —  Cela  peut  être.  ^Nlais 
combien  y  a-t-il  de  maîtres  à  exercer  une  inllueuce  semljlable  ? 
Bon,  plein  de  douceur,  afïable  avec  tous,  Beltrami,  bien  (|u"il 
aimât  à  se  tenir  chez  lui,  était  enclin  à  la  conversation  et  a 
l'anecdote  de  bon  ton  ;  en  causant,  il  prenait  des  soins  excjuis 
pour  cacher  aux  autres  sa  propre  supériorité.  Ce  souci  le  ren- 
dait circonspect  et  mesuré  dans  ses  jugements,  et  sage  appré- 
ciateur de  ceux  d'autrui.  Dans  sa  crainte  d'humilier  ses  inter- 
locuteurs par  sa  supériorité,  il  se  laissait  dilllcilement  aller  à 
traiter  une  ([uestion  de  mathématiques  en  dehors  de  l'école  ; 
il  eût  été  moins  dillicile  (bien  que  peu  lacile)  de  lui  l'aire  jouer 
au  piano  un  morceau  de  musique,  car  il  était  un  excellent 
musicien. 

Un  jour  (et  ce  n'était  pas  le  premier),  moi  et  mes  trois  cama- 
rades de  cours,  nous  arrivâmes  en  retard  à  l'école  ;  Beltrami,  (pii 
avait  dû  nous  attendre,  nous  adressa  des  reproches  dans  un  petit 
discours  empreint  de  sévérité,  mais  qui  se  terminait  par  ces 
mots  :  <(  Dans  ce  monde,  nous  sommes  tous  éçraux  ».  La  «randc 


")  Panui  eux  Capoi-ali  et  de  Paolis,  qui  sont  inoils  bien  jeunes,  mais  ont  laisse 
une  renommée  impérissable  dans  les  annales  de  la  Science. 
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luodcstie  de  l'illustre  inathémalicien  lui  avait  fait  oublier,  en  ce 
uioment,  jusqu'à  la  notion  de  l'égalité. 

Il  ne  faudrait  pas  croire  que  la  nature  de  Jiellranii  fût,  comme 
on  dit,  un  i^àleau  de  lait  cl  de  miel.  Bon,  certes,  il  Tétait;  mais 
d'une  boulé  assaisonnée  d'un  grain  de  ce  sel  (^  man/.oniaque  » 
qui  plaît  tant  au  monde,  bien  qu'il  soit  la  plus  piquante  satire 
de  ses  nueurs.  Prolond  connaisseur  des  hommes,  et  en  cela 
semblable  à  Manzoni,  Beltrami  peut-être  aima  moins  ses  sem- 
blables qu'il  n'en  fut  aimé.  11  faut  excepter  cependant  deux  seules 
personnes  :  sa  mère  et  sa  femme,  pour  lesquelles  il  eut  une  ten- 
dresse et  un  abandon  dune  ingénuité  pour  ainsi  dire  enfantine. 
Sa  bonté  fut,  en  somme,  sereine  et  exemple  de  laiblesse  ;  cette 
opinion  très  franche  ([ui  m'est  personnelle  se  rencontre  avec  le 
sentiment  universel  ;  j'en  trouve  la  preuve  dans  ce  lait  que  si 
beaucoup  de  mathénntticiens  ont  eu  recours  au  professeur  Bel- 
trami pour  avoir  de  lui  des  conseils  ou  une  aide  scienlifique,  per- 
sonne n'a  jamais  tenté  de  se  concilier  la  cordialité  de  l'illustre 
savant,  pour  tirer  parti  de  sa  célébrité  en  vue  de  son  intérêt 
privé.  D'ailleurs,  pourquoi  Beltrami  aurait-il  dû  se  faire  l'artisan 
de  fortunes  souvent  ijnméritées,  lui  qui  n'a\  ait  jamais  rien  cher- 
ché pour  lui-même  et  n'avait  dû  (|u  ii  sa  valeur  de  pouvoir 
guérir  les  blessures  ([ue  le  destin  et  les  haines  des  partis  lui 
avaient  portées  dans  sa  première  jeunesse  ? 

Né  à  Crémone,  le  iG  novembre  i83j,  il  avait  étudié  trois  ans 
il  l'Université  de  Pavie,  comme  élève  du  collège  (jhislieri,  quand 
d'amers  malheurs  de  famille  le  contraignirent  ii  abandonner  ses 
études  pour  accepter  une  place  de  secrétaire  chez  le  directeur 
des  chemins  de  fer,  a  Vérone.  Devenu  suspect  au  gouvernement 
autrichien,  à  cause  des  opinions  politiques  (ju  allichaient  ses 
parents,  il  alla  à  Milan  où,  en  i85(),  il  quitta  sa  place  et  entra  en 
relations  avec  Brioschi  et  Cremona.  Vax  i8t)i>,  le  uiinislic  de 
I  instruction  pul)li([ue,  Matleucci,  sur  la  proposition  de  Briosclii. 
son  secrétaire  g(''uéral,  nomma  le  jeune  Belliami  prolesseur  extra- 
ordinaire il  l'Université  de  Bologne  ;  Beltrami  n  a\ail  aucun 
diplôme,  mais  il  était  déjii  célèbre  par  ses  travaux  publiés  dans 
les  «  Annaii  di  niateinalica  ».  Une  année  plus  tard,  il  fut  nouimé 
professeur  ordinaire  \\  Pise  ;  il  retoui'ua  ensuite  ii  Bologne,  puis 
il  Pavie,  et  de  i\ouveau  ii   lUnne.    Il   v    a  deux  ans,    ii    la    mi>rt   de 


i:uGi:.\r:  heltrami,  sa   vin  et  ses  trai  \[  x  i-^ 

Bvioschi,  racadémie  des  Lincei  le  nommait  à  runanimité  prési- 
dent ;  et  en  juin  dernier,  au  cours  de  la  première  séance  royale  ii 
laquelle  il  présidait,  Beltrami  reçut  do  la  bouche  de  Sa  Majesté 
le  Roi,  l'avis  de  sa  nomination  de  sénateur.  Sa  Majesté  voulut 
ainsi  par  la  solennité  de  la  forme  et  le  choix  opportun  du  lieu, 
réparer  Tinjustice  d'un  ouhli  di'plorablo  et  durant  depuis  trop 
longtemps. 

Beltrami  est  mort  à  Punne.  le  i  (S  l'ih  rier  u)oo,  a  Ihislitut 
clinique  de  la  ^  ia  Milazzo,  succombant  à  lépuisement  de  ses 
forces,  le  quatrième  jour  après  une  opération  sur  l'estomac, 
opération  bien  conduite,  mais  faite  trop  tardivement. 

Qu'il  soit  permis  à  l'un  de  ses  plus  humbles  disciples,  de  tresser 
a  la  mémoire  du  maître  vénéré,  une  couronne  poui-  laquelle  il  a 
lui-même  fourni  durant  sa  vie  les  pierres  précieuses  et  les  lauriers  ; 
cette  couronne  ne  redoute,  ni  les  injures  du  temps,  ni  l'éternelle 
et  glaciale  froideur  de  l'égoïsme  humain.  C'est  la  liste  de  ses 
onivres. 

(i.  InviTiM      liomr  . 

Publications  du  professeur  EUGÈNE  BELTRAMI 

Intonio  ad  alcuni  sistemi  di  curve  piano.  Aiinali  di  Malenialica.  Roma  e 
Milano,  1861.  —  Di  alcunc  forraolc  relative  alla  curvatura  délie  superficie 
(lettera).  Ibid.  —  Siilla  ieoria  délie  sviluppoidi  e  delle  sviluppale.  Jhid.  — 
Soluziono  générale  del  problema  :  Rappresenlarc  le  parti  di  una  superficie 
data  sopra  nn'alti-a  suj)erficio  parimenli  data,  in  guisa  che  la  i-appresenta- 
zionc  riesca  nelle  parti  inlinitesinie  una  figura  sirailc  alla  figura  rappresen- 
lata  (tradnzione  da  C.  F.  Gauss).  Ihid.  —  Intorno  ad  alcune  proprietà  delle 
superficie  di  rivoluzione.  Ihid.  i865.  —  SuIIa  llessione  delle  superficie 
rigate.  Ihid.  —  Risohizione  d'un  problema  rclalivo  alla  teoria  delle  super- 
ficie gobbe.  Ihid .  —  Risoluzione  del  problema  di  riporlare  i  punti  d  una 
superficie  su  quelli  d'un  piano  in  modo  che  le  lineo  goodeliclie  siono  rappre- 
sentate  da  linec  relte.  Ihid.  18G6.  —  Delle  variabili  comples.se  sopra  una 
superficiequalunque.//y/f/.i867. — Teoria  fondamenlaledegli  spazi  di  curvatura 
costanle.  Ihid.  1868.  — Sopra  una  Nota  del  Prof.  Sclilaefli.  /hid.  187.J.  — 
Sul  poteiiziale  mulno  di  due  sistemi  rigidi.  Ihid.  1873.  --  Intorno  ad  alcuni 
nuovi  teoromi  di  Carlo  Neumann.  Ihid.  1880.  —  Sulle  cquazioni  generali 
dcU'elasticità.  Ihid.  1881.  —  Sul  polenziale  magnelico  ed  in  parlicolare  sul 
potenziale  clemcnlare  elcllrodinamico.  Ihid.  1882.  —  Soluzione  d'un  pro- 
blema rclativo  aile  superficie  di  2"  ordine.  Giornalc  di  Batifigliiii.  Napoli, 
i863.  —  Sulle  cquazioni  algebricbc.  Ihid.  —  Kstensione  allô  spazio  di  trc 
dimensioni  dei  teorenii  relativi  aile  coniche  di  nove  pnuli.  Ihid.  —  Ricerchc 
di  analisi  applicala  geomctria.  Ihid.  1861-6").  —  Di  alcunc  proprietà  generali 
delle  ruy\c  algel)riche.    fhid.  18G6.  —  Dimostrazione  di  duc  roruiole  del  Sig. 
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Ossian  Bonnel .  IhiJ.  —  Di  una  proprietà  dcllc  lince  a  doppla  curvatura. //»/J. 
1S67.  —  Intorno  ad  una  trasforiaazionc  di  variabili.  Ihid.  —  Sulla  miniœa 
distanza  di  duo  rcUe.  Ihid.  —  Saggio  d'inlcrprclazionc  dcUa  Geomclria  non 
cuclidea.  Ihid.  1868.  —  Alcune  forraolc  pcr  la  tcoria  dcllc  conichc.  Ihid. 
1871.  —  Inloi-no  ad  una  ti-asformazionc  di  Uirichicl.  Ihid.  1872.  —  Teorcma 
di  geomclria  pscudosferica.  Ihid.  —  Del  molo  geomelrico  d'un  solido  che 
ruzzola  sopra  un  allro  solido.  Ihid.  —  Sulla  superficie  di  rolazione  che  serve 
di  tipoalle  superficie  pscudosferichc./i/*^.  —  Sullc  funzionibilincari.//^/£/.i873. 
■ —  Kella  solcnnilà  délia  nascila  di  C.  F.  Gauss,  discorsu  di  Erneslo  Sche- 
ring  (iraduzioue).  Ihid.  1878.  —  Intorno  aile  conichc  di  novc  punti.  Memorie 
dcU'Jccademia  di  liologna,  i863.  —  SuUe  propriclà  gencrali  dellc  superficie 
d'area  niinima.  Ihid.  1868.  —  Sulla  Icorica  générale  dei  paranietri  difFeren- 
ziali.  fSôg.  —  Piicerche  sulla  geouaetria  dellc  forme  binarie  cubichc.  Ihid. 
1870.  —  Piiccrchc  sulla  cinemalica  dei  lluidi.  1871-74.  —  Intorno  ad  alcuni 
teoremi  di  Feuerbach  e  di  Sleiner.  Ihid.  1871.  —  Esercilazione  analilica  sopra 
ima  proposizione  di  Steiner.  Ihid.  1877.  —  Intorno  ad  alcuni  punti  délia  teoria 
dei  polenziale.  Ihid.  1878.  —  Ricerchc  di   geomclria  analilica.  Ihid.    1879. 

—  Sulla  teoria  dell'attrazionc  degli  cllissoidi.  Ihid.  1880.  —  Sulla  teoria 
délie  fiinzioni  polcnziali  simmclrichc.  Ihid.  1881.  —  Sullequilibrio  dellc 
superficie  flcssibili  ed  inestendibili.  Ihid.  1882.  —  Dcllc  fiinzioni  associale 
e  sjîccialmeule  di  quelle  délia  calolta  sferica.  Ihid.  1884.  —  Sulla  teoria 
doll'induzionc  magnclica.  Ihid.  —  SuU'uso  dellc  coordinalc  curvilinee  nellc 
leorie  dei  polenziale  c  deirclasticità.  Ihid.  1883.  —  SuUintcrpretazione  mec- 
canica  délie  formole  di  Maxwell.  Ihid.  1886. —  Intorno  ad  alcuni  problcmi  di 
proiîagazione  dei  calorc.  Ihid.  1887.  —  Considerazioni  sulla  teoria  male- 
matica  dei  niagnctismo.  Ihid.  1891.  — Due  Note  sulla  teoria  dcllc  cubichc 
gobbe.  Rendiconli  delVIstitulo  Lomhardo.  Milano,  1868.  —  Sulla  teoria  dellc 
linee  geodeliche.  Ihid.  —  Intorno  ad  un  nuovo  elemento  indrodotto  dal  Sig. 
Chrisloirel  nella  teoria  délie  superficie.  Ihid.  1869.  —  Sulla  teoria  analilica 
délia  distanza.  Ihid.  1872.  —  Di  un  sistcma  di  formole  pcr  lo  studio  dcllc 
linee  e  dellc  superficie  ortogonali.  Ihid.  —  Considerazioni  sopra  una  legge 
polenziale.  Il)id.  1876. —  Intorno  ad  alcune  questioni  di  elcltrostalica.  Ihid. 
1877.  —  Inlorno  ad  alcune  proposizioni  di  Clausius.  Ihid.  —  Intorno  ad  un 
caso  di  moto  a  due  coordinalc.  Ihid.  1878.  —  Sulle  funzioni  polcnziali  di 
sislemi  simmetrici  intorno  ad  un  asse.  Ihid.  —  SuHequazione  pcntaedralc 
dellc  superficie  di  3°  ordinc.  Ihid.  1879.  —  luloruoad  uua  formola  intégrale. 
Ihid.  —  Intorno  ad  un  tcoi'cma  di  Abel.  Ihid.  1880.  —  Intorno  ad  alcune 
série  trigonometriche.  Ihid.  —  Sulla  teoria  délia  scala  dialohica.  Ihid.  1882. 

—  Sulla  teoria  dei  coudutlori  clettrizzati.  Ihid.  —  Sulla  teoria  degli  slrati 
magnetici.  Ihid.  i883.  —  Sull'equivalenza  dcllc  dislribiizioui  magneliche  e 
galvaniche.  Ihid.  —  Sulla  teoria  dcl  polenziale.  Ihid.  —  Intorno  atl  un  pro- 
blema  relativo  alla  teoria  délie  corrcnti  stazionaric.  Ihid.  1884.  —  Sulla 
rapprescntazionc  dellc  forze  newtoniane  pcr  mezzo  di   forzc  elastiche.   Ihid. 

—  Sulle  condizioni  di  rcsislenza  dei  corpi  elaslici.  Ihid.  i88j.  —  Sulla  teoria 
dcllc  onde.  Ihid.  1886.  —  Sulle  funzioni  sfcrichc  d'uiia  variabile.  Ihid.  1887. 

—  Sulle  funzioni  coinplcsse.//'/V/.  — Considerazioni  idrodinainichc.  Ihid.  1S89. 

—  Sul  priucipio  di  Iluygens.  Ihid.  —  Duo  Xule  iutoruo  al  mezzo  elastico  di 
Grecn.  Ihid.  1891,  —  Sulle  funzioni  comj)lessc.  Ihid.  1894-  —  Sulle  equa- 
zioni  dinamiche  di  Lagrange.  Ihid.  189}.  —  Sulla  leoria  dellc  funzioni  sfe- 
riche.     Ihid.     1896.    —    Sulla     delerminaziouc    délia    densilà    elettrica    alla 
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superficie  dei  corpi  conduUori.  Alli  dclhl  R.  Accademia  (Ici  Lincei.  Roma, 
1877.  —  Sull  allrazione  d'un  anello  circolare  od  ellillico.  Ibid.  1880.  —  Un 
prccursore  italiano  di  Legondre  e  di  Lobatchewsky.  Ihid .  1839.  —  SuU'cs- 
tcnsione  del  principio  di  d'Alembert  aU'elettrodinamica.  Ihid.  —  Sull  esprcs- 
sione  analitica  del  principio  di  Huygens.  Rendiconti  délia  R.  Accademia  dei 
Lincei,  i'^  seni.  1892. —  Osservazioui  su  una  Nota  del  prof.  Movera. .Ibid. — 
Sui  potcnziali  tcrmodinamici.  Rendiconti  délia  R.  Accademia  dei  Lincei, 
1"  scm.  1895.  —  SuU'espressione  data  da  Kirclihoff  al  principio  di  Huygens. 
R.  Accademia  dei  Lincei,  2"  sem.   1893.  —  Sul  teorema  di  Kirclihoff.   Ibid. 

—  A  proposilo  di  una  nuova  ricerca  del  Prof.  C.  Xeumaun.  Ihid.  —  Com- 
niemorazione  di  F.  Briosclii.  Ihid.  (Rendiconto  dell'adunanza  soloune  del 
12  giugno  1897).  —  Xote  fisico-matematichc.  Atfi  del  Circolo  Matematico  di 
Palermo,  1889.  —  Sulla  funzione  polenziale  délia  circonferenza.  Ibid.  — 
Sulla  leoria  générale  délie  onde  plane.  Ibid.  i8gi. —  Sur  la  déformation 
d'un  milieu  continu.  Comptes  rendus  dell  Accademia  délie  science  di  Parigi, 
1889.  —  Quelques  remarques  au  sujet  des  fonctions  sphériques.  Ihid.  1890. 

—  Enrico  Betti  (conimemorazioiie).  Ihid.  1892  —  Discorso  sulla  vita  e  suUe 
opère  di  Uomenico  Clielini.  Collectanea  MatUematica .  Milano,  Iloepli,  1881. 

—  Sulla  tcoria  degli  assi  di  rotazione.  Ibid.  —  Sur  la  courbure  de  quelques 
lignes  singulières.  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  di  Parigi.  1864. — 
Zur  Théorie  des  Krummungsinaasses.  Matliematische  Annalen  di  Lipsia, 
1869.  —  Sulla  teoria  matematica  dei  solenoidi  eleltrodinaniici.  Nuovo  Ciniento, 
Pisa,  1872.  —  Formules  fondamentales  de  cinématique  dans  les  espaces  do 
courbure  constante.  Bulletin  de  Durbou.r,  Parigi  1876.  — Snlle  funzioni  cilin- 
driche.  Atti  délia  R.  Accademia  di  Torino,  1881.  —  Sur  les  couches  de 
niveau  électromagnétiques,  .icla  mathematica  di  Stoccolma,  i88'j. 


CONSIDERATIONS 
SUR  LA  GÉOMÉTJIIE  XON-EUCLIDIE>^XE 


La  Géomi'lric  non  ciiclldioiinc,  crét'c  par  Gauss  et  ses  collabo- 
raleurs  Loljalsclicvsky  et  Bolya'i,  el  ([ui.  selon  rilhistre  M.  J.  Ber- 
trand, n'a  eu,  il  v  a  trente  ans,  aueiin  disei[)le  séi'ieiisemenl 
convaincu,  est  très  en  vogne  de  nos  jours.  Elle  compte,  parmi 
ses  partisans,  des  membi-es  des  académies  des  sciences  et  des 
prolesseurs  des  universités  et  des  collèges.  On  s'en  sert  pour 
intégrer  des  écpiations  dillerentielles  ;  on  espère  même  résoudre 
le  problème  dos  trois  corps,  en  renvisageant  dans  son   domaine. 
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Des  centiiincs  d'écrits  sont  publiés  ]);u-  ses  adeptes,  dans  le  but 
de  d('vel(>|)p(  r  el  (b-  propager  celte  doctrine,  dont  le  trait  le  pins 
caract('risli(pie  est  la  plus  complète  confusion  des  lignes  droites 
et  des  lignes  courbes,  de  sorte  qu'on  y  perd  lacilement  toute 
notion  de  la  ligne  droite,  sans  laquelle  l'étude  de  bi  Géométrie 
devient  illusoire.  Autant  vaudrait  étudier  la  niusicjue  sans  avoir 
d'oreille.  Ce  n'est  pas  tout  :  on  invoque  la  Géométrie  des  êtres 
sans  épaisseur  et  de  ceux  qui  habitent  des  sphères  creuses.  On 
présente  des  thèses  de  doctorat  sur  celte  doctrine.  Ou  distribue 
des  prix  d  encouragement  et  des  mentions  honorables  pour  des 
ouvrages  qui  contribuent  a  son  pei'lectionnenicnt.  Enfin,  on  lui 
attribue  une  si/'a/x/e  portée  pldlosopliique,  car,  selon  ses  adeptes, 
en  montrant  l'inanité  des  idées  de  Kant  sur  l'espace^  elle  a  ruiné, 
par  la.  base.^  la  métaphysique  du  criticisme  ('). 

Ce  sont  des  symptômes  très  inquiétants,  qui  lonl  craindre  que 
cette  doctrine  ne  tardera  pas  à  conquérir  une  place  dans  l'ensei- 
gnement, d'autant  plus  qu'elle  a  déjii  pénétré  dans  quelques 
traités  de  Géométrie.  On  a  beau  allirmer  que  les  néogéomètres 
n'ont  d'autre  oljjet  ([ne  de  s'exercera  des  analvses  mathématiques 
sur  des  hypothèses  variées.  11  semble  (|ue  les  hvpothèses  ne 
devraient  jamais  être  admises  en  mathéniati(|ues  el  qu'il  est 
urgent  que  les  revues  spéciales,  consacrées  a  renseignement 
mathématique,  s'occupent  de  la  question  importante  qui  se  résume 
en  une  évidente  alternative  :  la  Géométrie  non  euclidienne  est- 
elle  vraie  ou  (ausse  .' 

Désirant  contribuer  ;i  1  éclaircissement  de  cette  question,  nous 
exposerons  dans  cet  article  quelques  remar(|ues  sur  la  Géométrie 
non  euclidienne.  Des  partisans  de  cette  doctrine,  si  j)leins  d  arti- 
fices, ne  manqueront  pas  de  taire  leuis  objections. 

I.  La  Géométrie  non  euclidienne  est  une  doctrine  toute  hvpo- 
thétique,  reposant  sur  la  négation  de  l'axiome  XI  ou  du  postu- 
laluin  d'iùiclide,  (|ui  lut,  avec  raison,  considéié  pencUint  plus  de 
vingt  siècles  comme  une  vérité  évidente,  confirmée  par  tous  les 
faits  pbysicjues. 

Cette  hy|t()lhi'se,  (pu-  rien  ne  justifie,  conduisit  ininiédiatement 


(')  Matiilsis.  Octobre  i8i)(),  Mclagdomciric,  do  .M.   Maiisioii,  p.    ;  i . 
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à  un  enchainenient  continu  de  paradoxes  <[ui  a  paru  à  ses  inven- 
teurs ne  contenir  en  lui  aucune  contradiction.  On  a  cru  avoir 
découvert  nue  doctrine  merveilleuse,  appelée  a  changer  la  lace 
de  la  Malliéinali([ur  <>t  à  verser  sur  elle  des  flots  abondants  de 
lumière. 

Ses  ])artisans  s'empressèrent  aussitôt  de  la  rendre  inatta- 
([ual)le,  en  multipliant  les  preuves  pour  établir  :  i  "  (|ue  quelque 
loin  que  l'on  pousse  les  conséquences  de  l'hvpothèsc  admise,  on 
ne  se  heurtera  jamais  à  rien  de  contradictoire,  et  -a"  ([ue  le  pos- 
tulatuni  d'Euclide  est  indémontrable.  Au  contraire,  les  mathéma- 
ticiens de  profession  paraissent  n'avoir  rien  fait  pour  défendre  la 
Géométi'ie  d  Euclide  et  d'Archimède  de  l'invasion  de  cette  doc- 
trine subvei'sive  renversant  tous  les  faits  géométriques  du  monde 
physi([ue.  On  ne  peut  signaler  dans  cette  voie  que  les  Mémoires 
du  général  de  (>ommines  d<'  Marsilly,  insérés  dans  les  Comptes 
rendus,  de  1888  et  i88t),  de  l'Association  iraneaise  pour  l'avan- 
cement des  sciences,  dans  lesquels  il  réfute  les  arguments  des 
non  euclidiens,  qui  n'ont  pas  pu  répondre  à  ses  objections. 

2.  L  hypothèse,  admise  par  les  non-euclidiens,  ne  s'impose  pas 
nécessairement  quand  on  rejette  le  postulatum  d  l'iuelide.  VA\o 
n'est  pas  l'ojiposée  de  celui-ci  et  n  est  pas  la  seule  sur  la([ui'lli'  on 
puisse  baser  une  Géométrie  (|uelcon([ue.  quand  on  admet  la  pos- 
sibilité d'un  nombre  arbitraire  de  Géométries  difl'érentes.  Ainsi, 
pour  établir  la  Géométrie  ([ui  porte  le  nom  de  Riemann  et  qui 
n'est  autre  chose  que  la  Géométrie  sphérique,  on  est  parti  de 
l'hypothèse  opposée  à  celle  de  Gauss. 

On  a  récemment  alTirmé  qu  il  est  possible  de  londer  une  Géo- 
métrie, dans  laquelle  une  droite  réelle  peiif  élre  pcrpemlicnldire 
à  elle-niéine .  Enfin,  Lobatschevskv  reconnaissait  Uii-mème  que  son 
hypothèse  fia  même  que  celle  de  Gauss^  pourrait  èti'e  reniplacée 
par  dautri's  hypothèses,  quand  il  disait  i\\\  on  pourrail  essciijer 
(le  siibstiliier  à  ses  éfjtutf/o/is  d'tiiffres  érj/nil/o/is  ('). 

.3.  Notons  que  1  hypothèse  in>ii  eueliihenne  n'est  ni  motivée, 
ni  absolue,  car  elle  est  sujette  aux  exceptions.  F.n  efl'et,  considé- 
rons une  droite   ([uelconque   TT'  (fig.   i)  cl   une  perpendiculaire 


(*)  Œkitcs.  /'(Uiirf'iiiiichii-,  p.  1)78. 
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AA'.  Il  est  possible,  selon  cette  hypothèse,  de  mener  des  diffé- 
rents points  B,  C,  D....  pris  sur  TT'  des  obliques  BB',  CC,  DD'... 
qui  soient  parallèles  ou,  à  proprement  parler,  asijjiiptotes  h  la 
perpendiculaire  AA'.  Les  angles  ABB',  ACC...  qu'elles  font  avec 


Fig.    I. 


TT',  à  mesure  de  leur  éloisnement  de  AA',  diminueront  de 
plus  en  plus,  et,  si  riivpothèse  était  générale,  en  reculant  l'asymp- 
tote a  l'infini  elle  ferait  avec  TT'  un  angle  égal  à  zéro,  c'est-ii- 
dire,  elle  se  confondrait  avec  celle-ci  et,  par  suite,  couperait  la 
perpendiculaire  AA'  en  A.  Donc,  riivpothèse  présente  une  solu- 
ti(tn  de  continuité.  Pour  échapper  a  la  contradiction,  les  non 
euclidiens  sont  obligés  d'admettre  que  leur  hypothèse  n'a  Heu 
que  tant  que  l'angle  fait  par  l'oblique  et  la  droite  TT'  n'est  pas 
égal  il  zéro.  Ils  prétendent  qu'alors  l'oblique,  au  lieu  de  se  con- 
fondre avec  la  droite  TT',  se  détache  d  elle  subitement  pour  deve- 
nir asymptote  commune  de  AA'  et  de  TT  . 

Gauss  lui-même  ne  connaissait  pas  cet  artifice,  quand  il  expli- 
quait à  Schumacher,    dans  sa  lettre  du    12  juillet  i83i,  qu  ii  la 

limite,  le  trianole  équilatéral  ABC 
(fig.  2),  dont  on  agrandit  les  côtes, 
se  transforme  en  trois  droites  Oa, 
Oh,  Oc  qui  sont  ses  bissectrices.  Ce 
sont  ses  adeptes,  plus  hardis  sinon 
plus  judicieux  que  lui,  qui  ont  expli- 
({ué  que  le  maître  s'était  trompé  et 
(jiic  le  triangle  équilatéral  se  trans- 
lorme.  à  la  limite,  non  pas  en  ses 
bissectrices,  mais  en  trois  droites 
()R,ST,UV,  asvmptotes  réciproques 
deux  a  deux.  Cette  correction  devenait  nécessaire,  car  il  serait 
étrange  d'admellie  (|ue  les  côtés  du  triangle  rectiligne  se  brisent 


rig.  2. 
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crcux-mèmes.  Mais  une  telle  explication  suppose  une  lorce  occulte 
qui  détache  brusquement  les  côtes  du  triangle  Tuu  de  l'autre, 
car  s'il  est  Tacile  de  concevoir  des  droites  qui  ne  se  rencontrent 
pas,  il  est  dillicile  de  comprendre  ce  qui  empêcherait  de  joindre 
entre  eux  les  points  a,  Z»,  c  pris  sur  les  bissectrices  du  triangle 
é([uilatéral,  aussi  loin  que  Ton  veul  du  centre  O.  La  concc])lion  de 
Gauss  seml)lc  plus  claire  que  celle  de  ses  disciples.  ^Nlais,  au  lieu 
de  débrouiller  cette  confusion  inutile,  il  vaut  mieux  reconnaître 
qu'avec  l'agrandissement  du  triangle  ses  angles  ne  varient  pas  et 
que  leur  somme  reste  constante,  ce  qui  revient  à  rejeter  1  hypo- 
thèse et  à  accepter  le  postulatum  d'Euclide. 

4-  Autrement,  on  se  heurtera  inévitablement  à  une  loule  de 
nouvelles  contradictions,  encore  plus  manifestes,  lin  voici  une 
que  nous  avons  signalée  l'année  passée  au  Congrès  de  Boulogne- 
sur-Mer  de  rAssocialion  française  pour  ravancement  des  sciences, 
et  nous  la  reproduirons  en  abrégé,  sous  une  forme  dilTérente  : 
Lobatschevsky  établit  dans  le  §  3o  de  ses  Reclierclies  gèomètriijues 
la  possibilité  de  triangles  rectilignes,  dont  les  trois  perpendicu- 
laires, élevées  sur  les  milieux  des  cotés,  c|ue  nous  appellerons 
perpendiculaires  médianes,  sont  asymptotes  l'une  ii  l'autre.  C'est 
une  conséquence  immédiate  de  son  hypothèse,  exposée  dans 
le  ^^   iG. 

Pour  simplifier,  considérons  un  triangle  isoscèle  ABC(fig,  3)  et 
supposons  que  ses  trois  perpendiculaires  médianes  Ee,  Gji,'",  KX: 
sont  asymptotes  entre  elles. 

Pour  construire  l'asymptote  commune  IJ,  aux  côtés  AC  et  BC. 
il  sulllt  de  faire  CN  =  CD  =  CF,  car  les  biangles  ACM  et  BCNJ 
seront  superposables  aux  biangles  EDCK  et  GFCK,  et,  par  con- 
séquent, IJ  sera  asvmptote  à  A(>  et  à  BC.  On  voit  que  langle  C 
doit  surpasser  le  double  de  la  somme  des  angles  A  et  B,  car 
langle  C  est  égal  à  la  somme  de  quatre  angles  égaux  DCIj  = 
LCN  =  FCM  =  MCX,  d(»nl  chacun  surpasse  A  et  B.  Il  s'ensuit 
l'inégalité  C>2  (  A-f-B)  =  4A. 

Prenons  sur  Ee  et  sur  G^"  deux  points  symétriques  U  et  F', 
tels  ([ue  les  perpendiculaires  D'C  et  F'C  se  coupent  en  C  sous 
un  angle  moindre  que  toute  grandeur  assignée.  Prolongeons-les, 
faisons  A'D'^C'D',  B'F'=C'F'  et  joignons  A' et  B'.  Nous  aurons 
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le  triangle  isocèle  A'B'C  Enfin,  menons  par  ses  sommets  A' 
et  B'  les  droites  A' A"  et  B'B'',  asymptotes  aux  trois  perpendicu- 
laires médianes.  Si  l'on  recule  encore  les  côtés  A  C  et  B'C  de  ce 
tiiangle  jusqu'aux   points  E'  et  G',   l'angle   C  s'annulera  et  ces 
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côtés  se  détacheronL  en  C  1  un  de  1  aulio  et  deviendront  asymp- 
totes réciproques.  Se  détacheront-ils  en  même  temps  du  côté 
A'B'?  Si  les  points  E'  et  G'  doivent  rester  encore  les  milieux  des 
côtés  A'C'  et  B'(2',  il  faut  admettre  que  les  angles  A'  et  B'  s'annu- 
leront en  même  temps  que  C'  et  que  les  trois  côtés  se  translor- 
meronl  slnuillanément  en  trois  droites  iulinles  QB,  ST,  l  ^  , 
asymptotes  lune  à  l'autre.  ^Nlais  rien  nempèche  aussi  dadmetlre 
que  les  côtés  A'C  et  B'C  se  détacheront  seuls  en  C  et  que  le 
triangle  se  tiansformera  en  un  hiangle,  de  sorte  que  les  points  E 
et  G'  cesseront  d'être  les  milieux  des  côtés,  comme  nous  lavons 
lait  précédemment. 
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Supposons  ici  (|ue  le  triangle  se  transforme  eu  trois  droites 
asymptotes  QR,  ST,  UV.  Remarquons  que  dans  ce  cas  les  droites 
A' A''  et  B'B",  reculées  à  l'intlni,  se  confondront  avec  la  iione  OR 
et,  par  suite,  deviendront  sécantes  des  trois  perpendiculaires 
médianes  Ke,  G^-,  K/r. 

Il  est  évident  que  lors  de  cette  transfoiination  du  triangle,  par 
raison  de  la  loi  de  continuité,  ses  trois  angles,  passeront  succes- 
sivement par  des  phases,  où  Ton  aura  d'abord  C  =2(^  A'-|-B']  et 
1  asymptote  commune  deviendra  impossible  ;  on  aura  ensuite 
C'  =  A'-|-B'et  les  perpendiculaires  médianes  se  couperont  en  II', 
au  milieu  du  côté  A'B',  et  enfin  on  aura  C'<  A'-)-B',  quand  elles 
se  rencontreront  à  l'intérieur  du  triangle.  Ainsi  ces  perpendi- 
culaires, supposées  asymptotes  réciproques,  se  couperont  entre 
elles  et  seront  en  même  temps  asvmptotes  et  sécantes. 

C'est  une  contradictit)n  évidente,  qui  a  échappé  aux  inventeurs 
de  la  Géométrie  non  euclidienue.  Xous  montrerons  qu'il  y  en  a 
bien  d  autres. 

,").  Xous  présenterons  maintenant  une  démonstration  très 
simple  et  très  directe  de  la  possibililé  des  droites  èquidislantes, 
niée  par  les  non-euclidiens,  contrairement  au  témoignage  de  nos 
sens,  et  qui  peut  remplacer  le  postulatum  d'Euclide,  comme  base 
de  la  théorie  des  parallèles.  Dans  un  de  nos  opuscules  nous 
avons  montié  ([ue  cette  vérité  évidente  n'est  ([uun  corollaiie  du 
théorème  du  n"  X\  1  du  célèbre  Mémoire  de  Gauss  :  Disqnisi- 
liones  générales  circà  siipcr/icies  ciirvas,  et  nous  avons  conclu 
([ue  c'est  Gauss  qui  établit  le  premier  la  possibilili'  des  droites 
é([uidistantes  i^'). 

Considérons  deux  droites  SS  et  TT'  (fig.  4  S  telles  ([u  eu  abais- 
sant d'un  point  M,  pris  sur  SS'  une  perpendiculaire  MX  sur  TT', 
l'angle  XMS  soit  aigu  et  XMS  obtus.  On  pourra  alors  du  |)oint 
X  abaisser  sur  SS  la  perpendiculaire  XMj,  du  point  ^1,  sur  TT' 
la  perpendiculaire  MiX,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'on  obtien- 
dra un  réseau  de  [)erpentliculaires,  dont  chacune  sera  moindic 
([ue  la  précédente  et  qui  évidemment  augmenteront  dans  la  direc- 


'l   Recherches  sur  lu   theurle  des  parallèles,    1S1J7.   Paris,  liljrairie   sfioiililiqui'  <lc 
M.   A.  llcrmann.  H,  rue  de  lu  Surljoniie. 
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tion  inverse.  Ces  perpendiculaires,  clcsignanl  les  distances  des 
points  des  deux  droites,  11  s'ensuit  que  celles-ci*  s'approchent 
l'une   de   l'autre  vers   S   et  ï,  (///   côté  (le   Caiii^lc  (lii^n  NMS,  et 

s'éloil^ncnt  dans  le  sens  opposé. 
(>e  réseau  ne  se  termine  jamais 
et  l'on  pouna  le  continuer  indé- 
finiment, même  si  les  lignes  SS' 
et  TT'  devenaient  courbes.  Mais 
on  ne  peut  pas  déterminer  même 
approximativement  les  longueurs 
des  segments  INIM,,  M  (M,,  M.Mj...  On  sait  seulement  que  le  com- 
plément de  l'angle  aigu  XMS  a  une  grandeur  finie  et  non  inlini- 
ment  petite,  car  autrement  cet  angle  NMS  deviendrait  droit,  et 
que,  par  consé<juent,  la  portion  MM^,  de  la  droite  SS',  le  long  de 
laquelle  se  développe  le  réseau  des  perpendiculaires,  a  aussi  une 
longueur  finie.  Cela  suffît  pour  le  raisonnement  qui  va  suivre. 

Considérons  maintenant  deux  droites  S  S'  et  DU'  (fig.  5)  pas- 
sant par  rcxtréniité  B  de  la  perpendiculaire  AB  élevée  sur  TT',  et 
supposons  que  les  angles  aigus  ABS  et  ABU'  sont  égaux.  Nous 
savons  déjà  que  les  distances  de  BS  et  de  AT  diminuent  de  plus  en 
plus  à  partir  de  AB  vers  S  et  T  et  que  celles  de  BU  et  de  xVT  aug- 
mentent de  plus  en  plus  dans  le  même  sens.  11  s'ensuit  tout  natu- 
rellement qu'il  existe,  entre  les  droites  BS  et  BU,  —  dont  la  pre- 
mière fait  avec  AB  un  triangle  aigu  et  la  seconde  un  angle  obtus, 
U  —  une  droite  intermédiaire   BY,  dont 

les  distances  à  AT  ne  subissent  aucune 
variation  et  restent  constantes.  Comme 
l'angle  ABV  ne  peut  être  ni  aigu,  ni 
oljtus,  il  est  droit  et,  par  suite,  BV  est 
perpendiculalie  à  AB.  Ainsi  la  ilroite 
BV  est  équitlistante  de  AT,  et  Vcqiii- 
distance  des  droites  est  prouvée  géomé- 
trl([ucmciil,  uni({uemeiit  au  moyen  des  propriétés  des  perpendi- 
culaires et  des  obliques,  sans  le  secours  d'aucune  supposition 
arbitraire,  l.es  non  euclidiens  auront  de  la  peine  ii  v  trouver  un 
postulat  dissimulé  quelconque. 


6.  On  prouvera  immédiatement   la  possibilité  des  rectani;les. 
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D'un  point  C  (fig.  5),  pris  sur  BY,  abaissons  sur  AT  la  perpen- 
diculaire CD  et  nous  obtiendrons  le  quadrilatère  ABCD,  dont  les 
côtés  AB  et  CD  sont  égaux.  Menons  la  diagonale  AC  et  nous 
aurons  deux  triangles  égaux  :  AABC^AACD,  car  AC  est  leur 
côté  commun,  AB^=:CD  et  les  angles  en  B  et  en  D  sont  droits. 
Pai-  suite  BC=^AD.  Menons  la  diagonale  BD  et  nous  aurons 
encore  deux  triangles  égaux  :  AABD  =  ABCD,  car  les  deux  côtés 
de  l'un  d'eux  sont  égaux  aux  deux  côtés  correspondants  de  l'autre, 
et  le  troisième  côté  BD  est  commun.  Par  suite,  l'angle  en  C, 
étant  égal  à  l'angle  en  A,  est  droit.  Il  s'ensuit  que  le  quadrilatère 
ABCD  est  un  rectangle,  car  tous  ses  angles  sont  droits  et  ses 
côtés  opposés  sont  égaux.  On  en  conclura  que  la  somme  des 
angles  dun  triangle  rectilignc  est  égale  à  deux  angles  droits  et 
que  le  postulatum  d'Euclide,  qui  a  subi  tant  de  persécutions 
injustes  au  xix*^  siècle,  est  une  vérité  incontestable. 

■j.  Ainsi  toute  la  théorie  des  parallèles  se  trouve  établie,  sur 
une  base  solide,  et  l'on  est  débarrassé  définitivement  d'une  hypo- 
thèse qui  répugne  au  bon  sens  et  exige  des  figures  qu'on  ne  sait 
pas  consti  iiii-e  et  qui  ne  sauraient  exister  non  seulement  en  réa- 
lité, mais  môme  dans  l'imagination.  Si  l'analyse  moderne  ne 
distinp-ue  pas  le  réel  de  l'imaginaire,  le  possible  de  l'impossible, 
le  vrai  du  (aux,  cette  distinction  aura  toujours  une  grande  impor- 
tance en  géométrie.  On  ferait  bien  de  se  rappeler  que  Loljats- 
chevskv  lui-même  a  reconnu  (pie  la  (Jèonictrie  non  euclidienne  ne 
peut  avoir  d'application  que  dans  t analyse,  puisque,  selon  lui, 
les  mesures  directes  ne  nous  montrent  pas  dans  la  somme  des 
angles  d'un  triangle  la  moindre  distinction  de  deux  a/igles 
droits. 

On  a  donc  le  droit  de  souhaiter  ([uc  cette  doctrine  paradoxale 
et  contradictoire  ne  soit  pas  introduite  dans  l'enseignement,  où 
elle  pourrait  fausser  l'intelligence  des  élèves. 

M.  Fiioi.ov  (Genève. 
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Les  polémiques  criin  giaiid  uoiiihre  dr  jouiiiaiix  el  iiiènie  les 
disposllioiis  prises  par  ceitaines  autorités  pour  eélébrer  l'avène- 
nieut  d'un  nouveau  siècle  au  moment  où  l'on  entrait  seulement 
dans  la  dernière  année  de  celui  ([ui  est  en  train  de  s'achever,  nous 
montrent  combien  il  V  a  encore  de  gens  <[ui  ne  soûl  capal>lcs  d'ob- 
server les  objets  en  eux-mêmes,  mais  ([ui  les  voient  à  travers  des 
signes  représentatifs  ou  à  travers  des  l'ormules  toutes  laites,  (le 
(lui  est  arrivé  là  nous  montre  un  des  grands  ddauts  de  l'an- 
cienne manière  d'enseigner,  eu  r(>couraiil  à  la  mémoire  cl  à  la 
loi  due  à  la  paiole  du  maître,  là  où  ni  lune  ni  l'autre  n'ont  que 
laire.  Ce  défaut  dans  l'ancienne  manière  d  enseigner,  défaut  cjui 
n'a  pas  encore  disparu  de  nos  écoles  élémentaires,  a  laissé  de 
nombreuses  traces  dans  la  phraséologie  de  l'Arilhuiétique  :  les 
4  règles,  la  rèiile  de  3,  la  j-ègle  d'intéièls,  la  /i'i;le  d'alliage  :  tout 
se  faisait  par  fègles  apprises  par  cceur.  C  est  ainsi  ([u  on  a  appiis 
à  distinguer  les  siècles  au  moyen  d'une  règle  :  si  vous  voulez 
savoir  de  quel  siècle  est  une  année,  vous  n'avez  ([u'ii  augmenter 
d'une  unité  le  nombre  de  centaines  comprises  dans  le  millésime 
de  l'année;  d'après  cette  ri-gle  1900  est  en  ellet  du  w'  siècle, 
car  19  -f-  I  =  ^o. 

C'est  une  fausse  idée  qu'on  a  prise  eu  apjtrenani  une  i-ègle  de 
la  raison  d'être  de  laquelle  on  ne  se  rendait  pas  coiiq)le,  de 
manière  qu'on  ne  pouvait  pas  se  rendre  conq)te  non  plus  de 
l'unifpie  exception  ([u'elle  devait  subir.  ,b'  me  ra|)i)elle  <[ue  ([uel- 
(lu'un  m'a  demandé  un  jour  :  u  Pour(pi()i  dil-on  de  Fiancois  I"', 
monté  sur  le  trône  en  iji."),  ([u'il  a  règne  dans  le  \\i'  sii'cle  et 
non  dans  le  xv*"  —  puiscju  il  y  a  ([uin/.e  t'euls,  etc.  "  .1  ai  répon<lu  : 
M  Parce  que  c'était  le  xvi'  siècle  ;  m>us  n  avez  <(u  a  conq)ler  vous- 
même  poui'  vous  en  assurer.  »  Alors  il  se  mil  à  dire  :  <»  le  j)remuM- 
siècle  va  de    1  ;i   100  inclus  ;  donc  le  deuxième  dv  101  a  :.>()()  inclus. 
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Ah  !  tiens  !  c'est  vi-ai.  »  — Je  suis  sûr  (|iie  celui-là  ne  croira  pas  être 
dès  maintenant  dans  le  xx"  siècle. 

Donc,  première  cause  d'une  erreur  trop  commune  :  une  règle 
sue  par  canir,  sans  s'être  rendu  compte  des  causes  ([ui  ont  pu  la 
motiver.  Morale  pour  l'instituteur  donnant  les  premiers  principes 
d'Arithmétique  :  Moins  s'adresser  à  la  mémoire  des  élèves  et 
plus  à  leur  raison. 

Mais  une  seconde  cause  est  encore  la  confusion  qu'on  met  dans 
la  manière  de  compter  les  longueurs,  soit  de  chemin,  soit  de  temps, 
et  les  points  qui  les  limitent.  Ainsi  de  ce  qu'au  point  de  départ 
des  chemins  ([ui  de  la  capitale  d'un  pays  rayonnent  vers  les  extré- 
mités il  V  a  une  borne  marquée  o,  il  ne  s'ensuit  pas  qu'il  v  ait 
un  o""'  kilomètre  ;   mais  le  kilomètre  qui,  partant  de  la  borne    o 

'f  iT  Kilom  \  2^"  Kilom. 


va  h  la  borne  i,  c'est  celui-là  ([u'on  nomme  le  premier;  celui  (jui 
va  de  la  borne  i  à  la  boine  2  est  le  second  ;  et  chaque  lois  la 
borne  ;i  hupielle  on  arrive  indi([ue  combien  on  a  lait  de  kilo- 
mètres. 

Le  numéro  d Ordre  d'un  kilomi'tre  se  trouve  donc  ;i  la  fin  du 
kilomètre  et  non  au  commencement. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  années  ;  quand  on  décroche 
le  vieil  almanach  pour  en  raccrocher  un  autre,  c'est  au  commen- 
cement de  l'année  aucpiel  il  doit  servir  qu'on  l'accroche  au  mur. 
Mais  de  ce  ([ue  cet  almanach,  qui  (ait  pour  ainsi  dire  ollice  de 
borne,  porte  1900,  il  ne  s'ensuit  pas  (jue  l'ère  a  déjà  atteint 
1900;  elle  a,  chaque  lois  qu'on  consulte*  l'almanach  et  l'horloge, 
1899  ^"^'  P^"*  '^  nombre  de  mois,  de  jours,  d'heures,  de  minutes 
et  secondes  déjà  écoulées  de  l'année  courante.  Victor  Hugo  est  né 
en  février  1805;  le  siècle  n'avait  donc  pas  deux  ans,  comme  il 
l'a  écrit  dans  le  plus  célèbre  de  ses  vers,  mais  un  an  un  mois 
et  je  ne  sais  plus  combien  de  jours. 

J'ai  lu  dans  un  raisonnement  ayant  pour  but  de  prouver  que 
nous  étions  au  xx"  siècle  :  «  Belle  chose  ([ue  les  chillres.  Les 
savants  prétendent  ([u'il  n'y  a  pas  eu  d'an  o  ;  pourtant  ils  déci- 
ilent  qu'on  compterait  les  heures  de  o  à  24,  les  degrés  de  0° 
à  360°,  etc.   » 

l^iiscigiioinciil  iiuith.  -  '-J 
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Ici  encore  ou  fait  confusion  par  suite  d'un  même  nom  accordé 
à  des  espaces  de  temps  et  aux  limites  qui  les  séparent. 

jjheurc  ^^  24'"''"""  c'est  Ic  petit  espace  de  temps,  infinitésimal,  le 
point,  s'il  est  permis  d'appliquer  au  temps  cette  expression 
employée  pour  l'espace,  (|ui  sépare  le  jour  qui  vient  de  s'écouler 
de  celui  qui  arrive,  qui  sépare  la  dernière  heure  du  jour  passé 
de  la  première  de  celui  ([ui  1(^  remplace.  Il  n'v  a  donc  pas  plus 
d'heure  zéro  qu'il  n'y  a  d'an  zéro  ;  mais  il  v  a  un  moment  noté  o 
ou  24  qui  finit  la  vingt-quatrième  heure  du  jour  passé  et  com- 
mence la  première  du  nouveau  jour  ;  et  cette  première  heure  va 
de  o  à  I,  comme  la  seconde  de  i  à  2,  la  /i"""  de  n —  i  à  n.  Là, 
comme  pour  les  kilomètres,  la  borne  est  posée  au  point  d'arrivée, 
et  non  au  point  de  départ,  et  il  ne  viendra  à  l'idée  de  personne 
de  prétendre  qu'à  onze  heures  du  soir  une  nouvelle  journée 
commence.  Ces  choses  sont  élémentaires,  mais  fait-on  réfléchir 
les  élèves  là-dessus  .*  Tout  ce   qu'on   voit  nous  répond  que  non". 

Il  en  est  de  même  des  degrés.  Ce  mot  a  deux  sens  ;  le  plus 
vrai  indique  un  espace  angulaire  dont  il  faut  90  pour  faire  un 
angle  droit  ;  mais  par  extension  on  a  donné  ce  nom  aussi  aux 
traits.  0*^^360°  n'est  donc  qu'un  trait  qui  indique  à  la  fois  le 
point  dont  on  part  pour  compter  les  angles  et  celui  oii  on  arrive 
à  partir  de  0°  après  avoir  fait  un  tour  d'horizon  complet.  Or,  il 
n'est  encore  venu  à  l'idée  de  personne  de  prétendre  qu'en  arri- 
vant au  trait  marqué  99°  on  avait  parcouru  la  première  centaine 
de  deorés. 

o 

11  y  a  beaucoup  de  mots  dans  la  science  mathématique  qui  ont 
ainsi  plusieurs  sens,  et  il  me  semble  qu'il  serait  urgent  de  prendre 
compte  de  cela,  car  il  serait  impossible  de  changer  cela  sans  trop 
inventer  de  termes  nouveaux.  Ainsi  le  mot  nombre  indique  non 
seulement  les  symboles  écrits  ou  parlés  qui  distinguent  une 
([uantlté  d  une  autre,  mais  indujuent  encore  ces  ([uaniilés  elles- 
mêmes;  et  il  me  semoie  qu  admettre  exclusivement  une  seule  des 
trois  définitions  aux([uelles  cela  donne  lieu,  seialt  mettre  beau- 
coU{)  d  Obscurité  dans  bleu  des  raisonnements. 

Une  autre  moralité  (|ue  je  tiens  à  tirer  de  la  polémique  rela- 
tive à  la  fin  du  siècle  est  celle-ci  :  chaque  fois  qu'un  professeur, 
soit  de  mathématl(|ue,  soit  de  logi<|ue,  trouve  un  sophisme  ou  uu 
faux  raisonnement   tlans   un  journal  ou  dans  un  livre,    il   devrait 
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on  prendre  note  et,  comme  devoir  écrit,  le  donner  à  réfuter  ù  ses 
élèves.  Jamais,  par  exemple,  il  n'aurait  trouvé  plus  abondante 
récolle  (juc  pendant  les  quehjues  mois  qui  viennent  de  s'écouler; 
et  ce  cju'il  y  ado  plus  curieux,,  ce  sont  les  raisonnements  où  l'on 
accumule  d  abord  des  laits  (jui  doivent  irréfutablement  conduire 
à  la  vérité  et  qu  on  lermine  par  une  conclusion  fausse,  par 
exemple  (je  résume    : 

Jésus-Christ  un  an  après  sa  naissanc%.  comptait  un  an,  deux 
ans  après  sa  naissance  il  en  comptait  deux;...  donc,  s'il  était 
devenu  centenaire,  au  bout  de  la  quatre-vingt-dix-neuvième,  il 
aurait  eu  cent  ans. 

Pas  plus  dillicile  que  cela. 

Aucun  des  abonnés  de  ce  journal  ne  vivra  plus  en  1999  et  ne 
sera  donc  plus  exposé  à  ce  déchaînement  de  sophismes.  Il  n'en 
est  pas  moins  vrai  que  dans  l'enseignement  on  devrait  rechercher 
les  moyens  dempècher  dans  la  suite  ces  espèces  de  logomachies 
que  certaines  gens  prennent  pour  des  raisonnements  ;  les  moyens 
de  faire  aller  au  fond  des  choses,  au  lieu  de  s'arrêter  à  l'habit 
dont  les  revêtent  les  mots,  les  chiffres  et  autres  sioncs. 

o 

Qui  ne  se  rappelle  ([u'eu  ses  premières  études  d'histoire  il  n'a 
su  se  rendre  le  moindre  compte  des  espaces  de  temps  plus  ou 
moins  considérables  séparant  les  laits  qu'il  avait  étudiés.  En  ellet, 
une  année  des  annales  contemporaines  fournit  plus  de  faits  et 
occupe  plus  de  place  dans  un  livre  que  n'importe  lequel  des  mil- 
lénaires qui  précèdent  les  guerres  médiques.  Les  mille  ans  de 
l'histoire  du  moyen  âge  n'en  fournissent  pas  plus  que  les  trois 
siècles  et  demi  allant  de  la  prise  de  Constantinople  à  la  Révolu- 
tion française. 

Pour  se  rendre  un  juste  compte  des  temps  il  (audrail  donc  un 
espèce  d'atlas  chronologique  où  ;i  cha([ue  siècle  serait  consacrée 
une  page  rangée  en  carré  poloiuiis.  En  notant  dans  les  cases  de 
ces  carrés  les  dates  des  événements  les  élèves  d'histoire  se  ren- 
draient même  compte  des  espaces  de  temps  qui  les  séparent. 

Mais  (pi'on  ne  m'accuse  pas  de  sortii-  ici  du  cadre  des  études  de 
ce  journal.  La  Chronologie  est  une  étude  qui  relève  des  mathéma- 
tiques, et  voici  en  edet  ileux  problèmes  ii  données  contradicloires 
(|ui  embarrasseraienl  au  j)r('MU('r  abord  des  élèves  assez  forts  en 
calcul  et  dont  la  solution  sérail  enraiiline  au  moven  de  ces  carrés. 
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I.  Les  Marseillais  ont  célcbré  eu  1899  '^'  vinot-cinquleme  anni- 
versaire séculaire  de  la  fondation  de  leur  ville  ;  supposant  qu'ils 
aient  bien  choisi  leur  date,  en  quelle  année  Marseille  a-t-il  été 
fondé  ?  ( —  602). 

H.  M.  Ch.  Drevss,  dans  la  ('hronologie  Universelle  Hachette, 
3*^  édit.,  1864,  p.  25),  porte  à  600  avant  Jésus-Christ  la  fondation 
de  Marseille.  A  ce  compte  ([uel  serait  son  vingt-ein([uiènie  anni- 
versaire séculaire?  (+  1901). 

L(!  rapprochement  de  ces  deux  problèmes  et  de  leurs  solutions 
nous  montre  que  M.  Dreyss  ou  les  Marseillais  se  sont  trompés 
de  deux  ans.  Peut-être  faut-il  partager  Terreur  entre  les  deux, 
car  il  lîaraît  qu'ailleurs  on  trouve  601  avant  Jésus-Christ  pour  la 
date  du  même  événement,  ce  qui  mettrait  son  vingt-cinquième 
anniversaire  séculaire  en  1900. 

La  simple  inspection  des  deux  carrés   polonais  ci-coutre  nous 
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montre  que,  pour  qu'une  année  postérieure  à  Jésus-Christ  soit  la 
séculaire  d'une  année  antérieure  \\  Jésus-Christ,  il  faut  et  suHit 
que  la  somme  des  deux  millésimes  soit  terminée  à  droite  par  01  ; 
la  partie  à  <>auchc  de  ce  o  donne  le  numéro  d'ordre  de  1  auni- 
versaire.  Ainsi  600 -h  1901  :^=2.')Oi. 

La  numération  ne  comprend  pas  seulement,  comme  on  pour- 
rait le  croire  en  lisant  les  premiers  chapitres  de  la  plupart  des 
Arithméliciues,  Técriture  en  chilVres  diin  nombre  prononcé  en 
paroles,  et  la  traduction  en  paroles  d'un  nombre  écrit  en  chillres  ; 


AU  SUJET  DE   QUESTIONS    CHRONOLOGIQUES  igS 

elle  consiste  aussi  à  compter  de  la  manière  la  plus  simple  pos- 
sible une  quantité  d'objets  rassemblés,  en  facilitant  ce  comptage 
par  la  manière  de  les  disposer. 

Le  carré  polonais,  surtout  si  on  donne  à  ce  carré  la  dimension 
d'un  décimètre  et  aux  petits  carrés  qui  les  subdivisent  celle 
d'un  centimètre,  est  un  instrument  parfait  pour  montrer  aux 
enfants  à  compter  un  nombre  de  pommes  inférieur  à  loo  sans 
s'époumonner  à  dire  la  suite  des  nombres  ;  mais  il  a  de  plus 
l'avantage  de  montrer  intuitivement  les  rapports  qui  existeni 
entre  la  numération  cardinale  et  la  numération  ordinale  ;  et  sur- 
tout entre  les  diverses  manières  de  compter  ordinalement,  par 
unités,  par  dizaines  ou  par  centaines.  Un  enfant  qui  par  le  carré 
polonais  aura  été  exercé  à  désigner  la  troisième  case  de  la  deuxième 
dizaine  du  tableau,  puis  à  nommer  le  numéro  d'ordre  naturel  de 
cette  case,  à  savoir  :  i3,  et  réciproquement;  un  enfant  qui  saura 
ainsi  que  5o  est  le  dernier  nombre  de  la  cinquième  dizaine  et  5i 
le  premier  de  la  sixième  ;  un  enfant  qui,  même  avant  l'âge  du 
raisonnement,  aura  appris  tout  cela  par  l'intuition,  saura,  une 
fois  l'âge  de  la  raison  venu,  raisonner  ces  matières,  et  ne  sera 
pas  plus  embarrassé  quand  il  s'agira  de  centaines,  ou  siècles, 
surtout  si  on  lui  donnait  de  temps  en  temps  ;i  faire  des  transfor- 
mations de  dates  dans  le  genre  de  celles-ci  : 

Bataille  de  Yalmy.  20  septembre  1^92=  dernier  jour  de  la 
deuxième  dizaine  du  neuvième  mois  de  la  deuxième  année  de  la 
dixième  décennie  du  xv!!!*"  siècle.  Bataille  de  Marathon  ( —  49*^) 
première  année  de  la  seconde  décennie  du  v*"  siècle  avant  Jésus- 
Christ. 

On  pourrait  même  transformer  xviii''  siècle  en  viiT  siècle  du 
second  millénaire. 

Il  est  à  noter  qu'après  avoir  exercé  les  enfants  à  trouver  la  case 
d'un  rang  indiqué  sur  des  carrés  polonais  à  cases  numérotées,  il 
faudra  les  exercer  sur  des  carrés  non  numérotés.  Le  boulier  russe 
il  dix  tringles  de  dix  boules  chacune  pourrait  dans  cette  seconde 
période  remplacer  le  carré  polonais. 

Au  risque  d'avoir  contre  moi  les  professeurs  d'histoire,  de 
grammaire  et  de  littérature,  je  trouve  que  dans  l'explication 
d'auteurs,  soit  anciens  soit  modernes,  il  y  aurait  lieu  de  laire 
traduire  en  dates  et  en  mesures  modernes  les  expressions  telles 
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que  :  la  Lvoisiëme  année  de  la  douzième  olympiade  ;.,.  trente' 
six parasanges,...  37  millia  passuum.  Ces  traductions  en  langage 
moderne  seraient  mises  en  marge  de  la  traduction  avec  les 
expressions  anciennes  ;  évidemment  alors  il  faudrait  aussi  expli- 
quer la  manière  d'opérer  les  transformations  ;  et  partout  où  elles 
pourraient  se  faire  par  le  calcul  simplement  mental  il  y  aurait 
lieu  de  l'exiger  dans  des  questions  posées  verbalement.  En 
résumé  général,  pour  transformer  des  enfants  en  hommes  capa- 
bles de  calculer  et  de  raisonner  leurs  paroles  et  leurs  actes,  il 
faut  les  habituer  à  calculer  et  à  raisonner  dans  toutes  leurs  études, 
même  dans  celles  qui  semblent  le  plus  ne   s'appuyer  que  sur  la 

mémoire. 

Ch.  Berdellé  (Rioz,   Ilaute-Saone}. 


SUR   LES   DEFINITIONS 


Les  définitions  de  mots  ou  de  locutions,  sont  logiquement  arl)i- 
traires,  pourvu  qu'un  mot  ou  une  locution  avant  été  définis,  on  ne 
leur  attribue  jamais  dans  le  discours  un  sens  autre  ([ue  celui  qui  a 
été  adopté,  à  moins  de  prévenir  celui  auf[uel  le  discours  s'adresse. 
Tout  le  monde,  je  pense,  sera  d'accord  avec  moi  sur  ce  point. 

On  peut  ranger  les  mots  ou  les  locutions  à  définir  dans 
deux  catégories;  il  peut  arriver,  en  efTet,- que  l'objet  h  définir 
soit  bien  connu  de  tout  le  monde,  sans  toutefois  que  sa  propriété 
caractéristique  se  dégage  assez  nettement  pour  intervenir  elfica- 
cemcnt  dans  le  raisonnement  ;  dans  ce  cas  une  définition  devient 
nécessaire,  mais  il  faut  absolument  que  dans  la  définition  que  l'on 
donne  de  l'objet  en  question,  on  le  reconnaisse  immédiatement. 

Si  au  contraire  l'objet  à  définir  est  peu  connu,  la  définition  que 
l'on  en  donne  est  arbitrair(\  pourvu,  bien  (miMmuIu,  qu'elle  soit 
exacte. 

Nous  avons  Ions,  dès  la  plus  tendre  enfance,  1  idc'e  tlu  nombre, 
surtout  du  nombre  entier,  idée  qui  naît  de  la  possibililt-  de  répé- 
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ter  une  opération  ou  dassembler  des  objets;  cette  notion  admise 
sans  autre  explication  n'est  peut-être  pas  très  claire,  mais  pas- 
sons; si,  comme  le  proposent  les  géomètres  de  l'Kcolc  alle- 
mande, on  définit  la  fraction  comme  Tensemble  de  deux  entiers 
placés  dans  un  certain  ordr*»,  puis  si  l'on  continue  ii  définir 
l'éoalité  et  l'addition  des  fractions  au  moven  d'écrualions ,  on 
jette  nécessairement  le  trouble  dans  rimaginaticui  de  celui  ii  qui 
Ion  donne  de  pareilles  définitions,  s'il  n'est  pas  déjà  très  hunilia- 
risé  avec  les  abstractions  de  la  Mathémalic[ue. 

Tout  enfant  qui   sait  parler  sait  ce  que  c'est  f|ue  la  moitié  ou 
les  ~  d'un  gâteau;  dites-lui  pour  lui  expliquer  le  sens  de  cette 

locution  «  deux  tiers  »  :  c'est  l'ensemble  de  2  et  de  3  placés 
dans  un  certain  ordre,  et  continuez  comme  il  a  été  dit  tout  à 
l'heure,  il  croira  que  vous  voulez  le  mystifier  ;  et  si  pareille  défi- 
nition tombe  du  haut  d'une  chaire,  elle  risque  de  dégoûter  des 
sciences  à  tout  jamais  les  enfants  auxquels  on  veut  ensei- 
gner les  premières  notions  de  l'Arilhmétique.  Logiquement  le 
nombre  abstrait  peut  être  conçu  indépendamment  du  nombre 
concret,  mais  dans  l'ordre  naturel  des  choses,  et  historiquement, 
la  notion  du  nombre  concret  précède  celle  du  nombre  abstrait. 
Dans  l'enseignement,  il  faut,  autant  que  possilde,  exposer  les 
doctrines  dans  l'ordre  où  elles  se  sont  naturellement  présentées, 
ou  au  moins  dans  un  ordre  tel  cju'elles  auraient  pu  se  présenter 
à  un  chercheur.  En  d'autres  termes,  il  faut  s'adresser  au  bon  sens 
des  élèves  et  non  à  leur  mémoire. 

Le  point  de  vue  auquel  se  place  l'Ecole  allemande,  intéressant 
sans  doute,  et  qui  mérite  d'être  signalé  à  des  élèves  très  lorts,  a 
l'inconvénient  de  compliquer  énormément  les  choses  ;  et  pour 
cette  raison  encore  je  rejetterais  sa  définition  des  nombres.  Mais 
il  arrive  souvent  que  des  définitions  l)ien  plus  fécondes  que  d'au- 
tres doivent  céder  le  pas  ii  d'antres  pour  les  raisons  ([ue  j'ai  invo- 
quées tout  à  l'heure.  Ainsi,  par  exemple,  les  délinilions  classifjues 
de  la  surlace,  de  la  ligne  et  du  point,  sont  tout  il  fait  délectiieuses, 
et  l'on  s'en  aperçoit  dès  que  l'on  aborde  la  (îéométrie  analylujue, 
car  il  est  impossible  de  démontrer  qu'une  équation  entre  x  et  y 
représente  une  ligne  en  Géométrie  plane,  et  l'on  considère  alors 
comme   un    paradoxe    ({u'il   existe  des   fonctions    continues    sans 
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dérivées,  païadoxe  qui  n'en  est  un  que  pour  des  élèves  déjà  forts, 
alors  que  les  commençants  s'étonnent  qu'on  ne  leur  démontre 
pas  l'existence  de  la  dérivée. 

Le  simple  bon  sens  nous  défend  de  définir  le  point  comme  ce 
qui  dans  l'espace  peut  être  déterminé  par  trois  nombres,  et  c'est 
cependant  11»  la  seule  définition  qui  rend  compte  de  toutes  les 
dillicultés  que  l'on  rencontre  en  Géométrie.  Je  regrette,  pour  ma 
part,  que  renseignement  de  la  Géométrie  analytique  ne  se  fasse 
pas  en  partant  de  ce  point  de  vue  si  clair  et  si  fécond  ;  mais  il  est 
bien  évident  que  l'esprit  d'un  commençant  se  révolterait  si  de 
prime  abord  on  se  plaçait  sur  un  pareil  terrain,  il  veut,  en  effet, 
reconnaître  dans  les  définitions  des  mots  point,  ligne,  surface, 
l'image  qu'il  s'est  faite  des  choses  représentées  par  ces  mots  qui 
lui  sont  familiers.  H.  Laurent  (Paris). 


SPHERE  ET  ellipsoïde 

SPHÈRES  CONCENTRIQUES    ET  ELLIPSOÏDES  CONCENTRIQUES 
HOMOTHÉTIQUES  ('j 


Dans  une  note  précédente  (-)  nous  avons  fait  voir  comment  on 
peut  dériver  des  théorèmes  sur  l'ellipse  et  sur  des  ellipses  con- 
centriques homothétiques  des  théorèmes  correspondants  du  cercle 
et  des  cercles  concentriques,  quand  les  cercles  et  les  ellipses  sont 
en  allinilé.  Le  présent  travail  contient  une  étude  analogue  sur  la 
sphère  et  l'ellipsoïde,  ainsi  que  sur  les  sphères  concentriques  et 
les  ellipsoïdes  concentriques  homothétiques.  Pour  entrer  en 
matière,  nous  allons  rappeler  quelques  propositions  sur  les  svs- 
tèmes  alliés  de  l'espace. 

Si  deux  systèmes  de  l'espace  ï  et  Z^  sont  alliés,  ou  en  affinité. 


(')   Rkyk,    Gcomclric    ,lei    Liti;,-.   i.   Abflilg  :    "5.    Aullajre.  Voitiag  S  ;    3.    Abllilg  ; 
3.  Auflage,  Vortrag'  ,>. 

(*}  «  Cercle  et  ellipse  )j,  etc.  L'Enseigneiucnl  math.,  V  année,  iSijy,  p.  45a. 
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leurs  plans  ii  rinfini  se  conespondent  luu  a  ruutre.  Comme, 
d'après  cela,  toute  droite  à  Tinfini  dans  S  a  pour  correspondante 
une  droite  à  l'infini  dans  i:„  deux  systèmes  plans  homologues 
dans  !:  et  I,  sont  aussi  en  afllnité  ;  et  de  même,  deux  ponctuelles 
homolooucs  de  I  et  Z^  sont  projectives  semblables.  Il  s'ensuit 
que  non  seulement  les  points  milieux  de  deux  segments  recti- 
lignes  homologues  de  2  et  ^^  sont  des  points  homologues,  mais 
encore  qu'à  deux  segments  égaux  quelconques  d'une  droite 
dans  i:  correspondent  deux  segments  égaux  sur  la  droite  homo- 
logue dans  I,.  A  des  lignes  et  des  plans  parallèles  correspon- 
dent des  lignes  et  des  plans  parallèles.  A  tout  parallélogramme 
de  S  doit  donc  correspondre  un  parallélogramme  de  lij  et  a  tout 
parallélipipède  un  parallélipipède. 

Deux  solides  quelconques  de  S  sont  entre  eux  dans  le  même 
rapport  que  les  solides  homologues  de  I,,  et,  par  suite,  quand 
deux  solides  de  S  sont  égaux,  il  en  est  de  même  des  solides 
homologues  de  I,. 

Supposons  dans  les  deux  systèmes  alliés  1  et  X,  deux  surlaces 
homologues  quelconques.  Comme  tout  système  de  cordes  paral- 
lèles dans  l'une  des  surfaces  a  pour  correspondant  un  système 
de  cordes  parallèles  dans  l'autre  et  que  tout  point  milieu  dune 
corde  correspond  au  point  milieu  de  la  corde  homologue,  il  en 
résulte  que  dans  deux  surfaces  alliées  du  second  ordre,  un  plan 
diamétral  correspond  à  un  plan  diamétral  et  deux  diamètres 
conjugués  ou  un  plan  diamétral  et  son  diamètre  conjugué  cor- 
respondent respectivement  à  deux  diamètres  conjugués  ou  a  un 
plan  diamétral  et  son  diamètre  conjugué. 

Une  sphère  quelconque  peut  être  alliée  à  un  ellipsoïde,  et  les 
deux  surfaces  peuvent  être  regardées  comme  surlaces  homolo- 
gues des  systèmes  alliés  de  l'espace.  Soient  donnés  la  sphère  x 
et  l'ellipsoïde  x, ,  et  supposons  qu'ils  se  correspondent  dans  les 
systèmes  alliés  de  l'espace  -  et  1,  ;  alors  il  sera  lacile  de  déduire, 
comme  auparavant,  des  théorèmes  connus  de  Ui  sphère  les 
théorèmes  correspondants  sur  l'ellipsoïde. 

Nous  établissons  les  relations  suivantes  : 

Trois  diamètres  conjugués  d'une  sphère  étant  perpendiculaires 
entre  eux,  tous  les  parallélépipèdes  dont  les  faces  sont  tangentes 
à  la  sphère  x  aux  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  quel- 
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conques  sont  des  cubes  ayant  tous  le  même  volume  8/'*,  /•  étant 
le  ravon  de  la  sphère  x.  Le  volume  du  cube  circonscrit  est  donc 
avec  celui  de  la  sphère  dans  le  rapport  de  8  r^  :  ~-  r'  ou  8  :  -^. 
De  là  on  d('duit  pour  l'ellipsoïde  Xj  ce  qui  suit  : 

«  Tous  les  parallélépipèdes,  dont  les  laces  sont  tangenles  ii 
«  Tellipsoïde  Xj  aux  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués 
«  quelconques  ont  le  même  volume  8  abc^  en  désignant  par  2«, 
«  2/^,  26'  les  segments  interceptés  par  la  surface  sur  ses  trois  axes.» 

Comme  dans  les  systèmes  I  et  S,  les  corps  ou  solides  homo- 
logues sont  en  proportion,  nous  concluons  de  ce  qui  précède, 
en  désignant  par  Y  le  volume  de  l'ellipsoide  Xj  : 

-—/•■'  :  &/■'=  \    :  e>  abc, 
donc  :  ^-  i~      , 

La  sphère  x  étant  divisée  en  huit  parties  équivalentes  par 
trois  plans  diamétraux  conjugués,  il  en  est  de  même  de  l'ellip- 
soïde Xj. 

Les  points  milieux  de  toutes  les  cordes  de  la  sphère  x  qui 
passent  par  un  seul  et  même  point,  sont  situés  sur  une  sphère  \; 
la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  de  la  sphère  x  est  aussi 
un  diamètre  de  la  sphère  ç.  De  lii  nous  concluons  que  : 

«  Les  points  milieux  de  toutes  les  cordes  de  rdlipsoïde  x,  qui 
«  passent  par  un  seul  et  même  point,  sont  situés  sur  un  ellip- 
«  soïde  ^j  (')  ;  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  de  l'ellip- 
«   soïde  x^  passe  aussi  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  ^,.  » 

Nous  rendrons  notre  discussion  sur  la  sphère  et  lellipsoïde 
plus  intéressante  encore  en  considérant  des  sphères  concentri- 
ques et  des  ellipsoïdes  concentiiques  homothétiques. 

Supposons  de  nouveau,  comme  précédemment,  (pie  la  sphère  x 
et  l'ellipsoïde  Xj  soient  des  suilaces  homologues  dans  les  deux 
systèmes  alliés  de  l'espace  ï  et  ïj.  Prenons  maintenant  une 
seconde  sphère  •  concentrique  à  la  première,  et  nous  aurons 
comme  surface   homologue  du  système  ïj,  un  ellipsoide  c,,  con- 


(')  L'ellipsoïde  ç,   ne  sauriiit   iMre  iiiio  sjjlù're,  les  svsli'inos  —  et  — j   n'étanl  point 
semblables,  mais  sculemcnl  alliés. 
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cenli'ique  a  rellipsoïtle  Xj.  Deux  diamètres  conjugues  (juelcou- 
(lues  dune  sphère  étant  perpendiculaires  entre  eux,  les  sphères  x 
çt  ;  ont  en  commun  hi  même  gerbe  pohiire  des  diamètres  ;  il  en 
est  de  même  des  ellipsoïdes  Y.^  et  ç^,  et  par  conséquent  les  axes 
de  Xj  et  de  Çj  coïncident;  x^  et  Hj  sont  appelés  «  ellipsoïdes  con- 
centriques homothétiques  ». 

En  plaçant,  dans  ce  qui  suit,  les  propositions  correspondantes 
lune  en  regard  de  l'autre,  nous  concluons  : 


DES    TllKOUKMKS    A    GAUCHE    : 

à)  Les  sphères  v.  et  ^  sont  reneon- 
li'écs  par  tout  plan  sécant  s  en  deux 
cercles  concenlricjucs  g  et  /. 


h)  Les  points  milieux  d  une  gerbe 
de  cordes  parallèles  de  x  et  "Ç  sont 
tous  situés  sur  un  plan  diamétral 
commun. 

c)  Les  centres  des  couples  de  cir- 
conférences concentriques  détermi- 
nées sur  les  sphères  x  et  Ç  par  un 
faisceau  de  plans  si'cants  parallèles, 
sont  tous  situés  sur  un  diamètre 
commun  des  deux  sphères. 

d)  Les  quatre  plans  tangents  cons- 
truits aux  extrémité»  dun  diamètre 
commun  aux  deux  sphères  x  et  Z, 
sont  perpendiculaires  à  ce  diamètre 
et  par  conséquent  parallèles  entre 
eux. 

(?)  Menons  par  le  oonlre  O  de  x 
deux  droites  qui  coupent  /.  aux  points 
A,  B  et  !^  aux  points  C,  D  ;  alors  les 
triangles  OAB  et  OCD  sont  sembla- 
bles, et  par  consé((uent  AB  est  paral- 
lèle à  CD. 


Lies    THEOREMES    .V    DKOITE    : 

«1)  Les  ellipsoïdes  Xj  et  ^|  sont 
rencontrés  par  (oui  plan  sécant  s^  en 
deux  ellipses^,  et/,  qui  sont  concen-. 
triques  homothétiques  comme  étant 
alliées  aux  circonlerences  concentri- 
ques g  et  /. 

ij)  I^es  points  milieux  d  une  gerbe 
de  cordes  parallèles  de  y.i  et  i^,  sont 
tous  situés  sur  un  plan  diamétral 
commun. 

c,)  Les  centres  des  couples  d  el- 
lipses concentriques  liomothétiques 
déterminées  sur  les  ellipsoïdes  Xj  et 
w,  par  un  faisceau  de  plans  sécants 
parallèles,  sont  tous  situés  sur  un 
diamètre  commun  des  deux  ellip- 
soïdes. 

(/,)  Les  quatre  plans  tangents 
construits  aux  extrémités  d  un  dia- 
mètre quelconque  de  Xj  et  i^j  sont 
parallèles  entre  eux. 


e,)  Soient  O,,  Ai,  B,,  C,  et  D,  les 
points  correspondants  dans  il,,  il  ré- 
sulte tle  e)  i[ue  AB  est  parallèle  à  CD, 
et  à  cause  de  la  similitude  des  trian- 
gles O,  Al  B,  et  O,  Cj  Dj  nous  avons 
la  j)roporlion  : 

O,  Al  :  0,Ci  —  O,  Bi  :  O,  Di 

Doue  : 

Les  rayons  des  ellipsoïdes  Xi  et  'Ç^ 
sont  coupés  par  les  surfaces  en  par- 
ties proportionnelles. 


KILBISGER 


/)  Les  pôles  d'un  plan  quelconque 
r.  par  rapport  aux  deux  sphères  y.  el  X. 
sont  situés  sur  le  diamètre  perpendi- 
culaire et  conjugué  à  ce  plan. 

g)  Les  plans  polaires  d'un  point  P 
par  rapport  aux  deux  sphères  x  et  X. 
sont  perpendiculaires  au  diamètre  qui 
passe  par  le  point  P  et  par  consé- 
quent parallèles  entre  eux. 

]x)  Les  quatre  plans  polaires  de 
deux  points  quelconques  par  rapport 
à  ■/.,^  se  coupent  suivant  quatre  droites 
parallèles. 


/",)  Les  pôles  d  un  plan  quelconque 
-1  par  rapport  aux  deux  ellipsoïdes 
/.j  et  ^1  sont  situés  sur  le  diamètre 
conjugué  à  ce  plan. 

^i)  Les  plans  polaires  d'un  point  Pi 
par  rapport  aux  doux  ellipsoïdes  xi 
et  ^1  sont  parallèles  entre  eux. 


li\  Les  quatre  plans  polaires  de 
deux  points  quelconques  par  rapport 
à  /.i,  ^1  se  coupent  suivant  quatre 
droites  parallèles. 


Supposons  maintenant  dans  le  système  -  tout  le  faisceau  des 
sphères  concentriques  à  la  sphère  x,  et  nous  aurons  pour  cor- 
respondant dans  le  système  allié  Sj  un  «  faisceau  d'ellipsoïdes 
concentriques  homothétiques  ». 

D'après  ce  qui  précède,  nous  sommes  en  état  maintenant 
d'énoncer  le  résultat  général  que  voici  : 

«  Les  ellipsoïdes  d'un  faisceau  F  d'ellipsoïdes  concentritjues 
«  homothétiques  ont  la  même  gerhe  polaire  des  diamètres  et  les 
«  mêmes  axes  principaux.  Le  faisceau  est  déterminé  par  un  seul 
«  ellipsoïde.  Le  centre  de  cet  ellipsoïde  est  le  centre  commun  de 
«  similitude.  Xous  obtiendrons  un  ellipsoïde  concentrique  homo- 
«  thétique  au  premier  en  augmentant  ou  on  diminuant  ses  ravons 
«  dans  un  rapport  donné.  Par  un  point  quelconque  de  1  espace  on 
(c  peut  faire  passer  un  seul  ellipsoïde  du  laisceau  F.  Tout  plan 
«  coupe  le  faisceau  suivant  des  ellipses  concentriques  homothé- 
«  tiques  et  est  tangent  à  un  ellipsoïde  du  faisceau  au  centre 
«  commun  des  mêmes  ellipses.  Les  centres  des  coniques  déter- 
«  minées  sur  les  ellipsoïdes,  par  un  système  de  plans  sécants 
«  parallèles  sont  tous  situés  sur  un  seul  et  même  diamètre.  Les 
«  points  milieux  d'une  gerbe  de  cordes  parallèles  sont  tous 
«  situés  sur  un  seul  et  même  plan  dlaniélral.  Les  plans  tangents 
«  aux  ellipsoïdes  du  faisceau  F  construits  dans  les  extrémités 
«  d'un  diamètre,  sont  tous  parallèles.  Les  pôles  d'un  plan  quel- 
le conque  par  rapport  aux  ellipsoïdes  du  faisceau  sont  tous  situés 
«  sur  un  seul  et  même  diamètre,  et  les  plans  polaires  d'un  point 
«   (juelconque  forment  un   faisceau  de  plans  parallèles.  Les  plans 
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«  polaires  de  deux  points  ([iielconqucs  par  rapport  aux  ellip- 
«  soldes  du  faisceau  F  se  coupent  suivant  une  gerbe  de  droites 
«   parallèles,   m 

Pour  terminer,  nous  nicnlionnons  encore  les  propositions 
suivantes  : 

«  i"Les  sommets  de  tous  les  parallélipipèdcs  circonscrits  à  un 
«  ellipsoïde  et  dont  les  laces  sont  tangentes  ii  lollipsoïde  aux 
<<  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques  sont  tous 
«   situés  sur  un  ellipsoïde  concentrique  homothétique  au  premier.  « 

«  2"  Les  sommets  de  tous  les  cônes  circonscrits  ii  un  ellipsoïde 
«  qui  limitent  avec  les  plans  de  leurs  ellipses  de  contact  des 
«  solides  de  volume  donné,  sont  tous  situés  sur  un  second  ellip- 
«   soïde,  concentric[ue,  homothétique  au  premier.  »  (^Reye.) 

Pour  démontrer  ces  deux  propositions,  nous  n'avons  qu'a 
allier  les  ellipsoïdes  à  des  sphères.  Dans  le  premier  cas  nous 
trouverons  comme  lien  des  sommets  des  cubes  correspondant 
aux  parallélépipèdes,  une  sphère  concentrique  à  la  première  ;  et 
de  même  les  sommets  des  cônes  circonscrits  à  la  sphère  corres- 
pondant aux  cônes  circonscrits  à  l'ellipsoïde  sont  situés  sur  une 
sphère  concentrique  à  la  première. 

D'  KiLcixGER  (Mulhouse). 


SUR   LA    DK.MOXSTRATIOX 

DES  lORMLLES  DU   DEMI-ANGLE 

EX  TRIGONOMÉTRIE   PLANE 


Le  théorème  île  L-arnot  if'soiit  en  principe  le  [)roi)lème  fonda- 
mental de  la  Trigonométrie,  qui  consiste  à  déterminer  les  angles 
d'un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés.  Toutefois  la  Ibr- 
mule  obtenue  ne  se  prête  guère  au  calcul  logarithmique  ;  aussi 
en  déduit-on  d'ordinaire  les  formules  dites  du  demi-angle,  en 
avant  recours  à  des  transformations  algébriques. 
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C'est,  jr  (-rois,  ii  M.  Ficd.  élever,  piolessour  au  Gymnase  de 
Halle,  qu'on  doit  le  premier  essai  (' ;  daiiiver  direetement  à  ces 
ilernières  loimules,  par  des  considérations  purement  géomé- 
triques. 

\li\  peu  plus  tard  M.  Korschcl  donna  '  une  démonstration 
analogue  à  celle  de  M.  Me  ver. 

La  méthode  que  je  me  propose  d'exposer  ici  et  qui  conduit 
aux  formules  du  demi-angle  par  une  voie  purement  géométrique, 


me  semble  plus  importante  que  celle  de  Meyer,  tant  au  point  de 
vue  pédagogique,  qu'au  point  de  vue  scientifique.  En  elFet,  elle 
n'exiofc  aucun  théorème  auxiliaire  ;  la  démonstration  est  absolu- 
ment  analogue  pour  les  trois  formules  et,  correspondant  ainsi  ;i 
leurs  constructions,  met  bien  en  lumière  leur  étroite  parenté  ;  la 
figure  sur  laquelle  elle  se  base  a  une  grande  importance  géomé- 
trique, puis(jue  le  triangle  ABC  est  précisément  le  triangle  ayant 
pour  sonimets  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  0,0,,0^  ;  enfin, 
par  cette  méthode  il  est  toujours  tacile  tle  retrouver  la  démons- 
tration de  1  une  quelconque  des  formules.  Mais,  arrivons  au  lait. 
Menons  les  bissectrices  tant  intérieures  ([u'extérieures  du 
triangle   th)nné   ABC  (voir   la  tigure)  ;  soit  AO,,   BO,  et  CO,  les 


(')    Voir    sa    note    publiée    dans    la    Xci/sdni/ï   /'.    math.    ii.    nattirw.   l'ntcrrtcht. 
année  1887.  p.  •>.(>5  et  •->()(>. 

(*)  Œsteir.  Zcitsciti  Ifl  fiir  tlas  I{culsihiiU\csen .  année  iS<j$.  p.   460.  ^Oi. 
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trois  bissectrices  intérieures,   0,0..  OjO^  et  0,0^  les  tri)is  bissec- 
trices extérieures,  soient  encore  ~  ,     -^  ,    -^    les  demi-anolcs  du 

•1  -l  ■!  ^ 

triangle  ABC. 

I.  Pour  trouver  la  valeur  de  sin"  -;— ,  il  suliit  de  comparer  les 

deux  triangles  semblables  OCO^  et  OBO.  ;  le  premier  nous  donne 

a  OC  11'-  .X  013  ,  ,  ,    . 

sin  —  =  ç-^  ,  et  le  deuxième  sin  —  =  ■  ;  on    en   déduit,  en 

multipliant  membre  à  membre  : 

.    ,   a  OC.     OB  OC         OB 


2    ~   00,   00„  ~  00„       OO,  ' 

Si,  d'autre  part,  on   projette   les  points  0  et  0.,  sur  l'un  des 
cotés  CB  ou  CA,  on  voit  que 

OC   _  (s—c) 


en  désignant  par  s  le  denii-périmèlre  du  triangle  ;  de  même  si 
l'on  projette  les  points  O  et  O.,  sui'  l'un  des  côtés  BA  ou  BC,  on 
voit  que 


OB 


OO,  h 

Substituant    ces    valeurs    dans    l'expression  de  sin'  —  ,    on    a 
enlin  : 


siu-   —  =z 


b. 


2.   Kn   employant    les    triangles  OCO.,   et   0,B0.,,   on   arrivera 
d'une  lacon  analoofue  ii  la  lormule  de  cos"  — . 
Ou  a,  en  eilet,  dans  le  triangle  OCO.,  : 

a         O.C 

cos  —  =    ^  -^ 

2  0.0 

et  dans  le  trianule  C).BO,  : 

o  1  - 

OJÎ 


cos =1 


d  où,  par  mnltiplicalion  : 

,    a  0,C        0,B  0,C        0.,B 

cos-  —  =       - 


o,o     o.o^—o.Oj     o,o 


20.» 


F.    REDI. 


Projetant  los  points  0,  et  O,  sur  CB  ou  (lA,  les  poinls  0  et  0, 
sur  B(.  ou  BA,  on  trouve  : 


0,C  (ç  — a)_         0,B 


O.,  0 1  c  0.p  h   ' 

ce  qui  donne  la  formule  cherchée  : 


.s   1  s  —  a] 


2  b.  c. 

3.  Enfin,  pour  trouver  tg- —  ,  il  sullit  de  considérer  les  trian- 
gles  0(>0.,  et  OjCOg,  qui  nous  donnent  : 

,   a         OC.     O.C  OC     O.C 


o.,c.    o..(:       o,c    o,c  ■ 


OC         (s—c)  o.c  (.s  —  // 


0.,C  5        '        O^C  {s  — a) 

ainsi  qu'on   le  reconnaît  aisément  par  projection  ;   d'oii  il  suit 

,    a.  (s  —  h)  (s  —  c) 

tg2  —  —  -^ ^1-^ '- . 

2  S.   [s —  a) 

On   obtiendiait    plus    rapidement    cette    dernièie    formule    en 

^'"'  "V  .    .  . 

lormant  le  quotient  ^  ,  mais  je  tenais  tout  d'abord  à  montrer 

cos-  4- 

la  généralité  de  la  méthode,    en  1  appliquant  aussi  à  ce  cas,  et  ;♦ 

indiquer  ensuite  un  nouveau    moyen  de  déterminer  p  ;    il  sullit, 

en  eflet,  pour  l'obtenir   de   remplacer   tlans    la   deinière  formule 

[a-  —  par  , — ■ — - . 

Reste  maintenant  à  exposer  brièvem(Mit  que  cette  méthode 
fournit  un  moyen  mémnotechnique  pour  retrouver  ces  formules  ; 
il  repose  sur  la  définition  même  des  fonctions  trigonométriques. 
Par  exenqile  :    pour   trouver  le  second  triangle   (jui,   avec  OCO.,, 

nous  donnera  la  démonstration  de  la  formule  du  siu —  .  on  pro- 
longe dans  le  hiangle  OCO,,  le  côté  opposé  à  —  cl  l'hypoténuse, 
et  l'on  obliiMil  le  triangle  OBO3.   Pour  cos  —  ,  on  prolongerait  le 

coté  adjacent  a  —  et  1  hypoténuse  et  pour  tg  — ,  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit. 


NOTIO.X   DE    LISri.M   EX   GÉOMÉTRIE   ÉLÉMESTAIRE  2o5 

Bien  que  ce  qui  suit  n'apparlicnne  plus,  à  viai  diic.  ;i  mon 
sujet,  le  lecleur  nie  permettra  d'intlicjuer,  en  lermiuanl.  une 
méthode  nouvelle,  à  ce  que  je  crois,  pour  déterminei-  le  lavoii  du 
cercle  ex-inscrit  au  triangle  donné  ABCl.  Calculons,  par  exemple, 
le  ravon  o.,  du  cercle  de  centre  ().,. 

Menons   0.,X  parallèle    à   AO^  ;   on  voit  alois   que 

p,2  =  (s  —  c).  FIX". 

On    ol)tiendia    F.,X    en    remarquant    que    les    trianolos    sembla- 
l)les  OFA  et  ()^F,X  sont  homothétiques,  et  ont  pour  centre  d  ho- 

mothétie  P  et  pour  raiiiiort  d  homothétie  —  =  — ^ — —  :  le  côté  F  \ 

-^  p,  .s  '- 

est  donc  1  homolooue  de  FA,  et  comme  ce  dernier  éoale  lui-même 

o  ri 

(.V — <7),  on  a 

d  où  Hnalement 


F,X  —[s  —  a] 


_.,    s  [s  —  a]   (.s  — c) 

''-  ~  [s  — h) 

Fi'z.  Ri.Di.   Aieholen.  liasse-Autriche 
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EN    GÉOMÉTRIE   ÉLÉMENJAIIIK 

A    PROPOS  DUN   ARTICLl^  D  !■    M.    KIPLIRT  ('; 


La  Géométrie  élémentaire  a  heureusemenl  i-chappc  juscjti  ici 
aux  innovations  ([ui,  sous  couleur  de  pi'ogrès  scientifique,  ont 
cnlrainé  les  mathématiques  spéciales  dans  une  voie  dangereuse. 
Aussi  suis-je  bien  loin  de  partager  l'opiniiui  de  M.  Rij)ert  sur 
lintroduction,  dans  la  Géonu'trie  élcmciitaii'c.  de  1  iidini.  au  sens 
(pie  INF  Uipeit  donne  i»  ce  mot. 


(')  Voir   II"  •?.,  os  année,  de  VEiiseii^nenieii/  i/ia(/ic/ii<tiir/iir   {i'>  in;ii-s    kjiki). 
Eiiscij^iicmciil   inntb.  14 
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L'iutroduclloii  de  la  notion  de  la  droite  de  liniini,  du  point 
à  l'infini  d'une  droite,  etc.,  ne  peut  venir  utilement  qu'en  mathé- 
matiques spéciales,  commeconséquenc(ï  de  la  ti'anslormation  homo- 
graphicjue  du  plan.  On  peut  alors  montrer  aux  élèves  ([ue  ces  no- 
tions conventionnelles  sont  adoptées  pour  simplifier  le  langage,  et 
([uii  chaque  mode  de  transformation  des  figures  planes  corres- 
pond une  façon  différente  d'envisager  les  points  ;i  1  infini  ;  en 
géométrie  projective  et  en  perspective,  les  points  a  l'infini  tlun 
plan  apparaissent  comme  étant  sur  une  droite  ;  dans  l'analyse  des 
grandeurs  complexes,  on  représente  le  plan  sur  une  sphère,  par 
une  inversion  :  aux  points  à  l'infini  du  plan  répond  alors  un  point 
de  la  sphère,  et  il  est  commode  de  parler  du  point  de  linfini  du 
plan,  etc. 

Pour  la  question  particulii'ie  dont  s  occupe  M.  Uipert,  il  est 
naturel  et  légitime  d  introduire  la  notion  du  point  à  1  infini  d'une 
droite,  comme  une  conséquence  de  la  division  harmoni(jue,  qui 
est  un  mode  particulier  de  transformation  d'une  droite  en  elle- 
même,  point  par  point;  c'est  ce  qu'ont  fait  avec  raison  MM.  Niwen- 
glowski  et  Gérard  dans  le  passage  cité  par  M.  Ripcrt.  Mais  vou- 
loir dènioiitrer  comme  une  vérité  absolue,  par  un  théorème 
énoncé  de  la  même  façon  c[ue  les  théorèmes  relatifs  aux  angles 
inscrits,  qu'une  droite  n  a  pus  deux  points  à  C infini  mais  seule- 
ment un,  c'est  une  idée  inadmissible. 

Quant  à  la  démonstration  proposée  par  ]\I.  Ripert,  je  n'v 
insisterai  pas  :  elle  repose  sur  un  mode  de  transformation  vague 
d'un  cercle  en  une  droite  et  elle  permet  de  démontrer  tout  ce 
qu'on  veut,  pour  les  points  ;i  l'infini  de  la  droite,  suivant  le 
mode  de  correspondance  qu'on  établit  entre  les  points  du  cercle, 
ou  d'une  portion  du  cercle,  et  ceux  de  la  dioile. 

P.  AppEi.i.  (Paris). 


LA  NOMO(;ilAPfIIE   DANS   L'ENSEIGNEMENT 


A  la  suite  de  la  publication  du  Tiailé  i  '  dans  Iccjuel  je  me  suis 
efforce  de  donner  à  la  théorie  des  abaques,  ou  Xomof^raphie,  la 
plus  grande  généralité  possible,  les  directeurs  de  la  présente 
Revue  ont  bien  voulu  m'inviter  à  y  indiquer  la  façon  dont  les 
principes  de  cette  théorie  pourraient  pénétrer  dans  renseigne- 
ment. 

Je  ne  sauvais  me  dissiuiuler  le  risque  qu'il  y  a  pour  moi  à 
accepter  pareille  invitation  ;  volontiers  me  soupconnera-t-on 
d'un  peu  trop  tle  complaisance  envers  une  branche  de  la  science 
il  la  codification  de  laquelle,  depuis  plus  de  dix  ans,  je  n'ai  cessé 
d'apporter  tous  mes  soins.  Pourtant,  un  article  paru  ici  même  (') 
me  met  plus  à  mon  aise  pour  aborder  le  sujet,  l^'iitilité  d'initier 
dès  If'cole  les  futurs  techniciens  à  une  théorie  qui  pourra  plus 
tard  leur  rendre  des  services  ayant  été  étal)li<'  par  cet  article,  puis 
sanctionnée  par  louverture  à  l'Université  de  Louvain  d'un  cours 
spécial  de  Nomographie  confié  à  iNI.  le  Professeur  Siittor,  je 
pense  n'avoir  pas  à  légitimer  autrement  la  pri-occupation  que 
traduit  le  titre  de  cet  article. 

Je  crois  toutefois  devoir  faire  remarquer  ([lie  si,  parmi  les 
hommes  techniques,  les  ingénieurs  sont  de  ceux  pour  (|ui  la 
Xomographie  ofî're  le  plus  d'avantages,  ils  ne  sont  pas  les  seuls. 
Les  artilleurs  et  les  marins,  notamment,  ont  de  fréquentes  occa- 
sions d  v  recourir,  comme  en  li'moigneiit  divers  exemples  intro- 
duits dans  le  T.  X.,  auxquels  il  convient  de  joindre  la  nombreuse 
série  des   curieuses    applications  à   l'art    naval    publiées   dans  la 


(')  Truite  (le  Soino'^raphie,  paru  en  i8<)9,  chez  Gaiilhicrs-A  illars,  à  Paris.  Un 
l'ompte  rtMitlu  a  paru  dans  le  présent  Recueil  (t.  1.  p.  'JG8).  Cel  ouvragée  sera  dcsi» 
g-iié  (liiiis  la  suite  de  l'article  pjir  les  lettres  T.  N. 

(*)  De  la  yoniographie  et  de  la  nécessite  de  l'introduire  dans  l  ensci-fnemrnt,  par 
K.  Pascpiier,  professeur  à  l'Université  de  Louvain  [I^ns.  Math.,   l.   I,  p.    55o). 
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fUi'ista  niaritlima,  par  JNI.  G.  Pesci,  professeur  :i  rAcudémie 
navale  de  Livourne,  à  la  suite  desquelles  ce  géomètre  distingué  a 
été  appelé  à  donner  des  conléiences  sur  la  Noniograpliie  aux  olli- 
cicrs  qui  suivent  les  cours  de  celte  Académie. 

Il  me  sera  sans  doute  permis  d  ajouter  que  j  ai  fréquemment 
!  honneur  d'être  consulté  par  des  olliciers  qui  se  j)roj)osent  de 
faire  pénétrer  de  j)lus  en  plus  les  abaques  dans  la  pratique  de  leur 
métier,  et  que,  d'autre  part,  nombre  de  professeurs  de  Tordre 
technique,  principalement  en  Allemagne  et  en  Italie,  veulent  bien 
me  faire  savoir  qu'ils  font  maintenant  une  place  dans  leur  ensei- 
gnement au.v  principes  de  la  Nomographie. 

Voici,  au  surplus,  comment  en  tète  d  iiu  long  article  consacré 
au  T.  N.  ('),  s'exprime  ^I.  Maurice  Lévy,  l'éminenl  ingénieur  et 
meml)re  de  Flnstilut  : 

((  llemplacer  les  calculs  numériques  (pi'exigent  les  applications 
de  la  Science  dans  leur  multiple  variété,  par  des  tableaux  graphi- 
ques qui  en  fournissent  les  résultats  à  simple  vue,  toutes  les  fois 
que  les  représentations  graphi(|ues  sont  susceptibles  d'une 
approximation  sullisante,  tel  est  l'obifl  d'un  nouveau  Chapitre 
de  la  Science,  (jni  nu'iile  de  prendre,  place  à  eôlè  de  la  (jéoinélrie 
descrlpllçe  el  de  la  S(a(i(jiie  ^rap/iif///e » 

Mais  ce  n'est  pas  là  le  côté  du  sujet  que  je  désirerais  surtout 
signaler  dans  le  présent  Recueil,  destiné  j)rincipalement  aux 
mathématiciens.  Ce  cjue  je  tiens  plutôt  ;i  envisager,  c'est  le  rap- 
port qu'il  peut  y  avoir  entre  les  principes  de  la  Nomographie  et 
l'enseignement  des  éléments  généraux  de  INIatiiématiques. 

On  peut  loul  d'abord  observer  ([ue  le  caractère  d'universalité 
des  a])[)lications  de  la  Xomograpliic  est  très  ])ropie  ii  justifier  le 
rattachement  de  cette  théorie,  prise  au  moins  dans  sa  partie  élé- 
mentaire, à  l'enseignement  nuilliémali([ue  généi'al.  Je  ne  suis 
d'ailleurs  pas  le  premier  à  émettre  un  tel  vœu  : 

V  Avec  le  traité  de  M.  d'Ocagiie,  dit  M.  Cloedseels  ^-  „  la 
homographie  prend  une  j)lace  mar([uéo  dans  la  catégorie  des 
sciences  dont  la  connaissance  est    indispensal)le   aux   ingt-nieurs. 


(')  Génie  cii'il,  t.  XXV,  ]>.  4''-'- 

(-)  Compte   rendu  du  T.  N.  dans  l;i  ilcrtic  </<•.?    Qiicsliu/is   scic/iti/î(/itcs  (a"  série, 
t.  XVI,  p,  Go")). 


LA    yOMOGRAPIIIE   DAXS   L' E  y  S  E  /  G  .\  E  M  E  .\  T  209 

aux  oiTiciers  et  aux  calculateurs  en  général.  Puisse  ce  traité  enga- 
"•er  les  autorités  acadénii([ues  à  inscrire  la  Xoinographie  dans  les 
programmes  des  études  !    » 

Il  faut  considérer  d'autre  part  ([ue  les  seules  connaissances 
mathématiques  indispensables  pour  l'exposé  de  cette  ihéorie  sont 
celles  qui  se  donnent  dans  les  Cours  de  Géométi-ie  analytique, 
tels  qu'en  comporte  en  France  la  classe  de  Mathématiques  spé- 
ciales. Et,  à  ce  point  de  vue,  il  y  a  même  lieu  de  remarquer  que 
la  construction  des  abaques  permet  de  donner,  aux  yeux  des 
élèves,  aux  principes  de  cette  science  une  valeur  concrète  qui  ne 
peut  qu'en  accroître  l'intérêt.  On  me  permettra  à  cet  égard  de 
me  référer  à  une  autorité  que  personne  ne  saurait  contester,  celle 
du  savant  directeur  de  la  section  scientifique  de  lEcole  Xormale 
supérieure,  M.  .1.  Tannery.  Soulignant,  dans  le  compte  rendu 
qu'il  a  bien  voulu  consacrer  au  T.  X.  ('),  le  caractère  d'utilité  de 
l'ouvrage,  il  ajoute  : 

«  Cette  utilité  même  n'est  pas  pour  détourner  les  professeurs 
de  nos  Ivcées,  qui  seront  certainement  heureux  de  trouver  dans 
le  Livre  de  M.  d'Ocagne  des  applications  simples,  ii  des  problèmes 
réels,  des  méthodes  ([u'ils  enseignent.  Les  méthodes  de  translor- 
mation,  l'homographie  en  particulier,  sont  d'un  usage  courant 
en  Xomographie  ;  j'ai  déjà  parlé  de  l'heureux  usage  que  l'auteur 
a  fait  du  principe  de  dualité  ;  je  crois  donc  que,  sans  l'avoir  cher- 
ché, ^L  dOcacrne  se  trouvera  avoir  rendu  service  à  l'enseigne- 
ment.  Par  sa  oénéralité  même,  renseignement  dans  les  classes 
de  Mathématiques  élémentaires  et  de  Mathématiques  spéciales 
est  essentiellement  théorique  ;  mais  les  maîtres  même  qui  pensent 
que  la  théorie  se  suffit  ont  le  devoir  de  ne  pas  donner  ;i  leurs 
élèves  le  dégoût  de  la  réalité,  de  ne  pas  la  faire  oublier,  de  les 
y  ramener  quelcpiefois,  et  de  leur  montrer  que  ([uelquc^s  théories 
s'appliquent  à  des  problèmes  réels  ;  et  s'il  arrive  qn'uii  élève,  qui 
n'est  pas  encore  «  enivré  par  l'absorption  du  lotus  mathémati- 
que »,  qui  a  gardé  le  souci  de  ce  monde  extérieur  où  il  rêve  de 
faire  quelque  chose,  s'intéresse  à  une  lh<'(>rie  par  cela  môme 
qu'elle  peut  être  utile,  son  maître*  ne  nian(|uera  pas  île  s'en 
réjouii".    >) 


1')   Bti//.   ,/es  Se.  Mat/,.,  l.    WXIII,  j).   ijC. 
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Il  est  donc  permis  de  souhaiter  —  et  c'est  le  vœu  en  vue  duquel 
a  été  rédigé  le  présent  article  —  qu'une  petite  place  soit  faite, 
sous  (orme  d'application,  tlans  renseignement  de  la  Géométrie 
analvli(pie,  aux  éléments  de  la  Xomograpliie. 

Afin  de  laciliter  autant  ([ue  possible  la  réalisation  de  ce  vœu, 
j'indiquerai  en  terminant  les  parties  du  T.  X.  (jni  me  semblent 
susceptibles,  sous  une  forme  plus  ou  moins  résumée,  de  péné- 
trer dans  un  cours  de  géométrie  analytique. 

En  ce  qui  concerne  les  principes  applicables  h  la  construction 
des  abaques  les  plus  usuels,  je  citerai  ceux  qui  sont  relatifs  aux 
ahcKjiies  cartésiens  à  trois  variables  (n"*  i6  et  aa';,  aux  abaques 
anamoi-phosès  (n^'  24,  26,  .27,  28),  aux  abaques  à  entrecroise- 
mentlas  plus  généraux  (n"*  ^i^  ^^,  46,  47)?  '^"^  abaques  a  ali- 
gnement (n"*  56,  Sj,  60,  61,  121). 

i*our  l'étude  de  systèmes  d'éléments  intervenant  fré([uemmenl 
dans  les  abaques,  je  renverrai  aux  n"'  44?  4^»  64  et  65  ;  pour 
l'emploi  de  l'homographie  en  vue  de  donner  aux  abaques  la  meil- 
leure disposition  possible,  aux  n*"*  49?  5o  et  62. 

Enfin,  laissant  de  côté  les  exemples  d'application  d'ordre  tech- 
nique, on  peut  signaler  comme  propres  à  intéresser  des  élèves  de 
Mathématiques  spéciales  ceux  qui  se  rencontrent  dans  les  n"^  l'S 
(2°),  jy,  81,  125  et  126,  tous  relatifs  à  la  résolution  par  abaques 
des  équations  des  deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés. 

M.  d'Ocacne  (^Paris). 
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Congrès  international  des  mathématiciens. 

Des  dispositions  nouvelles  prises  par  ladminislralion  de  1  Exposition 
universelle  (service  des  Congrès)  ont  entraîné  certains  retards  dans 
rétablissement  des  cartes.  Celles-ci  ne  seront  donc  pas  envoyées  à 
1  avance  aux  adhérents.  Ils  pourront  les  retirer  à  Paris  à  un  endi'oit  qui 
leur  sera  indiqué  en  temps  utile.  En  attendant,  ceux  d'entre  eux  qui 
n'habitent  pas  Paris  recevront,  avec  la  quittance  du  trésorier,  les  bons 
de  réduction  auxquels  ils  ont  droit  pour  leur  voyage. 

Ajoutons  que  les  cartes  de  membres  du  Congrès  donneront  droit 
d  entrée  à  lExposition  pendant  la  durée  du  Congrès,  suivant  une  dispo- 
sition bienveillante,  et  toute  récente,  adoptée  par  l'administration. 

Congrès  International  de  Bibliographie  (Paris,  16-18  août  1900i. 

A  l'occasion  de  ce  Congrès,  le  général  Sebert,  membre  de  l'iaslitut, 
vient  de  publier,  en  qualité  de  président  de  la  commission  d'organi- 
sation, une  circulaire  dont  nous  reproduisons  les  passages  les  plus 
essentiels. 

Nous  vous  adressons  le  programme  adopté  pour  le  Congrès  par  la 
Commission  d  organisation. 

Ce  Congrès  s  occupera  principalement  de  la  question  des  Réper- 
toires bibliographiques,  dont  la  dilfusion  est  réclamée  par  les  hommes 
d'étude  de  toutes  spécialités  pour  faciliter  la  recherche  des  documents 
([ui  peuvent  leur  être  utiles. 

Il  y  sera  notamment  traité  avec  détails  de  l'feuvre  coopérative  entre- 
prise par  l'Institut  intei'nalional  de  i)ii)liogra[)hie  pour  la  création  et  le 
développement  en  tous  pays  du  Répertoire  bibliograpliicpie  universel 
sur  fiches  basé  sur  la  classiiication  décimale. 

Nous  espérons  que  vous  voudi-ex  bien  prendre  part  à  ce  Congrès  et 
nous  serons  heureux  si  vous  nous  apportez  un  concours  actil  eu  y 
traitant  une  des  questions  que  comporte  son  programme. 

Nous  vous  demanderons,  dans  ce  cas,  de  nous  envo3-er  avant  le 
i'''' juillet  1900  au  plus  tard,  les  mémoires  dont  vous  vous  proposeriez 
de  donner  lecture,  ou  du  moins  l'analyse  des  comumnications  que  vous 
désireriez  faire,  afin  que  la  Comiuissit)n  d'organisation  ait  le  tenqis  . 
d  en  faire  l  examen  dans  le  but  de  coordonner  les  travaux  du  Congrès 
et  de  les  rendre  ainsi  plus  pi-olilables. 
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Le  prix  de  la  colisalion  pour  ce  Congrès  est  fixé  à  20  francs. 

Les  inenibi'cs  adhérents  recevront,  sans  autre  déboursé,  un  exem- 
plaire des  comptes  rendus  détaillés  du  Congrès,  dans  lesquels  seront 
reproduits  les  mémoires  et  rapports  présentés. 

Adresser  les  communications  relatives  au  Congrès  àM.  Eugène  Capkt, 
secrétaire  adjoint^  8,  place  du  Panthéon,  à  Paris. 

Parmi  les  memltres  de  la  Commission  d  organisation  Jigurent  notam- 
ment -MM.  le  prince  lîoland  Bonaparte,  vice-président;  Gauthier- 
Villars,  trésorier  ;  Gariel,  Ch.  Ilichet,  Vallot,  etc.  Le  programme  est 
assez  important  et  intéressant  pour  mériter  d  être  reproduit  in  extenso. 

I'  l(  o  V.  \\  A  M  M  E 

Avis  préliminaire.  —  Pour  délimiter  1  œuvre  du  Congrès  et  en  rendre 
les  travaux  plus  profitables,  la  Commission  d'organisation  a  adopté  les 
dispositions  suivantes  : 

Dans  le  domaine  de  la  bibliographie  pure,  c  est-à-dire  de  la  bil»lio- 
graphie  dégagée  des  questions  corrélatives  qui  peuvent  intéresser 
également  les  bibliothécaires,  et  notamment  de  la  bibliothèconomie,  le 
Congrès  sera  consacré  aux  problèmes  de  la  constitution  des  Réper- 
toires bibliographiques  universels  ou  particuliers  destinés  aux  honnnes 
d  étude  de  toutes  les  spécialités. 

Il  laissera  à  ses  adhérents  toute  liberté  en  ce  qui  concerne  la  discus- 
sion des  systèmes  de  classification  ayant  déjà  fait  lObjet  d  applications 
pratiques  et  il  admettra  l'exposé  des  mérites  respectifs  de  ces  systèmes, 
mais  il  écartera  loule  proposition  tendant  à  prendre  parti  pour  ou 
contre  l'un  d'eux. 

Sur  chacun  des  groupes  de  questions  indiquées  ci-après,  la  Commis- 
sion sollicite  l'envoi  de  mémoires  et  de  propositions  susceptil)les  d  èlre 
discutées  utilement.  Elle  demande  que  ces  envois  lui  soient  faits  avant 
le  i'''' juillet  1900,  pour  lui  permettre  de  procéder  à  un  examen  préa- 
lable destiné  à  coordonner  et  faciliter  les  travaux  du  Congrès. 

1.  Exposé  de  l'état  actuel  des  travaux  bibliographiques  dans  les 
différents  pays  et  sur  la  direction  à  leur  imprimer  eu  égard  aux  l)esoins 
signalés  et  à  l'étendue  du  champ  à  explorer. 

2.  Mesures  à  [imidi'e  et  desiderata  concernant  les  dilférents  types  de 
recueils  bibliograpliicpies  (bibliographies  universelles,  iiilernationales, 
nationales,  particulières,  choisies,  critiques,  aiialyli([ues,  etc.). 

3.  Mesures  à  [jcendre  et  desiderata  concernant  les  dillérents  genres 
de  documents  pour  làciliter  1  étal)lissement  des  répcrloii-es  bibliogra- 
phiques ^livres,  revues  et  journaux,  publications  ollicielles,  documents 
techniques,  brevets  d'invention,  cartes  et  [)laiis.  nuisi([ue,  gravures, 
iconographie  en  général,  etc.). 
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'i.  Concours  divers  pouv;iiit  être  apportés  ;i  Ictuvre  dos  r»!'pertoires 
J)ibliographiques  : 

a.  Par  le  mode  détablisseincnt  des  catalogues  des  grandes  bihlio- 
thè([ues  : 

b.  Par  la  réforme  du  dépôt  légal  des  imprimés  ; 

c.  Par  l'action  des  éditeurs  et  des  directeurs  de  revues  et  journaux, 
par  les  sociétés  savantes  et  les  associations  de  toute  nature. 

S.  Grands  répertoires  bibliographiques  en  cours  de  préparation  ou 
de  publication.  Etat  de  leurs  travaux. 

Notamment,  état  actuel  des  travaux  du  Répertoire  bibliographique 
universel  basé  sur  la  classification  décimale  et  de  son  organisation 
coopérative. 

Mesures  à  prendre  pour  faciliter  la  multiplication,  dans  les  difTérenls 
pays  et  les  différents  centres  d'études,  des  répertoires  généraux  et 
fragmentaires  étal)lis  sur  le  même  plan. 

Tables  de  classification  refondues. 

G.  Questions  diverses  se  rattachant  aux  répertoii'es  l)il)li()graphiqucs. 
Classement  des  documents  bil)liographi([ues  de  divers  genres. 
Accessoires  et  outillages  bil)liographiques  spéciaux. 

XoTA.  —  Des  dispositions  seront  prises  j)our  permettre  d  exposer 
dans  le  Pahiis  des  Congrès  le  matériel  bibliographique  présenté. 

Les  Congrès  internationaux  de  l'Exposition  universelle. 

Parmi  les  ix-  congrès  internationaux  rattachés  à  1  Exposition  uni- 
verselle, et  dont  nous  avons  la  liste  sous  les  yeux,  un  certain  nombre 
concernent  plus  ou  moins  directement  les  questions  d'enseignement, 
ou  les  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Nous  croyons  être  agréables  à  nos  lecteurs  en  leur  en  donnant 
lénumératicjn  par  ordre  chronologique,  avec  les  dates,  et  lindication 
des  secrétaires  jjénéraux  des  (Commissions  dOri^aiiisation. 

CO.NGRKS  DATES  SECRÉTAIRES    GK.\ÉRAUX 

De  l'Enscigneincnt  agricoli'.    .    .  i',-i(jjuiM.  Di-  Lagorssc,  avoime  de  l'Opé- 
ra. 5. 

Des  accidents   du    travail   et  des 

assurances  sociales ■>..')-'>o  juin.  (Iriincr.  rue  Louis-le-Grand,ao. 

Des  Actuaires •>>.")■  iu  juin.  L.  Marie,  rue  JouflVoy,  la. 

De  1  Aulouiubilisnic <)  juillet.  C"     de      Chasseloup  -  Laubat, 

avenue  Kléber.  h  . 

Des  Mélhtides  d'essais  des  Maté- 
riaux      f)-i()  juillet.  Debi'av,   avenue    Klébor,   41. 

De  surveillance  et  de  sécurité  eu 

matière  d'appareils  à  vapeur.  i6-i8  juillet.  Compère,   rue  de  Home,  6(). 

D'Architecture    et    de     Construc- 
tion   navales ",)-'.'••  juillet.  Hausi-r,   rni-   Meissoniiier.   \. 

De  Mécanique  ap[)lii|uée   ....  i<)->.">  juillet.  (■.  Uiehaivl.  rue  de  Rennes,  44. 
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CONGHKS  llATi;S  SKCRÉTAIRHS    GKNKKAIX 

De  la  Navigalioli a8  juillet-'»  atiùl.     Pavic,  rue  du  Faiibourg-Saint- 

Ilonoré,  -/x. 

De  Clii'oiioiuéli-ic 28  juillel-J  aoùl.     Rollet  de  l'Isle,   rue   de  l'Uni- 
vers i  lé,  l'î. 

Des    Archilccles jo  juillet-4  août.     Poupinel.  rue  Boissy-d'Ang-las, 

4"). 

De  l'Enscigneincnt  supérieur   .    .       Jd  juillel-4  août.      Laruaucle.,  à  la  Sorbonne. 

De  l'EnseigTienieut  secondaire.    .       Ji  juilli-t-G  août.     H.  Bérenger.  rue  Froi(le\  aux.8  . 

De  l'Enseignemeut  {)rimaire.    .    .      ■^.-iJ  août.  Tranlner.  rue  Etienne  Marcel, 

20. 

De  Philosophie 2-7  août.  Xavier  Léon,   rue    des  llathu- 

riiis,    iy. 

De      l'Ensi-ig-nenieiil       technique, 

commercial    et   industriel.    .    .      G-ii  août.  Lagrave.   rue  de  l'Université. 

74- 

Des  Mathématiciens (i-iy.  aoiil.  Laisant,   avenue  Victor-Hugo, 

1  ()2  . 

De  Physique 6-11  août.  L!    Poincaré.    boulevard   Ras- 

pail.   lof)  bis. 

De  la  Presse  de  rEnscignement.      9-11  août.  Dubucquoy,  rue  de  Naples.  26. 

De  Bibliographie iG-18  août.  Moch.  avenue   de   la   Grande- 

Armée,  i(J. 

D'Electricité 18-2,5  août.  P.  Janet,  rue  de  Sl<iel,    14. 

Des  Bibliothécaires 20-2.')  août.  Henri  Martin,  rue  Sullv,   1. 

De  Psychologie 22-23  août.  D' Janet,  rue  BarbeldeJour, 21. 

De  l'Enseignemenl  du  dessin    .    .      29  aoùt-i"'  sept.     M'"*     Chalrousse ,      boulevard 

Saint-Germain,   1  1  7. 

De  l'Education  sociale 0-9  septembre.       M'""  Lampérière,  rue  Vaneau. 

Des  sociétés   laïques  d  Enseigne-  37. 

ment    populaire io-ij  septemb.      Robelin.  Lonjumeau  (Seine-el- 

Oisc). 

Des  Tramways io-ij  sejjtemb.       Nonnemberg,    rue     Potagère. 

2.Î,  Bruxelles. 

D'.Vréonautique i5-2o  septemb.       Triboulet .    rue    de    la     Pépi- 
nière.  10. 

Des  Chemins    de    ter 20-29  septemb.       Weissenbruck,  ruede  Louvain, 

1 1.  Bruxelles. 

De  l'Ecole  des  Expositions    .    .    .     juin,  juil.,  août,     tlhoublier. 

septembre. 

M.  Joseph  Bertrand. 

Le  3  avril  dernier  est  décédé  M.  Joseph  Bertrand,  (jiii  élail  né  le 
1  I  mars  i8'22.  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  membre 
de  rAcadémie  française,  professeur  au  Ct)llège  de  France,  il  a  occupé 
une  place  considérable  dans  la  science,  et  sa  disparition  laisse  un  vide 
considérable.  Le  monde  des  savants,  dans  tous  les  pays,  ressentira 
vivement  cette  perle. 

Nous  espérons  qu'il  nous  sera  possible  de  publier  ultérieurement  une 
étude  sur  sa  vie  et  sur  son  œuvre.  Vn  tel  travail  demande  à  ne  pas  être 
fait  légèrement  ni  à  la  hâte.  Aujourd'hui,  nous  nous  bornons  à  joindre 
nos  regrets  à  ceux  des  nondM-eux  admirateurs  de  Joseph  Bertrand,  et  à 
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•  ■nvoyei"  à  sa  laiuLlle  les  resperlueuses  cuuduléances  de  V Jùiscignc nient 
inathcinatiqiie, 

La  langue  internationale   ((  Espéranto  ». 

Le  28  mars  dernier,  M.  Cli.  Méray,  con'espondanl  de  rinslilul, 
professeur  à  la  Faeullé  des  seienees,  et  M.  Lambert,  professeur  à  la 
Faculté  des  lettres  de  Dijon,  ont  fait  à  la  lîourse  du  Commerce,  sous  le 
patronage  de  la  Chambre  de  Commerce  et  des  trois  associations  com- 
merciales de  celte  ville,  une  conférence  fort  intéressante,  et  qui  a 
obtenu  un  vif  succès. 

Le  sujet  traité  par  les  conférenciers  était  l'exposé  des  avantages  et 
des  principes  essentiels  dune  nouvelle  langue  auxiliaire  internationale, 
dite  Espéranto,  et  qui  présente,  sendjle-t-il,  un  caractère  de  simplicité 
et  une  facilité  dépassant  ce  qu  on  pourrait  croii'e. 

Après  le  Volapuk  et  les  nombreuses  tentatives  qui  ont  vaincnicnl 
suivi,  il  est  permis  d'être  un  peu  sceptique  en  ces  matières.  Mais 
en  présence  d  atfiruiations  aussi  précises  que  celles  des  deux  hommes 
que  nous  venons  de  nommer,  quand  on  connaît  leur  caractère  et  leur 
haute  honorabilité,  ce  scepticisme  est  nécessairement  ébranlé.  Le  buta 
atteindre  est  dun  intérêt  si  considérable  que  nous  n'avons  pas  besoin 
d  insister.  En  particulier,  au  point  de  vue  des  relations  entre  hommes 
de  science  des  diverses  nations,  et  des  mathématiciens  tout  spécia- 
lement, une  langue  pratique  internationale  sei'ait  un  incomparable 
bienfait  et  une  source  de  progrès  considérables. 

La  langue  Espéranto  remonte  à  plusieurs  années,  et  compte  jo.ooo 
adhérents  européens,  surtout  dans  les  pays  russes  et  Scandinaves,  qui 
s'en  servent,  la  lisent,  l'écrivent  et  la  parlent.  Le  manuel  est  traduit  en 
dix-huit  idiomes  différents,  et  elle  est  enseignée  dans  que]([u<>s  établis- 
sements, môme  en  France. 

Si  quelque  jour  léminent  professur  de  la  Faculté  des  sciences  de 
Dijon  jugeait  à  propos  d'exposer  dans  un  article  ce  qu'il  a  si  bien  dit 
dans  sa  conférence,  en  insistant  un  peu  sur  le  côté  pédagogique  et 
scientifique  de  la  question,  il  va  sans  dire  que  les  colonnes  de  VEnsci- 
gnenicnt  inulliéinaliquc  lui  seraient  largement  ouvertes, 

L'Instruction  mathématique  en  France. 

Sous  le  litre  «  Mathematical  Instruction  in  France  »,  .M.  le  prolés- 
seur  James  Pierpont  vient  de  publier,  dans  le  Bulletin  de  \  American 
Mallieinatical  Society,  une  substantielle  étude  d  environ  -li  pages  sur 
1  organisation  de  1  enseignement  inalhémalique  en  France  à  ses  divers 
degrés.  Xous  sommes  heureux  de  voir  suivre  ainsi  au  dehors  le  pro- 
granjme  que  nous  avons  entrepris  nous-ujèmes.  Quel([ue  joui',  nous 
espérons  pouvoir  traiter  le  même  sujet  ;  mais  nous  ne  nous  plaignons 
pas   d  avoir   été   devancés   par  notre  distingué  confrère,    et  nous  l'en 
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remercions  au  contraire  très  cordialement.  Nous  aurions  envers  lui 
plus  de  reconnaissance  encore,  puisque  les  études  de  cette  nature 
l'intéressent,  s'il  voulait  bien  nous  donner  un  travail  sur  renseignement 
mathématique  dans  les  Etats-Unis  d'Amérique.  Il  peut  être  assuré  que 
ce  serait  prodigieusement  instructif  et  intéressant  jxmr  I  immense 
majorité  des  uiathématicicns  d'Europe. 

Cours  de  vacances  à  Gœttingue. 

Depuis  plusieurs  années  déjà,  il  existe  à  IL  niversité  de  Gœttingue 
des  cours  de  vacances  spécialement  destinés  aux  maîtres  de  sciences 
dans  les  gjMiinases  et  écoles  réaies  de  Prusse.  Ces  cours  ont  été  orga- 
nisés sous  les  auspices  du  ministre  prussien  de  linstruction  publique 
et  sous  la  direction  de  professeurs  de  l'Université,  en  particulier  de 
M.  le  professeur  F.  Kleix.  Leur  but  est  de  maintenir  le  contact  entre 
l'enseignement  secondaire  et  lenseigneTnent  supérieur,  ainsi  que  de 
donner  aux  maîtres  secondaires  l'occasion  de  se  mettre  au  courant  da 
mouvement  scientifique  actuel. 

Les  cours  qui  viennent  d  avoir  lieu  à  1  occasion  des  fêtes  de  Pâques 
ont  été  consaci'és  aux  diverses  parties  des  mathématicpies  qui  rentrent 
dans  renseignement  secondaire.  ^L  le  professeur  Kleix  a  examiné  la 
question  dans  son  ensemble,  puis  en  particulier  pour  la  Mécanique. 
D  autres  professeurs  ont  envisagé  pour  le  même  point  de  vue  la  (ïéo- 
désie,  la  Géométrie  descriptive,  le  calcul  des  assurances,  certains  cha- 
pitres d'Electricité,  les  machines  à  vapeur,  etc. 

De  nombreuees  démonstrations  ont  été  faites  dans  les  instituts  de 
l'Université,  ainsi  qu(;  dans  les  fabriques  e-t  établissements  industriels 
de  G<eltingue. 

Concours  de  l'Académie  des  Sciences  de  Madrid. 

Le  concours  pour  Tannée  i8y-  de  l'Académie  des  sciences  de 
Madrid  peut  être  considéré  comme  un  événement  ;  l'Annuaire  de  i<)oo 
en  donne  le  compte  rendu. 

Il  y  a  eu  trois  mémoires  présentés  ;  ceux  de  MM.  (îino  Loria  et 
F.  Gomes  Teixeira,  dignes  également  du  prix,  ont  amené,  pour  cette 
année,  la  décision  extraordinaire  d'accorder  deux  prix. 

La  thèse  du  concours  était  un  catalogue  ordonné  de  courbes.  M.  Gino 
Loria  a  présenté  un  dévtdoppement  sous  ce  titre:  «  Les  courl<es  planes 
particulières  algébriques  et  transcendantes.  —  Théorie  et  histoire.  — 
Essai  de  la  Géométrie  comparée  du  plan  ».  Il  contient  un  catalogue  de 
plus  de  '|5o  courbes  ;  il  passe  sous  silence  les  courbes  gauches,  parce 
(ju  elles  feront  1  objet  d  une  prochaine  publication  sous  le  titre  :  «  Les 
courbes  gauches  et  les  surfaces  particulières  algébri(|ucs  et  transcen- 
dantes. —  Géométrie  comparée  dans  l'espace  ».   M.    Gomes  Teixeira  a 
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jM'ésenté  un  mémoire  dont  lo  lilre  est  :  «  Géométrie  des  courbes 
notables  »  qui  contient  la  description  détaillée  et  niélbodique  de 
I  |0  courbes  étudiées  sous  divers  aspects  et  représentées  dans  un  atlas 
composé  de  i5  planclies. 

l.e  troisième  mémoire,  écrit  par  larchiiecte  I).  Joatpiin  ^'argas  y 
Aguirre,  et  inférieur  aux  deux  premiers,  a  été  considéré  cependant 
comme  digne  à  nn  accessit;  ce  travail  dont  l'étendue  doit  être  restreinte 
pour  la  publication,  d'après  le  jugement  de  1  Académie,  est  simplement 
un  vocabulaire  de  Géométrie,  non  dépourvu  de  mérite,  mais  contenant 
des  fautes  qui  en  amoindrissent  la  valeur. 

Un  autre  travail,  présenté  liors  concours,  en  langue  francjaise  et 
lilliographié,  est  dû  au  très  distingué  géomètre  M.  H.  Brocard  ;  il  a 
|)Our  titre  :  «  Vocabulaire  des  courbes  géométriques  cl  notes  bibliogra- 
phiques »,  et  répond  parfaitement  à  la  thèse  du  concours;  mais  l'Aca- 
démie, regrettant  que  1  auteur  n'ait  pas  présenté  son  important  travail 
dans  les  conditions  demandées  (ce  qui  du  reste  était  reconnu  par 
M.  Brocard  ,  et  considérant  la  haute  portée  scientifique  de  cette  étude, 
a  décerné  à  l'auleur  la  distinction  de  correspondant  étranger. 

Université  de  leana. 

]i  L  iiiversilé  de  léana  s'csl  conrorniée,  1  une  des  pi'ciiiit'res,  au  nou- 
veau ])lan  d'études  des  candidats  à  1  enseigiiemenl  secondaire  supérieur 
en  Prusse.  l'^lle  vient  de  créer  une  nouvelle  chaire  ordinaire  de  nuitlié- 
matiques  et  elle  y  a  nommé  M.  A.  Gutzmku,  juscpi'ici  professeur  extraor- 
dinaire. En  outre,  afin  de  répondre  aux  exigences  du  brevet  de  capacité 
de  l'enseignement  des  mathématiques  appliquées,  elle  a  transformé  et 
développé  le  séminaire  de  mathématiques.  Dès  le  semestre  d'été  les 
étudiants  de  cette  section  trouvent,  spécialement  à  leur  disposition,  une 
salle  d  étude  et  une  salle  de  dessin.  Les  exercices  de  Géodésie  ont  été 
rattachés  aux  travaux  praticpies  faits  à  l'Observatoire.  Nous  ajouterons, 
d  autre  pari,  que  Ton  cxaniiiH'  eu  ce  moment  la  création  d  iiu  iiislilut 
consacré  à  la  Phvsi(pic  cl  à  la  .Mécanique  lechiii(pu-s. 

M.  "V.  Liguiiie. 

An  (lei'iiier  nioineiil.  nous  appi'cnons.  ])ai'  M.  \  assilief,  une  bien 
Irisle  nouvelle  :  celle  de  la  mort  de  M.  \  .  Liguiiu-,  de  \  ai'sovie.  ?Son 
seidenuMit  nous  avons  à  déplorer  la  perte  d  un  savanl  el  d  un  professeur 
n-mar(piable,  qui  comptait,  en  l'rance  notamment,  de  nond)reux  amis  ; 
mais,  de  plus,  l' /:nseigncn/r/if  iiifitliriiiatiqiir  ne  ]»eul  oultlier  que 
M.  ^  .  Lignine  fut  lun  des  pitinii  l's  à  1  honorer  de  son  patronage.  C  est 
donc  une  perte  personnelle  it  ei  nelU;  poui'  nous. 

Nous  espérons  pouvoir  |niMier,  dans  1  un  de  nos  procliains  numéros, 
une  notice  documentée  sur  le  savanl  (|ni  vient  d-'  non^  èli'e  enlevé. 


CORRESPONDANCE 


Paris.    1  )  avril    njin). 

La  Pliysique  UKtlrciilaire  cl  les  nialhùiiKiliques  ont  trop  de  points 
communs  pour  que  jliésite  à  vous  faire  part  d'une  ol)3ervation  qui 
vient  de  me  frapper.  Dans  le  journal  V Intransigeant  portant  la  dalc 
du  lo  avril,  on  trouve,  sous  forme  de  feuilleton  et  sous  la  signature 
docteur  Ojc,  une  «  causerie  scientilique  »  sur  la  sensibilité  iiioléculaii-c 
des  minéraux. 

En  tête  de  cette  causerie  ligure  une  série  de  titres  formant  une  sorte 
de  sommaire,  et  parmi  lesquels  je  trouve  celui-ci  :  «  Observations  de 
lord  Kelvin  et  ^^  illiam  Thomson.  ■>■>  Puis  dans  l'article  Ini-mème,  je 
lis  :  «  Ce  sont  d  aJjord  William  Thompson  et  lord  Kelvin,  etc.  » 

La  collaboration  de  ces  deux  savants  est  d  autant  plus  intime  qu  ils 
ne  font  qu'une  seule  et  même  personne.  Tous  ceux  qui  s  occupent  de 
science  dans  la  moindre  mesure  le  savent.  Mais  n  est-il  pas  regrettable 
que  de  telles  confusions  se  produisent  dans  des  articles  destinés  à  la 
grande  masse  des  lecteurs,  et  qu  on  les  jette  dans  Terreur  sous  prétexte 
de  les  instruire  '.'  Partisan  très  résolu  de  la  plus  large  dili'usion  scienti- 
lique, je  vois  avec  regret  compromettre  par  de  semblables  légèretés 
une  cause  excellente.  Lorsqu  on  écrit  sur  la  science  pour  le  peuple, 
c'est  un  peu  comme  lorsqu'on  est  chargé  de  former  lintelligence  des 
enfants.  Il  y  faut  un  soin  et  une  conscience  extrêmes,  et  un  respect 
profond  de  son  public  ou  de  son  auditoire.  Si  je  me  suis  permis  de 
vous  signaler  ce  petit  fait,  entre  mille,  c  est  que  j  ai  souvent  remarqué 
la  propension  de  certains  écrivains,  soi-disant  scientifiques,  à  jeter  au 
hasard  dans  le  public  des  affirmations  insuffisamment  contrôlées,  et  que 
rien  ne  me  semble  plus  funeste.  11  est  bien  moins  dangereux  d'ignorer 
une  chose  que  d'avoir  sur  cette  chose  des  notions  fausses,  et  de  les 
croire  vraies. 

Veuillez,  etc 

I)'  :\I.  lUi.MANN    Parisl. 


Vax  Portugal,  il  ne  se  passe  guère  d  événements  qui  soiciil  de  nature 
à  intéresser  les  mathématiciens  des  autres  pays,  et  il  n  y  a  pas  là  les 
élémenls  d  une  correspondance  régulière.   Mais  je  ne  nuuKpicrai    pas, 
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lorsque  l'occasion  s'en  pnisenlera,  de  vous  taire  connaître  tout  ce  qui 
nie  semblera  intéressant.  Pour  aujourd'luii ,  je  vous  annonce  que  le 
Comité  qui  prépare  la  représentation  du  Portugal  à  l'Exposition  uni- 
verselle de  Paris  a  t'ait  préparer  des  mémoires  où  I'oti  trouve  l'histoire 
et  l'exposé  de  l'organisation  actuelle  de  nos  écoles  ;  en  outre,  il  a  lait 
établir  un  catalogue  de  tous  les  travaux  concernant  les  matliématic|ues 
et  publiés  en  Portugal  pendant  le  xix''  sièle.  Chaque  travail  est  accom- 
pagné dun  petit  compte  rendu,  et  les  travaux  sont  classés  d'après  la 
méthode  adoptée  pour  le  Répertoire  bibliographique  des  sciences  mathé- 
matiques. 

Veuillez,  etc....  F.  Gomes  TiiixKiiiA  (Porto). 

11  s  est  glissé  une  erreur  dans  l  article  de  M.  L.  lli[)ert  :  «  L  inliiii 
en  (.jéométrie  élémentaire  »,  paru  dans  le  n"  2  de  1  /■.'/isci^nni/c/ti  Mat/ic- 
mati(/uc,  ■!''  année,  p.  lay. 

l.e  point  O'  a  pour  limite,  cpiand  le  rayon  du  cercle  grandit  indéJi- 
niment,  le  point  à  linlini  sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  .l'.r  iiienée 
par  O.  Il  ne  peut  donc  servir  à  définir  le  point  à  l'infini  sur  .r'.r. 

On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  le  cercle  ne  se  confond  pas  avec  la 
droite  j.'.i-  quand  son  rayon  grandit  indéiinimcnt  ;  sa  limite  se  compose 
de  dcit.v  droites  :  hi  droite  ./ '.r  el  hi  droite  de  l'infini  du  plan  considéré. 

B.  XiE-WEXca.OAVSKi  (Paris). 

ISoiiii,  a4  avril   11)00. 

Veuillez  l)ien  recevoir  mes  remercîmenls  de  ce  que  vous  avez  eu  la 
bonté  de  me  faire  parvenir  le  n"  2,  ll''AnnC-e,de[  h'nscii>;nciHc/itniai/icina- 
tiquc.  Permettez-moi  en  même  lenq^s  de  vous  communi<[uer  quehpies 
additions  relatives  à  1  index  bibliographique,  p.  ()~.  Au  n"  i-i'i,  au  lieu 
du  titre  incomplet,  il  faut  lire  :  Intersuchung  eines  Probleins  der 
Variationsi'echnung,  in  welchem  das  Problem  der  .Mechanik  enthaltenisl. 

l'entre  les  n***  2-23  et  22 '1,  il  faut  intercaler  1  article  :  Entwickelung 
eines  Zusammenhanges  Z^vis(•lleIl  den  quadratischen  Formen  von  // 
Differcjitialen  und  den  .l^e/ schen  Transcendenlen.  Crelle.  j'i,  i8j2. 

Parmi  les  x'echerches  de  Riemann,  on  regrette  de  ne  pas  trtjuver  le 
u"  XXII  de  Riemanns  malhemalische  \N Crke,  herausgegeben  von 
R.  Dedekind  und  H.  Weber,  en  1876.  Le  dit  n"  XXII  est  intitulé: 
Gomentatio  rnathematica,  qua  respondere  tentalur  quaestioni  ab  111' 
Academia  Parisiensi  proposilae  :  «  trouver  etc.  ».  Le  rapport  qui  existe 
entre  ce  travail  avec  les  n"*"  <)',  et  221  de  l'index  bii)li()graphitpie  est 
exposé  dans  le  n"  228  de  1  index. 

Agréez,  Monsieur,  etc. 

R.  Lirsciirrz. 
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.1.  RiDDEL.  —  Pratical  plane  and  solid  Geometry;  un  vol.  iii-8".  327  p.: 

j)ri.\  :  2  s.  ;  Olivier  and  Boyd,    Edinbourg  1899. 

Le  litix'  de  ce  jjelit  livi-e  reprodiiil  lexliiellemenl  celui  d  une  des  branches 
du  premier  examen  scientifique  du  Science  and  Art  Department.  Il  ny 
faut  donc  pas  chercher  autre  chose  que  le  développement  de  ce  programme  : 
mais  à  ce  titre  il  est  intéressant  pour  tous  ceux  qui  s'occupent  .de  l'ensei- 
ti;Qemeut  des  éléments  de  la  Géométrie,  car  il  montre  1  étendue  du  pro- 
gramme, et  limportance  accordée  en  Angleterre  aux  exercices  de  cons- 
truction à  côté  de  lélude  de  «  l'Enclide  »,  le  livre  classique  des  étudiants 
anglais. 

L'enseignement  de  la  Géométrie  en  effet  ne;  doit  pas  avoii-  pour  seul  but 
de  faire  comprendre  aux  élèves  un  système  logique,  bien  enchaîné,  des  vérités 
de  cette  ssience,  tel  que  ceux  qu'oui  proposé  Euclide,  l'eterscn  el  tant 
d'autres.  L'expérience  prouve  qu'en  procédant  ainsi  on  uarrivc  pas  à  déve- 
lopper chez  la  moyenne  des  élèves  cet  esprit  géométrique  qui,  en  somme,  à 
côté  de  quelques  théorèmes  fondam^-nlaux,  est  le  vrai  bénéfice  que  1  on  doive 
retirer  de  celte  étude. 

Il  ne  suffit  pas  non  plus  de  proposer  à  la  fin  de  chaque  chapitre  une  série 
d'exercices  ;  il  est  nécessaire  de  mener  1  él(>ve  p:ir  la  main,  pr)ui'  ainsi  dire, 
en  lui  décrivant  en  détail  les  constructions  qui  amènent  la  solution  dun 
problème,  et  en  exigeant  que  ces  constructions  soient  réellemeul  exécutées 
sur  le  papier,  et  non  pas  «  seulement  avec  la  langue  »  selon  la  pittoresque 
expression  de  Sleiner. 

Ce  n'est  qu'après  une  longue  série  il  exercices  do  ce  genre  i|ue  1  •'•Uiiliant 
prendra  de  l'intérêt  à  la  chose,  et  deviendra  le  collaborateur  du  maître,  au 
lieu  d'eu  rester  le  perroqiiet  ;  il  acquerra  ce  ton  d  espi-il  particulier  qui  amène 
à  savoir  par  quel  bout  il  'faut  attaquer  la  difficulté,  et  prendre  l'Iiabitudc  si 
importante  el  si  utile  de  faire  devant  chaciue  ])roblèuie  la  re\ue  de  toutes 
les  connaissances  qu'il  possède  sur  le  sujet. 

Dans  une  première  partie  de  139  pages,  1  auteur  résoud  p:ir  le  menu,  avec 
figuie  il  1  appui,  i38  problèmes  répartis  en  onze  paragraphes. 

1  l'oints,  lignes  et  angles.  II  Angles  et  triangles.  111  Suite  «lu  11.  1\  Poly- 
gones cl  ligures  semblables.  Y  Proportions  el  aires.  \1  Suite  du  A. 
VH  Lignes  et  cercles.  A  111  Polygones  inscrits  el  circonscrits.  IX  Elli]>se, 
])arabole  el  liyperbole.  .\  Eclielles.  XI  Arillnnélique  graj)hii[ue. 

Chacun  de   ces  i)aragraphes   est  précédé  du  rappel  des  définitions  et  suivi 

d  exercices  sans  solutions.  Les  théorèmes  sont  donnés,  sans  démoustratious. 

La  deuxième  jiarlie  (i  33  pages^  coiilieul  i  i  \  problèmes  de  Géomélrie  dans 
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1  espace,  traités  en  détail  par  la   inéthode  îles  projections  orthosj;onales.  En 
voici  le  sommaire  : 

I.  Projections  de  points,  lignes  et  solides. 

II.  Projections  auxiliaires  et  leur  emploi. 

III.  Plans,  sections  planes  des  solides. 
lY.  Plans,  lignes  et  points. 

V.  Suite  du  IV.  VI  Rabattements. 

l-!nlln  un  appendice  de  î  î  pages  donne  environ  200  questions  posées  aux 
examens. 

A  noter,  comnid  disposition  typographique,  qu  en  haut  de  chaque  page, 
et  isolé  du  contexte  par  un  lilct,  se  trouve  rappeh-  soit  un  théorème  im- 
portant, soit  une  règle  de  construction. 

Nous  avons  remarqué,  page  iSj,  une  définition  fausse  :  «  Un  parallélépipède 
est  un  solide  qui  a  six  surfaces,  toutes  rectangles  »  :  comme  exemple.  1  au- 
teur cite  une  boîte. 

E.  Steinm.vnn  (Genève). 


A.-J.   Pressl.vxd    and    Ch.    Tweedie.    —    Elementary    Trigonometry  ; 

un  vol.  in-8'\  ji3  p.  :  prix  :  2  s.  6  d.  :  Oliver  and  Boyd,  l-ldinhourg.  1899. 

Ce  manuel  de  Trigonomàtrie  plane  contient  l'ensemble  des  matières  géné- 
ralement traitées  dans  les  ouvrages  classiques.  Il  comprend  deux  parties. 
Dans  la  première  viennent  d'abord  les  définitions  et  les  propriétés  des 
rapports  trigonométriques  avec  le  théorème  de  l'addition  et  ses  consé- 
quences. Les  auteurs  ont  adopté  la  méthode  analytique  basée  sur  la  notion 
de  projection  généralement  en  usage  dans  les  manuels  français.  Toutefois 
leur  traité  offre  sur  la  plupart  de  ces  derniers  un  sérieux  avantage  au  point 
de  vue  pédagogique  ;  les  fonctions  trigonométriques  sont  définies  comme 
rapports  et  non  comme  lignes  [l)  ainsi  qu'on  le  retrouve  encore  même  dans 
les  ouvrages  les  plus  récents  ('). 

La  première  partie  contient  en  outre  les  chapitres  relatifs  à  la  construc- 
tion des  tables  trigonométriques,  et  aux  logarithmes  :  puis  viennent  les 
;q)plicalions  à  la  Géométrie  du  triangle  et  à  la  mesure  des  hauteurs  et  des 
distances. 

La  seconde  partie,  d'un  caractère  plutôt  algi'brique,  est  consacrée  au 
problème  de  l'inversion,  aux  équations  trigonométriques,  aux  notions  élé- 
mentaires sur  la  théorie  trigonométrique  des  imaginaires,  et  à  la  sommation 
de  quelques  séries  trigonométriques. 

Ces  diverses  notions  sont  présentées  avec  beaucoup  de  clarté  et  une  grande 
simplicité  dans  la  méthode.  Ajoutons,  pour  terminer,  que  les  auteurs  ont  eu 
soin  d'accompagner  chaque  chapitre  d'un  grand  nombre  d'exercices  et  de 
problèmes  fort  bien  gradués. 

II.  FEun. 


(')  La  dénomination  de  lignes  trigonométriquex  ne  peut  que  fausser  l'intelligence 
du  sujet.  Elle  devrait  être  entièrement  abandonnée.  Les  mots  de  rapports  ou  de 
fonctions  trigonométriques  sont  suffisants. 

Knscigiicini'iil    math.  U 
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M'"^"  C^i.i'mi.nci;  Rovi  lî.  —  La  constitution  du  monde.  Dynamique  des 
atomes.  —  Nouveaux  principes  de  pltilosopliie  iiuluielle.  i  vol.  iii-8", 
798  ]).,  illustré  de  29  fig.  dans  lo  texte  el  de  4  planches  hors  texte;  prix, 
i5  fr.  :  Paris,  Schleiclier  frères,  1900. 

L  œuvre  de  Mn-'^  Clémence  Royer  est  d'ampleur  très  large.  C  est  le  frnit 
de  longues  et  persévérantes  méditations. 

L'auteur  ne  se  fait  nul  besoin,  pour  établir  ses  conclusions,  ni  du  Calcul 
intégral,  ni  des  autres  formes  de  1  analyse  Géométrique.  Son  argumentation 
a  pour  base  les  axiomes  de  la  Géométrie  élémentaire. 

Après  une  préface  d'une  haute  philosophie  et  une  introduction  où  la 
richesse  de  l'érudition  seconde  admirablement  un  esprit  de  critique  fort 
délié,  La  Constitution  du  Monde  comprend  huit  parties  distinctes. 

L'étude  des  faits-principes  occupe  la  première;  celles  des  phénonii'nes 
vibratoires,  des  corps  solides,  des  corps  liquides  et  gazeux,  du  processus 
vital,  de  la  pesanteur,  de  la  théorie  des  marées,  celle,  enlin,  de  Vévolutiun 
des  inondes,  sont  le  sujet  des  sept  autres. 

En  ces  courtes  lignes,  ce  n  est  pas  une  analyse  approfondie  que  nous 
pouvons  avoir  la  prétention  de  faire  des  diderentes  thèses  successivement 
soutenues  par  l'auteur.  C'est  simplement  un  rapide  aperçu  que  nous  nous 
proposons  d'en  donner. 

^jme  Clémence  Royer  bat  en  brèche  beaucoup  d  hypothèses  en  cours,  et 
sur  des  problèmes  jjlus  ou  moins  obscurs  et  dont  la  solution  est  encore 
douteuse,  elle  propose  des  interprétations  dont  la  vraisemblance  le  dispute 
à  la  nouveauté. 

Dans  la  série  dos  graves  questions  qui  ont  été  l'objet  de  son  étude,  faisons 
choix  des  points  fondamentaux,  et  opposons  aux  idéas  communément  reçues 
les  conclusions  auxquelles  ses  patientes  recherches  l'ont  conduite.  Mieux 
que  de  longues  discussions,  un  semblable  parallèle  sera  propre  à  mettre  en 
relief  le  cachet  d  originalité  de  l'ouvrage. 

La  masse  est,  en  général,  considérée  comme  la  mesure  de  la  matière.  La 
matière  de  1  atome  serait  donc  considérée  comme  égale  à  sa  masse  et  comme 
proportionnelle  à  son  volume.  Il  s'en  suivrait  que  la  densité  serait  cons- 
tante. 

Pour  M'"°  Ch'-mence  Royer,  la  masse  est  distincte  de  la  matière  consi- 
dérée comme  suhstratuni  du  volume. 

La  matière  —  suhstratuni  do  l'Atome  —  est  inversement  proportionnelle 
au  cube  de  sa  niasse.  Sa  densité  de  masse  est  variable.  Sa  densité  de  subs- 
tratum  est  constante  sons  les  mêmes  pressions  et  toutes  choses  égales 
il  ailleurs. 

D'après  les  physiciens  mécanisles,  la  matière  est  passive  et  inerte.  Les 
forces   qui  la    meuvent  lui  sont    attelées  comme  des  chevaux   à  un  carrosse. 

Selon  l'auteur,  la  matière  est  active.  Elle  est  le  suhstratuni  de  la  force,  ou 
lagent  dont  la  force  est  l'acte. 

L'atome  passe  pour  solide  et  de  ligure  iualtéi-able.  Les  atomes  solides  et 
ligures  s'agitent  dans  le  vide. 

Jj'alome.  au  sens  de  W"^  Clémence  Royer.  est  fluide  et  expansible.  II 
chei-che  à  réaliser  une  sphèi'o. 

Les  atomes  si'  limilanl  les  uns  les  autres  par  leur  conipi'essiou  niuluclle. 
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ils  ne  réalisent  que  des  polyèdres  ijui  remplissent    totalement  l'espace.  Le 
vide  al)solu  n'existe  pas. 

On  suppose  que  la  vil^ralion  tliermique  est  produite  par  l'oscillation  des 
atomes  dans  le  vide. 

Pour  M'"£  Clémence  Royer,  elle  résulte  des  vibrations  aternantes  des 
ménisques  sphériques  que  les  atomes  s'enlèvent  mutuellement  par  la  com- 
pression de  leurs  sphères  virtuelles  en  polyèdres. 

Nos  théories  actuelles  sur  la  lumière  tendent  à  expliquer  sa  transmission 
à  travers  les  milieux  diaphanes;  mais  n'ahoi'dent  pas  même  le  proiilème 
de  létat  lumineux  initiai. 

Selon  M™''  Cl.  Royer,  la  vibration  thermique  devient  lumineuse  à  partir  du 
moment  où  la  compression  des  atomes  est  asymétricjue. 

Elle  rend  compte,  ainsi,  du  phénomène  de  la  couleur,  resté  si  mystérieux 
pour  nos  physiciens  qu'ils  en  sont  réduits  à  en  supposer  la  subjectivité. 

En  réalité,  le  polyèdre  atomique  étant  aplati  suivant  un  de  ses  axes  rela- 
tivement à  l'autre,  les  faces  élargies  qui  subissent  la  compression  maxiimiiu 
se  colorent  dans  la  gamme  chaude,  du  blanc  au  noir  par  le  jainie  et  le  rouge; 
tandis  que  les  faces  rélrécies  qui  subissent  la  compression  minimum,  se 
colorent  des  nuances  de  la  gamme  froide  du  blanc  au  noir  par  le  bleu  et 
l'indigo. 

Dans  leur  transmission  à  travers  les  corps  diaphanes,  la  réunion  de  ces 
deux  faisceaux  de  rayons  donne  le  prisme  complet,  et  par  leur  convergence 
donne  de  la  lumière  blanche. 

La  vibration  sonore  que  l'on  suppose  se  produire  dans  l'éther  intermolé- 
culairc,  est  au  contraire  pour  M'"^  Clémence  Royer,  le  produit  des  com- 
pressions et  dilatations  alternatives  des  molécules  pesantes  suivant  leurs 
deux  axes  perpendiculaires  de  symétrie.  C'est  pourquoi  elle  n'existe  pas 
dans  l'éther  pur  dont  les  atomes  ne  sont  pas  groupés  en  molécules. 

Quant  à  la  nature  des  odeurs  et  des  saveurs,  attribuées  jusqu'ici  à  des 
mouvements  vibratoires  sur  le  mécanisme  desquels  on  n'est  pas  fixé, 
M""^  Cl.  Royer  les  considère  comme  l'effet  des  vibrations  des  plans  de  con- 
tact inlermoléculaires,  résultant  des  mouvements  de  rotation  des  molé- 
cules. 

Pour  la  cellule  organique,  sur  la  genèse  de  laquelle  on  ne  sait  l'ien,  selon 
l'auleui-  elle  se  constituerait  autour  d'une  molécule  gazeuse  d'azote  \i:\v  la 
transformation  d'atomes  déther  en  atomes  pesants,  de  sorte  que  la  vie 
serait  productrice  de  matière  pesante. 

A  l'égard  du  grand  problème  de  la  gravitation,  ^P'"^'  Cl.  Royer  donne  de 
la  formule  de  Newton  une  traduction  analytique  démontrant  que  l'apparente 
attraction  des  masses  est  le  résultat  de  causes  thermiques. 

Elle  présente  une  nouvelle  théorie  des  marées  qui,  faisant  intervenir  la 
déformation  du  noyau  licjuide  de  la  terre,  se  trouve  plus  conforme  aux  laits 
observés  dans  l'établissement  des  ports. 

Il  résulte,  endn,  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  telle  quelle  est 
sortie  des  travaux  des  Clausius  et  des  Maxwell,  que  le  monde  devrait  Unir 
par  le  froid  dans  labsolue  immobiliti'. 

D'après  l'auteur  de  La  Constitution  du  Monde,  la  température  des  corps 
sidéraux  étant  proportionnelle  à  leur  masse  et  ces  corps  grossissant  sans 
cesse  par  la  chute  de  masses  nouvelles,  leur  température  s'élève  progres- 
sivement au  lieu  de  s'abaisser. 
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Toutes  les  planètos  seraient,  ainsi,  eondaniuécs  à  tomber  dans  leur  soleil, 
suivant  une  courbe  hélicoïdale,  et  chaque  soleil,  s'échaufTaut  de  plus  en  plus, 
finirait  par  passer  à  létat  gazeux  et  devenir  une  nébuleuse  destinée  à 
reproduire  d'autres  systèmes. 

Qui  conlestera  la  haute  portée  j)hilosophique  d'une  telle  œuvre  ? 

Les  principes  philosophiques  de  l'auteur  s'aflirmenl,  du  reste,  en  toute 
indépendance,  dès  les  premières  pages  de  sa  préface. 

Des  lois  logi([ues  de  l'entendement  humain  et  de  l'ensemble  si  rapidement 
croissant  de  nos  connaissances,  iM™'^  Clémence  Royer  conclut  qu'  «  il  n'y  a 
rien  d'inconnaissable  pour  la  raison  que  ce  qui  n'existe  pas  ;  et  rien  d'in- 
compréhensible qive  la  contradiction  qui  est  l'impossible. 

«  Ce  qui  n'a  pas  d'existence,  ajoute-t-elle,  ne  peut  être  objet  de  science. 
Ce  que  la  science  ne  saura  jamais,  ce  sont  toutes  les  folles  visions  de  l'ima- 
gination humaine  cherchant  à  se  représenter  ce  qu'elle  ne  sait  pas  encore  : 
ce  sont  les  rêves  fantastiques  du  sommeil  pris,  durant  le  jour,  pour  des  réa- 
lités; ce  sont  toutes  les  erreurs  enfantées  par  le  mensonge  exploiteur  de  la 
crédulité.  » 

L  énervante  et  stérilisante  doctrine  de  «  l'inconnaissable  »  n  est  à  ses  yeux 
l'ion  de  plus  qu'une  hypocrite  et  trompeuse  tactique  pour  faire  croire  à 
1  infirmité  radicale  et  à  l'impuissance  de  la  raison.  «  La  certitude  et  l'évidence 
des  relations  mathématiques,  voilà,  dit-elle,  la  grande  pierre  d'achoppement 
des  vieux  dogmes.  » 

L  impatience  des  lisières  dont  certains  prétendent  entraver  l'essor  de 
rintcUect  humain  éclate.  «  D'où  viennent,  s'écrie-t-elle,  ces  doutes  qu'on 
entretient  sur  sa  puissance  ?  Pourquoi  serait-il  condamné  à  ne  jamais  appré- 
hender et  connaître  la  nature  des  choses  et  l'enchaînement  de  leurs  causes 
jusqu'à  la  cause  perpétuelle  et  permanente  qui  est  leur  suhstratum  ?  m 

Et  combien  altière  est  sa  réplique  :  «  Chacun  des  progrès  de  la  science  la 
simplifie  en  classant  les  faits  sous  des  lois  de  plus  en  plus  larges. 
N'y  a-t-il  pas  lieu  de  croire  que  la  loi  de  ces  lois,  celle  qui  sera  leur  principe 
commun,  sera  aussi  la  simplification  suprême  de  la  science,  puisqu'elle  mon- 
trera tous  les  faits  se  dédiiisanl  d'un  fait  jircmier  universel,  évident  comme 
un  axiome  ?  » 

Si  l'auteur  de  La  Conslitution  du  Monde  n  a  nullement  la  prétention 
d'avoir  dit  le  dernier  mot  de  tous  les  problèmes  soulevés  dans  son  ouvrage, 
il  lui  est  légitimement  permis  d  espérer  qu'il  contribuera  à  faire  progresser 
la  science.  Ce  sont  autant  de  jalons  plantés  sur  une  route  nouvelle  et  desti- 
nés à  servir  de  guide  aux  chercheurs. 

Bref,  l'œuvre  de  M"^"^  Clémence  Royer  se  lira,  se  méditera  el  nous  ne 
sommes  au  bout  ni  des  polémiques  qu'elle  suscitera,  ni  des  idées  neuves 
qu'elle  fera  naître. 

D''  CoLLiXK.w  (Paris). 


D.  CixiLio  .liMKNKz  Rlkda.  —  Tratado  de  las  formas  geometricas 
de  2*'  catégorie. 

.M.  liiiKMie/,  Rueda,  j)rofesseur  à  l'L'nivcrsité  de  Valence,  eu  sinspirant 
surtout  de  la  méthode  de  Staudl,  a  public-  en  1898  la  jjremière  partie  de 
son    ouvrage,   qui    coutienl   indistinctement    des    propositions  de  Géométrie 
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plane  cl  de  1  espace,  de  Gconiélru'  L'iciiienlairc  et  pi'ojoctive  ;  il  oiuploio  aussi 
quelquefois  comme  instrument  utile  le  rapport  anharmonique  et  en  outre 
il  introduit  quelques  concepts  de  la  Géométrie  du  triangle  et  des  notions  sur 
les  Géométries  non-enclidiennes  de  Lobatschewsky  et  llieraann. 

Le  deuxième  fascicule,  paru  récemment,  présente  encore  plus  d'intérêt. 
Son  objet  est  :  «  les  coniques  et  surfaces  du  deuxième  ordre  ».  Sans  aban- 
donner la  pi'édominance  de  la  méthode  de  Staudt,  l'auteur  emploie  les 
relations  métriques  quand  cela  facilite  1  exposition;  les  nombreuses  figures 
donnent  de  la  clarté  au  texte.  Il  faut  remarquer  le  dernier  chapitre  qui  con- 
tient des  notions  sur  les  lignes  planes  et  les  surfaces  coniques  d'ordres 
supérieurs. 


K.  BôcEK.  —  Ebene  Géométrie  der  Lage  ;  un  vol.  in-8",  289  p.  ;  prix  : 
5  Marks  ;  t.  YII  de  la  Collection  Schubert  ;  Goeschen,  Leipzig,  1900, 

Rien  ne  saurait  mieux  confirmer  les  progrès  réalisés  par  la  pensée  mathé- 
matique dans  les  domaines  les  plus  divers  que  la  publication  de  collections 
populaires  d  œuvres  mathématiques.  La  Maison  Goeschen  à  Leipzig  fait 
paraître  actuellement  deux  collections  de  cette  nature.  L'une  embrassera, 
entr  autres,  les  mathématiques,  et  comprendra,  sous  forme  d'abrégés,  une 
série  de  petits  volumes  vendus  à  un  prix  très  modique  (i  fr.  le  vol.  relié). 
L'autre,  dirigée  par  M.  le  professeur  H.  Schubert,  se  composera  d'uae  série 
de  traités  établis  sur  des  bases  scientifiques  tout  en  tenant  compte  des 
besoins  de  la  pratique  ;  chaque  volume  sera  rédigé  de  manière  à  pouvoir 
être  consulté  par  les  personnes  non  encore  initiées  à  la  branche  traitée.  fiC 
présent  ouvrage  fait  partie  de  celte  dernière  collection.  11  est  principalement 
consacré  à  la  théorie  des  Coniques.  Dans  la  première  partie  les  coniques 
sont  envisagées  comme  engendrées  par  une  ponctuelle  ou  par  un  faisceau  de 
rayon  ;  dans  la  seconde  on  les  considère  comme  directrices  (Ordimngscurvc) 
d'un  système  polaire. 

L'auteur  a  publié  autrefois  un  mémoire  (Uebcr  Bùschel  uud  Xetzc  von 
ebenen  Polarsystemen,  Hambourg,  1886)  ayant  pour  objet  la  suppression 
de  l'imaginaire  en  géométrie  de  position.  A  cet  effet  il  généralise  la  notion 
employée  par  V.  Slandt  sous  la  dénomination  do  Wuvf.  A  quatre  points 
ABCD  il  fait  correspondre  de  trois  manières  différentes  trois  couples  de 
points.  Deux  de  ces  (•ou])les  constituent  ce  qu'il  appelle  un  Wurf.  Il  y  a 
trois  cas  possibles  :  AB.CD  ;  AC.BD  et  AD.BC.  Dans  le  second  cas  les 
couples  sont  séparés,  c  est  le  système  elliptique  :  les  deux  autres  systèmes 
AB.CD  et  AD.BC  sont  dits  hyperboliques.  On  sait  que  deux  couples  de 
points  déterminent  une  involution  ;  on  distingue  d'ordinaire  le  cas  elliptique 
du  cas  hyperbolique.  La  notion  d  éléments  doubles  conduit  alors  aux  imagi- 
naires :  dans  le  cas  d'une  involution  elliptique  les  éléments  doubles  sont 
imaginaires  ;  ils  sont  réels  dans  le  cas  d'une  involution  hyperbolique. 
^L  Boger  fait  la  distinction,  dès  le  (h'-bul,  dans  la  définition  du  Wurf  :  il  ne 
jjarle  des  éléments  doubles  (jue  dans  le  cas  d'une  involution  iiypcrboli([ue  et 
parvient  ainsi  à  éviter  liulroduclion  des  imagiiiaiics.  l/auteur  eslime  que 
cette  notion  n  est  pas  seulement  inutile  mais  qii  elle  est  même  nuisible. 
Etant  donné  qu  elle  ne  répond  à  aucune  conception  réelle,  elle  a  pour  effet 
d  obscurcir  le  sujet.  Nous  ne  pouvons  pas  nous  rallioi-  ;i  <'rlii'  manièi-e  de 
voir.  L  imaginaire  repose  sur  une  définition  à    laide    de    l.ii|Mi'lle    du   opèi-;^ 
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en  géométrie  comme  avec  les  autres  définis.  Elle  permet  de  faire  une  dis- 
tinction très  précise  entre  ce  qui  est  concevable  et  ce  qui  ne  l'est  pas  ;  aussi 
anporte-t-elle  de  l'ordre  dans  la  théorie  sans  l'obscurcir.  Les  théorèmes 
prennent  une  forme  plus  générale  et  peuvent  être  énoncés  dune  manière 
beaucoup  plus  simple.  Selon  nous  la  notion  dos  imaginaires  ne  doit  pas  être 
écartée  des  manuels  :  c'est  d'ailleurs  l'opinion  de  Y.  Standt  et  de  Reye  :  et 
nous  ne  croyons  pas  que  par  l'absence  de  la  notion  des  imaginaires  le  livre 
de  M.  Bôger  ait  atteint  une  plus  grande  clart»'  dans  l'exposé. 

Jj'autcur  écarte  également  tout  calcul  et  tout  moyen  auxiliaire  emprunté  à 
la  planimélrie.  «  Mais,  puisque  Texercice  et  l'étude  relative  à  l'égalité  et  au 
parallélisme  sont  d'un  grand  secours  :  fournissent  d'important  notre  faculté 
de  conception  des  choses,  »  les  conséquences  planimétriques  ont  été  traités 
dans  des  paragraphes  marqués  d'un  astérisque.  Cependant  dans  d'autres 
ouvrao-es,  par  exemple  dans  celui  de  Reye,  les  relations  métriques  sont  exa- 
minées d  une  manière  très  approfondie,  et  nous  ne  croyons  pas  que  ces 
auteurs  n'aient  fait  que  suivre  une  mauvaise  habitude.  II  nous  semble  au 
contraire  que  cela  tient  à  ce  que  ces  considérations  spéciales  sont  à  la  fois 
intéressantes  et  utiles.  Tous  ceux  qui  appliquent  la  géométrie  de  position 
au  dessin  savent  qu  en  général  les  constructions  nécessitent  les  relations 
métriques  qui  dans  l'ouvrage  de  M.  Buger  n  occupent  qu'une  place  tout  à  fait 
secondaire. 

Nous  venons  d'indiquer  les  points  essentiels  par  lesquels  cet  ouvrage 
s'écarte  des  traités  classiques  (V.  Standt  et  Reye).  Dans  leur  ensemble  les 
matières  traitées  sont  celles  que  l'on  trouve  dans  le  jjremier  volume  de  la 
géométrie  de  Reye.  Quant  à  l'ordre  adopté,  M,  Bcigor  débute  par  \cs  figures 
perspectives  (homologiques).  En  procédant  ainsi  il  donne  satisfaction  à  tous 
ceux  qui  étudient  cette  branche  dans  ses  relations  avec  la  géométrie  descrip- 
tive. A  la  perspectivité  (homologie)  se  rattachent  les  figures  harmoniques  : 
viennent  ensuite  la  projcctivité  (homographie),  l'involulion,  les  sections 
coniques,  et  les  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon.  Puis  l'auteur  examine 
les  propriétés  projectives  et  involutoires  des  coniques  et  la  théorie  des  pôles 
polaires.  Les  chapitres  relatifs  aux  diamètres,  aux  foyers  et  au  cercle  de 
courbure  donnent  lieu  à  quelques  considérations  sur  les  relations  mé- 
triques. 

La  seconde  partie  traite  de  la  collinéalion,  de  la  réciprocité  et  des  systè- 
mes réciproques  de  plans  en  involution.  Ces  systèmes  que  l'auteur  désigne 
sous  le  nom  de  champ  polaire  {Potarfeld)  :  font  l'objet  d'une  étude  très 
approfondie  ;  la  conique  joue  le  rôle  de  directrice  [Ordnungseurve).  A  ces 
(léveloi)pements  vicnneul  se  ratl;u  lier  les  considérations  relatives  au  fais- 
ceau de  cliamps  polaires,  et  en  particulier  à  deux  champs  ])olaires.  D  autre 
parti  auteur  étudie  une  certaine  correspondance  entre  une  ponctuelle  d  une 
série  de  points  sni-  une  conique^  :  il  lui  donne  le  nom  d'iuvolulion  du  V  ordi-e. 
Il  examine  enlln  la  consli  iiclion  la  plus  générale  dune  conique  à 
1  aide  de  cinq  involutions  :  il  y  parvient  en  envisageant  chaque  couple  d'une 
involution  polaire  comme  éléments  doubles  dune  nouvelle  involution  dite 
linvolulion  adjoinli-. 

IjCS  dénominations  ([ii(>  Ton  n-nconli'c  dans  cet  ouvrage  s  écartent  souvent 
des  termes  bien  choisis  i\\\v  lOu  emploie  d('|)uis  longtemps  eu  géométrie  de 
position.  On  y  trouve  en  onlre  beaucoup  de  di'linitions  et  d'expressions 
nouvelles  cjui  poui'i'aieiit  avoir  leur  place    dans    un    mémoire    mais    (jui  sera- 
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blenl  déplacées  dans  un  manuel  loi  que  celui-ci.  Il  en  résulte  que  les  ques- 
tions d'un  intérêt  général  ne  prennent  pas  une  forme  plus  simple  que  dans 
d'autres  ouvrages.  Nous  croyons  donc  que  cet  ouvrage,  écrit  d'ailleurs  sous 
une  forme  très  claire,  trouvera  meilleur  accueil  dans  les  milieux  scienti- 
fiques que  chez  les  praticieus   auX(|M(>ls  il  était  spécialement  destiné. 

D''  Christian  Br.yii.  (Zuricli). 

Josiî  Ecni:GAu\Y.  —  Lecciones  sobre  resolucion  de  ecuaciones  y  teoria 
de  ecuaciones.  Madrid,  181)9. 

L'apparition,  chez  nous,  tl'un  ouvrage  consacré  à  hi  ihéoi-ie  de  Galois  sur 
les  équations  peut  être  considérée  comme  un  événement. 

Dans  l'enseignement  de  l'Algèbre  nous  sommes  encore  oljsliués  à  suivre, 
presque  sans  y  rien  ajouter  de  nouveau,  les  doctrines  classiques  qui  se  ter- 
minent au  c<;lèbre  théorème  de  Sturra  ou  au  non  moins  célèbre  théorème  de 
Cauchy,  si  fondamental  aujourd'hui  dans  les  cours  modernes  d'Analyse. 

M.  Echegaray,  en  publiant  ses  remarquables  leçons  données  à  l'Athénée 
de  Madrid,  a  donné  un  coup  de  bélier  à  notre  routine  invétérée  qui  résiste 
avec  entêtement,  dans  nos  établissements  d'enseignement,  à  l'introduction 
dos  concepts  combinatoires,  presque  restreints  à  présent  à  la  théorie  des 
déterminants  et  à  quelques  ébauches  sur  la  théorie  des  congrueuces  ;  nous 
ne  nous  inquiétons  pas  de  la  prépondérance  des  concepts  d'ordre  et  de  com- 
binaison dans  toutes  les  branches  de  la  Mathémalique. 

M.  Echegaray  commence  son  exposition  en  moulranl  renchaîueineul  des 
questions  qui  présentent  de  jour  en  jour  une  plus  grande  aniplilude  et  exigent 
(h'  nouveaux  algorithmes  pour  aboutir  aux  solutions. 

«  Parler  de  la  résolution  dos  équations,  dit-il,  c'est  parler  de  l'infini, 
parce  qu'il  existe  des  classes  infinies  d'équations,  et  nous  ne  pouvons  en 
résoudre  qu'un  très  polit  nombre  ;  il  faut,  pour  le  voir,  combiner  sous  le 
signe  d'une  intégrale  définie  tous  les  signes  algébri(jues  qui  nous  sont 
connus.  » 

En  passant  de  l'équation  implicite  à  léqualion  explicite,  on  augmente  le 
degré  de  sa  transcendance  ;  nous  nous  élevons  ainsi,  depuis  les  fractions, 
les  quantités  négatives,  imaginaires,  jusqu  aux  fonctions  elliptiques,  etc. 

Conduit  au  calcul  symbolique,  il  donne  une  très  élégante  déuionstraliou 
géométrique  du  principe  fondamental  des  équations,  ci  il  établit  d'abord  les 
rapports  entre  les  fonctions  symétriques  des  racines  d  une  ('quation  et  ses 
coefficients.  En  présence  de  l'impossibilité  de  suivre  une  méthode  synthétique, 
et  à  défaut  d'une  méthode  générale,  il  poursuit  la  méthode  analytique,  se 
servant  des  exemples  des  équations  des  quatre  premiers  degrés,  daus  le  but 
d'offrir  une  ébauche  de  ce  que  serait  la  nié(hode  générale  :  il  apprend  à 
trouver  la  résolvante,  et  dévcl<)p])e  la  thi'orie  des  substitutions,  roi)teulion  de 
l'inconnue  au  moyen  de  la  multiplication  :  la  représentalion  analytique  des 
substitutions  est  mise  en  lumière  pai-  de  uoihIjiimix  e\em|)Ks,  ainsi  que 
l'étude  des  transpositions  et  des  cycles,  (|ui  csl  rendue  inluili\e  à  1  aide  de 
représentations  graphiques  iugi'uieuses.  où  I  ou  eniphue  des  Irausversales 
comprises  entre  des  parallèles  ;  il  fait  voii-  i[ue  pour  cluKiue  cycle,  la  Iriins- 
s'ersale  du  produit  est  la  résultante  du  produit  des  facteurs,  pour  ohleuir  la 
substitution  transfornu-e  par  une  aulre.  li'em|)I()i  du  tableau  (jue  .M.  l'.ciie- 
gavay    appelle    de    Cauc/ir,   et    sa    représentation    syuiboli(iuo,    facilitent    la 
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démonstration  du  théorème  de  Lagrange  sur  lexprcssion  rationnelle  d  une 
fonction  par  une  autre  quand  son  groupe  contient  le  groupe  de  celle-ci,  et 
l'étude  successive  des  cas  de  la  fonction  symétrique  d'une  seule  valeur,  de 
celle  qui  en  a  t,  2...  n,  de  la  fonction  alterne,  et  de  celle  des  trois  valeurs, 
montre  combien  M.  Echeragay  prend  de  précautions  pour  dérober  au  com- 
mcnçaut  la  dilJlculté  des  généralisations,  par  la  décomposition  graduelle  des 
questions. 

L'étude  des  domaines  de  rationalité  dont  rampliliratioii  soblicnt  à  l'aide 
des  quantités  adjointes,  qui  facilite  la  décomposition  d'une  fonction  en  fac- 
teurs rationnels,  précède  immédiatement  le  théorème  de  Galois  sur  l'expres- 
sion des  racines  de  l'équation  proposée  en  fonction  rationnelle  de  celles  do 
la  résolvante  ;  ce  théorème  est  en  outre  simplifié  par  l'emploi  du  tableau  que 
M.  Echegaray  appelle  de  Galois,  à  cause  de  l'application  continuelle  qu'il 
en  fait  dans  la  suite  de  son  exposition. 

Des  exemples  faciles  sur  la  réductibilité,  par  1  ampliûcation  du  domaine  de 
rationalité,  des  équations  irréductibles,  préparent  à  la  connaissance  de  ce 
qui  est  essentiel  dans  la  méthode  de  Galois,  c'est-à-dire  à  l'abaissement  du 
degré  de  la  résolvante  ;  l'étude  du  groupe  caractéristique  de  toute  équation, 
motive  un  judicieux  examen  des  conclusions  de  M.  Picard,  publiées  dans  le 
troisième  volume  de  son  Traité  d  Analyse,  et  provoque  des  observations 
lumineuses  de  ^I.  Echegaray  ;  la  distinction  entre  1  invariabilité  de  forme,  et 
celle  de  la  valeur  numérique  des  fontions  est  très  intéressante.  Parfois,  la 
valeur  numérique  d'une  fonction  ne  change  pas,  malgré  le  changement  de 
forme,  ce  qui  arrive  quand  il  existe  des  liaisons  entre  ses  racines,  circons- 
tance très  consciencieusement  observée  par  M.  Picard  et  aussi  par  M.  Eche- 
garay dans  la  suite  de  son  ouvrage,  dont  le  premier  volume  se  termine  par 
l'établissement  de  la  réciprocité  de  deux  des  concepts  :  domaine  de  ratio- 
nalité, invariabilité,  et  groupe  de  l  équation,  par  rapport  au  troisième. 

L'objet  prédominant  des  premiers  cahiers  parus  du  deuxième  volume  est 
\  invariabilité  de  la  valeur  numérique  des  fonctions  ;  l'auteur  donne  une 
grande  importance  au  théorème  de  M.  Picard  sur  le  cas  d'existence  d  une 
relation  rationelle  entre  les  racines  d'une  équation,  qui  facilite  la  réduction 
des  théorèmes  relatifs  à  l'invariabilité  de  forme,  à  ceux  concernant  l'invaria- 
bilité numérique. 

Il  est  à  espérer  que  le  deuxième  volume,  destiné  tout  entier  à  la  théorie 
de  Galois,  augmentera  1  intérêt  du  lecteur  déjà  familiarisé  avec  le  style  tou- 
jours attrayant  de  M.  Echegaray. 

Z.   G.   DK  Galdeano   (Saragossc). 

C.  BtRAi.i-FoRTi.  —  Les  propriétés  formales  des  opérations  algé- 
briques ;  in-8",  .io  p.  ;  Turin,  (i.  (jallizio,   1900. 

Cette  brochure  est  extraite  do  la  Revue  de  maihémuliques.  Elle  renferme 
d'excellentes  idées,  dont  plusieurs  pourront  [)rofiler  à  renseignement.  Mal- 
heureusement, les  symboles  dont  1  auteur  fait  usage  n  ont  pas  encore  pém'-tré 
dans  le  public  mathématique.  Ce  sont  ceux  que  >L  le  Professeur  Peano  s'ef- 
force de  propager  depuis  |)lusiours  années  avec  beaucoup  de  persistance  et 
beaucoup  de  talent  :  il  faut  avouer  cependant  (|ue  cette  sorte  de  langue  nou- 
I  velle  n'est  pas  exempte  de  dilficulti's,  devant  lesquelles  plus  d  un  mathéma- 
I   ticien  recule,  l't  puis,  progressivement,  les  symboles  augmentent  en  nombre 
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et  se  compliquent.  M.  Burali-Forli  nous  en  fournit  une  nouvelle  preuve  dans 
sa  brochure.  Ce  sont  là,  malgré  tout,  des  tentatives  au.Kquelles  il  faut  applau- 
dir et  qu  il  serait  absurde  de  dédaigner.  Nous  espérons  que  nous  aurons 
occasion  de  revenir  prochainement  sur  ce  sujet,  à  propos  du  Formulaire 
matitihnatiqtic  de  M.   Peano. 


11ei.\uu;u  Blukuardi.  —  Elliptische  Fimctionem.  i  vol.  in-8"  de  X-17  i  p. 
Prix  :  \î  fr.  5o.  Leipzig,  Verlag  von  Veit  und  Comp.,  1899. 

Voici  la  seconde  partie(')  des  «  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  »  de 
M.  BuRKu.\RDT,  professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Zurich.  Ce  volume, 
très  bien  accueilli  en  Allemagne  et  qui  nous  parait  à  tous  les  égards  mériter 
l'attention  du  public  mathématique,  renferme,  en  35o  pages,  un  exposé  précis 
et  complet  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 

L  ouvrage  est  surtout  intéressant  par  sa  tendance.  Jusqu'ici  les  méthodes 
de  Riemann  n'avaient  été  que  peu  ou  pas  employées  dans  les  exposés  élémen- 
taires. Dans  ce  manuel,  au  contraire,  les  belles  conceptions  de  ce  géomètre 
occupent  la  place  d'honneur,  autour  de  laquelle  viennent  se  grouper  les 
branches  diverses  de  la  théorie.  L  auteur  ne  néglige  point  pour  cela  les 
méthodes  si  rigoureuses  de  Wcierstrass,  il  les  emploie  très  souvent  et  avec 
avantage.  Loin  du  reste  de  s'exclure,  les  méthodes  des  deux  illustres  géo- 
mètres se  complètent  admirablement,  et  l'on  peut  bien  dire  que  l'ouvrage  de 
M.  Burkhardl  en  est  une  heureuse  synthèse. 

M.  Burkhardt  semblait  appelé  à  l'écrire.  Parmi  les  jeunes  mathématiciens 
allemands,  l'un  des  plus  distingués,  il  fut  mis  au  courant  des  théories  de 
\Veierstrass  par  M.  Schwarz,  tandis  qu'à  l'école  de  Goettingue,  si  brillam- 
ment dirigée  par  M.  Klein,  il  fut  en  contact  avec  l'esprit  de  Riemann  tou- 
jours vivant  dans  la  savante  petite  ville. 

Nous  pouvons  diviser  l'ouvrage  en  trois  parties.  La  première,  comprenant 
les  six  premiers  chapitres,  renferme  l'étude  des  trois  espèces  de  fonctions 
elliptiques,  des  intégrales  elliptiques  et  du  problème  d'inversion  :  la  seconde, 
les  chapitres  Vil  à  XIII,  traite  des  transformations  et  de  l'emploi  des  fonc- 
tions elliptiques  ;  la  troisième  et  dernière  se  rapporte  à  des  applications. 

Les  fonctions  elliptiques  prises  comme  fonctions  fondamentales  sont  celles 
des  Weierstrass,  les  notations  adoptées,  de  même,  à  une  exception  près. 
MM.  Tannery  et  Molk,  M.  Study  et  après  eux,  M.  Burkhardt  désignent  par 
Lu'  l'expression  — (lo'-j-u)'')  et  non  pas  oj'-|-to^,  comme  le  fait  ^^'eie^■strass. 

Prenant  comme  point  de  départ  les  intégrales  elliptiques  et  les  envisageant 
comme  intégrales  de  certaines  fonctions  algébriques,  lauleur  étudie  d  abord 
la  surface  de  Riemann  correspondante.  Puis  il  cherche  une  variable  dite 
"  uniformisante  »,  au  moyen  de  laquelle  ces  fonctions  deviennent  unformes  ; 
les  intégrales  elliptiques  deviendront  ainsi  des  intégrales  de  fonctions  uni- 
formes. Cette  variable  «  uniformisante  »  n'est  autre  que  l'intégrale  elliptique 
de  première  cspèée.  Toute  fonction  algébrique  de  la  surface  est  alors  fonction 
uniforme  doublement  périodique  de  cette  variable  et  réciproquement.  Il 
s'établit  ainsi  un  parallélisme   entre  la   théorie  des   fonctions  elliptiques   et 


')  \oir  dans  V  Enseis^ncmeni  niatlicinalÀ'iuc^   1"°  uiimje.  p.   (ijS.  l'analyse  delà  pre- 
mière partie. 
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celle  des  fonctions  algébriques.  Par  exemple,  au  lliéorènie  sur  la  somme  des 
zéros  et  des  pôles  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  au  théorème 
d'Hermite  sur  les  fonctions  de  Jacobi  correspondent  respectivement  les 
théorèmes  d  Abel  et  de  Riemann-Roch  lorsqu'on  les  applique  aux  fonctions 
algébriques  de  genre  un. 

Tel  est,  rapidement  esquissé,  le  point  central  de  la  première  partie. 

Dans  la  seconde  partie,  M.  Burkhardl  examine  tout  d'abord  et  à  deux 
points  de  vue  différents,  les  transformations  linéaires,  la  dégénérescence  et 
les  cas  do  réalité  des  fonctions  elliptiques  en  considérant  tantôt  le  parallélo- 
gramme des  périodes  de  la  fonction,  tantôt  la  surface  de  Riemann  correspon- 
dante. Il  fait  voir,  par  exemple,  comment  peut  s'obtenir  chaque  transformation 
linéaire  soit  par  modification  des  coupures,  soit  par  «  monodromie  des  points 
de  ramification  ->  sur  la  surface  de  Riemann.  Passant  ensuite  aux  éléments  de 
la  théorie  des  fonctions  modulaires  et  aux  transformations  d  ordre  supérieur. 
1  auteur  nous  donne  l'essentiel  des  théories  générales,  tandis  qu  il  traite 
très  complètement  les  cas  élémentaires,  afin  de  les  utiliser  dans  un  chapitre 
spécial  (XIII)  :  Calcul  numérique  des  fonctions  elliptiques.  Ce  chapitre,  le 
plus  souvent  laissé  de  côté  dans  les  autres  traités,  est  au  contraire  la  con- 
clusion bien  comprise  de  cette  seconde  partie  :  Tauteur  nous  montre  com- 
ment, dans  la  résolution  numérique  de  questions  renfermant  des  fonctions  ou 
des  intégrales  elliptiques,  les  théories  précédentes  sont  à  appliquer  dans 
chaque  cas,  afin  d'obtenir  les  résultats  avec  le  moins  de  calcul  possible  et 
avec  toute  lap^Droximation  désirée. 

Les  applications  de  la  troisième  partie  portent  sur  les  courbes  elliptiques, 
planes  et  gauches,  sur  les  équations  dilférentielles  linéaires  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  elliptiques,  en  particulier  léquation  de  Lamé,  et 
enfin  sur  le  pendule  sphérique  qui  donne  1  occasion  d  appliquer  les  cas  de 
dégénérescence. 

Ce  livre  si  iuslructit",  quelquefois  un  peu  concis  quoique  très  clair,  et  ren- 
fermant malheureusement  maintes  fautes  tvpographiques,  ne  sera  pas  seule- 
ment le  bienvenu  parmi  les  étudiants,  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  cette 
théorie  ou  qui  sont  appelés  à  l'enseigner  y  trouveront  des  vues  originales  et 
des  démonstrations  souvent  remarquables  par  leur  simplicité  ou  leur  élé- 
gance, 

D^  C.  Jaccottf.t  (Lausanne). 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences;  i.  CXXX  ; 
Paris.  Gauthier-Yillars,   1900. 

N"  10  (d  mars).  —  J.  Collet  :  Nouvelles  déterminations  de  la  pesanteur. 

—  Ernest  P.\sc.\l  :  Sur  une  théorie  des  systèmes  d'équations  au.K  dilFéren- 
tiolles  totales  du  second  ordre. 

N'^  II  (12  mars).  —  Maurice  LtvY  :  Notice  sur  les  travaux  d  Euu^ène  Bel- 
trami.  —  A.  Davidoglo.n  :  Sur  une  application  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives.  —  J.  Le  Roux  :  Sur  l'intégration  des  équations  linéai- 
res à  discriminant  non  nul.  —  H.  Padé  :  Sur  l'extension  des  propriétés  des 
réduites  dune  fonction  aux  fractions  d'interpolation  de  Cauchy.  —  Râteau  : 
Théories  des  hélices  propulsives. 

N"  12  (19  mars).  —  J.  Coulox  :  Sur  les  équations  aux  dé'rivées  pai-ticlles 
du  second  ordre  linéaire  et  à  coefficients  constants.  —  P.  Painlevé  :  Sur  les 
systèmes  différentiels  à  points  critiques  fixes. 

N'^  i3  (26  mars).  —  A.  Demoulin  :  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  d  un  système  sont  égales.  —  W.  Stkklofi"  :  Remarque  relative  à 
une  note  de  M.  A.  Karn  «  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème  de 
Dirichlet.  » 

N'-"  14  (2  avril  .  —  P.  Appell  :  Rapport  sur  un  ni(''iuoii'e  de  M.  Tarrcs, 
intitulé  «  machines  à  calculer  ■<.  —  Guisev  :  Remarque  sur  le  critérium  de 
Tisserand.  —  P.  Paixlevé  :  Sur  les  équations  différentielles  du  troisième 
ordre  à  points  critiques  fixes.  —  J.  Le  Roux  :  Sur  une  inversion  d'intégrale 
double.  —  Michel  :  Sur  les  applications  géométriques  du  théorème  d'Abel. 

—  G.  Meslix  :  Sur  une  machine  à  résoudre  les  équations. 

N"  i5  (9  Avril).  —  Funérailles  de  M.  J.  Bertrand  :  Discours  prononcés  par 
MM.  Jules  Lemaitre,  Moukier  Léox,  Bektuim.ot.  G.  Dakhovx,  A.  Cokxu, 
Duclaux,  Gaston  Paris,  Georges  Pekrot.  —  J.  Claikin  :  Sur  certaines 
équations  de  Monge-Ainpère.  —  Desaixt  :  Sur  la  représentation  géomé- 
trique des  fonctions  analytiques  quelconques. 

N'^  16  (17  Avril).  — •  L.  Ckuls  :  Sur  ma  formule  siuiplidéo  pour  le  calcul 
des  réfractions  astronomiques.  —  E.  Borel  :  Sur  les  séries  de  fractions 
rationnelles.  —  J.  (Toulon  :  Sur  les  caractéristiques  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  et  le  principe  d'Huyghens.  —  H.  Béxard  :  Mouvements  tour- 
billonnaires  à  structure  cellulaire  ;  étude  optique  de  la  surface  Jibri'. 

N"  17  (uj  avril).  —  E.  Picard  :  Sur  les  équations  liuéaiies  aux  divisions 
partielles  du  second  ordre  et  sur  la  généralisation  du  problème  de  Dirichlet. 

—  Vallier  :  Sur  le  tracé  des  rayons  dans  les  bouches  à  feu.  —  Gruly  :  Sur 
les  termes  coin[)lémentaires  du  critérium  de  Tisserand.  —  E.  Paixlevé  : 
Sur  les  écjuations  dill'éreutielles  d'ordre  (juelconque  à  points  crititiues  lîxes. 

—  E.  Borel  :  Sur  la  géuéralisatioa  du  prolongement  analyti(iue.  —  A.  W  ITZ  : 
Le  cycle  théorique  des  moteurs  à  gaz  à  explosion. 
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Acta  mathematica ,  jomiml  rédige-  par  <;.  .MuTAO-LiiiiLER  :  t.  XXIll, 
Stockholm,  Beijer,  1899. 

Nos  I  pt  2  pj  décembre),  —  I.  Fkkdholm  :  Sur  les  équations  de  1  équilibre 
d'un  corps  solide  élastique.  —  G.  Mittag-Leffler  :  Sur  la  représentation 
analytique  d'une  branche  uniforme  d'une  fonction  raonogène  (première  note). 
—  L.  Ko.MGSBERGER  :  Sur  les  principes  de  la  mécanique  :  extrait  d'une  let- 
tre adressée  à  l'éditeur  (irad.  par  L.  Lougel).  —  J.  Petersen  :  Quelques 
remarques  sur  les  fonctions  entières.  —  K.  T.  Yamlen  :  Ueber  Fundamental 
système  fiir  symmetrische  Functionem.  —  G.  IIesse.nberg  :  Ueber  die  Invarian- 
ten  linearcr  und  quadratischcr  binarci  Diffcrcntialfornien  und  ihre  Anwen- 
dung  anf  die  Déformation  der  Flaehen.  —  J.  Horn  :  Uber  die  irregularon 
Intégrale  der  linearen  Dilferenlial  gieichungen  zweiter  Ordung  mit  rationa- 
len  CoeOicionton. 

Annales  de  la  faculté  des  sciences  de  l'Université  de  Toulouse  : 

2''  série,  t.  I.    Paris,  Gaulliier-Viliars  ;  Touioiisc.  Ed.  Privât,   1^99. 

4''  fasc.  —  E.  CoTTOx  :  Sur  les  variétés  à  trois  dimensions.  —  E.  Gour- 
SA.T  :  Recherches  sur  quelques  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  (2"  mémoire).  —  H.  Bourget  :  Sur  1  attraction  des  ellipsoïdes  homo- 
gènes. 

Annales  de  la  Faculté  des  sciences  de  l'Université  de  Toulouse; 

2''  série,  t.  Il  :  Paris,  Gauthier-\  illars  ;    luulouse.  Ed.  Privât,   1900. 

!'"'■  fasc.  —  II.  BouAssE  :  Sur  les  courbes  de  déformation  des  lils.  — 
E.  Delossus  :  Sur  la  méthode  de  Cremona  pour  déterminer  les  tensions  dans 
les  systèmes  articulés.  —  V.  Rouquet  :  l-]tnde  d  une  classe  de  surfaces  ré- 
glées. —  P.  DuuE.M  :  Sur  un  point  du  calcul  des  variations. 

Giornale  di  matematiche  di  Battaglini.  dirige-  par  A.  Caiti.i.i:  vol. 
XXXVlll.    1900;  -Xaples,  B.  Pellerono. 

Janvier-Février.  —  G.  A.  Maggi  :  SuUa  teoria  del  Pendoli).  —  P.  Ripa  : 
11  problema  délia  divisione  délia  lemniscata.  —  F.  Porro  :  Sul  movimcnto 
non  porturbato  di  un  pianeta  intorno  al  lole.  —  Guelfo  del  Prête  :  Le 
omographie  c  correlazioni  pcrmulabili  fra  di  loro  in  uno  spazio  ad  un  nu- 
méro qualunque  di  dimensioni.  —  G.  A.  Miller  :  On  the  transitive  substi- 
tutions Groups  which  are  isomorphic  lo  a  givon  Group, 

Revista  de  Ciencias  ,  publicacion  periodica  rcdaclada  por  profesorcs  de 
la  Faeullail  de  Ciencias  y  de  la  Escucla  de  Ingenieros  ;  t.  I  et  II,  in-8^' : 
Lima,  1898-1899. 

Dans  cette  publication,  récente  comme  ou  le  voit,  les  matliéniatiques  tien- 
nent une  place  assez  importante.  G  est  surtout  M.  F.  Villarese  qui  les  repré- 
sente :  nous  trouvons  de  lui  des  études  sur  les  carrés  magiques  et  diaboli- 
(fues,  la  théorie  des  nombres,  la  triseciion  de  1  angle,  la  ipiadralure  du  cer- 
cle, les  géométries  imaginaires  on  non  euclidiennes,  et  sur  des  questions  de 
combinaisons.  Il  nous  semble  du  reste  qu  il  y  a  là  1  indice  d  un  réveil  scien- 
tilique  des  populations  latines  de  lAuiéi'iejue  du  sud.  qui,  notamment  au 
point  de  vue  mathématique,  pourraient  produire  beauc(.)U|)  plus  qu  elles  ne 
le  font. 
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Journal  de  mathématiques  élémentaires.  i)ul)lii''  par  H.  Yuibekt  ; 
■i4^"  année,  1899-1900  :  prix,  d  abonnement  annuel  :  Franco,  5  fr.;  Etranger, 
(i  fr.  ;  Paris,  Nony. 

L'Education  mathématique,  journal  publié  par  Ch.  Biocni-  et  H.  Yli- 
BEKT  ;  a*'  année,  1899-1900;  prix  d  abonnement  annuel  :  France,  5  fi-,  ; 
l'étranger,  6  fr.  :  Paris^  Nony. 

Revue  de  mathématiques  spéciales, rédigée  par  E.  HuMBHUTet  G.  Papk- 
LiER  ;  10''  année,  1899-1900:  prix  d'abonnement  annuel  :  France,  8  fr.  ; 
l-lli'angei'.  9  fi-,  ;  Paris,  Nony. 

Revue  scientifique  ,  paraissant  le  samedi  ;  directeur,  Ch.  Richet  :  4*^  série, 
I.  I  >  ;  prix  d  abonnement  annuel  :  Paris,  23  fr.  ;  départements.  3o  fr.  ; 
Union  postale,  35  fr.  ;  Paris,  19,  rue  des  Saints  Pères,  1900 

A  signaler,  dans  le  u"  3  :  Vie  et  travaux  de  Féli.x  Tisserand,  par  J.  Ber- 
trand. 

Il  Bollettino  di  matematiche  e  di  scienze  fisiche  e  naturali,   dirigé 

par  A,  (>o.\Ti.  journal  gr.  in-8",  paraissant    deux    fois  par  mois;    prix   d'a- 
bonnement semestriel,  2  L.  :  i'''  année,  1899-1900;  Bologne,  Zonichelli. 

Ce  nouveau  recueil  est  spécialement  destiné  aux  maîtres  des  écoles  élé- 
mentaires et  aux  élèves  des  écoles  normales.  Publié  depuis  décembre  1899, 
l'ensemble  de  ses  numéros  forme  déjà  une  collection  des  plus  intéressantes, 
surtout  au  point  de  vue  de  l'enseignement.  Nous  y  relevons  notamment  de 
nombreux  articles  de  M.  le  professeur  A.  Conti  lui-même;  puis  les  noms  de 
MM.  del  Prête,  Buzzi,  Scoto,  Neri,  Garbieri.  Ciamberlini,  Bettazzi,  etc., 
traitant  de  questions  variées  touchant  à  l'enseignement  ou  à  Ihistoire  de  la 
science.  C'est  bien  sincèrement  que  nous  souhaitons  la  bienvenue  à  ce  nou- 
veau confrère.  11  uu'rite  le  succès;  nous  le  lui  souhaitons,  et  nous  y 
croyons. 

Journal  de  mathématiques  spéciales,  publié  par  G.  Marial»  :  uV  année, 

1899-1900;  prix  d'abonnemeul   annuel  ;    Paiùs,  8  fr.  :  di-partemenls,  9  fr.  ; 
Paris,  Ch.  Delagrave. 

Journal  de  mathématiques  élémentaires,  publié  pai'  G.  Mauiaud  ;  25*^ 
année,  1899-1900:  prix  d  abonnement  annuel  :  Paris,  6  fr.  :  départements, 
7  fiv  :  Paris,  Ch.   Delagrave. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker  Vereinigung,  im  Aul- 
Iragc  des  Yorstandes  bisher  heransgegeben  von  G.  Cantor,  W  .  Dyck, 
A.  Gltzmer,  G.  HA^CK,  E.  Lampe,  A.  Waxgeuin,  times  \  h  Yll.  un  volume 
gr.  in-8°,  par  année,  Tenbncr,  Leipzig. 

L'association  des  mathématiciens  allemands  fondée  il  y  a  seulement  dix 
ans  compte  aujourd  hui  plus  de  { îo  membres.  Elle  publie  un  bulletin  con- 
tenant, outre  les  communications  présentées  aux  réunions  annuelles  de  la 
.Société  des  articles  généraux  sur  l'état  actuel  de  telle  on  telle  branche  de 
la  science  mafhématicjue.  Il  est  inutile  d  insist(M-  sur  la  haute  valeur  scien- 
tififpie  de  ces  ('ludi-^  lii>iloi-i(jnes  et  autiqvies  et  sur  les  services  qu'elles  sont 
appelées  à  reiuli-c. 
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Voici  la  liste  des  mémoires  généraux  continus  dans  les  sept  volumes 
parus  : 

T.  I.  —  W.  I'kanz  Meyer  ;  Die  Fortschrilte  der  projcctivcrs  Invarian- 
teritbéorie  in  tetztcn  Yierteijahiheindert  1892.  {Traduit  on  français  par  H. 
Fehi,  Bull,  Darhone,  1894  à  1896,  tirage  à  part.  Gauthior-Villars.  Paris  : 
traduit  en  italien  par  G.  Vivanti,  Xaples,   18891. 

T.  II.  —  Fr.  Kôtter  :  Die  Entwicklung  der   Lchre  vom   Erddruck.  1893. 

T.  III.  —  A.  Bkill  und  M.  Noether  :  Die  Entwicklung  der  Théorie  der 
algebraischen  Funktionen  in  altérer  und  neuercr  Zeit.  1894.  —  L-  Hem.ne- 
BERG  :  Uebcr  die  Entwicklung  und  die  Hauptaufgabcn  der  Thcrie  der  einfa- 
chen  Fachwerke.  1894. 

T.  ly.  —  D.  HiLBERT  :    Die  Théorie  der  algebraischen  Zahlkorper.  1897. 

T.  V.  —  E.  Kotter:  Die  Entwicklung  der  syntlietischcn  Géométrie.    1898. 

T.  VI.  —  G.  BoHLM.\^N>-  :  Ubersicht  iiber  die  wichtigsten  Lehrbùcher  der 
Infinitesimal-Rechnung  von  Euler  bis  auf  die  heutige  Zeit.  1899.  — S,  Fixs- 
TERw.vLDER  :  i)  Die  geometrischen  Grundlagen  der  Photogrammetrie.  1899. 
2)  Mechanische  Beziehungen  bei  der  Flachen-Deformalion.  1899. 

T.  VII.  —  E.  CzuBER  :  die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeitsthcorie 
und  ihre  Anwondungen.  1899. 

Sont  en  préparation  les  travaux  suivants  : 

R.  H.vussxER  :  ?Sumerische  Auflôsung  von  Gleichungen.  —  A.  Kneser 
Bericht  iiber  die  Variationsrechnung.  —  E.  Kôtter  :  Die  Entwicklung  der 
synthetischen  Géométrie.  TeilII.  —  G.  Kowalewski,  G.  Scheffers,  F.  Schur  : 
Referate  iiber  die  Arbeitsgebiete  von  Sophus  Lie.  —  R.  Meumke  :  Bericht 
iiber  die  graphischen  Methoden.  —  MiiLLER-BRESL.vu  :  Ui^'ber  die  modernen 
Methoden  zur  statischcn  Berechnung  der  Baukonstiuktionen.  —  L.  Schle- 
sixGER  :  Ueber  die  Entwicklung  der  Théorie  der  lincaren  DilTerentialgei- 
chungen.  —  P.  STÏicKEL  :  Ueber  die  allgemeine  D%"namik.  —  E.  Steimtz  : 
Bericht  ùber  die  Théorie  der  endiichen  Gruppcn. 

Le  premier  fascicule  du  t.  VIII,  vient  de  paraître  :  il  contient  divers  arti- 
cles uécrologiques  avec  portraits  la  chronique  de  la  réunion  de  Munich  et 
les  mémoires  qui  y  ont  été  présentés  : 

B0LTZ.MANN,  L.  :  ùber  die  Entwicklung  der  Methoden  der  theoretischcn 
Physik  in  neuerer  Zeit.  —  Webek,  H.  :  Wirkung  der  neuen  prcutsisch'-n 
Priifungsordnung  fur  Lehramtscandidaten  auf  dcn  Universitiitsunlerricht.  — 
Haugk,  g.  :  Correferat.  —  Klein,  F.  :  Bcmerkungeu  zu  den  vorsteheiuien 
Referaten.  —  Krazer,  A  :  iiber  den  Unterricht  in  der  darstcllenden  Géo- 
métrie an  der  Universitiit  Strafsburg.  —  Study,  E.  :  einigc  Bemerkungen  zu 
der  neuen  preufs.  Priifungsordnung.  —  Berichte  und  Discussion  ùber  die 
Decimaltcilung  der  Winkel-  und  Zeitgrôfsen.  (Von  .Mehmke:  Bauschixgek, 
Sguùlke  u.  A.)  —  NoETHER.  M.  :  ûb.  Riemanu  s  Vorlcs.  v.  1861  —  62  ùb. 
Abelsche  Functioncn.  —  Gordan,  P.  :  ùber  die  syniraetrisclien  Funclionen., 

,   ùber  homogène  Functioncn.  —  Hilbert.  D.  :    ùber  das  Dirichletsche 

Princip.,  ,  iiber  dcn   Zahlbcgrilf.  —  Som.mkkfeid  A.  :  Bemerkungen  zur 

Variationsrechnung.  —  Sommer,  J.  :  ùber  Eigenschaften  quadratisciior  Man- 
nigfaltigkeiten  in  hoheren  Raumcn,  —  Engel,  Fr.  :  zwei  merkwùrdige 
Cîruppen  des  Raums  von  fùnf  Dimensionen.  —  Zindler,  K.  :  iiber  Com- 
plexcurvcn  und  ein  Tlieorem  von  Lie.  —  Doeule.mann.  K.  :  ùber  hy|)erbo- 
loidische  Gerade.  —  Brill  ;  ùber  ein  Beispiel  des  llerrn  Boitzmann  zur 
Meciianik    von    lleriz.    —     Study,    V..    :     die    tieontetrie    der    Dvnamen.    — 
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ScHiMPF,  E.  :  Einfiihrunsr  oines  Mafses  dcr  Convorgenz  in  die  Lehre  vou  d(>r 
Convergenz  der  uncndlichcn  Proccsso.  —  Lf.kcii,  M.  :  Arithmotischcs  ûber 
unendliche  Rcihcn.  —  Horn.  J.  :  divergcnle  Rt-ihen  in  der  Théorie  der  Dif- 
fercnlialglcichiingen.  —  Wfbki!,  E.  v.  :  cine  fundaïuentalo  Classification  der 
Differentialproblenie.  —  Henskl,  K.  :  iiber  die  analytisoh-arithmetische 
Théorie  der  algel)raischcn  Fnnktionen  von  zwei  Yariableu. 

Zeitschrift  fur  das  Realschulwesen,  hcrausgcgtbcmmd  redigirtvonEm. 
CzuBER,  Ad.    Bechtkl  und    Mor.  Gloser:    2j<=  année,    1900,   Alf.   Holder, 

Vienne. 

N"  I.  —  ]•].  CzuBER  :  Angenandli  Marheniank  alo  Gegenstand  der  Lelira- 
nils  pr.fung.  —  A.  Vital  :  Usber  cine  Melhode  der^Berechnnng  einer  Loga- 
rithmen-Tapel  auf  elementarem  Wige. 

X-J  2.  —  H.  Januschke  :  Znr  elemenlaren  Gczeitentheorie.  —  J.  Sterba.  : 
Erwiderung  auf  obligeu  Artikel.  —  IL  Janushke  :  Ueber  die  Concentration 
des  technischen  Untcrriclites. 

X"  3.  —  Al.  Pieuler  :  Ueber  die  arithmetisehen  Reihen,  welche  sich 
durch  addition  und  multiplication  reproducieren. 

N"  4-  —  E.  CzuBER  :  Znr  Therie  der  reellen  Zahlen. 

PaedagOgisches  Archiv.  hcrausgcgeben  von  professeur  G.  Daun,  42^  an- 
née, n"*  3  el  4.  1900.  Durr,  Leipzig. 

El  Progreso    Matematico,    rivista    de  Matemalicas   puras   el    aplicadas  ; 
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LE    DEVELOPPE.MLM    HISTORIOli; 

DE  L'ENSEIGNEMENT  MATIIÉMA IJQUE 

EN   ALLEMAGNE 


Pendant  le  Moven  Aoe  renseignement  scientifique  a  été 
essentiellement  le  même  clans  tous  les  pays  cultivés  de  l'Eu- 
rope ;  à  cet  égard  l'Allemagne  présente  à  peine  quelque  trait 
distinctit  (' ) .  En  général  on  s'en  tint  scrupuleusement  à 
lexemple  classique  de  l'antiquité,  dont  en  réalité  on  ne  con- 
naissait que  fort  peu  de  chose.  Ce  sont  précisément  les  œuvres 
mathématiques  remarquables  des  anciens  qui  ont  été  con- 
nues relativement  tard  dans  l'Occident,  et  elles  n'ont  alors  été 
comprises  que  par  un  très  petit  nombre.  On  considérait  comme 
de  vrais  modèles  quelques  écrits  des  derniers  temps  impériaux 
et  de  la  période  ([ui  suivit  :  Maicianus  Capella,  Hoelhius, 
(lassiodorius  avaient  livré  les  traités  ([ui  lurent  toujours  lus  et 
commentés,  et  sur  lesquels  on  controversa  ;  l'idée  que  la  science 
eût  le  devoir  de  dépasser  ces  maigres  commencements  n'attei- 
gnait même  pas  des  esprits  élevés  qui  s'estimaient  complètement 
satisfaits  lorsqu'ils  réussissaient  à  travailler  h  fond  un  grand 
nombre  de  ces  œuvres,  cependant  dilliciles  à  se  procurer  à  cette 
époque.  La  gent  étudiante,  elle  aussi  n'était  stimulée  d'aucune 
manière  à  trouver  du  nouveau,  chose  qui  paraissait  impossible, 
ou  à  améliorer  ce  ([uOn  lui  avait  transmis,  ce  ([ui  eut  été  un 
crime  aux  veux  de  la  majoiité. 


(')  Los  ouvrag-os  suivants  font  autorilé  en  ce  tjui  concerne  la  j)arlio  jirincipali' 
de  cet  exposé  :  Gi'iNTlir.H.  lîcscliicltte  t/es  niatlicinaiischen  Unierrichtes  iin  deul- 
schen  Mittcliitter  bis  i.'>2i,  Berlin.  1887;  M.  Cantok,  Vorlesitm^cii  iiber  Geschii/ilc 
der  M(i//irniati/i,  1"  volume,  Leipzig,  iS<)î:  Si'iiciir,  (îcsc/iic/ifr  i/t\i  l'nlcrrichts- 
Kvc.teiis  in  Deulschland  vuii  dcii  iilicsien  Zcilcit  bis  ziir  Mille  des  XIII  Jahrluiti- 
dtiis,  Stuttgart,  i885'. 

Enscignemenl  ni.ttli.  iG 
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C'est  ainsi  que  nous  constatons  que  partout  et  à  tous  les 
degrés,  renseignement  suivit  toujours  le  même  sentier  battu. 

On  avait  hérité  des  maîtres  romains  la  répartition  des  connais- 
sances de  l'époque,  soit  dans  le  Triviiim  {Artes  literales), so'ii  dans  le 
Qnadrwinm  qui  comprenait  les  Artes  rcales  ;  au  ])remier  appar- 
tenaient, si  nous  conservons  Tordre  didaeti(jue  usité,  la  Gram- 
maire, la  Dialectique,  et  la  Rhétorique  ;  par  contre  TArithmétique, 
la  Musique  ('),  la  Géométrie  et  l'Astronomie  représentaient  les 
éléments  du  Quadrivium.  Rien  d'essentiel  n'a  été  changé  à  cette 
classification  ancienne  jusqu'au  xvi''  sièch».  Si  nous  négligeons 
les  inexacts  et  rares  renseignements  des  temps  anciens,  ce  n'est 
qu'à  l'époque  de  Charlemagne  que  nous  rencontrons  un  certain 
mouvement  dans  le  domaine  pédagogique.  L'Anglo-Saxon  Alcuin, 
l'ami  du  grand  roi,  établit,  sur  l'ordre  de  celui-ci,  l'école  du 
Palais  d'Aix,  école  bien  connue,  destinée  ii  la  formation  de 
fonctionnaires  ;  le  programme  était  tout  à  fait  conlorme  à  celui 
des  institutions  anglaises.  Beda  A  enerabilis,  qui  mourut  dans 
l'année  de  naissance  d'Alcuin  (735),  avait  fondé  l'instruction  de 
la  principale  île  anglaise  sur  une  base  solide,  et  avait,  en  parti- 
culier, pris  un  soin  zélé  de  l'enseignement  des  mathématiques, 
de  sorte  que  linstruction  publique,  dans  le  royaume  franc,  fut 
soumise  à  de  bonnes  règles  (").  Nous  pouvons  être  surs  qu'Alcuin 
ne  se  borna  pas  ii  des  leçons  théoriques,  mais  qu'il  estima  beau- 
coup certains  exercices  d'esprit  dont  l'admission  dans  le  pro- 
gramme d'études  signifiait  toujours  un  piogrès  en  dehors  des 
limites  consacrées  pai- la  liadition     '  . 


(')  A  propos  de  celte  branclic  de  ta  science,  dont  le  c-6té  iiiatliéniatiqne  est 
aujourd'hui  presque  tombé  dans  l'oubli,  nous  nous  en  rapportons  aux  développe- 
ments (}ue  contient  le  premier  ouvra<;o  indiqué  ci-dessus  (p.  i  lo  et  ss.).  A  l'origine, 
dans  Bœthius,dont  l'essai  systématique  n'est  jias  sans  mérite,  la  «  musique  »  a  peu 
de  rapport  avec  ce  que  nous  com])renons  à  ])résent  sous  ce  nom;  ce  n'eslpas  autre 
chose  qu'une  théorie  arilhniéli(|uc  des  intervalles  de  tons.  L'exposition  des  lois 
était  aecomjiapnée  de  mesures  sur  le  monot-orde,  instrument  remontant  soi-disant 
aux  Pvthag-iiriciens  <'t  qui  permettait  de  fixer  expérimentalement  les  relations 
qui  existent  entre  la  longueur  des  cordes,  leur  tension  et  le  ton.  Pour  \c  musicien, 
le  chant  et  rharnionie  d'uTi  instrument  étaient  des  coniph-mcnls  agréal)les,  mais 
dont  on  pouvait  se  dispenser  (V.  .V.mukos,  Gcsvltiihlc  <lcr  Musik,  •i'^  volume.  Brcs- 
lau,   186',,  p.  ii()etss.). 

(■)  Les  conditions  de  l'école  supérieiire  sont  décrites  à  fond  par  Knintr,  Alliée- 
melnc  Gexrliichlc  dvr  Liltcialur  ilcs  MiticloUci  s  iin  .\l>fii<lluii(lf,-x'  vohinie.  Leipzig. 
1880,  p.   7  et  ss. 

'^)   L'ouvrage  d'Alcuin.  dont  il  s  agit,   portail  le  litre  (h-   «  ['rojio.si/ioncs  ad uciifi.- 
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La  résolution  des  énigmes  fut  conduite  d'après  un  plan  fixe,  et 
une  partie  des  énigmes  proposées  portent  un  déguisement  plus  ou 
moins  mathématique.  Il  seml)le  même,  ([u'à  une  époque  posté- 
rieure, le  maîti-e  posait,  de-ci  de-là,  de  telles  questions  amusantes 
et  par  leur  discussion  rompait  en  quelque  sorte  lu  monotonie 
de  renseignement  habituel  (').  Sans  jxirler  de  la  gymnastique 
intellectuelle,  l'élève  apprenait  bien  des  choses  que  le  menu 
ordinaire  ne  lui  aurait  pas  fourni  Toccasion  de  connaître. 

L'Ecole  du  Palais  ne  dura  que  quelques  dizaines  d'années  et 
plus  tard  ce  n'est  que  temporairement,  cette  fois  encore,  qu'une 
semblable  école  subsista  ii  la  Cour  de  l'empereur  saxon.  Pen- 
dant le  long  intervalle  de  temps  qui  sépare  les  Carlovingiens  de 
la  londation  d'écoles  supérieures  sur  le  sol  allemand,  il  n'y  eut 
que  les  écoles  religieuses,  c'est-à  dii'c  les  écoles  des  couvents  et 
celles  des  chapitres  dans  lesquelles  de  jeunes  gens  purent  s'assi- 
miler une  science  un  peu  supérieure  ;  les  écoles  de  filles  étaient 
très  peu  nombreuses  et  ne  fournissaient  que  les  éléments  les  plus 
rudimentaires  de  l'instruction  populaire.  Surveillées  par  des 
abbés  et  des  évèques,  ces  écoles  religieuses  cherchaient  toujours 
un  savant  éminent  comme  Scliolasdciis  ;  il  n'y  avait  alors  que 
(hins  les  couvents  et  les  cathédrales  que  l'on  trouvait  de  grandes 
collections  de  livres,  et  c'est  ainsi  que  dans  ces  institutions  reli- 
gieuses, séparées  du  monde,  se  développa  souvent  une  vie 
scientifique  très  active. 

Saint-Gall,  Reichenau,  Fulda,  Hersreld,  Benediktbeuren^ 
Tegernsee  d'un  côté  ;  Mayencc,  Worms,  Cologne,  Trêves, 
Wiir/.bourg,  Bamberg,  Hildesheim,  Miinster  en  W.,  de  l'autre, 
méritent  ici  une  mention  élogieuse.  Quoique  nous  ne  puissions 
pas  nous  représenter  les  détails  de  la  marche  de  l'enseicfnemcnt. 
iu)us  ne  maiHjuons  cependant  pas  de  points  de  repère  et  la 
mesure  des  connaissances   mathématiques   qu'un  élève  des  cou- 


r/0.9/«certe.?  »  ;  son  authenticité  nesl  pas  attcsti'-c  tW-s  exprcssémont  daprès  Canlor 
(  i»--  volume,  p.  71:)  et  ss.).  mais  elle  est  très  protiable.  II  est  mis  iiors  de  doute,  par 
un  passage  d'une  eoiTespondatice,  que  l'auteur  aimait  beaucoup  les  énigmes. 

(')  Des  exemples  en  sont  fournis  par  IIagi;\,  Anlikc  itnd  miUela'U-rllchc  Italsel- 
/wciie,  Biel,  i8(ii).  et  par  Pkiit/.,  Munnriicnla  Gcniianiac  hislon'ca,  lit'  volume,  Ilan- 
novre,  p.  33-2  et  ss.  D  habitude  il  s'agit  de  lu  rêsolulioii  de  certaines  équalions  du 
|)remier  degré  qui  .sont  dissimulées  ;  cependant  on  lr.>uvc  aussi  des  équations  de 
Diophante  et  une  fois  une  sorti;  de  carrés  magi((ues. 
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vcnls,  (loué  et  bien  conduit,  arrivait  à  posséder,  nous  est  assez 
l>ien  connue.  L'Arithmétique  théorique  était  toujours,  comme 
chez  les  Grecs,  distinguée  du  calcul  pratique  (calculus).  La  pre- 
mière n'était  qu'une  théorie  élémentaire  des  nombres  ;  la  division 
des  nombres  entiers  en  nombres  de  la  forme  2",  2(2«  -j-  i)  et 
2"'  {Q.n-\-  i)  semblait  très-importante,  de  même  que  la  répartition 
de  tous  les  nombres  en  «  numeri  superflui  »,  «  numeri  perlecti  » 
et  «  numeri  deminuti  »,  suivant  le  cas  où  le  Tiombre  A  était  =  ,s, 
s  étant  la  somme  des  diviseurs  de  A. 

Le  cribrum  Erathostenicum  doit  aussi  avoir  joué  un  certain 
rôle.  C  est  dans  un  drame  de  la  savante  noue  Jlruotsvitha  ('j 
de  Gandersheim  que  l'on  voit  le  mieux  à  quel  point  le  Moyen 
Aoje  appréciait  toutes  les  spéculations  sur  les  nombres. 

A  la  considération  des  lignes,  des  surfaces  et  des  corps  venait 
se  rattacher  celles  des  nombres  polygonaux  et  polvédraux.  Enfin  la 
théorie  des  proportions  exigeait  aussi  que  l'on  appréciât  les  rap- 
j)orts  réciproques  des  nombres  et  en  particulier  il  fallait  déterminer 
les  «  JMesotates  »  de  deux  nombres,  c'est-à-dire  leur  rapport  arith- 
métique, géométrique  et  harmonique  (").  En  outre  les  jeunes 
et  les  vieux  frères  du  couvent  avaient  une  l)onne  occasion  de 
s'exercer  dans  leurs  connaissances  en  pratiquant  la  lihylluno- 
machie  (^),  un  jeu  de  nombre  dont  les  règles  restaient  incom- 
préhensibles sans  une  connaissance  assez  avancée  des  définitions 
de  la  théorie  des  nombres. 

La  jeunesse  devait  trouver  beaucoup  ])lus  dilUcile  d  apprendre 
l'art  de  calculer.  A  l'époque  des  Clarlovingiens,  le  eomput 
ïomain,  avec  ses  symboles  numéri([ues  distincts  et  sou  système 
fractionnaire  encore  plus  compliqué,  était  encore  en  usage  ; 
seule    l'utilisation     de    tables    auxiliaires,     telles    que     celles    de 


(')  V.  Barack,  les  œuvres  de  Hniotsvilha,  Nuremberg,  i8.>8,  p.  273  et  ss. 

(*)  Le  poème  didactique  rclijjfieux  de  ^V;llter  est  très  iiistruclif  pour  notre  examen 
de  la  marche  des  études  à  l'époque  impériale  saxonne.  Hakstek  traite  ce  sujet  à 
fond.  [Walter  von  S/jcier.  fin  Dichtcr  des  X  Juhrliundcrts,  Spire,  1877;  Ualteri 
Spirensis  Yita  et  Passio  Sancti  (:iiristo])li(iri  Martyris,  id.   187S.) 

(')  Nous  possédons  une  nionof^'-i'apiiio  (]<■  ee  jeu  dont  Tinventeur  réel  restera  pro- 
bablement inconnu;  elle  est  de  Vv.wv.w,  Ahhandliiiigcn  ziir  Gvscliiclitc  der  Mallie- 
inatik  III,  p.  i()7  et  ss.  On  peut  constater  la  présence  d'ouvrages  sur  le  «  rombal 
des    nombres  »    qui  rruionlciil  au  xvi'"  et  ati  xvii»  siècle. 
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l'Aquitain  Yictorius,  coinposéos  , '^  au  m"  ou  v"  siècle  de  notre  ère, 
permettaient  dans  une  certaine  mesure,  de  surmonter  les  didi- 
cultés.  Au  x''  siècle  le  comput  cède  le  pas  à  VAhaciis  ;  c'est  le 
calcul  manuel  à  l'aide  de  colonnes  développé  par  le  Français  Gcr- 
bert,  qui  plus  tard  devint  pape  sous  le  nom  de  Silvestre  II.  Déjà 
la  difficulté  des  opérations  avec  les  n()m!)res  romains  avait  lait 
naître  le  calcul  sur  les  doigts;  cependant,  quoi  qu'il  en  soit,  sou- 
vent question  dans  la  littérature,  nous  ne  pouvons  pas  nous  faire 
une  image  claire  de  son  essence  (^),  et,  en  tout  cas,  il  ne  pouvait 
pas  rendre  les  services  de  la  nouvelle  méthode  de  calculer.  Nous 
savons  que  l'on  inscrivait,  soit  avec  une  plume  dans  chaque  cas 
particulier,  soit  en  les  gravant  une  fois  pour  toutes  sur  une  plaque 
de  métal,  une  série  de  bandes  parallèles  qui  portaient  en  tète, 
respectivement,  en  allant  de  droite  à  gauche,  les  signes  I,X,(], 
M,  I,X,  et  ainsi  de  suite.  Les  chilï'res  isolés  appelés  alpices, 
n'avaient  qu'une  vague  ressemblance  avec  les  formes  modernes  ; 
on  les  inscrivait  sur  de  petits  disques  de  papier,  de  cuir  ou  de 
métal,  et  l'on  pouvait  donc  «  poser  »  de  suite  chaque  nombre  du 
système  décimal.  Si  l'on  voulait,  écrire  par  exemple  le  nombre 
634o2C),  on  posait  les  jetons  du  9,  2,  4?  •>  ("t  6  dans  les  colonnes 
portant  les  symboles  latins  de  10'"  'm  (Mitier^i)  et  l'on  lais- 
sait libre  la  place  sous  le  C. 

Deux  nombres  entiers  étaient-ils  inscrits  de  cette  manière,  leur 
addition,  soustraction  ou  multiplication  s'exécutait  en  posant  de 
nouveaux  jetons.  L'élève  devait  indispensablement  connaître  par 
cœur  le  livret  arithmétique  pour  arriver  à  bout  des  opérations 
précédentes.  Par  contre  hi  division  icsiait  un  pioblème  difUcile, 
et  c'est  h  elle  que  se  rappoife  tout  d'al)ord  hi  phrase  bien  connue 
de  ce  temps,  l'expression  d'  <f  abaciste  suant  ». 

C'est  grâce  aux  peines  d'inteiprt'tateurs  r('niai([uables,  (Ihasles, 


(')  Sans  lus  tablrs  auxiliaires  un  iialcul  culii-r  avec  U-s  liM'uies  roumiiis  aurail 
été  à  peine  exécutable,  de  sorte  que  le  «  arj^unienluni  ealeulandi  »  de  Vietorius 
(décrit  par  Christ  dans  les  C.  r.  Je  l'Acaih'/iiif  Je  ISai-ièrc,  Philol.  Hist.  Kl.. 
i8C)3,  1,  p.  100  et  ss.),  doit  être  considéré  ooninie  un  vrai  service  rendu  à  son  temjîs. 

(*)  Notre  connaissance  du  calculus  digitalis  est  encore  très  incomplète  malgré 
beaucoup  d'efforts.  Tout  ce  que  nous  connaissons  est  la  représentation  de  nombres 
quelconques  par  des  pestes  des  doigts  des  deux  mains  ;  Stoy  (Zur  Cesckiclilc  Jes 
Recheituiiterriclitcx.  première  [)arlie,  Jena,  i87(i,  p.  '^l  et  ss.)  en  donne  un  bon 
aperçu.  On  connaît,  aussi  peu  fju'avant,  de  (|uelle  manière  il  fallait  passer  numé- 
l'iqucmoiit  (ruiie  de  ces   posilioiis  <le  d:iij^ts,  souvent  bizarres,  à  une   autre. 
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Friedlein,  Cantor  ol  d'autres,  qui  ont  ItuiilN'  les  textes  souvent 
difTiciles  à  lire,  que;  nous  possédons  une  idée  complète  de  Texé- 
cution  d'un  exemple  de  division.  I.e  iait  que  le  dividende  ou  le 
diviseur  augmentait  d'un  cliifïVe  aggravait  la  didicullé,  et  Gerbert 
était  obligé  de  fournir  chaque  fois  une  nouvelle  lègle.  Souvent 
la  division  dite  complémentaire  n'était  pas  une  simplification, 
ainsi  qu'elle  aurait  dû  l'être,  mais  plutôt  une  complication.  On 
peut  donc  bien  croire  que  maîtres  et  élèves  se  sentirent  sou- 
lagés lorsque  l'Abacus  céda  la  place,  en  Occident,  à  l'Algo- 
rithmus  ('^  qui,  depuis  longtemps,  avait  transformé  le  calcul  de 
fond  en  comble  en  Orient. 

Leonardo  Fibonacci  l'importa  le  premier  sur  le  sol  italien  et 
le  petit  manuel  de  l'Anglais  Jean  dllaliiax,  nommé  Sacrobosco  le 
l'endit  praticable  àFécole. 

Le  zéro  appartenant  dès  ce  moment  à  la  numération,  une  diffi- 
culté capitale  était  éliminée  ;  cependant  la  division  restait  encore 
une  opération  considérable.  Néanmoins  il  en  résultait  un  avan- 
tage que  l'on  ne  pouvait  trop  estimer. 

Une  vraie  méthode  venait  d'être  créée;  elle  menait  sûrement 
au  but,  quoique  avec  beaucoup  de  peine  et  beaucoup  de  temps. 
(Vest  ainsi  que  l'enseignement  arithmétique  entrevit  des  temps 
meilleurs. 

L'enseignement  géométrique  dans  l'ancien  temps  se  composait 
principalement  de  l'explication  des  définitions  les  plus  simples 
tirées  de  sources  assez  troubles,  telles  que  ^larcianus  Capella 
ou  Isidorus  Ilispalensis  ;  des  compléments  étaient  tournis  lors- 
qu'il s'agissait  d'exercices  de  mesure.  Nous  voyons  dans  la  «  Geo- 
metria  »  de  Gerbert  que  l'on  employait  dans  ce  but  une  règle 
graduée,  le  «  geometriculus  radius  »,  et  le  plan  bien  connu  du  cou- 
vent de  Saint-Gall  (-)  fait  supposer  que  l'on  possédait  une  idée 
assez  claire  de  la  représentation  rationnelle  des  corps.  Depuis 
Gerbert   ('^),   l'école    religieuse    connaissait   l'arpentage    i-omain, 


(')  WiiissiiMionN  {Di'p  Enlwichelimg  des  /.l/fcrrivliiicns,  Eisenacli,  1877)  traite  à 
fond  la  position  des  quatre  opérations  dans  lo  nouveau  ealcul  indo-arabe  de 
Mahomet  Alehwari/.ini. 

(-)  Kelukk  {(1er  liaiirixs  îles  Klosters  Sanki-GaNcii. '/.urich,  i8.',4)  explique  ce  doeu- 
ment  remarquable  qui  apparut  sous  la  direction  du  célèbre  abbé  Uarlmuot. 

{')  Nous  avons  à  noli'e  disposilion  une  exeellenle  source  de  renseignements  pour 
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ainsi  qu'un  certain  nombre  de  règles  exactes  et  utiles  pour 
l'exécution  de  travaux  géodésiques  élémentaires.  11  restait  tou- 
tefois de  graves  erreurs  provenant  de  la  confusion  des  nom- 
bres polvgonaux  et  des  expressions  indiquant  la  surface  des  po- 
lygones. On  voit  dans  la  correspondance  très  commentée  de 
Gerbert  avec  son  élève  Adelbold  (^)  que  la  détermination  des 
volumes  des  corps  simples  appaitcnait  au  programme  du 
couvent. 

On  ne  doit  pas  douter  (|ue  TAstronomic  ait  joué  un  rôle  très 
important  dans  l'école  du  !Moyen  Age  ;  elle  était  en  edct  très 
nécessaire  pour  maintenir  dans  l'ordre  les  dates  des  fêtes  reli- 
gieuses ("). 

On  peut  admettre  que  la  jeunesse  du  Moyen  Age  n'était  certai- 
nement pas  en  arrière  sur  la  jeunesse  moderne  en  ce  qui  con- 
cerne la  connaissance  elVective  des  phénomènes  célestes.  Déjà 
au  ix"  siècle  on  possédait  ii  Saint-Gall  un  globe  céleste  dont  on 
pouvait  faire  varier  la  hauteur  polaire  ;  il  est  expressément  dit  dr 
lui  :  «  Kr  hat  alliu  gentium  gestclle  [^^).  »  Nous  pouvons  nous  faire 
une  idée  très  claire  de  la  manière  dont  les  garçons  apprenaient 
les  constellations. 

L'examen  des  écrivains  romains  qui  passaient  pour  des  auto- 
rités, tels  que  Plinius,  Manilius,  Macrobius,  Isidorus,  etc.,  lour- 
nissail,  en  une  certaine  mesure,  des  connaissances  cosmogra- 
phiques (■*).  Il  Y  avait  même  des  manuels  distincts;  c'étaient,  cela 
va  de  soi,    des    compilations    assez    conluses,    mais    iournissant 


l'étudo  (les  travaux  du  Ciitur  papo  Sylvestre  II,  travaux  (pii  inarquaieut  uue  cer- 
taine étape  de  progrès  (Blbnov,  GerherU  pustva  Silccstri  II  papac  opcra  Mallie- 
niatica,  972-100},  Berlin,  iSgy).  On  y  trouve  ee  qu'il  écrivit  lui-même  et  ce  qui 
fut  écrit  par  ses  contemporains,  en  tant  que  cela  le  concernait. 

(')  Bubnov  p.  485  et  ss. 

(-)  Quand  Troels  Lund  prétend  qu'on  aurait  dû  envoyer  un  messager  chez  les 
Maures,  en  Espaj^ne  pour  apprendre  des  astronomes  de  là-bas.  la  date  de  la  fêle 
de  Pâques,  il  écrit  une  inexactitude  de  plus  dans  son  livre  excellent  sous  d'autres 
rapports  {llimrnclsbitd  imd  WcUansckauiing,  Leipzig,   iSyg,  p.  lOG). 

(';  V.  FfORINI-GONTlIER,  Erd-tcixl  llinimel.iglobfn .  iltrc  Gescliichtc  tirnl  Konslruk- 
lion,   Leipzig,  i8f)5,  p.  24. 

{')  Nous  possédons  des  témoignages  indiscutables  dans  :  Anonyini  de  situ 
(irbis  libri  duo;  c  codice  Leidcnsi  niinc  priiuutii  edidil,  M.  Manitivs,  Stuttgart, 
1884.  L'auteur  explique  qu'il  a  composé  «  hune  de  situs  orbis  libellum  »  sur  le 
désir  de  ses  frères  avides  d'apprendre  et  sur  les  sollicitations  pressantes  des 
élèves.  Qu'il  en  soit  ainsi  dans  beaucoup  d'autres  cas. 
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cepeiuliiiil  lin  exemple  parlant  du  désir  d'apprendre  à  une  époque 
que  nous  nous  représentons  comme  trop  ténébreuse. 

Nous  gagnons  ainsi  la  conviction  que  les  institutions  du  Moyen 
Ao-e  placées  sous  la  direction  religieuse  du  «  Klerus  »  ne  négli- 
o-eaient  en  aucune  façon  l'enseignement  mathématique.  Il  n'est 
pas  étonnant  qu'il  fut  donné  d'après  des  règles  immuables  four- 
nies par  la  tradition  ;  le  progrès  cependant  n'était  pas  complè- 
tement exclus,  car  nous  voyons,  dans  le  courant  du  xv®  siècle  (*) 
la  nouvelle  science  de  l'Algèbre  faire  son  entrée  dans  les  cellules 
silencieuses  des  couvents.  Comme  on  l'a  déjà  dit,  il  n'y  aurait  eu 
en  Allemagne,  jusqu'aux  temps  modernes  aucune  école  pouvant 
offrir  quelque  chose  de  mieux.  On  cite  bien  quelquefois  les  écoles 
des  villes,  mais  leur  programme  ne  dépassait  dans  aucun  domaine 
les  rudiments  élémentaires  de  la  science,  et  il  est  prouvé,  par  les 
textes,  que  pour  le  calcul  par  exemple,  les  enfants  des  familles  for- 
tunées étaient  instruits  par  des  maîtres  particuliers  (*).  Même  à 
l'époque  de  la  Réformation  les  écoles  moyennes  étaient  déplo- 
rables, et  Mélanchthon,  qui  dans  cette  direction  peut  aussi  porter  le 
nom  de  Praeceptor  Germaniae,  osa  à  peine  assigner  une  petite 
place  aux  mathématiques  dans  les  nombreux  programmes  d'étude 
qu'il  prépara.  Nous  y  reviendrons  plus  bas.  A  partir  du  milieu 
du  xiv^  siècle,  il  y  eut  aussi  des  universités  allemandes,  et  le 
Quadrivium  y  eut  sa  place  dès  le  commencement.  C'est  en  i384 
que  l'Université  de  Vienne,  végétant  péniblement  depuis  i365, 
reçut  un  organisateur  adroit,  dans  la  personne  du  Ilessois  d'ori- 
gine, Henri  de  Langenstein  ;  c'est  lui  qui  prepaia  principalement 
son    épanouissement    futur    ('^j.    Alors   que    dans    les    universités 


(')  Un  iiiaiiuscrit  trouvé  j);ir  (li :)uiardt  [Ziir  Gcsvhichle  dcr  Algebra  iii  Deufsch- 
land,  II,  .Motialsber.,  de  rAcadémie  de  Berlin  1870)  dans  le  couvent  de  Refjcns- 
boiirg,  Saint-Einuierani,  et  datant  de  Tannée  1461.  donne  un  aperçu  de  la  résolu- 
tion d'équations  simples  d'après  Mohammed-ben-Musà. 

(*)  GOnther  a.  a.  o.,  p.  l'Ji  et  ss.  La  première  notice  dont  on  est  sûr  date  de 
l'année  1400,  époque  où  le  magistrat  de  Nuremberg'  admit  un  étranger  au  rang  de 
bourgeois  de  cette  ville  très  cultivée  de  lancien  empire  allemand,  parce  «pi'il  en- 
seignait le  calcul  aux  enfants  des  familles  illustres. 

^')  Pendant  longtemps  nous  n'avons  rien  su  de  Langenstein.  Dans  un  vo\  âge  d'étude 
à  travers  les  bibliothèques  allemandes.  Curtze  a  trouvé  de  lui  un  manuscrit  dont  il 
n'avait  encore  jamais  été  fait  mention  ;  cet  ouvrage  d'un  homme  qui  ne  devait  pas 
être  estimé  sans  raison  par  ses  contemporains,  traite  des  excentriques  et  des  épi- 
cycles.  Nous  espérons  (|uil   sera   bientôt    ]>nblié  1 
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j Dinaiics,  sur  l'exemple  desquelles  leurs  sœurs  allemandes  devaient 
se  modeler,  les  mathématiques  ne  tenaient  qu'un  rang  très 
infime  (*),  nous  voyons  h  Vienne,  que  le  Quadrivium  reçoit  dès 
le  commencement  une  place  honorable  dans  le  sein  des  branches 
académiques  enseignées. 

Déjà  dans  la  dernière  décade  du  xiv*=  siècle  des  leçons  régu- 
lières sont  professées  sur  les  premiers  livres  d'Euclide,  sur  le 
Sacrobosco  (Sphaera  materialis),  FArlthmétique,  la  théorie  des 
proportions,  le  calcul  fractionnaire  («  Algorithmus  de  minutiis  »), 
la^Iusique,  l'Optique  («  Perspcctiva  »  d'après Witelo  etPeckam), 
la  théorie  des  planètes  etle  «  Latitudines  formarum  »  (').  On  n'avait 
pas  encore  une  chaire  de  mathématiques,  et  les  jeunes  maîtres 
enseignaient  leur  science  d'après  un  tirage  au  sort,  de  sorte  que 
la  même  personne  avait  à  présenter,  par  exemple  pendant  un 
semestre,  les  petites  œuvres  d'Aristote,  pendant  le  deuxième  la 
Logique  ou  la  Rhétorique,  et  pendant  le  troisième  les  Mathéma- 
tiques. Le  travail  n'était  pas  considérable,  les  appointements 
étaient  proportionnels;  l'auditeur  ne  payait  que  3  groschen  pour 
un  cours  de  20  leçons  sur  le  Sacrobosco  ;  c'est  un  montant  très 
faible  ('),  même  en  le  rapportant  a  la  valeur  réelle  de  l'argent 
;i  cette  époque. 

O  fut  exactement  la  même  chose  aux  xiv"^  et  xv*"  siècles  à 
Prague,  Ileidelberg,  Cologne,  Leipzig,  Ingoldstadt.  Ola  ne  doit 
pas  nous  étonner,  car  il  faut  faire  remarquer  que  l'Université  du 
Moyen  Age  ne  tenait  pas  a  communiquer  à  ses  jeunes  auditeurs 
de  nouveaux  résultats  d'investigation,  ni  à  les  préparer  pour  des 
recherches  personnelles  :  la  tache  consistait  plutôt  à  leur  oITrir  la 
science  transmise  sous  une   forme  didactique.   Cela  ne  regardait 


(')  Il  y  a  de  nombreux  oxoinplcs  pour  uiontrcM-  cjue  l^iU'is,  rjtyoniuinl  au  loin, 
n'était  qu'un  sol  stérile  sous  le  rapport  de-:  nialbéunaliqucs  (Thirot.  De  l'orga- 
nisation et  Je  l'enseignement  dans  iunii'ersiic  de  Paris  au  Moyen  Age,  Paris-Besan- 
con, iSh),  p.  Ji  et  ss  ;  Hankfi.,  Zur  Ceschichte  der  Matliematik  iin  Altertiim  iiiid 
Mittclalter,  Leipzig,  1874,  p.  354  et  ss.  Les  conditions  étaient  meilleures  en  Italie, 
cependant  ce  n'est  que  plus  tard  que  les  uiathénuiliques  commencèrent  à  se  déve- 
lopper largement  dans  les  universités. 

(*)  Cette  désignation  incertaine  correspond  à  u|ie  Géométrie  élémentaire  de 
coordonnées.  CcinzE,  Die  nialheniatischen  Schri/'ten  des  Aicole  Oresntc,  Bei'lin,  1870. 

(')  Des  témoignages  complets  sont  fournis  par  les  oeuvres  de  Kink,  Gcscluclite 
lier  h'aiser/ic/irn  i'nifersiliit  ru  Wien.  i  volume.  Vienne,  iSii\.  et  d'.\S(:ilBAC:il, 
Crsi-liiclitcfler  Wiener  l'iiirersi/ii/  iiii  ersicn  Jti lirliiniderls  ilires  //fs/(7(C«.s.Vietine.  1  SOri. 
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pas  le  pi'olesseur  ilr  savoir  conimciit  la  matière;  serait  travaillée, 
et  il  suffisait  (juiiii  maître  habile  ([ui  débutait  dans  renseigne- 
ment expliquât  les  textes  proposés  aux  commençants,  ([ui  for- 
maient la  faculté  des  «  artistes  ». 

Vienne,  toutefois,  eut  le  droit  de  s'enorgueillir  d  un  maître  de 
nuithémaliques  indépendant,  en  la  personne  de  Jean  de  Gmunden. 
Magister  depuis  i4o6,  il  commença  d'après  la  coutume  de  son 
lemps,  comme  ses  collègues,  mais  les  cours  mathématiques  pren- 
nent une  place  prépondérante  dans  son  répertoire,  si  Ion  peut 
s'exprimer  ainsi,  et  il  enseigne  exclusivement  les  [Mathématiques 
et  r Astronomie  depuis   1420  jusqu  à  sa  mort  en   i^\i. 

Une  sorte  de  professorat  spécial  s'était  développé  de  lui-même, 
sans  l'intervention  du  gouvernement,  il  adhérait,  il  est  vrai,  au 
titulaire  actuel,  et  c'est  une  erreur  de  croire  que  Peurbach  et 
Regiomontanus  pratiquèrent  comme  maîtres  attitrés,  quoiqu'on 
l'ait  imprimé.  Tous  les  deux  enseignaient  de  la  manière  que 
nous  venons  d  indiquer  et  leur  vrai  mérite  est  moins  racclima- 
tation  des  études  mathématiques  que  celle  des  humanités.  Ce 
qu'ils  ont  accompli  comme  écrivains,  à  leur  gloire  impérissable, 
n'a  rien  à  voir  avec  leur  activité  comme  professeurs.  Aucun  des 
maîtres  des  «  disciplines  philosophiques  »  ue  lut  un  spécia- 
liste ('). 

La  transformation  a  lieu  au  tournant  du  siècle.  En  l'année  i5oi, 
l'empereur  Maximilien  P*",  conseillé  par  Celtis  et  Stabius,  fonde 
le  «  Collegium  proëtarum  et  mathematicorum  »  incorporé  il  Tuni- 
versité  de  Vienne,  et,  s'il  ne  lut  pas  destiné  ii  une  longue  durée, 
la  chaire  mathématique  survécut  comme  une  conséquence  bien- 
faisante ;  occupée  avec  honneur  par  Stiborius,  Uosinus,  C«)lli- 
mitius,  Voegelin,  elle  supporta  les  mauvais  temps  des  trt)ubles 
religieux.  L'université  d'Ingolstadt  avait  depuis  i524  un  «  Ordi- 
narius  der  Astronome!  ».  C'est  ainsi  que  s'appelait  Pierre  Apian 
qui,  par  sa  parole  et  par  sa  plume,  répandit  îles  germes  dans  tous 
les  domaines  des  sciences  mathémati([ues.  Son  fils  et  successeur 


(')  Cracovie  très  fréquentée  par  les  Allemands  entre  1470  et  i53o  pourrait  loul 
au  plus  servir  d'exception.  Albert  Drudzewski,  comme  professeur  de  mathéma- 
tiques pures  et  appli([nées,  a  exercé  long-temps  une  grande  puissance  d'attraction: 
il  est  vrai  que  se  cdnformant  à  l'usage,  il  passa  plus  tard  à  lu  Philosophie 
(Prowe,  Sikolans  Cnfi/icniicus  aiif  r/er  L'iiii'crsiliit  h'raknii,  Thorii,  18-4). 
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IMiilippc  suivit  son  excellent  exemple  ^').  Plus  tôt  encore  en,  ijiG, 
riilnngue  avait  été  pourvue  d'une  chaire  ordinaire,  dont  le  pos- 
sesseur Stoetler  avait  déjà  eu  un  prédécesseur  dans  la  personne 
d'un  maître  spécial  de  mathématiques,  Paul  Scriptoris  ("-).  A  cette 
époque  Glareanus  honorait  l'université  de  Bàle  et  Jean  Widmann 
d'r]ger  celle  de  Leipzig  (^);  les  nouvelles  universités  ne  voulaient 
pas  être  distancées  par  les  anciennes. 

C'est  Wittenberg  qui,  entre  toutes,  attire  notre  attention  ;  ses 
grands  hommes  reconnurent  clairement  (jue  la  réforme  de 
l'église  n'aurait  du  succès  que  si  une  émulation  de  l'esprit  se 
manifestait  dans  tous  les  domaines  de  la  pensée  humaine.  Ce 
fut  Luther  et  Melanchlhon  qui  créèrent  dans  la  «  Lectio  Pli- 
niana  )>  une  place  pavée  de  maître  de  Géographie  et  Histoire 
naturelle  ;  c  est  à  celui-ci  que  l'université  doit  d'avoir  été  tirée 
d'humbles  conditions  et  d'être  devenue  un  rempart  des  ma- 
thématiques. 

Persuadé  de  l'importance  de  cette  science  qu'il  possédait  à  fond, 
^lelanchlhon  demanda  et  reçut  une  chaire  qui  subsista  jusque 
dans  notre  siècle,  époque  où  Wittenberg  et  Halle  furent  réunies. 
Maximilien  avait  aussi  projeté  une  chaire  semblable  pour  sa  fon- 
dation à  ^  ienne,  mais  elle  n'avait  pu  vivre  longtemps.  En  laai 
Melanohtiion  (')  estime  qu'un  seul  mathématicien  pouvait  sufiir, 
mais  la  réforme  de  i346  nous  montre  un  professeur  de  maliicma- 
tiques  élémentaires,  et  un  autre  pour  les  mathématicjues  supé- 
rieures (^)  ;  Rhélicus  et  Reinhold  occupèrent  les  premiers  ces 
deux  chaires.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  que  la  division 
dont  il  est  parlé  n'avait  rien  ii  faire  avec  celle  qui  nous  est  habi- 
tuelle aujourd'hui. 


(')  V.  GUnthf.u,  Peter  niiti  J'/ti/ijj/i  Afiuii.  --wei  deuisclic  Matlicmalihcr  iiiitl 
Karlographen,  Prague,  1882. 

(")  Les  succès  pédagogiques  du  savant  IVaiicisrain  qui.  de  sa  pi'0[)r('  iiiilialive. 
expliquait  devant  un  auditoire  mélange  les  écrits  d'Euclide  et  de  I^toléniée,  nous 
sont  décrits  claircniont  par  uu  de  ses  élèves  (Vuli'I.nus,  Die  Ilunschronik  Ji's 
l'cilicanus  von  liuf'ac/i,  Strasbourg,  1892,  p.  4  et  ss.). 

0  Widmann  n'était  pas  seulement,  coninio  on  l'a  cimi  longtemps,  un  algéi)rist<' 
<:apablc  et  original,  mais  c'(!st  lui  qui  le  premier,  introduisit,  dans  les  salles  de 
cours  universitaires,  le  nouveau  calcul  avec  des  syniboles  numériques  généraux, 
c'est  ce  que  Gurt/.e  démontra  dans  le  voyage  dont  il  a  été  parlé. 

(*)  Hartfelder,  Philipp  MelanchlhoiialsPracceptor  Gcnnaniae.  Hcilin,  i8S<).  ]).  "iio. 

C)  Ouvrage  «rite  <-i-d('ssus.  p.    .\\-x. 


•i  (8  s.    GUMIIEU 

Le  maîli'e  de  la  «  Mathesi  iuferior  ;>  avait  à  parler  clos  cléments 
de  l'Arithmétique  et  de  la  Géométrie,  celui  de  la  «  Mathési  supe- 
rior  »  enseiirnait  TAstronomie  et  l'Astroloffie  naturellement.  Les 
manuels  dont  on  se  servait  nous  sont  connus.  Melanchthon  en  a 
composé  plusieurs  avec  des  préfaces  écrites  de  sa  plume  facile  et 
élégante.  Personne  ne  le  surpassait  comme  styliste  dans  l'uni- 
versité, même  quand  il  affichait  ses  avis  au  «  tableau  noir  »  à 
l'adresse  de  ses  collègues  en  mathématiques  (');  ils  étaient  des- 
tinés, par  leur  forme  de  rhétorique  choisie,  h  exercer  l'émulation 
chez  les  étudiants,  et,  dans  leur  naïveté,  ils  nous  permettent 
de  plonger  un  regard  dans  la  vie  universitaire  de  cette  époque. 
Nous  gagnons  ainsi  l'assurance  qu'au  xvi''  siècle,  le  progrès, 
lentement  préparé,  était  complètement  accompli  ;  les  mathé- 
matiques avaient  acquis  droit  de  cité  sur  le  sol  allemand.  Nous 
devons,  il  est  vrai,  nous  garder  de  donner  à  ces  mots  un  sens 
étendu,  car  si  la  volonté  était  bonne  partout,  les  moyens  man- 
quaient souvent,  et  il  n'était  pas  facile  de  se  procurer  des  maîtres 
capables.  Alors  on  se  tirait  d'affaire  en  emplovant  des  rempla- 
çants qni  n'avaient  pas  toujours  de  la  valeur  (^).  C'était  dans  les 
universités  régies  par  les  Jésuites  —  Ingolstadt  en  était  le  tvpedans 
la  deuxième  moitié  du  siècle  —  que  les  conditions  étaient  les  moins 
sûres.  L'ordre,  quand  il  le  voulait,  ne  manquait  certainement  pas  de 
maîtres  excellents,  surtout  en  mathématiques;  mais,  la  propension 
peu  pédagogique  des  supérieurs  à  ne  laisse)-  aucun  membre  dans 
une  position  durable,  et  de  lui  procurer  constamment  de  nouvelles 
taches,  était  absolument  contraire  à  un  enseignement  prorital)le. 

Le  gouvernement  bavarois  s'est  plaint  à  toute  occasion  des 
disciples  de  Lovola  ;  c'est  la  plupart  du  temps  à  propos  des  chan- 
gements rapides  des  professeurs  de  ruiiiversilc. 


(')  C'est  parmi  ceux-là  que  se  trouve  un  avertissement  dont  on  a  souvent  parlé 
(Harlfelder)  dans  lequel  Melanchthon  cherche  à  inspirer  aux  jeunes  étudiants  le 
flcsir  et  le  courage  d'apprendre  les  mathématiques  ;  il  y  dit,  entre  autres.  (|ue  I  addi- 
tion et  la  soustraction  sont  très  faciles,  la  multiplication  n'est  pas  non  plus  très 
difficile,  tandis  que  la  division  nécessite  en  elTet  jilus  d'etTorls.  Tel  était  le  niveau 
des  cours  universitaires  ! 

(■)  Lorsqu'cn  1.170  Philippe  Apian  qui  avait  été  d'ln{jolstadt  à  Tuhinyue,  voya- 
gea quelque  temps,  le  sénat  transféra  la  «  Doctrina  sph;ierica  »  au  professeur 
d'histoire  et  d'éloquence,  il  dut  s'en  tirer  tant  bien  que  mal  (D.  Stkai'ss,  Lebeii 
iind  Sclirlftcn  des  Dichtcrs  luitl  Pliilolni^cn  yilui(lciiiiis  l'risclilin.  l''rancfort-sur- 
Main.    i.SVÎ,  p.   39.) 
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Il  y  avait  sûrement  parmi  eux  des  hommes  avec  lesquels  on 
pouvait  beaucoup  apprendre  ;  tel  est,  dans  la  dernière  décade 
du  xvi*"  siècle,  J.  Lantz  qui  produisit  un  traite  de  Géométrie  pou- 
vant passer  pour  un  modèle  dans  son  genre  et  une  «  puerilis 
Algebra  »  (')  où  le  grand  Leibniz  fit  ses  premières  études  (-).  Son 
élève  fut  Ch.  Scheiner  (')  qui  découvrit  les  taches  du  soleil;  on 
lui  doit  aussi  le  pantographe.  Il  honora  comme  maître  les  chaires 
de  Dillinoen     Ino()lstadt  et  Fribourg-en-Brisoau. 

Nous  ne  trouvons  malheureusement  que  de  rares  sources  en  ce 
qui  concerne  renseignement  gymnasial  de  cette  période.  Les 
réformateurs  allemands  tenaient  beaucoup  aux  sciences  exactes 
en  insistant  surtout  sur  l'élément  supernaturel  ;  on  connaît  la 
phrase  de  Luther  (')  :  «  Si  j'avais  des  enfants  et  si  je  le  pouvais, 
ils  devraient  non  seulement  apprendre  les  langues  et  Ihistoire. 
mais  aussi  la  musique  et  toutes  les  mathématiques.  »  Lorsque 
Melanchlhon  fonda  l'école  des  savants  sur  de  nouvelles  bases  et 
proposa  une  série  de  règles  scolaires  à  l'usage  des  villes  alle- 
mandes les  mathémati([ues  obtinrent  tous  leurs  droits.  Le  plan 
de  l'école  de  jNIansfeld  de  i525  exprima  au  moins  le  désir  qu  à 
côté  des  «  Artes  dicendi  »  on  pensa  aussi  à  ces  matières  ;  le  gvm- 
nasium  de  Nuremberg,  qui  fut  institué  en  1026  sur  une  base  ii 
moitié  académique,  reçut  un  maître  particulier  pour  cette  branche 
en  la  personne  du  célèbre  fabricant  de  globes  J.  Schœner.  On 
assigna  aux  mathématiques  une  place  avantageuse  et  ceci  avec 
raison,  car  on  sait  ([ue  dans  la  suite,  lorsc[ue  le  premier  succès  de 
l'école  diminua,  les  leçons  de  lano-ues  étaient  mal  suivies,  tandis 
<[ue  les  mathématiques  étaient  encore  fréquentées  d  une  manière 
satisfaisante.  C'est  compréhensible  dans  un  centre  de  trafic  et 
d'industrie  [').  D'autre  part  le  gymnasium  avait  principalement  à 


('j  Lamz,  Elemenloruin  Euclidis  lihri  IV  Iiti^ol.siadt  1O17.  InalUulioiiein  aiUk- 
melicaruin  libri  IV,  Munich,    l(Jiy. 

(-)  Cantor,  etc.,  ■}"  volume,  p.  38. 

P)  V.  lÎRAUN.MUHL,  Citliaioph  Scitetncr,  ah  MutlicmalUicr,  P/ii/siker  un<l  Astro- 
nom,  Baiiibcrg.   iSyi. 

(')  Ceci  se  trouve  dans  l'adresse  —  très  importante  pour  l'histoire  de  l'ensei- 
gnement allemand  —  de  Luther  aux  conseillers  de  toutes  les  villes  d'Allemagne, 
dans  laquelle  il    leur  recommande  d'élever   et  d'entretenir  des  écoles  chrétiennes. 

(*)  L'intérêt  apporté  au  grand  développement  de  l'industrie  éveilla  un  violenl 
besoin   d'enseignement   des    mathématiques.    Doim'el.mayr   (llislorische    Nachrichl 
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fournir  à  1  Rtal  des  (onctionnalres,  a  1  Eglise  des  prédicateurs,  et 
quand  cela  était  le  cas,  il  n'était  pas  nécessaire  de  donner  de 
l'importance  aux  mathématiques.  C'est  ainsi  que  la  Géométrie 
faisait  souvent  complètement  défaut,  et  renseignement  se  bornait 
à  un  peu  de  calcul  et  à  la  «  sphérique  »  qui  était  moins  ime 
astronomie  populaii-e  a  la  façon  actuelle  qu  un  eonq^osé  des  théo- 
ries les  plus  impo}'lanles,  que  nécessitait  la  mesure  du  temps  et 
la  fixation  du  calendrier.  Par  exemple,  dit  Heym  ('),  «  le  plan 
d'études  de  1  école  d  Elisabeth  à  Breslau  en  l'année  ijjo  appelle 
l'Arithmétique  un  art,  qui  est  non  seulement  utile  dans  le  com- 
merce et  le  trafic,  mais  qui  sert  aussi  à  déterminer  le  quantième  du 
monde,  les  époques  des  révélations  divines  et  des  autres  histoires, 
le  cours  des  étoiles,  le  calendrier  et  les  jouis  fériés  ».  Celui  qui 
désire  apprendre  des  détails,  en  trouvera  la  plus  riche  mine  dans 
l'ouvrage  célèbre  de  Yormbaum  (■)  sur  l'histoire  de  l'école,  de 
même  que  dans  J.  ^Millier  qui  fournit  des  données  utiles,  quoi([n  il 
ait  un  autre  but  devant  les  yeux  (■^).  A  l'école  de  Goldberg  de 
l'humaniste  Trotzendorf,  école  arrivée  à  quelque  célébrité,  grâce 
il  Textrème  importance  accordée  au  latin,  il  y  avait  un  «  Sphae- 
rista  »  dont  la  charge  consistait  à  interpréter  le  Sacrobosco, 
lisons-nous  dans  v.  Raumer  (^).  Les  écoles  rurales,  par  contre, 
autant    qu'il    peut   en    être  question,  manquaient   complètement 


von  dcn  Niirnbcrgcr  Mathciiiaticis  uiid  Kilnsllerii,  NiiKMaherg,  ij'îo,  p.  3"!)  on 
fournit  des  preuves  très  reniarquables.  L'édition  allemande  des  six  premiers 
livres  d'Kuclide  de  Xylander  s'adresse  expressément  à  des  artistes  et  à  des  artisans 
<|ui  doivent  s'aider  du  compas,  de  la  règle,  du  fil  à  plomb  et  des  chiffres. 

(')  IIeym,  Zur  Geschichte  des  inathematischen  iiiitl  rtalunvissenscfiafilic/ten  L'n- 
Icrriclues  an  Gyinnunicn,  insbcsonttcrc  an  dcr  Titoinasscliiile  in  Leipzig,  Leipzig. 
i8:3,  p.  3. 

(-)  VoRMBAUM,  Die  ei'angclischen  Schulordnun^en  des  XVI  Ja/ir/iiinderis,  iU\- 
tirsloh,  i80o. 

(')  JOH.  MuLLUU,  ]'or  undfriilirefurmaiorisclieScliuIordnungenitndSchuli'ertrii^c 
in  deutscher  und  niederlàjidisc/ier  Sprac/te.  i  Abteilung,  Zschopau,  i88î;  Qiiellens 
Kchriften  und  Geschichte  des  dcutschspraclilichen  L'nterrichtes.  Gotha.  i88a.  L'n  pro- 
gramme scolaire  de  O.  lîeier  {Die  Malhcntalik  im  L'nterriclite  der  lioliern  Scliiilen 
i-on  der  lie  formation  his  zur  Mitte  des  XVIII,  Jalirliunderls,  Crimmilzschau,  i8-((( 
permet  d'étudier  quelques  règlements  scolaires  considérés  comme  représentani 
l'état  de  leur  époque  ;  ce  sont  les  règlements  de  la  Saxe  électorale  de  i,v28,  du 
iJriinswick  (même  année),  du  Wurtemberg  de  i.j">9.  ainsi  que  quelques  autres  actes 
semblables. 

(*)  K.  V.  Hav.MKH.  Geschichte  der  l'iidagogik  voni  U'iederaufbliihen  hlassiseher 
SImlien  his  aufunsere/.eil,    [■''parlie.   Stuttgart.   iS^t».   p.   2U). 
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<Ui  plus  simple  enseignement  du  calcul,  et  quoiqu'on  Bavière 
la  "  Schuelordnungk  de  anno  i  54^  »  chercha  à  le  rendre  ohli- 
gatoiie,  cette  disposition  bien  pensante  ne  dut  pas  porter  dr 
bons  fruits,  faute  du  personnel  nécessaire. 

Le  wii''  siècle  n'apporta  pas  de  nouvelles  conditions  ;  la  triste 
période  de  hi  guerre  de  Trente  Ans  ruina  même  plus  d'une  or- 
ganisation pleine  d'espoir.  Les  programmes  de  Gotha  (i6o5),  Kur- 
pfalz  ii6i5),  Moer  a.  R.  (i635l.  Halle  a.  d.  S.  (1669),  s'occupent 
seulement  de  rArithmétique(' !  tandis  que  la  Sphérique  et  la  Géo- 
métrie restent  plutôt  des  leçons  tacultatives  auxcjuelles  s'annon- 
çaient ceux:  qui  se  sentaient  du  goût  pour  ces  matières  dilliciles  '-'. 
Seul  le  Lyzeum  ii  Cobourg,  qui  lormait  une  petite  académie  et  qui 
offrait  un  programme  complet  dans  tous  les  domaines  des  sciences, 
admettait  la  Géométrie  comme  un  cours  obligatoire  ^i6o5). 

Les  réiormes  du  conseiller  Ratichius,  qui  n'était  lui-même 
pas  très  instruit,  ont  peu  touché  aux  mathématiques;  ce  n'est 
[)as  le  cas  pour  Comenius  (^)  qui,  à  une  grande  largeur  de  vu»> 
unissait  la  connaissance  des  mathématiques  et  des  sciences  natu- 
relles de  son  temps.  \\  sera  dillicile  de  prouver  qu'une  école  a 
pu  se  laisser  inlluencer,  dans  son  progiamme  mathématique,  pai' 
les  conseils  du  grand  pédagogue,  mais  Ton  peut  admettre  un 
efTet  indirect  de  sa  part,  ne  serait-ce  que  par  l'entremise  de  son 
(tuvrage  (Orbis  pictus),  qui  pousse  à  la  représentation  géomé- 
trique. Un  homme  qui,  en  adversaire  de  la  philosophie  scolas- 
tique  d'Aristote,  salua  joyeusement  toute  transformation  de  l'en- 
seignement fut  Joachim  Junge,  recteur  des  écoles  supérieures 
lie  Hambourg  depuis  1629  ;  il  avait  abandonné  anciennement  sa 
chaire  it  Giessen  pour  entrer  en  ct)ntact  plus  intime  avec  Rafi- 
clîius.  H  n'a  pas  fait  beaucoup  imprimer,  mais  les  traités  géonié- 
Iriques  (*)  écrits  de  sa  jnain,  nous  le  présentent  comme  un  maître 
I rayant  de  nouveaux  chemins  et   rendant   dans  celte  science  plus 


Cj  Vornibauiu  a.  a.   o.   u'^  vdIuiiic,  p.   4',,   idv.,  270,  .^77.  A   Halle   le  goût   scolain- 
se  mariii'esta  jusqu'à  rajeunir,  d'une  manière  assez  hai-die  pour  ce  temps,  le  conseil 

■  (ue    Platon   avait  écrit   sur  la  porte   de  son  école  :  Mt,oî'.î  aYîo;jL£T;r,TOî  £'.s  "^w 

(*)  Paulscn,  p.  aol,    donne    des    renseij^nements    plus    précis   sur  le  programiui' 

■  [uelque  peu  hypcrtrophiquc  de  cette  institution. 

(')  11  faut  considérer  particulièrement  la  «  Pansophia  »  et  la  «  Didactica  magna  » 
Commenius  ausgcivdhlte  Schriflen,  éd.  lieeger  et  Leutbccher,  Leipzig,  1S74). 
(')  V.  "\V'oin,wiLi..  Joachim  Juiii^iiis,  Hambourg-Leipzig,   1S88,  p.  81, 
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de  services  que  la  plupart  de  ses  conteuiporains.  Ji  ne  pcul  pas 
non  plus  être  beaucoup  question  d'enseignement  supérieur  au 
xvii''  siècle,  car  nous  manquons  de  témoignages  authentiques. 
Nous  saurions  quelque  chose  de  plus  précis  si  des  cahiers  de 
notes  ou  de  communications  dignes  de  confiance  sur  le  genre 
de  renseignement  prononcé  du  haut  àç  la  chaire,  nous  avaient 
été  conservés  ;  mais  ce  n'est  justement  pas  le  cas  en  ce  qui  con- 
cerne cette  époque. 

En  fait  de  palliatifs,  nous  avons  trois  choses  à  notre  disposi- 
tion. Les  manuels  imprimés  qui,  nous  pouvons  en  èti-e  assuré, 
ont  rendu  des  services  comme  guides,  les  programmes  de  cours 
publics  dans  les  journaux  et  revues,  enfin  les  controverses  rédi- 
gées ordinairement  par  un  maître  ou  un  ékullant  aspirant  à  la 
dignité  de  docteur  et  utilisées  dans  la  cérémonie  solennelle  qui 
se  terminait  par  la  prise  de  possession  du  béret  de  magistrer  ou 
du  chapeau  de  docteur.  L'image  que  nous  pouvons  reconstituer 
est  assez  uniforme  ;  à  Lune  des  universités  on  enseignait  plus, 
à  nne  autre  moins,  suivant  le  titulaire  de  la  chaire  de  mathéma- 
tiques, mais  il  n'y  a  guère  de  différences  accentuées.  On  peut 
aussi  dire  que  la  conception  de  létude  académique,  telle  qu  clh' 
s'est  formée  dans  le  dernier  quart  du  xvii"  siècle,  resta  envlion 
cent  cinquante  ans  comme  modèle  ;  la  méthode  et  le  contenu 
du  programme  mathématique  reste  invariable  en  général,  et  le 
progrès,  quant  à  la  science,  se  manifeste  très  lentement.  On  doit 
d'abord  se  rappeler  qu'on  attribuait  une  extension  ii  l'idée  de 
«  jMathesis  »,  extension  qui  aurait  paru  tout  aussi  incompréhen- 
sible aux  drecs  qn  elle  semble  simple  de  nos  jours.  La  Géomé- 
trie et  l'Arithméticpie  étendues  à  la  Trigonométrie,  l'Algèbre 
et  les  éléments  de  la  haute  analyse  formèrent  de  tout  temps  les 
malhématicjues  pures;  à  leurs  côtés  se  plaçaient,  clans  un  mé- 
lange singulier,  les  mathématiques  appliquées. 

On  leur  attribuait  la  Mécanique.,  l'Optique  divisée  autant  que 
possible  en  perspective,  catoptrique  et  dioj)trique,  l'Astronomie^ 
la  Géographie  (mathémati(jue' ,  la  Gnomonique  ('l,  la  Ghronologie, 


(')  La  tliéorie  des  cadrans  solaires,  oiiij)lovéi>  acUiellenienl  comme  exercice  de 
Tri{^ononiétrio  spliérique  ou  de  Géométrie  descriptive,  avait  à  une  époque  assez, 
pauvre  en   horlog^es  arlilicielles,  une  importance  considérable. 
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lArt  militaire,  les  travaux  civils  et  militaires  (');  le  jeune  malhé- 
maticien  devait  posséder  au  moins  une  notion  de  toutes  ces 
matières  hétérogènes,  et  souvent  il  arrivait  (|ue  Ton  conlondail 
Tessence  des  choses  avec  ce  qui  était  secondaire. 

In  mathématicien  de  cette  époque  devait  se  lamiliariser  avec 
l>ien  des  domaines;  aussi  l'intensité  de  l'étude  souffrait  nécessai- 
rement de  cet  éparpillement,  cela  d'autant  plus  que  certaines  des 
branches  ci-dessus  n'avaient  qu'un  rapport  très  éloigné  avec  les 
mathémati(|ues  proprement  dites  [j).  Cependant  cet  arrangement 
persista  pendant  longtemps  (^)  ;  ce  n'est  que  dans  la  première 
décade  du  xix'-  siècle  que  l'on  perdit  peu  à  peu  Ihubitude  de  voir 
un  tacticien  et  un  architecte  dans  la  personne  dun  mathéma- 
ticien. 

Les  manuels  et  les  traités  de  mathématiques  n'ont  pas  fait 
défaut  pendant  les  deux  derniers  siècles,  mais  tous  n'ont  pas 
atteint  la  même  célébrité,  si  grande  qu'en  (ut  la  valeur.  Ainsi 
l'œuvre  excellente  de  Karsten  (*)  surpassait  sans  contester  la 
moyenne  de  son  temps  ;  ayant  il  est  vrai  un  grand  développe- 
ment, elle  n'a  pas  pénétré  profondément  semble-t-il  au  sein  du 
j)ublic. 

Si  nous  considérons  l'espace  de  temps  qui  va  de  1680  ii  1800, 
nous  y  distinguons  trois  ouvrages  qui  font  évidemment  preuve, 
en  ce  qui  concerne  le  fond  et  la  méthode,  dun  progrès  considé- 


l'j  Dans  Comenius,  la  Statique  et  l'Optique  sont  expressément  attribuées  aux 
mathématiques  et  ne  font  pas  partie  de  la  Physique  —  ou  Philosophie  de  la 
nature. 

(■)  On  considérait  comme  appartenant  à  1  art  militaire,  ou  à  ses  éléments  mathé- 
matiques, la  tactique  d'une  part,  et  d'autre  part,  la  balistique,  en  y  joij.cnaiil  la 
théorie  physico-chimique  des  matières  explosives.  Le  sujet  des  cours  était  formé 
de  celte  façon.  Lorsque  les  étudiants  de  l'université  de  Icnu  s'exercèrent  à  la 
défense  de  leur  pays,  pour  prendre  part  à  la  j^uerre  d'indépendance,  plusicui's 
d'entre  eux  eng'ag'èrent  le  mathématicien  Miinchow  à  faire  un  cours  sur  li-s 
<i  sciences  militaires  ». 

f/'l  On  exig'cait  de    la  part  du   mathématicien  ég'alement  des  exercices   pratiques 

c6té  de  la  connaissance  de  l'art  des  fortilicatiuiis.  Le  savant  Maclaurin  fut  ;il- 
àeiiit  par  les  frermes  de  la  mort,  dans  les  fatiji^ues  qu'il  supp()rta  en  i;.;.'). 
lalors  qu'il  proté-^jeait  par  de  nouvelles  fortifications  la  ville  d'Kdinbourfj-,  men.i- 
cée  d'une  attaque  des  rebelles  écossais  (WilEWli.I.,  Geschiclilc  ilcr  indulitiren 
nissenschaftcn,  traduit  en  allemand  par  I.  I.  v.  Litlrow,  2»  partie,  Stutlg-art,  i8iu. 

1».    5lS). 

(')   W.  \.   G.  K.vksti:n,  Lflubegn'//'  Jcr  gcsa/iuuicu  Mut/icmad'A,  Grci(s\vald.    i--l>- 
I  777,  -2' édition,   i782-i7tji. 
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rable  ;  on  peut  prétendre  que  chacun  d'eux  contient  toute  la 
science  de  son  temps.  Ils  portent  les  noms  de  leurs  auteurs  :  II. 
Sturm  (i635-ijo3),  C.  v,  Wolf  (1679-1734)  et  de  A.  G.  Kaestner 
(1719-1800). 

Le  professeur  Sturm  à  Aldorf,  connu   aussi  dans   1  histoire  de 
la  Physique   scolaire  par  un  ouvrage  qui  ht   époque   ('),   a  laissé 
un  livre  élémentaire  très  intéressant;  ce  livre("),  publié  par  son 
hls,  nous  oflVe  un   aperçu  excellent  de  l'amplitude  des  connais- 
sances élémentaires  que  l'on  exigeait  d  un. jeune  homme  instruit 
de  1700.  Le  point  de  vue  pratique  l'emporte;  les  démonstrations 
n'y  jouent    pas   un    grand    rôle,  mais  l'ouvrage    peut  se   vanter 
d'être  aussi  clair  que  précis.  Le  fait  qu'un  savant  si  éminent  ne 
voulut  pas  négliger  les  «  Rudinieiita  Chiromantiae  »  montre  bien 
l'esprit  de  ce  temps,  et  cependant  il  déclare,  dans  une  note  com- 
plétive, que  l'on   ne    possédait    aucune  raison    mathématique    de 
prédire  1  avenir  soit  par  les  étoiles,  soit  par  les  lignes  de  la  main. 
11  est  également  connu  que   Sturm  fut  un  advej'saire  convaincu 
de  l'astrologie.  Après  avoir  fixé  la  limite   inférieure    de  la  con- 
naissance mathématique,  il  nous   montre  dans  un  autre  livre  ('), 
jusqu'à  quel  point  il  croyait  pouvoir  conduire  ses  élèves.  Cet  ou- 
vrage  mérite  d'être  connu   plus  exactement,  car   avant  l'appari- 
tion de  Wolf,  celui  qui  désirait  pénétrer  plus  intimement   dans 
la  science  devait  avoir  recouru  ii  cette  «  noix  des  mathématiques, 
déiîarrassée  de  son  brou  ».  C  est  ainsi  que  Ion  pourrait  rendre 
le  titre.  Sturm  produit  une  théorie  élémentaire  des  sections  co- 
niques ainsi  que  des  courbes  supérieures  connues  de  ce  temps, 
soit  algébriques,  soit  transcendantes  ;  il  se  sert  en  grande  partie 
des  recherches  du  Hollandais  De  Witt  ;  il  enseigne  la  recherche 
des  racines  des  équations  supérieures  par  des  constructions  géo- 
métriques  (intersections  de  courbes),  et  traite    très   à   U>nd  l'ap- 
plication de  l'Algèbre  ii  la  résolution  des  problèmes  géométric[ues. 


(')   Sturm,  Collegium  cj-pcrimcntalc  (v/;7o.sh/;(,  Nureinlicrg.    i7(i'2. 

(')  I.  C.  Sturm,  Mai/wsix  compcniliariu  sive  si/nopsis  mutkfniatica  tabulis  cont- 
preheiisa,  éd.  L.  C.  Sturm,   Cobourg-,   1714. 

{')  Sturm,  Mathesis  eimcleata,  Nmciiiberij,  1G88,  a°  édition,  1711.  Ce  livre  est  très 
rarement  cité;  Canlor  liii-nu'-nie  n'y  jx-nse  pas,  il  se  limite  pliitiM  à  la  nomencla- 
ture d'une  Iraductiiin  d'.Vrehiinèdc  cl  des  (-onsidérations  sur  la  langue  emj)loyée  par 
Sturm.  Et  cependant  le  contraste  entre  Sturm  et  A.  Trevv,  qui  occupait  la  même 
«•haire  avant  lui.  est  eonsidcrablc 
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11  est  douteux  qu'il  soit  allé  aussi  loin  clans  sos  cours  publics  ;  mais 
il  est  probable,  qu'en  paiticulier,  il  a  initié  quelques  lortes  tètes 
dans  les  parties  difliciles  de  sa  science.  L'universel  ^\<)ll  avance 
d'un  bon  pas  ;  il  se  crée,  par  ses  livres  philosophiques  autant 
(pie  mathématiques  ('),  un  genre  de  riionopole  en  Allemagne  et 
même  au  delà  des  frontières,  puiscju'une  œuvre  principale  avait 
paru  en  latin.  11  est  vrai  que  l'auteur,  célèbre  par  la  rectitude  de 
ses  pensées,  négligea  ("j  souvent  dans  ses  définitions  et  ses  dé- 
monstrations cette  exactitude  de  raisonnement  qu  on  lui  attri- 
buait, mais  la  forme  euclidienne  (^j  était  rigoureusement  obser- 
vée ;  celle-ci  qui  importait  tant  aux  lecteurs  de  Spinoza, 
donnait  le  change  sur  les  bases  insullisantes.  Mais  l'étudiant  qui 
écoutait  ^\oll  —  souvent  il  a  dû  en  rester  aux  maigres  r.rlrai/s 
—  pouvait  apprendre  une  quantité  de  choses  qui  sans  cela  au- 
laient  dû  être  péniblement  tirées  d'ouvrages  volumineux  et  de  dis- 
sertationsacadémi([ues.  Dans  son  Algèbre  de  1717,  N\olf  présente 
une  Géométrie  de  coordonnées  assez  avancée,  la  théorie  des  équa- 
tions algél)ri(jues  et  les  éléments  du  calcul  infinitésimal,  ainsi 
(pie  son  application  à  des  problèmes  de  Physique.  Il  n  v  avait  à 
cette  épo([ue  aucun  ouvrage  écrit  en  allemand  qui  lacilila  si  com- 
modément et  si  complètement  le  passage  à  ces  (piestioiis  situées 
au  premier  plan  de  1  intérêt  scientili(jue. 


(')  ('..  V.  ^\'oLF,  An faiiifsi^riiiidc  aller  matitcntatisclicn  WissfiiscUaftcii.  Halle,  1710, 
«•dite  plusieurs  fois,  en  dernier  i;/)");  Auszug  daratis.  Halle  1717,  en  dernier  177'2, 
EleiHciUa  matheseos  universae,  Halle,  17  i'{-i7.',  1 ,  5  volumes;  Mathcmatischcx  Lc.vi- 
lion,  Leipzig,  i7i(»;  ce  dernier  eut  beaucoup  de  succès,  car  il  répondait  aux  aspira- 
lions  encyclopédiques  de  beaucoup  de  personnes,  sans  traiter  la  matière  d'une 
l'açon  plus  approfondie.  Cantor,  3"  volume,  p.  260. 

(■)  Ainsi  par  exemple  la  théorie  des  frac'tions  est  considérée  comnn-  un  coroll.Tire 
de  la  théorie  des  proportions,  ce  que  Kaestncr  désij^nait  comme  une  lourde  faute 
de  méthode.  Ses  principes  j.;:éoméli-iqucs  maiK|uent  just  Muent  de  j)ri)fondeur  philo- 
sophicpie  (Cantor,  j'-'  volume,  p.  5o8  et  ss.).  La  ({uantitc  <Jx  (Aig-èbre,  j).  -j.'}^'  est 
comparée  à  la  quantité  J- comme  le  grain  de  sable  à  la  montagne,  sur  laquelle  le 
vent  la  soufflé.  11  est  facile  de  penser  que  dans  de  telles  conditions  l'édilication 
di;  la  haute  analyse  fait  preuve  de  moins  de  précision  que  chez  Leibniz,  dont 
1  influence  sur  Wolf  saute  aux  yeux. 

(')  Nous  donnons  un  exemple  caractéristifjuc  d'uni-  telle  exactitude  mal  placée, 
tiré  des  mathématiques  appliquées  (4"  théorème  de  la  a=  parti'e  de  l'astronomie). 
La  lune  est  un  corps  semblable  à  notre  terre.  Dénmnstration.  Car  elle  est  ob-icure 
•■1  opaque,  possèdi;  des  montagnes,  des  vallées  et  des  mers,  des  îles,  des  récifs  et 
des  caps.  Elle  est  entourée  d'un  air  pesant  et  élastique,  dans  lequel  montent  les 
évaporalions  et  donnent  luiissance  à  la  pluie,  à  la  neige  et  à  la  rosée.  Par  consé- 
ipiriit  ('rsl  un  ciirps  semblable  à  uotrc  terre.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 


•4  56  .*<■.    GU.\llli:it 

Une  nouvelle  étape  est  marquée  par  les  ouvrages  de  Kaest- 
ner  (')  ;  elle  est  sortie  directement  de  renseignement  acadé- 
mique, comme  le   dit  personnellement  l'auteur. 

Dans  la  deuxième  moitié  du  xviii'"  siècle,  l'Université  de  Gut- 
tingen,  sans  conteste,  passait  pour  souveraine  dans  le  domaine 
des  sciences  exactes;  Tobias  Mayer,  v.  Segner,  Kaestner,  Erxle- 
ben,  Lichtenberg  justifiaient  induljitablement  cette  ré[)utation. 
A  côté  des  cours  détaillés,  destinés  aux  futurs  spécialistes,  il  y 
avait,  grâce  i»  l'habile  direction  du  curateur  de  Munchluuisen  ('j, 
des  conférences  condensées  pour  un  public  plus  étendu  désirant 
s'assimiler  l'instruction  générale,  nécessaire  à  un  «  chevalier  »  (^). 
C'est  de  cette  circonstance  que  naquit  le  compendium  de  Kaest- 
ner  ('*)  sur  les  mathématiques  appliquées,  un  livre  qui  répondrait  ii 
son  but  à  notre  époque,   quoique   les  temps  soient  si  différents. 

Les  programmes  des  leçons  <(  Rotuli  »  des  universités  alle- 
mandes à  répo(|ue  de  cette  réforme  coïncidaient  exactement, 
quant  au  fond,  avec  les  meilleurs  traités  ;   les  dilférents  avis  sont 


(')  Kaest>er,  MatlieniiUischc  Anfaiii^si^ninde.  17.Ï8-1800  i  lu  petits  volumes  qui 
|)arvinrent  en  partie  jusqu'à  la  {Y  édition  :  chaque  partie  formait  un  tout,  La  pre- 
mière préfacL'  cherche  —  comme  le  lit  Mclanchthon  de  son  temps —  à  encourager  la 
jeunesse  à  Tctude  de  l'Algèbre  qui  ])assail  pour  très  difficile,  elle  dit  que  cela 
n  exige  pas  plus  d'attention  et  d'intelligentrc^  ((  qu'une  femme  n'en  a  besoin  poui- 
jouer  au  tarot  ». 

(■)  Paulsen,  Gcschichtc  des  gelehrien  Unlerriclttcs  aufden  dcuisclien  Schulen  iind 
Universitâten  com  Ausgang  des  Mitlelallcrs  bis  zur  Gegemvari,  a»  volume,  Leipzig. 

(')  Paulsen,  ce  grand  connaisseur  du  mouvement  intellectuel  germanique  dansles 
siècles  passés,  nous  trace  une  image  très  nette  de  1  importance  que  jirirent  dans 
l'eiiseignemenl  de  1670  à  1740  «  les  sciences  galantes  ».  C'étaient  celles  qui  sem- 
blaient indispensables  pour  un  homme  du  monde;  elles  furent  importées  sous  la 
pression  de  l'imitation   française. 

Elles  étaient  préférées  dans  les  «  Académies  de  chevaliers  »  (p.  5oi  et  ss.),  cl 
c'est  à  ces  institutions  de  bienséances  qu  il  faut  attribuer  la  faute  d'avoir  éloigné 
les  mathématiques  de  leur  but  réel,  comme  on  la  vu  plus  haut,  et  de  les  avoir 
détournées  vers  une  direction  exclusivement  prali<[ué. 

(*J  Kaestner,  Anfangsgiiinde  der  angewalidtcn  Mathematik  ('>  édition,  Gôtlin- 
^on,  1780-17.S1).  Ils  se  divisent  en  deux  parties  :  la  plus  faible,  la  première,  con- 
tient :  la  Slati(|ue.  l'Hydrostatique,  lAeroniélrie,  1  Hydraulique.  l'Optique,  la  (latop- 
Irique,  et  la  Uioplriquo.  Dans  la  deuxième  plus  volumineuse,  on  trouve  ensemble: 
Astronomie,  la  Géogi'aiihie  (malhéiiiatitjucj,  lu  Chronologie  et  la  Gnomonique. 
L'.\rtillerie,  la  l'orlilicalion  et  l'Arcliilecture  forment  un  supplément.  La  préface 
dit  que  ces  «  connaissaiwes  »  que  l'opinion  juiblique  attribuait  aux  muthématicpies. 
ne  pouvaient  être  complètement  passées  sous  silence,  elles  avaient  été  cependant 
très  résuniées.  On  apprend  aussi  dans  la  ])réface  qu'un  cours  semestriel  avait  à 
réunir  «  douze  sciences,  ayant  chacune  leurs  j)ropres  principes  »,  chacune  d'elles 
devait  néccssairemenl  cire  très  condensée. 
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souvent  iicc't)mj)agnés  du  titre  du  manuel  que  le  professeur 
etnploie  et,  de  cette  manière,  le  niveau  moyen  des  cours  est  suffi- 
samment déterminé. 

En  oénéral  on  désirait  orienter  les  auditeurs  et,  occasionnel- 
lenient  les  amuser;  notre  proverbe  «  multum  non  multa  )>  était 
plulôt  appliqué  à  l'envers.  Dans  la  plupart  des  cas,  le  maître, 
dans  toute  l'acception  de  sa  profession,  ne  s'en  tenait  pas  exac- 
tement à  sa  partie  nominale,  mais  s'étendait  dans  une  direction 
([uelconque  ;  les  administrations  des  universités,  presque  toutes 
mal  pensionnées,  ne  vovaient  pas  cela  d'un  mauvais  œil,  car  avec 
un  maître  si  universel  et  si  doué  elles  réalisaient  des  économies('). 

De  tous  côtés  se  manifeste  une  vraie  confusion  de  sujets  de 
cours  ;  et  où  lorateur  aurait-il  trouvé  le  temps  et  la  force  de 
mettre  sa  science  sur  un  pied  indépendant  ?  Il  devait  ainsi  arriver 
au  xvin*'  siècle  que  les  mathématiciens  allemands  ne  pouvaient  être 
([u'exceptionnellement  des  esprits  producteurs  et  ne  se  laire 
connaître  par  leurs  écrits  que  dans  un  cercle  restreint.  De  ce 
côté,  ces  braves  et  diligents  savants,  souvent  abattus  par  des  soucis 
matériels,  méritent  notre  estime  laplus  complète.  Dans  leurs  rangs, 
tes  incapables  formaient,  il  est  vrai,  de  très  rares  exceptions  ("), 
mais  il  n'existait  pas  de  vrais  chercheurs,  avant  le  droit  d'être 
nommés  ii  côté  des  grands  Français  et  Bàlois  —  les  Bernoulli, 
luder,  Ilermann.   L'impression  éveillée  par  la  nomenclature  des 


(')  On  raconte  (Engf.lh.vrdt,  Die  L'rurersital  Frlaii^en  von  17^3  bis  lS'à3,  Erlan- 
^^•on,  1845,  p-  45)  i»  propos  du  plus  réputé  malhéniatioien  de  la  jeune  université 
d'Erlangcn,  S.  G.  Suokow,  iju'  «  Il  faisait  en  général,  toujours  les  mêmes  cours,  avec 
de  faibles  changements  ».  C'étaient  :  la. Psychologie,- la  Logique  et  les  Malhénia- 
liques,  les  Mathématiques  complètes,  le  Droit  naturel  et  la  Morale,  les  éléments 
de  la  Physi(|ue  (d'après  llambcrger),  la  Politique,  la  Théologie  naturelle  et  lu 
Théologie  polémique  naturelle;  il  enseignait  les  rapports  du  cor|>s  et  de  rame,  le 
système  du  monde,  les  sections  coniques,  la  Trigonométrie  sphérique,  l'Algèbre 
(d'après  Clairaut).  l'.Xnalyse,  la  Géographie,  les  Mathématiques  appliquées.  Cha- 
cun se  demandera  quel  menu  il  aurait  fallu  servir  aux  gourmets  académiques 
pour  mériter  le  qualili<-atif  de  varié  alors  que  la  liste  respectable  indiquée  ci- 
dessus  ne  vous  procurait  pas  cet  honneur. 

(*)  Une  semblable  exception  était  faite  par  ce  Dlauner,  à  tJerne.  qui  d  après 
R.  WoLF  {Rioi^rapliien  zitr  Kulluri^escliicitle  dcr  Sc/m'ciz,  !<=''  cycle  Zurich,  18.Ï8. 
p.  3a'l  et  ss.)  jouait  là-bas  le  rùle  de  bouH'on.  Les  cahiers  de  îioles  de  ses  élèves 
contiennent  beaucoup  d'absurdités.  Graf  a  décrit  à  fond  le  développement  de 
l'enseignement  matbématifjue  dans  cette  université  (Gcschichle  (1er  Mallicmalik  tuul 
.\aiiirwixseii.<icha/ïeu  iii  bcriiischcn  Landeii,  Berne,  depuis  1888).  Chez  lui  aussi 
Blauner  est  assez  mal  arrangé  ;  il  fut  remplacé  après  des  abus  de  pouvoir,  par  le 
vaillant  Tralles. 
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manuels  et  des  cours,  est  consolidée  par  la  lecture  des  thèses, 
des  dissertations  et  des  controverses  ;  rarement  nous  nous  sommes 
réjouis  (')  d'un  travail  avantageux  tiré  de  cette  littérature  d'occa- 
sion, considérable  mais  fatigante.  Le  xviii^  siècle,  autant  qu'il  est 
question  de  l'enseignement  supérieur  allemand,  s'est  beaucoup 
plus  occupé  de  transmettre  les  connaissances  héritées  que  de  les 
augmenter  ou  de  les  compléter.  On  peut  donc  prétendre  que  le 
personnel  considérable  des  universités  allemandes  de  ij5o  ii  i8o<» 
est  resté  en  dehors  de  linfluence  des  transformations  qui  se  ma- 
nifestèrent au  delà  du  Rhin  et  aussi  au  delii  des  Alpes,  en  Italie,  où 
une  vie  (")  scientifique  très  intense  se  développait  dans  le  domaine 
mathématique.  On  pourrait  s'en  référer  à  quelques  jolis  paragra- 
phes de  Kaestner  sur  le  Calcul  différentiel  et  intégral,  la  Mécanique 
analytique  et  l'Hydrodynamique  ;  mais  nous  pouvons  être  certains 
que  ces  livres  étaient  accessibles  à  une  faible  partie  des  étudiants, 
à  ceux  seulement  qui  possédaient  les  moyens  et  l'endurance  de 
se  faire  donner  un  enseignement  privé  par  un  maître  de  valeur.  11 
n'y  avait  qu'à  choisir,  car  les  personnes  sulfisamment  versées 
dans  les  hautes  mathématiques  étaient  nombreuses.  Nous  pouvons 
désigner,  entre  autres,  J.-F.  Pfaffà  Helmstedt  (^),  Klijgel  à  Halle  (*), 
Langsdorf  à  Erlangen,  Pfleiderer  à  Tubingue,  Ilindenbourg  h 
Leipzig.  La  création  de  ce  dernier,  Tanalvse  combinatoire,  n'a 
pas  beaucoup   ébloui  une  époque   habituée  à  rélégance  des  lor- 


(')  Nous  citons,  par  exemple,  les  démonstrations  fournies  par  Stilbner  et  Kaestner, 
du  théorème  de  Harriot,  celle  du  théorème  des  trois  axes  indépendants  de  chaque 
corps  de  Segner,  la  théorie  de  Karsten  sur  les  logarithmes  des  nombres  négatifs. 
Que  l'on  consulte  le  troisième  volume  de  Gantor,  et  l'on  verra  combien  peu  les 
auteurs  allemands  se  sont  montrés  capables  de  travaux  originaux. 

(-)  Une  composition  de  Loria  [Il  »  giornale  de  Letterali  d  ItaUa  »  die  Veneziaela 
«  Raccolla  Calogeria  «  corne  fonti per  la  sloria  délia  niathematiche  nel  secolo  XVIII, 
AaH  Caiilor{Festschrifi),  1899,  p.  241  et  ss.)  donne  là-dessus  les  meilleurs  renseigne- 
ments. 

(')  On  a  représenté  les  rapports  de  Gauss  et  de  Pfaff.  comiiie  si  ce  dernier  n'avait 
été  (pie  le  récepteur.  Cela  est  réfuté  par  le  passage  d'une  lettre  tirée  de  la  correspon- 
dance de  Gauss  et  de  W.  V.  Boljai  et  publiée,  il  y  a  peu  de  lemj>s,  par  Fr.  SchmidI 
et  iStiickel  (Leijjzig,  1899,  p.  12).  Le  jeune  homme  arrivé  cependant  à  achever  ses 
«  Disquisitiones  arilhmelicae  n  écrit  à  son  ami  hongrois  qu'il  a  visité  Pfaff  11 
Uelmsledl  et  «  qu'il  a  reconnu  en  lui  la  véritable  marque  du  génie  ». 

(*)  Klitgel  (17/18-1S21)  doit  être  nommé  parmi  les  premiers,  en  ce  qui  concerne 
le  coup  d'œil  cl  les  dispositions  critiques,  quoiqu'il  n'ait  pas  beaucoup  créé.  Son 
«  Malhematischex  Woitcrhuch  »,  Leipzig  (i8o3-i84'{).  continué  par  MoUweide  et  Gru- 
ncrt,   rend  de  grands   servi<M's  à   Ions  ceux  qui   le  consnllenl. 
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inules  d'un  Lagrange,  mais  actuellement  nous  apprécions  mieux 
la  valeur  d'un  ouvrage  un  peu  formaliste,  mais  qui  contenait  déjà 
toute  la  théorie  des  déterminants  (').  llindenbourg  seul  a  fait 
école,  et  plusieurs  maîtres  influencés  par  lui  ont  transporté  les 
innovations  de  Leipzig  dans  d'autres  écoles,  par  exemple,  à  côté 
de  Plair  et  Kliio^el,  Rothe  à  l'h-lanoen,  ^Nlaoold  à  Ino-olstadt  et  à 
Landshut,  Stahl  à  Wulrzbourg  et  Munich,  Kramp  d'une  instruc- 
tion universelle  à  Strasbourg  (^).  C'est  ainsi  qu'à  la  fin  du  siècle 
une  activité  mathématique  a  rayonné  d'un  centre  allemand  d'ins- 
truction supérieure.  Pendant  les  trente  premières  années  l'étude 
des  mathématiques  supérieures  resta  sensil^lemcnt  au  degré 
qu'il  venait  d'atteindre.  On  sait  que  Gauss  était  peu  disposé  à 
introduire  des  changements  ;  il  se  confina  sur  sa  «  hauteur  soli- 
taire »,  et  correspondait  presque  exclusivement  avec  des  astro- 
nomes, il  lut  satisfait  de  savoir  l'enseignement  des  branches  élé- 
mentaires, courant  entre  les  mains  capables  de  maîtres  tels  que 
Thibaut  depuis  (i8o;>à  i832)et  Ulrich  (^)  depuis  i83i.  Le  monde 
connaît  son  influence  sur  des  esprits  accessibles,  mais  cette  face 
de  son  activité  eut  à  peine  à  faire  avec  la  didactique  mathéma- 
tique. 11  est  difficile  de  rassembler  des  documents  établissant  l'in- 
lériorifédu  niveau  mathématique  dans  les  universités  au  commen- 
cement du  xix"  siècle.  Lorsque  Bessel,  jusqu'alors  inspecteur  de 
l'observatoire  de  Schroeter  à  Lichicnthal,  fut  appelé  en  1806  à  Kô- 
nigsbero- en  P.,  il  se  vit  oblioé,  au  commencement,  de  faire  des 
cours  de  mathématiques  pures  ;  car  toute  préparation  nécessaire 
à  la  compréhension  de  l'Astronomie  faisait  défaut.  Ce  n'était  pas 
seulement  les  connaissances  incomplètes  des  professeurs  qui  met 
taient  un  obstacle  au  progrès,  mais  aussi  un  principe  allirmant 
(jue  les  hautes  niathémati([ues  n'avaient  rien  à  faire  avec  la  chaire. 
.Mollwcidc   à   Leipzig,    un  des    meilleurs,    développe   une  grande 


(')  V.  GOntueu,  Lclirbuck  dcr  Delcrininanten-Tlicoric  fur  Sludiercnde,  Erlani^cii, 
1877,  p.   4  et  ss. 

(*)  L'iniporlance  de  cet  liomnic  n'a  pns  encore  été  relevée  au  point  de  vue  histo- 
rique. On  luidoitprincipaleinent  le  perfectionnement  du  calcul  des  facloriclles  dont 
il  a  fait  un  usafje  étendu  dans  ses  profondes  rccbercbes  sur  la  réfraction  des 
rayons  (Analyse  des  refruclions  astronomiques  et  terrestres,  Strasbourg,  Leipzig, 
1:98). 

^j  On  peut  tirer  les  renseignements  qui  s\v  rapportent  dans  la  »-orrespondance 
en  trois  volumes,  de  Gauss  avec  Schumacher. 
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activité  pédagogique,  et  se  sert  d'ouvrages  élémentaires  ;  mais  il 
n'ose  pas  aller  au  delà,  parce  que  «  l'analyse  exige  beaucoup  trop 
d'écritures  au  tableau  »  ('). 

Ce  ne  fut  que  vers  iSaS  environ,  qu'un  mouvement  puissant  prit 
naissance,  balayant  avec  une  rapidité  extrême  toutes  les  difficultés, 
et  créant  aux  mathématiques  allemandes  la  place  qu'elles  méritaient 
dans  le  concours  des  peuples,  ce  qui  leur  avait  manqué  jusque-là 
malgré  la  présence  de  Gauss.  Moebius  à  Leipzig  l'ut  le  premier 
qui  osât  rompre  la  glace  (-)  avec  son  «  calcul  barycentrique  et 
son  étude  géométrique  de  la  Statique  ».  Depuis  i835,  Lejeune 
Dirichlet  était  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Berlin, 
et  Jacobi  à  l'Université  de  Kônigsberg  depuis  182J  et  c'est  le  bien 
où  avait  enseigné  le  grand  Kant  qui  fut  le  centre  d'où  une  concep- 
tion supérieure  de  l'enseignement  mathématique  devait  entrepren- 
dre une  marche  victorieuse  à  travers  l'Allemafrne.  A  ce  moment, 
Bessel  prépare  des  élèves  excellents  pour  l'Astronomie,  tandis 
([ue  le  juvénile  Fr.  Neumann  inaugure  un  enseignement  de  la 
Physique  mathématique  tel  que  tous  ceux  qui  sont  avides  de 
science  affluent  de  toutes  les  provinces.  Peu  après  Richelot  et 
liesse  se  font  connaître  ;  la  haute  réputation  de  l'Albertina  de 
Kônigsberg  s'afïirme  d'année  en  année.  Puis  les  universités 
luttent  de  vitesse,  avec  des  fortunes  inégales  il  est  vrai.  Sans 
parler  des  devoirs  imposés  à  la  plupart  des  professeurs  par  leur 
décret  et  les  obligeant  à  prendre  en  considération  les  besoins 
des  élèves  dans  les  cours  et  exercices,  il  faut  noter  (jue  le  milieu 
ambiant  créait  une  certaine  crainte  nuisible  à  la  publication  du 
meilleur  de  soi-même.  Appelé  en  i85o  à  Erlangen,  v.  Staudt. 
un  des  plus  remarquables  élèves  de  Gauss,  ne  put  de  longtemps 
se  décider  à  profaner,  pour  ainsi  dire,  sa  nouvelle  «  Géométrie 
de  position  »  en  en  faisant  l'objet  de  ses  cours  pul)lirs. 

Nous  avons  atteint  ici  la  limite  que  nous  ne  désirons  pas  dépas- 
ser, car  l'extension  colossale  de  la  théorie  et  de  l'enseionement 
(|ui   caractérise   notre   nouvelle    époque,  dépasse   le   cadre  de  ce 


(')  Bruhns.  Die  Astronnnicn  der  S(cnH\'aite  aiif  (1er  Plcisscnbiir^  in  Leipzig. 
Leipzig,  1778,  p.  2.».. 

(*)  Ouvrage  cité  au-dossus  pages  Sj  et  suivantes.  L'ouvrage  de  Hruhns  a  l'avan- 
lage  de  nous  fournir,  par  des  détails  précis,  un  aperçu  delà  vie  intime  du  savant, 
de  l'ancien  temps,  «-e  qui  inallieunnisiMiieiit  n  est  pas  très  souvent  jxissible. 
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liavail.  Nous  voulons  pourtant  jeter  encore  un  coup  d'œil  rétro- 
spectif sur  l'enseignement  moyen  au  xva'' siècle,  tlont  nous  nous 
sommes  quelque  peu  détourné,  n'ayant  pas  voulu  disloquer  nos 
considérations  sur  les  études  universitaires.  On  verra  qu'un  déve- 
loppement est  ici  très  reconnaissable,  peu  rapide  il  est  vrai,  mais 
suiïisant  pour  que  le  professeur  de  l'Université,  dontles  exigences 
croissaient,  obtint  autour  de  lui  un  auditoire  mieux  préparé. 

C'est  au  passage  d'un  siècle  à  1  autre  que  nous  voyons  un  spec- 
tacle réjouissant.  En  1699  le  célèbre  gymnase  Melanchthoniauuni  ;i 
Nuremberg,  dont  l'ancien  bâtiment  avait  été  détruit  par  un  incen- 
die et  dont  l'économie  intérieure  avait  été  atteinte  par  la  création 
d'une  académie,  plus  tard  université,  dans  la  ville  voisine  d'Alt- 
dorf,  lut  reconstitué  sur  des  nouvelles  bases  ;  à  cette  occasion 
rinspecteur  de  l'école  de  théologie  et  philosophie,  Feuerlein  ('\ 
fit  paraître  un  aperçu  historique.  Xous  y  lisons  que,  voulant  rester 
fidèle  aux  intentions  du  fondateur,  on  assignait  aux  sciences 
mathématiques  une  place  assez  étendue.  Dans  la  classe  infé- 
rieure, la  sixième,  la  «  Mathesis  puerilis  »  devait  être  enseignée 
pendant  deux  heures,  et  tout  aussi  longtemps  dans  les  autres 
classes  la  «  Mathesis  juvenilis  »,  dont  le  traité  du  même  titre  de 
Sturm  nous  sert  de  euide.  Xous  dislinouons  clairement  dans 
cette  division  la  conception  du  grand  pédagogue  Comenius. 

Le  discours  de  Feuerlein  exprime  de  profondes  vérités  lorsqu  il 
célèbre  les  mathématiques  comme  une  gymnastique  de  l'esprit, 
f^e  calcul  même,  si  peu  estimé  jusqu'à  une  époque  peu  reculée  ('), 
est  traité  d'après  une  méthode  nouvelle  et  contribue  grandement 
:i  raffinement  des'facultés  intellectuelles.  On  ne  pourra  pas  refu- 
ser une  complète  estime  au  magistrat  nurembcrgeois  pour  la  façon 


'j  Fkl'ERLKIN.  Fata  des  ans  Asc/ie  l'itii  Grand  neu  erbau'xn  Gyinnaslitms  bei 
Saint-Egidieii  in  ?i'iirnberff. 'Surcxnherg,   if>(^<j.  Voir  Beier,  p.   17. 

[jj  D'après  notro  garant,  l'enseignement  des  nialhéniatiques  élénionlaires  avait 
été  complètement  banni  du  gymnase  j)cndant  un  temps  assez  long.  Il  n'avait,  il  est 
vrai,  pas  beaucoup  de  valeur,  comme  cela  est  indiqué  expressément.  Cette  l'épu- 
<liation  d'une  branche  d'enseignement,  désagréable  aux  philologues,  devait  être  on 
connexion  avec  le  fait  qu'il  y  avait  à  Xurembei'g,  depuis  i5oo  à  peu  près,  une 
vraie  corporation  des  maîtres  de  calcul,  qui  prenaient  extrènicment  soin  de  l'in- 
struction de  la  jeunesse  ;  ils  ne  craignaient  pas,  il  faut  le  dire,  la  réclame  due  à  la 
<'oncurrencc  déloyale.  Il  y  a  eu  aussi  à  Nuremberg  au  xix°  siècle  ((jiinlhor  a. a.  o. 
]).  2(j(>  et  suivantes)  de  semblables  calculateurs,  qui  d'après  leur  publications  n'en 
restaient  pas  aux  éléments. 
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dont  il  voulait  léfoiincr  son  école  municipale,  et  pour  le  succès 
<ju'il  obtint  (')  ;  on  peut  être  surpris  que  dans  la  suite  on  ne  relève 
pas  l'utilité  pi'atique  des  connaissances  mathématiques  dans  une 
ville  de  grand  commerce  et  dindustrie. 

Le  célèbre  réformateur  scolaire  Auguste-IIermann  Francke  v 
parvint  en  1702  d'une  manière  efficace  dans  le  «  Paedagofjium  » 
fondé  par  lui  quelques  années  plus  tôt;  il  élabora  un  règlement 
scolaire  tendant,  il  est  vrai,  un  peu  trop  vers  l'utilitarisme,  mais 
([ui  peut  passer  pour  un  modèle  en  son  genre.  L'édition  de  ce 
plan  d'études  revue  et  corrigée  par  Frejer  1 -)  en  1721,  a  donné 
pour  la  première  fois,  dit  Beger  (^)  ,  aux  mathématiques  la  place 
<jui  leur  convenait  à  côté  des  autres  branches  d'enseignement, 
dans  son  ausziis(  Wolf  fournit  un  compendium  des  plus  utiles, 
et  les  exercices  de  topographie  élémentaire  désirés  par  Francke 
ont  sans  doute  contribué  en  grande  partie  à  familiariser  (*)  les 
élèves  avec  les  principes  géométriques.  Le  fait  qu'en  ijii  le 
«  gymnasium  illustre  »  qui  existait  dans  cette  même  ville  de  Halle, 
ne  voulait  rien  entendre  dun  enseignement  obliofatoire  de  notre 
branche  (")  fera  clairement  comprendre  la  valeur  et  la  nécessité 
de  ce  développement  des  études.  La  réaction  perdit  peu  à  peu 
du  terrain.  Déjà  le  fait  que  les  écoles  réaies  atteintes  en  grande 
partie  de  piétisme,  commençaient  à  rivaliser,  timidement  à 
l'origine,  avec  le  gymnase,  devait  aider  les  «  artes  reaies  ». 

Semler  à  Halle,  Hecker  à  Berlin  et  d'autres  osèrent  abandonner 
quelques  points  importants  de  l'ancien  plan  d'étude  ;  en  repous- 
sant à  1  arrière-plan  les  langues  classiques,  ils  firent  gagner  les 
mathématiques  et  les  sciences  naturelles  en  importance.  Les  ten- 
dances philanthropiques  de  Baxdow  et  de  Campe  y  contribuèrent 


(')  Le  gymnase  Kg-idianum  a  eu  en  Doppelmayr  (1704-1750)  et  de  Kordenbusili 
(i7()9-i8ûa)  d'excellents  maîtres,  qui  se  tirent  aussi  un  nom  comme  savants. 

(•)  Les  idées  et  les  plans  de  Francke,  ainsi  que  le  princi^îe  scolaire  des  Piélistes 
ont  trouvé  une  excellente  description  dans  Paulscn  (i»'' volume,  p.  .ï.ïo  et  suivantes). 
L'estimation  de  l'utilité  pratique  et  le  mépris  de  toute  connaissance  purement  théo- 
rique proviennent  de  Ralichius.  Francke  atti'ihueaux  mathématiques  un  avanlag'e 
<le  remplacer  la  logique  sans  en  avoir  les  jeux  d'evprit  inutiles. 

(')  Beyer,  p.  y.  i . 

(*)  Les  élèves,  est-il  dit  dans  les  statuts  de  Francke,  seront  conduits  souvent  au 
jardin  des  plantes  cl  se  livreront  ji  la  mesure  de  hauteurs,  longueurs  et  largeurs 
des  corps  de  l'espace. 

(")  Beyer.  p.  •;..'î. 
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plus  qu'il  n'était  désirable,  car  elles  traitent  toutes  les  choses 
qui  n'étaient  pas  immédiatement  utiles,  avec  un  certain  mépris. 
Cependant  le  «  Philantropin  »  de  Dessau  jouissait  d'un  excellent 
maître  de  mathématiques  en  la  personne  de  Busse  (0  et  dans  le 
collèiçe  Caroliiium  à  Brunswick,  fondé  sous  les  mômes  auspices, 
on  avait  prévu  des  cours  de  mathématiques  assez  étendus.  Dans 
de  nombreuses  publications  du  xvni®  siècle  —  nous  rappelons 
l'œuvre  de  v.  Clausberg  (■)  — on  voit  s'exprimer  le  désir  que  cette 
partie  de  la  population  qui  doit  renoncer  à  la. fréquentation  du 
gymnase,  puisse  être  cependant  rendue  accessible  à  une  instruc- 
tion supérieure.  Les  membres  de  la  première  société  mathéma- 
tique fondée  sur  le  sol  allemand  [^)  n'appartenaient  qu'en  nombre 
restreint  aux  classes  vrainient  instruites. 

L  école  des  savants  se  rendait  de  plus  en  plus  compte  de  son 
vrai  but,  qui  consiste  à  répandre  une  instruction  générale.  J^a 
Saxe  sous  ce  rapport  a  donné  le  bon  exeniple.  En  l'année  i  jai  (*) 
la  «  Fûrstenschule  »  de  Meissen,  illustre  depuis  longtemps,  se 
décide  à  instituer  un  maître  de  Géométrie,  non  sans  soulever 
un  conflit  au  sein  du  conseil  des  maîtres  dont  plusieurs  pré- 
tendant que  les  heures  consacrées  à  l'arithmétique  et  à  la 
<f  Sphacrica  »  suflisaient  amplement.  Une  institution  semblable, 
«  Schulforta  »  pouvait  aussi  se  glorifier  d'un  excellent  spécialiste 
en  la  personne  de  J.-G.-Ci.  lliibsch  (^).  Avant  tout  il  faut  citer 
comme  innovateur  le  recteur  de  Leipzig,  Ernesti,  qui  prit  en 
1-34  la  directit)n  de  la  célèbre   école  «  Thomasschule   »,   direc- 


(')  P. -G.  Busse  enseigna  jusqu'en  1800  à  Dessau,  pour  passer  ensuite  à  l'acadéuiie 
de  Freiberg.  C'est  du  temps  où  il  était  à  Dessau,  que  pi'oviennent  les  intéres- 
santes études,  cependant  peu  connues,  sur  les  bases  de  la  Statique  (Gu.ntiii:r. 
Beitrage  zur  Gcschichle  der  iieueren  Mathemalik.  Ansbach,   1881). 

(-)  V.  Clausberg.  Dcmonslraiii'e  Rechejikuiist.  Leipzig,  1732.  Ganter  est  le  pi'e- 
niier  écrivain  moderne  (3"  volume,  p.  494  et  suivantes)  qui  rend  justice  à  cette 
u-uvre  reniar(}uable  et  qui  souligne  en  particulier  les  grands  avantages  qui  la  dis- 
tinguent d'autres  publications  conleniporaines  de  même  espèce. 

(')  Voyez  Festschrifl  der  mallieniatisilieii  Geseltscliaft  in  Uamburg  anUissiich  i/ires 
'21)0  jahi  igcn  Jubclfcstes .  Hambourg,    1890. 

Dans  celte  société  très  active,  les  maîtres  de  calcul  incorporés  furent  longtemps 
prépondérants,  et  les  exercices  sur  lesquels  ils  essayaient  leurs  forces  ne  sont 
pas  classés  aujourd'hui  parmi  les  plus  faciles. 

(*)  Paulsen,  p.  558. 

(*)  Gantor  ('J*  volume,  p.  5(>i)  communique  des  renseignements  sur  VArilliinefica 
/'urlcnsis  de  HUbscii  en   1748. 
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tioii  qu'il  conserva  même  après  son  passage  \\  runiversité.  Une 
grande  partie  des  opuscules  cites  de  Hevm  sont  dédiés  à  ce 
vaillant  pédagogue  qui  tacha,  avec  le  plus  grand  zèle,  d'orienter 
ses  élèves  vers  un  savoir  assez  complet  pour  qu'on  puisse  le  qua- 
lifier d'encyclopédique.  Le  manuel  quil  composa  à  ce  sujet  est 
digne  de  l'estime  d'un  esprit  didactique  (*).  Le  Pedagogium  du 
couvent  Bergen,  près  de  ^lagdebourg,  avait  reçu  de  son  inspec- 
teur Hahn  une  excellente  direction  en  ce  qui  concerne  les  mathé- 
matiques. On  voit  dans  un  écrit  (")  de  ce  directeur  d'école  cité  par 
Beyer,  combien  il  était  difficile  de  satisfaire  au  manque  de 
maîtres  capables,  et  de  quelles  lacimes  la  méthode  d  enseigne- 
ment était  souvent  affligée.  !Mais  la  glace  était  enfin  rompue,  et 
depuis  que  l'on  avait  accordé  dans  les  écoles  supérieures  le  droit 
d'existence  à  une  branche  si  négligée  autrefois,  les  moyens  se 
présentaient  pour  parer  au  mal.  On  ne  peut  nier  que  la  marche 
ne  fut  lente,  et  l'essor  universel  que  prit  l'instruclion  allemande 
après  les  guerres  d'indépendance  ne  fut  pas  toujours  avantageux 
aux  méthodes  exactes,  car  un  soin  trop  étendu  à  l'antiquitc^  clas- 
sique ne  laissa  que  peu  de  temps  aux  autres  matières  de  l'ensei- 
gnement. On  peut  poser  en  règle  que  dans  les  trois  premières 
décades  du  xix"  siècle  l'enseignement  gymnasial  allemand  ne  fut 
pas  très  élevé.  Ainsi  en  Bavière  l'enseignement  de  la  Trigonomé- 
trie ne  fut  précisé  que  vers  1860  ('), 

Quelques  personnalités  remarquables  furent  capables,  on  peut 
dire  sur  leur  propre  initiative,  d'élever  le  niveau  des  écoles 
({u'elles  dirigeaient  vers  un  niveau  un  peu  supérieur  (').  La  vérité 


(')  Ernesti.  Initia  doctiinac  sulidioris.  Leipzig,  17  j4  iparaitcii  plusieurs  odilioiis 
jusqu'à  1783).  A  côté  des  théories  philosophiques  ou  voit  apparaître  l'Arithuiétique 
et  la  Géométrie  comme  les  éléments  du  «  savoir  solide  »,  ce  sont  de  brèves  compa- 
raisons sans  prétention  scientifique  mais  très  propres  à  un  but  pédagogique. 

(-)  Hahn.  Gedanken,  ivie  deni  kiiiiftigcn  Vcrfall  dcr  Matlicmalik  vorzabengcii.  Kl. 
Bergen,  1749  ;  Beier,  p.  26  et  suivantes. 

(^)  Un  essai  biographique  du  recteur  d'Ansbach.  Elsperger,  nous  fournil  un  excel- 
lent aperçu  sur  la  manière  dont  les  maîtres  choisis  des  gymnases  bavarois  com- 
prenaient leurs  fonctions;  cet  essai  est  dédié  à  l'homme  qui  pendant  qimrante  ans 
a  représenté  notre  branche  dans  le  gymnase  de  cette  ville  (znr  Eriniicruiig  an  /.- 
II.  Friederich,  Ansbach,  i8()4).  Ce  maître  vraiment  cxcellenî.  exigeait  extraordi- 
naircment  peu  de  ses  élèves,  quant  à  la  quantité,  mais  il  se  donnait  une  peine 
extrême  pour  obtenir  d'eux  un  raisonnement  correct,  et  ce  qui  lui  tenait  le  plus  à 
cfcur,  des  expressions  logiquement  exactes. 

(*)  Nous  ])ouvnns  citer  deux   do    ces    mathématiciens    ])édiigogiies  (|ni    sont   excel- 
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liislori([uc  est  que  le  développement  extensif  et  intensif  de  ren- 
seignement mathématique  s'elTectua  dans  les  écoles  movennes 
à  la  même  époque  que  dans  les  universités.  La  fondation  d'insti- 
tutions réaies  et  techniques,  école  réale  supérieure,  cymnase 
réal.  école  polytechnique,  fut  là  d'un  poids  décisif.  Une  analvse 
plus  précise  ne  rentre  cependant  eu  aucune  façon  dans  le  cadre 
de  cet  exposé  dont  l'époque  contemporaine  doit  être  entièrement 
exclue. 

S.  (liiNTHEK  ^Miinich). 

(  rnuluit  par  .M.  Al|)li.   Bkk.noid,  (îeiiève). 


L'  a  ESPERANTO  » 

LANGUE  AIXILIAIRE  ARTll  ICIELLE  DE  M.   LE  D'  ZAMEMIOF 

OVVKA.NT    LES    PLUS    LAUGES    PERSPECTIVES    A    LA    LITTÉKAILKE 
SCIEXTIEIQLE    INTERNATIONALE. 


Amateur  moins  que  médiocre  de  voyages  à  l'étranger  par  le 
corps  on  par  l'esprit,  peu  sensible  au  piquant  des  nouveautés 
hizarres,  moins  obéissant  encore  aux  entraînements  de  la  mode, 
je  ne  mêlais  jamais  préoccupé  des  ([uestions  du  genre  de  celle 
dont  je  vais  entretenir  le  lecteur.  En  particuliei',  je  suis  demeuré 
spectateur  indifl'ércnt  des  aventures  du  «  Volapuk  »  :  je  n'avais 
même  pas  ouvert  un  de  ses  livres,  quoicpTun  ami  intime  et  des  plus 
judicieux,  se  lût  passionné  pour  lui  aux  jours  de  sa  grandeur  |^'i. 


lents;  re  sont  B.-J.-F.  Millier,  enseignant  d'abord  à  Oolha  puis  à  Wiesbaden. 
et  K.-A.  Brctschneider,  professeur  au  gymnase  réal  de  Gotlia,  eoninio  le  précédent. 
Les  succès  de  ces  deux  honiuies  avaient  placé  leurs  institutions  dans  une  posi- 
tion exceptionnelle.  Ce  n'était  pas  encore  le  temps  des  programmes  uniformes,  et 
l'individualité  de  la  vraie  valeur  à  la  vraie  place  pouvait  se  déveloj)jier  tout 
iinssi  librement  que  —  et  c'est  le  revers  de  la  médaille  —  l'éclosion  de  nom- 
breuses mc'diocrilés. 

(')  Le  Volapuk  a  été  proposé  en  iS;;)  par  M.  l'abbé  Schleycr,  prêtre  catholique 
allemand,  qui,  dit-on,  possédait  :)(j  langues.  L'urgence  toujours  croissante  du 
besoin   auquel   il  prouieltuil  satisfaction  a  l';iil    sa  lortune,   qw:  de  graves  défauts 
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Mais  un  hasard  ni'ayant  révélé  l'existence  de  1'  «  Espéranto  » 
(c'était  en  février  dernier),  puis  ni'avant  rendu  curieux,  malgrc'^ 
un  grand  scepticisme,  de  voir  un  peu  par  moi-même  ce  qu'il 
pouvait  bien  être,  j'ai  été  frappé,  immédiate inenl^  de  ses  mer- 
veilleuses qualités  intrinsèques  et  pratiques,  et,  au  même  degré, 
de  la  simplicité,  presque  enfantine  en  apparence,  des  moyens 
employés  par  son  auteur  pour  l'en  doter  ;  ce  dernier  caractère 
marque  habituellement  ce  qui  est  beau,  bon,  et  doit  durer. 

Il  m'a  fallu  deux  semaines  pour  lire  l'Espéranto,  sans  autre 
peine  que  la  recherche  de  quelques  racines  ;  une  de  plus  m'a 
suffi   pour   être    à   même    d'en    écrire   une   première  ]>aiie,    qui. 


ont  rendu  éphémère.  Comme  langue  internationale,  il  a  des  qualités  dont  aucune 
de  ses  aînées  ne  paraît  avoir  été  pourvue;  et,  si  la  table  était  rase,  il  est  vraisem- 
blable que  la  netteté  de  ses  principes  le  rendrait  préférable  à  la  langue  naturelle 
la  moins  imparfaite.  Ceci  explique  son  commencement  de  succès,  en  rendant  des 
plus  honorables  la  tentative  de  son  auteur.  Mais  son  mécanisme  n'était  pas  encore 
assez  simple,  son  vocabulaire  surtout  était  très  difficile  à  retenir,  bizarre  jusqu'à 
répulsion;  d'où  l'oubli  où  il  est  promptement  tombé.  (En  Autriche  cejjendant,  où 
l'on  souffre  beaucoup  du  nombre  et  de  la  divergence  des  dialectes,  on  dit  qu'il  lui 
resterait  un  millier  ou  deux  d'adeptes). 

Voici  un  échantillon  de  Yolapuk;  je  l'emprunte  à  la  conférence  publique  sur  les 
langues  inlernalioiiales,  faite  le  lo  janvier  dernier  dans  un  amphithéâtre  de  notre 
Université,  par  M.  Ch.  Lambert,  mon  collègue  de  philologie,  conférence  dont  la 
lecture  mu  appris  le  nom  même  de  l'Esjjeranto  et  qui  m'a  fourni  plusieurs  autres 
renseignements  et  appréciations  utilisés  dans  cet  article  .■ 

((  Ednlob  nl>e  peiinn  volapiiko,  bi  spnticl  riisaiii'^  ol>n  pebuilom  al 
«  platj  iiiiliti.i.  plo  vi;;<i>  fol,  e  bi  clilob  tlas  volapiik  biuuui  pepakul  ya 
<(  Icvcni»  iu  zil'ulik.  » 

En  français  : 

«  Je  me  suis  permis  d  écrire  cette  lettre  en  i'o/aj>iik,  parce  que  mon  secrétaire  russe 
<(  a  été  appelé  pour  faire  ses  vingt-huit  jours,  et  parce  que  j'ai  appris  que  le  l'olu- 
«  puk  est  déjà  fort  répandu  dans  votre  ville  ». 

La  traduction  de  cette  phrase  en  Espéranto  rendra  évidente  la  supériorité  de  la 
langue  de  M.  le  D''  Zamenhof  : 

«  Mi  permesis  al  mi  skribi  tiun  ci  leteron  espérante,  car  mia  sekretario 
«  rusa  estis  vokita  por  fari  siajn  dudek-ok  tagojn  de  militista  servado  kaj 
«  mi  sciiyis  ke  Espéranto  jam  estas  tre  vastigita  en  via  urbo.  » 

Toute  créance  à  la  possibilité  d'une  langue  internationale  auxiliaire  a  été  ruinée 
pour  un  temps  par  le  dépôt  du  bilan  du  Volapuk,  avec  un  passif  fort  lourd,  fait 
presqu'aussilùl  après  l'acquisition  d'un  crédit  sans  précédent.  Au  lieu  d'imputer  le 
sinistre  à  t'insuf/isance  des  moyens  essayés,  on  a  incriminé  le  but  même  de  l'entre- 
prise, en  la  pi'éjugeant,  d'après  cela,  chimérique.  L' Espéranto  a  cruellement  souffert 
de  cette  erreur,  qui,  seule  a  cette  HEt'KE,  ki;t.\kde  e.xcore  sa  makciie  incessante 
EN  AVANT.  Par  exemple,  un  ami  du  Président  de  Y  Association  des  comptables  et 
cmplotfes  de  commerce  de  Dijon  a  riposté  d'abord  à  ses  ouvertures  en  faveur  de 
l'Esperanlo,  ])ar  ces  mots   :   «  .\llez-vous  nous  faire  encore  le  coup  du  Volapuk.''  n 
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iVemblée^  sest  trouvée  assez  passable  pour  n'avoir  pas  été 
dédaignée  par  une  revue  écrite  en  cette  langue  [L'Esperanùsfe, 
où  Ion  trouverait  cet  essai  dans  le  Supplément  du  numéro  de 
mars  1900,  sous  le  titre  lo  el  Agenco.  ^.  note  finale).  Jai  recom- 
mencé plusieurs  lois  1  expérience  avec  un  succès  croissant,  et, 
depuis  longtemps,  je  lis  1  Msperanto  presque  aussi  facilement 
que  le  français  ;  de  même,  je  1  écrirais  et  le  parlerais,  si  je 
m'exerçais  un  peu.  Je  peux  donc,  au  même  prix  si  minime, 
i^arantir  les  mêmes  rèsnllais  à  tout  sujet  Jiabituè  aussi  au.v  tra- 
\'aiix  de  l'esprit. 

S'il  est  une  chose  banale  au  monde,  c  est  à  coup  sur  l'utilité, 
pour  les  sciences,  pour  le  commerce,  pour  les  voyages,  d'un 
instrument  linguistique  dont  la  découverte  amènerait  tout  ii  coup 
les  peuples  civilisés  à  une  situation  relative  très  voisine  de  celle 
où  l'unification  de  leurs  idiomes  sans  nombre  viendrait  à  les 
placer  ;  les  penseurs  le  répètent  depuis  Bacon  ;  les  chercheurs, 
nous  racontent  les  érudits,  n'ont  pas  inventé  moins  de  cent  cin- 
([uanle  langues  internationales  pendant  le  cours  des  deux  derniers 
siècles  (').  Or  nous  possédons  maintenant  cet  instrument  amené 


(')  La  valeur  propre  de  TEsperanto  et  sa  réussite,  alleslées  par  le  nombre  de  ses 
adeptes  dont  la  croissanee  annuelle  ne  cesse  plus  de  s'accélérer  de  toutes  parts, 
n'a  pas  encore  paralysé  liniagination  des  inventeurs  de  langues  internationales, 
qui,  s'ils  étaient  mieux  informés  ou  plus  consciencieux,  reculeraient  au  contraire 
devant  le  grave  inconvénient  de  ne  remplacer  ainsi  la  confusion  des  langues  natu- 
relles que  par  celle  des  langues  artificielles.  A  Paris  seulement,  on  a  vu  paraître 
la  «  Langue  bleue  »  (ou  «  Bolak  »)  en  1S99,  annoncer  le  «  Spokil  »  en  1900. 

JI.  le  D'  Ad.  rsicolas.  médecin  de  la  marine,  en  retraite,  maintenant  médecin 
consultant  à  la  Bourboule,  a  résumé  les  principes  du  «  Spokil  »  dans  une  bro- 
chure dont  M.  Vallin  a  remis  Ihonunage  à  l'.^cadémie  de  Médecine  au  cours  de 
sa  séance  du  G  mars  dernier  (V.  le  Bulletin  de  celle  Académie).  Dans  celle  com- 
munication. M.  Vallin  parle  du  laliu  el  du  ^'oIapuk.  mais  non  de  V  Espéranto. 
omission  semblant  indiquer  que  la  tan'^ue  de  M.  le  D'  Zanien/io/'  nc-^l  encore  connue 
ni  de  M.  le  D'  yicota.s,  ni  de  l'Académie  de  Médecine.  Le  seul  détail  dans  lequil 
.M.  Vallin  soit  entré  au  sujet  du  «  Spokil  »  est  la  production  de  la  phrase  «  Dai 
■\i  braiiiia  »  qui.  dans  celle  langue,  ti-aduirait  les  mots  fi'ancai-;  «  At'ez-^-ous  du 
[tain.^  »  Ici  ^comme  partout  ailleursi  l'avantage  reste  évidemment  à  l'Esperanlu. 
qui  dirait,  lui  :  «  Cu  vi  havas  panon?  » 

Quant  à  la  «  Langue  bleue  »,  elle  s'agite  beaucoup,  en  ce  moment  même,  par 
des  réclames  et  par  des  brochures  déjà  parues,  ou  annoncées  nombreuses,  oii  la 
couleur  bleue  est  ell'eclivemonl  employée  pour  l'impression  de  leurs  chemises  et 
prospectus  ;  mais  je  dois  mettre  le  public  en  garde  contre  ses  entreprises.  Si, 
comme  il  est  permis  de  le  penser  d'après  son  ouvrage  même,  contenant  mention  de 
l'Espéranto  [Résume  llieori(]ue,  p.  \-i\)  et  de  sa  date,  ])ostérieure  de  douze  années  a 
celui-ci,  l'auleur  de  la  «  Langue  bleue  »  a  eu  connaiss.'ince  de  l'a'uvrc  de  M.  hî 
D^  Zamenhof,   on  est    forcé   de    convenii-    qu'il  en    a    lii'(-    bien    maigre  pi-olil.   Pour 
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A  pcileclion,  d;iiis  la  langue  Espéranto  ([iii,  partoiil,  siniplantc 
peu  il  peu,  presqu  à  notre  insu.  Aussitôt  édifié  sur  ses  mérites 
et  devenu  capable  d'en  parler  pertinemment,  j'ai  donc  eu  i»  cœur 
de  le  recommander  au  monde  scientifique,  auquel  il  rendrait  si 
promptement  de  si  éminents  services,  qui  l'ignore,  même  à 
Paris,  autant  qu'avant  quatre  mois  je  l'ignorais  moi-même  ; 
d'où  ma  lettre  publiée  par  la  Réunie  générale  des  sciences  pitres 
et  applùjiiées  du  i5  avril  dernier,  puis  ma  réponse,  faite  en  juin, 
à  la  question  sur  l'Espéranto  posée  en  mai  dans  L'Inlcrniédiairc 
des  Malhématiciens.  Ces  écrits  (avant  eux,  mon  allocution  dans 
une  Conférence  faite  le  28  mars,  avec  le  concours  de  ]M.  Lambert 
(V.  note  initiale),  pour  le  commerce  de  Dijon  et  sous  le  haut 
patronage  de  sa  Chambre  ont  réussi  à  exciter  un  commencement 
d'attention,   et    des     hommes    de    science    dont    linitiative,    le 


en  juger,  et  sans  parler  des  étrangetés  et  puérilités  pompeuses  qui  remplissent  la 
Grammaire  abrégée  de  la  Langue  bleue,  il  suffirait  de  mettre  ses  6i  pages  gr.  in-S" 
(le  Résumé  tliéorique  a,  lui,  ii6  p.)  en  regard  des  7  pages  gr.  in-i6  que  la  gram- 
maire Espéranto  occupe  seulement  dans  Xa  Manuel  complet  (V.  note  finale).  Mais  on 
peut,  tout  aussi  bien,  comparer  ces  exemples  de  «  Langue  bleue  »  présentés  à  la. 
page  Ti-j  de  la  Grammaire  abrégée  à  leurs  traductions,  en  Espéranto  que  j'y  ai 
ajoutées  : 

(L.  B.'^  Et  1111  iiiakî  «fa,  ska  te  un  \ilo,  kii  sla  maki  atl  ete. 

(Er.)  A'e  fais  pas  à  autrui  ce  que  tu  ne  l'oudruis  pas  r/udii  te  fit  à  toi-nicme . 

(Esp.)  Ne  faru  al  aliaj  kion  ci  ne  volus  ke  onifaru  al  cimem. 
(L.  B  )  Spa  lag  tciiko  sae  plesn. 

(Er.)  Chaque  tige  a  ses  plaisirs. 

(Esp.)  Gia  ago  havas  siajn  plezurojn. 

(L,  B.)  Ab  iiirst,  ab  sarf. 

(Er.l    Tel  maître,  tel  scri'iteur. 

(Esp..  Kia  mastro,  tia  servisto. 
Etc. 

11  faudra  mieux  évidemment,  pour  déraciner  lEsperanlo. 

Le  passage  suivant  de  la  dernière  page  du  Résumé  théorique  donne  enfin  uni- 
idée  bien  suggestive  de  la  simplicité  des  conditions  dans  lesquelles  se  recrutent 
les  protecteur.^  de  la  «  Langue  bleue  »  : 

«  Aussi  Fauteur  sollicite-t-il  de  tous  ceux  auxquels  parviendra  son  travail  la 
<(  permission  de  les  compter  parmi  les  protecteurs  de  la  Langue  bleue.  » 

«  Si  cette  demande  n'est  pas  repoussée,  l'auteur  se  croira  autorisé  à  joindre  le 
«  nom  de  (-hat-un  des  détenteurs  de  ce  volume  à  la  liste  mentionnée  au  verso  de 
«  la  couverture  :  Liste  des  donateurs  et  membres   adhére.nïs.  » 

Mous,  même  inconscients,  ces  protecteurs  le  sont  peut-être  ;  mais  leur  nombre 
peut  suj)pléer  à  leur  tiédeur,  puisque  l'exemplaire  (jui  m'a  fourni  ces  lignes  est  un 
«  hommage  »  numéroté  1^746.  A  en  juger  par  des  cas  particuliers  certains,  les 
noms  et  adresses  des  personnes  que  ces  hommages  favorisent  seraient  principa- 
lement tournis  à  l'auteur  de  la  «  Langue  bleue  »  par  les  listes  des  nouvelles 
affiliations  à  la  Société  pour  la  propagation  de  l  Espéranto,  qu'il  y  a  lieu,  chaqu»* 
mois,  de  ])ublier  dans  EEspérantiste. 
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dévouement  au  progrès,  ne  se  reposent  guère,  je  citerai 
MM.  Laisant,  Lemoine  et  Fehr,  directeurs  de  L'Intermédiaire 
des  Matliémalicicns  et  de  V Enseignement  matliématique,  m'ont 
fait  rhonneur  de  me  demander  un  exposé  plus  détaillé  de  la 
question,  le  jugeant  utile  aux  intérêts  dont  ils  sont  incessam- 
ment préoccupés.  C'est  cet  exposé  que  je  vais  tenter,  n'ayant 
jamais  surmonté  avec  plus  d'empressement  cette  sorte  de  dégoût 
que  les  choses  les  plus  belles  finissent  toujours  par  nous  inspirer, 
quand  elles  nous  sont  devenues  trop  familières. 

Avant  d'entrer  au  coMir  de  mon  sujet,  je  tiens  à  faire  con- 
cevoir à  priori  \a  possibilité  de  la  découverte  que  je  vais  analvser, 
à  expliquer  d'avance  son  succès,  en  dissipant  u.nc  illusion  dont 
j'étais  imbu  comme  le  premier  venu  avant  que  l'Espéranto  n'eût 
dessillé  mes  yeux. 

On  tient  pour  difficile  toute  langue  non  maternelle.  Certes, 
on  a  raison  en  cela,  si  l'on  ne  songe  qu'aux  langues  naturelles^ 
les  faits  personnels  sont  hélas  !  trop  nombreux  pour  l'attester  ; 
mais  on  a  tort,  et  mille  fois,  si  l'on  veut  étendre  cette  allirmation 
il  toute  langue  imaginable,  prétendre  (|u  une  langue  artificielle 
est  iuipossible  à  construire  facile. 

lue  langue  naturelle  quelconque  est  l'œuvre  de  millions 
dètres  humains  dont  l'immense  majorité  est  restée  sans 
culture  intellectuelle,  qui,  attentifs  individuellement  aux  néces- 
sités de  leur  vie  animale  et  autre,  se  concertant,  plus  ou  moins 
en  nombre,  plus  ou  moins  consciemment,  dans  les  actes  collectils 
de  leurs  familles,  tribus,  peuplades...,  n\'n  ont  pas  moins  été, 
au  point  de  vue  linguistique,  dépourvus  de  toute  prévovance, 
de  toute  réflexion,  de  toute  piéoccupation  concertée  :  tel,  le  pàtis 
communal  dont  chacun  jouit  à  1  aventure,  comme  il  peut,  d'où 
personne  n'extirpe  une  ronce,  n'enlève  un  tas  de  décombres.  De 
plus,  chaque  génération,  en  naissant,  a  été  condamnée,  presque 
sous  peine  de  mort,  a  accepter,  telle  quelle  et  sans  discussion, 
la  succession  linguisticjue  de  ses  aînées  ;  tel  encore,  le  chemin 
tortueux,  étranglé,  rocailleux,  à  fondrières,  à  pentes  imj)ossibles, 
que  le  charretier  maudit,  que  pouitant  on  emploie  parce  (ju'on 
l'a  trouvé  seul  frayé.  1 

Il   n'est  donc  pas  étonnant  ([ue  les  conq)lications  riibcules,  les 
KnseigTKMTicnl  math.  iS 
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irrégularités,  les  inconséquences,  les  contradictions  même,  four- 
millent clans  toutes  les  langues  naturelles,  qu'elles  soient  rebu- 
tantes et  ardues  pour  les  bouches  et  les  oreilles  qui  ne  les  ont 
pas  pratiquées  depuis  le  berceau;  c'est  précisément  le  contraire 
qui  serait  surprenant. 

A  peine  les  grands  écrivains  ont-ils  pu  régler  des  filets  dans 
ces  torrents  de  mots  et  de  phrases  qui  charrient  les  pensées 
humaines  h  travers  l'espace  et  les  siècles,  (^uant  aux  grammai- 
riens, leur  rôle  s'est  réduit  à  l'enregistrement  des  mots,  a  une 
simple  constatation  descriptive  des  faits  linguistiques,  plus  rare- 
ment à  l'élection  des  meilleures  formes  parmi  plusieurs  coexis- 
tantes, presque  jamais  au  redressement  des  fautes  passées  en 
usage.  Et  en  fait,  ce  que  les  irrégularités  les  plus  grossières 
entachent  dans  toutes  les  langues  naturelles,  ce  sont  suitout  les 

formes  des  mots  essentiels  (verbes,  \  cela  parce  que  ces  mots 

ont  été  les  plus  maniés  par  les  bouches  illettrées  des  classes 
inférieures,  toujours  les  plus  nombreuses.  Une  langue  de  sau- 
vages est  un  village  préhistorique  dans  toute  sa  misère  ;  celle 
d'un  peuple  ii  civilisation  avancée  est  une  de  ces  grandes  villes 
très  anciennes,  où  l'on  ne  se  retrouve  pas,  où  Ion  voit  tout, 
palais  et  masures,  boulevards  superbes  et  ruelles  sordides. 

Une  langue  artificielle  se  présente  dans  des  conditions  tout 
autres  :  son  auteur,  s'il  est  instruit,  dispose  de  l'héritage  lin- 
guistique des  nations,  du  trésor  de  l'expérience  des  siècles,  que 
les  théoriciens  ont  conservé  pour  lui;  n'ayant  il  compter  qu'avec 
lui-même,  il  peut  en  outre  démolir  jusqu'à  table  rase,  recons- 
truire à  loisir,  à  sa  guise.  Si  donc  il  est  habile,  il  nous  fera  une 
de  ces  vastes  cités  américaines,  bâties  en  dix  ans.  prétend-on, 
où  manquent  assurément  ces  palais,  temples,  ...,  légués  par  le 
génie  d'autres  âges  à  ladmiratioii  de  la  postérité,  à  son  léti- 
chisme  quelquefois,  mais  où,  grandes  et  petites,  les  rues  ont  été,, 
d'avance,  tracées  au  cordeau,  où  les  constructions  publiques  et 
privées  ont  été  distribuées,  aménagées,  au  gré  des  besoins  et  de 
la  commodité  de  la  population,  au  gré  des  exigences  du  confort, 
même  du  luxe  modernes.  Tel  on  trouvera  l'Espéranto,  si  du 
moins  on  veut  regarder. 

Je  dois  encore  soustraire  le  lecteur  à  une  méprise  trop  fré- 
quente (jui  nuit   infiniment   ii  l'I-'.speranlo.  et,  peut-être,  aurais-je 
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dù  commencer  par  lit,  tant  cette  méprise  est  grave.  (Quantité  tle 
personnes,  qui  n'ont  pas  bien  réfléchi,  s'imaginent  qu'une  langue 
internationale  ne  peut  rendre  des  services  qu'à  la  condition 
d'être  universelle  et  exclusive^  c'est-à-dire  de  s'être  substituée 
partout  aux  langues  naturelles,  même  entre  habitants  d'une 
même  ville,  même  dans  les  bouches  de  la  populace;  et,  comme 
une  pareille  substitution  est  évidemment  impossible,  ceci  tout 
au  moins  pendant  l'avenir  accessible  aux  conjectures  de  la 
génération  présente,  ces  personnes  ne  veulent  entendre  parler 
d'aucune  langue  internationale,  les  déclarant  toutes  non  via- 
bles (>;. 

Que  ces  visées  ambitieuses,  presque  aussi  chiméricjucs  ([ue  la 
poursuite  du  mouvement  perpétuel,  aient  hanté,  hantent  toujours 
des  esprits  fascinés  par  l'utopie,  c'est  là  un  lait  certain  ;  mais  il 
nest  pas  celui  des  promoteurs  de  V Espéranto.  Ces  derniers  veu- 
lent seulement  placer  //  côté  de  chaque  langue  naturelle,  laissée 
entièrement  libre,  en  dehors  de  ceci,  dans  l'accomplissement  de 
sa  fonction  intérieure  et  dans  son  évolution  future,  un  idiome 
AvxinAiiic  commun,  intervenant  aussitôt  qu'aucune  d'elles  n'est 
connue  à  la  (ois  de  deux  Européens  voulant  échanger  leurs  idées 
par  la  plume  ou  par  la  parole.  J'insiste  sur  ce  mot  Rchopéexs, 
la  structure  de  l'Esperaiito  ne  lui  conlérant  (jue  pour  les  Euro- 
péens la  facilité  dont  j'ai  parlé  ;  j'ajoute  qu'il  ne  s'agit  que  des 
pAiropéens  déjà  en  possession  d  une  instruction  nioijenne,  tant  il 
serait  ridicule  de  vouloir  enseigner  cet  autre  idiome  aux  pavsans, 
aux  ouvriers...,  ([ui  déjii  parlent  fort  nud  leurs  langues  mater- 
nelles, qui  d'ailleurs,  et  sauf  en  cas  d'expatriation,  n'ont 
aucun  besoin  de  communi([uer   avec  les   étrangers    directement. 

Ce  rôle  est  autrement  limité,  abordable,  et  l'Espéranto  a 
prouvé  qu'il  en  est  capable,  en  le  jouant  effectivement  déjà  dans 
les  circonstances  innombrables  qui  seront  rapportées  à  la  lin  de 
cet  article.    D'ailleurs,    l'histoire  des   signes  conventionnels  <pie 


'';  «  ...  11  nie  semble  diflicile  que  l'htiinanilé  arrive  à  se  fabri(jucr  une  langue 
rt  usuelle,  par  vi>i(î  de  convention  »  ni'i'-crivait  tout  récemment  un  lionime  occupant 
une  haute  situation  dans  la  presse  scientiii(|ue  française. 

«  Comme  on  ne  peut  espérer  incul(juer  l'Espéranto  à  tous  les  satifu^es  des  ci/itf 
parties  du  monde,.  .  .  .)  ai-je  lu,  dans  la  Hefuc  leelinitfue  du  10  mai  dernier,  sous  la 
plume  d'un  écrivain  C(ui  se  trompe  ou  exagère,  ([ui  même  se  contredit,  pour  pro- 
curer à  des  railleries  un   plastron  imaginaire. 
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les  hommes  ont  employés  mille  fois,  était  là  pour  prouver  avec 
surabondance  que  la  communication  de  la  pensée  nest  pas  un 
monopole  dévolu  aux  seules  langues  naturelles.  Les  signaux 
maritimes,  par  exemple  fsans  parler  de  ceux  du  télégraphe  de 
Chappe  ou  de  ]Morse),  ne  permettent-ils  pas  des  conversations 
assez  minutieuses  entre  deux  navires  trop  éloignés  pour  que  la 
voix  puisse  se  faire  entendre  de  l'un  à  Tautre  ? 

Et,  pour  provenir  d'une  cause  différente,  cette  impossibilité 
a-t-elle  d'autres  conséquences  que  la  diversité  des  langues  .' 
Cependant,  l'emploi  des  signaux  n'est  plus  raisonnable  sur  un 
/;?f'/7?e  bâtiment  ;  cependant,  il  comporte  autant  de  complications 
et  de  lenteurs  que  l'Espéranto  de  facilité  et  d'agilité.  Kn  avant 
égard  à  la  supériorité  infinie  de  la  parole  et  de  l'écriture  com- 
parées au  matériel  grossier  des  signaux  proprement  dits,  en  se 
rappelant  que  deux  individus,  étrangers  par  leurs  langues,  n'en 
réussissent  pas  moins  à  pratiquer  une  conversation  rudimentaire 
par  quelques  mots  et  des  gestes  improvisés  ;  on  est  fondé,  même 
//  priori.,  à  penser  qu'un  langage  conventionnel,  prépare  de 
longue  main  et  avec  grand  soin,  peut  rétablir  entre  ces  étran- 
gers la  possibilité  d'un  entretien  précis  et  suivi,  oral  ou  écrit. 
Or,  /e  but  de  V Espéranto  na  jamais  été  autre  ;  il  a  été  effective- 
ment atteint,  et  maintenant,  je  vais  montrer  par  quels  moyens 
très  simples  (')  M.  le  docteur  Zamenhof  y  a  réussi. 

S'il  est  un  principe  sage  dans  l'organisation  de  toute  construc- 
lion,  c'est  d'utiliser  les  vieux  matériaux  autant  que  faire  se  peut, 
car  on  les  a,  et  ils  ont  du  bon,  avant  été  éprouvés  par  le  temps. 
S  il  en  est  un  prudent  pour  qui  propose  une  (vuvre  nouvelle  à 
l'intelligence  du  public,  alors  surtout  qu'il  s'agit  d'une  langue, 
c'est  de  s'écarter  le  moins  possible  d(;  ce  c[ui  lui  était  déjà 
connu,  car  autrement  il  lui  faut  des  elforts  pour  comprendre,  et 
il   se  détourne.   Ces  deux  préoccupations  paraissent  s'être  impo- 


(')  Siniplos  pour  les  Kiiropcens  soiilemoiit.  je  lo  rrpMo  ei\oorc.  L  Mspcriuito  non 
proiuot  pas  nioii\s  deux  iininensos  bienlnits  aux  Sémites,  Touraniens,  etc.,  dont 
les  idionies  n'ont  à  peu  près  aucun  contact  avec  les  langues  indo-germaniques,  ni 
par  suite  avec  lui,  puisqu'il  n'en  est  qu'une  sorte  A'exlrait  rectifié.  D'abord  la 
difficulté  nulle  de  sa  grammaire  leur  en  rendra  l'acquisition  infiniment  plus  facile 
que  celle  de  toute  langue  naturelle.  Ensuite,  et  dès  que  la  diffusion  de  l'tlsperanlo 
sera  avancée  en  Euro])e  et  dans  les  deux  Amériques,  ils  n'auront  plus  que  cette 
seule  langue  à  apprendre  pour  devenir  |)(>1\  glottes. 


secs  sans  cesse  à  l'esprit  de  ^1.  le  docteur  Zameiiliol  ;  et  c'est  à 
cela  sans  doute  que  sa  langue  doit  la  solidité  et  la  vie  qu'on 
aperçoit  immédiatement  en  elle. 

Les  racines,  ces  corps  simples  de  la  linguistique,  s'associaut 
en  mots  comme  ceux  de  la  chimie  en  sels,  ont  été  tirés  de  ce 
([u  il  V  avait  de  bon  (>t  de  co/n/niin  dans  l'ensemble  des  langues 
tîuropéennes.  Car,  à  les  créer  par  des  assemblages  inédits  de 
sons  ^^et  de  lettres],  il  y  avait  ce  grave  inconvénient  de  s'imposer 
un  travail  colossal  pour  les  rendre  inintelligibles;  à  les  tirer 
dune  seule  lanofue  existante,  suffisamment  riche,  il  v  avait  cet 
autre,  de  négliger  les  bonnes  choses  que  les  autres  langues  pou- 
vaient offrir  aussi  gratuitement,  de  priver  la  nouvelle  d'un  puis- 
sant genre  de  vie,  eu  n'imprimant  pas  a  son  essence  même, 
un  caractère  vraiment  internalionai,  de  taire  enfin  à  beaucoup  de 
peuples  une  injuste  défaveur.  ^I.  le  docteur  Zamenhot"  s'est  donc 
contenté  de  trier  toutes  ces  racines  existantes  et  déjà  comprises, 
avec  préférence  soigneusement  mesurée  à  leur  degré  d'exten- 
sion et  de  valeur  linguistique,  puis  de  les  sinipliher  et  de 
les  diflérencier  avec  adresse.  Voici  un  spécimen  de  son  travail, 
consistant  en  un  groupe  de  douze  racines  consécutives,  extrait  de 
rUniversala  vortaro  de  la  lingvo  internacia  Espéranto  {Diction- 
naire universel  de  la  la/ii^ue  internalionale  J'^speranto'j  (V.  note 
finale],,  liste  par  ordre  alphabétique  des  racines  fondamentales 
de  la  langue  : 

Makler'  ('),  faire  le  courtier; 

Makul',  tache; 

Makzel',  /ndchoire  ; 

Mal',  mar([ue  les  contraires;  ex  :  bon',  l>o//  —  mâlbOTi  ,  ma  in'ais  ; 

Maleol',  ckeville  ; 


Cl  L'Alj)hul)et  (Je  l'EspiTiiiilo  SI'  cDiiipDsi!  de  taraclores  l<iiis  latins,  (;t  il  ilifl'ère 
tort  pou  de  celui  du  français. 

Les  lettres  q,  x,  i/,  ne  sont  pas  cniplovoes  par  l'Espi-ranto,  non  plus  que  nos 
sons  u,  eu  et  les  voyelles  nasales  ««.  tm,  un,  m,... 

Le  C  s'y  prononce  tss  :  le,  e;  le  g  toujours  i^iic  :  le  j,  comme  noire  y  dans  yeux, 
ou  bien  comme  ill  mouillées  dans  uiltc,  ville,  oille,  ouille  ;  Is.  comme  .v.v  ;  l'u 
comme  oiî  long. 

L'Espéranto  a  de  plus  (jue  le  français  les  consonnes  c  {le/i),  g,  [<//},  h  (li  très  for- 
tement aspirée  comme  dans  le  eli  du  mot  allemand  iiacli),  j  (notre y)  s  (<-'/'),  et  la 
voyelle  u  (ou  bref). 
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Malgraû',  mali^rè,  en  dépit  de  ; 

M ali C ' ,  ma licie n.r  ; 

Mam',  mamelle  ; 

Man',  main  ; 

Mana',  manne; 

Mangan',  manganèse  ; 

Mang',  manger. 

Au  sujet  de  ce  Dictionnaire^  les  points  suivants  méritent 
d'être  signalés. 

Certaines  racines,  Malgraû,  par  exemple,  sont  des  mots 
complets,  et  peuvent  en  conséquence  être  employés  immédiate- 
ment ;  mais  elles  sont  extrêmement  rares,  et  pour  être  transfor- 
mées en  mots,  les  autres  (elles  sont  aSectées  de  l'apostrophe  (') 
indiquant  une  attente},  doivent  (isolément  ou  associées  éventuel- 
lement comme  je  l'expliquerai  tout  à  l'heure)  être  pourvues  des 
terminaisons  grammaticales  marquant  les  rôles  de  substantifs, 
adjectifs,  verbes,  adverbes  qu'elles  peuvent  jouer  presque  indis- 
tinctement dans  le  discours.  C'est  là  une  des  causes  de  la  simplicité 
de  l'Espéranto  et  de  la  brièveté  de  ses  dictionnaires.  Ex.  :  Mangi 
(infinitif  de  verbe),  manger;  mangO  (substantif),  action  de  manger, 
repas  ;  manga  (adjectif) ,  concernant  le  repas,  comme  tablo  manga, 
table  servant  à  manger  ;  JXldiVÎ^Q  (adverbe:,  de  la  manière  dont 
on  mange,  etc.  ('). 

Ces  racines,  v  compris  une  trentaine  de  sudixes  modificateurs 
(et  préfixes)  à  fonctions  générales,  v  compris  les  terminaisons 
grammaticales  (au  nombre  total  de  ij  seulement,,  qui,  toutes 
aussi,  figurent  dans  le  Dictionnaire ,  sont  au  nombre  infinie  de 
3  ooo  a  3  5oo.  jNIais  on  en  tire  des  mots  composés,  dont  le  nombre 
devient  alors  illimité,  en  les  associant  par  deux,  trois,  même 
davantage,  ceci  surtout  avec  intervention  des  suffixes,  dans  tous 
les  cas,  bien  entendu,  où  les  sens  des  racines  se  prêtent  à  ces 
associations. 

Ex.  :  makleristO.  courtier  (le  suMixe  ist'  niaripiant  les  profes- 
sions,   les    occupations    spéciales)  ;   inkoniakulo.  tache  d'encre  j 


(')  Incariabtemcnt  et  e.rcliisii-eiiieni.  les  substantifs  (au  singulier,  cas  sujet),  les 
adjectifs  (ici.),  les  infinitifs  des  verbes,  les  adverbes,...  sont  marqués  par  les 
finales  o,  a.  i.  e. .  .  . 
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Olemakulo,  tac/ic  dliiiUe  ;  makuliyi,  se  lâcher  (le  suflîxe  ig 
marquant  raction  de  devenir)  ;  malmakuligi,  détacher,  enlever 
des  taches  (le  préfixe  mal'  marquant  tous  les  contraires,  et  le 
sullixe  ig'  marquant  l'action  de  faire  devenir)  ;  Hialiceco,  malice 
(sens  abstrait  précisé  par  ec';  ;  malicajo,  une  malice  sens  concret 
marqué  par  aj'  ;  maliculo,  ho/n/ne  malicieux  (ul'  s'appliquant 
à    Tètre    humain    que     caractérise  1  idée   attachée    à  la  racine)  ; 

matenmango,  repas  du  matin,  premier  déjeuner;  tagmanga, 
ijui  concerne  le  repas  du  milieu  du  jour  ;  vespermangi,  faire  le 
repas  du  soir,  dîner;  mango-caiîlbro,  salle  à  manger;  man- 
gebla,  mangeable  (ebl'  marquant  la  capacité,  la  possibilité)  ; 
nemangebla,  (jui  ne  peut  se  manger  (ne  traduisant  notre  non)  ; 
mangema,  qui  aime  à  manger  (le  suflixe  em'  affecté  à  l'indica- 
tion d'un  penchant,  d'une  habitude)  ;  etc. 

Un  mécanisme  d'un  pareil  rendement  multiplie  indéfiniment 
les  néologismes  en  leur  conférant  d'emblée  le  droit  de  cité  des 
autres  mots  ;  il  fait  de  l'Espéranto  la  langue  la  plus  riche,  et 
de  beaucoup,  qui  ait  jamais  existé,  la  plus  facile  à  manier,  cepen- 
dant, même  sans  lexiques.  Le  seul  préfixe  mal  ,  par  exemple, 
économise  la  moitié  des  mots  dont  les  sens  possèdent  des  con- 
traires, en  même  temps  qu  il  supprime  cette  gène  apportée  par 
toutes  les  langues  où  les  mots  manquent  pour  exprimer  certains 
contraires.  Xe  contenant,  comme  je  lai  dit,  ([uc  les  racines  fon- 
damentales Ae  la  langue,  le  Dictionnaire  universel  ^  été  allégé  de 
toutes  les  racines  ayant  par  elles-mêmes  un  sens  international 
certain,  comme  télégraphique^  la  photographie^  un  photographe  \ 
pour  les  traduire  en  Espéranto,  il  suffit  effectivement  de  leur 
ajouter  des  terminaisons  grammaticales  convenafjles,  après  les 
avoir  écrits,  au  besoin   transformés  au  moven  des  signes  et  con- 

ventions  de  la  langue  :  telegrafa,  la  fotografo  on  fotografado;, 
fotografisto  (';. 


Cj  Les  J -200  racines  foiidainciitales  de  rEsperaiilo.  consigiiôes  dans  1  Universala 
vortaro  donneraient,  prises  deux  à  deux  seulement,  plus  de  10  000  000  d  arrange- 
meiils^  et  il  en  resterait  encore  2  5oo  000  mots,  si  l'on  diminuait  ce  nombre  de  ses 
trois  quarts  pour  faire  état  des  arrangements  dépourvus  de  sens  et  des  diverses 
formes  d'une  même  racine  (simple  ou  double)  que  fournit  le  jeu  des  terminaisons 
grammaticales.  Le  Du-lionnairc  de  V Académie  Fram-aise  n'ayant  pa-*  plus  de 
•23  000  mots  dans  sa  nomenclature,  à  ce  que  M.  Lambert  m'a  assuré,  VKsperuntn 
serait  ainsi  cent  fois  plus  ric/ie  i/ue    te   /lançais,    en    mots  seulement  et  sans   tenir 
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Coninic,  on  a  pu  l'apercevoir,   ces  associations  de  racines,  soit 
entre    elles,    les    suffixes   compris,    soit    avec    les    terminaisons 
grammaticales,  s'opèrent  toujours  par  simple  j uxlaposlLion ^  sans 
la    moindre   alléralion    aux   points    de    contact  ;   leur    caractère 
constant  est   donc,    en    empruntant    encore  des    expressions   au 
langage    de     la    chimie,  d'être  non    des   combinaisons    où     elles 
seraient  devenues   méconnaissables,    mais  de  simples    mélanges, 
où  chaque  atome  linguistique  a  conservé  toutes  les  marques  exté- 
rieures de  son  individualité,  et  peut,  dès  lors,  être  reconnu  par 
une  analyse  immédiate.  En  d'autres  termes  :  toiil  mol  Espéranto 
est,  exactement  et  à   vue,    décomposable  en   éléments   invariables 
ilont  c/iacti/i  est  inscrit  dans  le  dictionnaire.  Une  mécanique  d'une 
telle  simplicité   lucide  n'appartient  à    aucune   langue  naturelle  ; 
elle   explique  à  priori  l'extraordinaire   facilité  tant   de  l'écriture 
que  de  la  lecture  de  l'Espéranto.  Et  même,  elle  fait  un  véritable 
jeu  d'enfant,  de  la  traduction   d'un   texte  Espéranto  quelconque 
pour  qui  ne  posséderait  encore  aucune  notion  de  la  la/igue.  Cette 
expérience  saisissante,  qui    fait  saillir  en  quelques  minutes  tout 
le  mérite  intrinsèque  de  l'Espéranto,  peut  être  recommencée  par 
le  premier  venu  au  moyen  des  textes  et  du  fragment  de  lexique 
(pie  contient  la  petite   brochure  de  M.  de  Beaufront,    intitulée  : 
«   L'Espéranto,    seule    vraie    solution    de    la    langue    internatio- 
«   nale  »  ('). 

L'examen  des  douze  racines  transcrites  tout  à  l'heure  montre 
avec  évidence  que  les  t^rancais  et  autres  néo-latins  n'ont  pas  à  se 
plaindre  du  choix  des  sources  où  elles  ont  été  puisées.  L'étude  de 
l'Universala  Vortaro  tout  entier  conduit  à  la  même  appréciation  sur 
rensemble  des  autres:  il  ne  m'a  pas  paru  contenir  en  proportion 
supérieure  à  un  quart,  des  racines  exclusivement  anglaises,  alle- 
mandes ou  ayant  d'autres  origines  étrangères  au  latin.  C'est 
une  très  grande  faveur  accordée,  en  fait,  aux  peuples  dont  les 
langues    sont    de    simples    transformations    de    cette    dernière. 


ooinple  des  tournures.  Si  exagéré  que  ce  dernier  eliiil're  puisse  paraître,  il  est  pro- 
bablement au-dessous  de  la  vérité,  car  il  laisse  en  dehors  de  lui  les  combinaisons 
de  plus  de  deux  racines  fondamentales,  lesquelles  sont  fort  nombreuses,  surtout 
quand  les  suffixes  interviennent,  et  aussi  les  combinaisons  des  racines  inlernaiio- 
rta/i"*  omises  dans  l'Universala  vortaro,  soit  entre  elles,  soit  avec  les  racines  fon- 
damentales. 

(')  Pi'ix   :   Fr.  o,!*!,  à  I  adresse  indi(|uée  dans  la   note  finale. 
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coinino  les  Français,  Italiens. ..,  et  ntms,  Français,  nous  pouvons 
nous  en  applaudir,  mais  elle  n'est  pas  imputable  à  une  intention, 
ni  il  une  maladresse.  Le  lait  provient  uniquement  de  ce  que  le 
latin  (ou  les  langues  plus  anciennes  d Où  il  a  dérivé),  ont  laissé  des 
empreintes  particulièrement  étendues  et  profondes  dans  toutes 
les  langues  européennes,  et  ([uainsi  les  racines  existant  dans  le 
lalin  avaient,  relativement  aux  autres,  une  internationalité  pré- 
existante, une  commodité  peut-être  très  supérieures.  De  cet  aspect 
franchement  néo-latin  de  l'Espéranto,  on  a  voulu  conclure  que, 
l)on  pour  les  peuples  du  Midi  de  l'Europe,  il  ne  pourrait  être 
accepté  par  les  autres  ;  mais  cette  assertion,  infirmée  une 
première  fois  pour  la  nationalité  russe  de  M.  le  docteur  Zame- 
nhof,  créateur  de  la  langue,  est  démentie  catég()riquement  par 
la  statistique  de  la  diffusion  de  l'Espéranto.  L'Adresaro  de  la 
Esperantistoj,  remis  à  jour  chaque  année  par  les  soins  de  M.  le 
docteur  Zamenhof,  fait  connaître,  par  listes  numérotées  succes- 
sives, les  noms  et  adresses  de  tous  les  adeptes  de  l'Espéranto 
qui  ont  demandé  à  s'v  faire  inscrire.  (Prix  de  chaque  inscrip- 
tion :  fr.  o,4o,  pour  couvrir  les  frais.)  Or,  dans  le  dernier 
fascicule  paru  ('),  je  trouve  que,  sur  ^565  inscriptions  opérées 
pendant  Tannée  iSyc),  198,  soit  plus  de  la  moilic,  sont  celles  de 
Russes  appartenant  à  toutes  les  provinces  de  leur  pays.  Si  donc, 
l'Espéranto  n'était  facile  que  pour  les  néo-latins,  les  individus 
parlant  des  idiomes  si  variés,  qui  peuplent  l'empire  moscovite,  ne 
lui  viendraient  pas  en  une  telle  proportion. 

F^u  grammaire  de  l'Espéranto  n'occupe  dans  le  Manuel 
complet  (V.  note  finale)  que  <-  pages  in- 16,  alphabet  et  règles  de  la 
prononciation  comprises  ;  elle  est  si  simple,  ([u'il  m'est  possible 
d'en  rappeler  en  quelques  lignes  presque  tous  les  principes 
généraux. 

AiîTUM.i:.  —  Point  d'article  indéfini  ;  le  seul  article  défini  la 
absolumeuL  invariable  :  hoiTlO  un  homme,  la  homo  L'homme,  la 
homoj  les  hoDimes. 

SunsTAXTiF.  —  Point  de   genres  grammaticaux    (le    nom   d'un 


(')  Serio  X.\.  Prix  :   Fr.   t),iO;  :>  1  adresse  iii(Ji<[uéo  dans  la  nnt<>  finale. 
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êlre  f^iça/il  du  sexe  féminin  se  déduisant  de  celui  de  l'être  mâle 
de  la  même  espèce  par  la  simple  addition  du  suffixe  in'  :  viro  l'n 
homme,  virino  i/'ie  femme)  ;  Ions  les  substantifs  ont  la  termi- 
naison 0  au  cas  sujet  du  singulier  ;  on  y  ajoute  j  pour  le  cas 
sujet  du  pluriel,  puis  n  à  ces  deux  cas  pour  obtenir  les  cas 
régimes  directs  des  deux  nombres  :  la  viro,  la  viroj,  lhom?ne, 
les  hommes  (nominatifs),  la  vlron,  la  virojll,  l'homme,  les 
hommes  (accusatifs).  Comme  en  français,  des  prépositions  se 
placent  avant  les  cas  sujets  pour  former  les  autres  cas  :  de  la 
viro,  de  ou  pai-  V homme,  al  la  virOJ,  aux  hommes. 

Adjectifs.  —  Ses  formes  ne  diil'èrent  que  par  la  substitution 
de  a  à  0  dans  celles  du  substantif,  avec  lequel  il  s'accorde 
comme  épithète  ou  attribut  :  viro  bona,  viroj  bonaj,  lin  homme 
bon,  des  hommes  bons  (nominatifs),  virinon  bonan,  virinojn  bo- 
najn,  une  femme  bonne,  des  femmes  bonnes  (accusatils). 

Verbe.  —  Dans  un  même  temps  quelconque,  l'Espéranto 
emploie  une  seule  forme  pour  toutes  les  personnes  (le  pronom 
personnel  ou  un  autre  sujet  opérant  suffisamment  la  distinction)  ; 
en  outre,  il  a  économisé  les  formes  de  notre  subjonctil  en  lui 
substituant  tantôt  l'indicatif,  tantôt  l'impératif. 

De  cette  manière  les  terminaisons  propres  à  tous  les  verbes 
se  réduisent  aux  12  cpie  voici  : 


Présent 
Passe- 
Futur 


liidicalir 

as 
is 
os 


ant' 
int' 
ont' 


Participe  aclil' 

avec  addilion  suivant  les  cir- 
foaslances,  des  finales  0,  a,  e 
caractérisant  les  substantifs, 
adjectifs  et  adverbes. 


Parlicipo  passif 


at' 
if 
ot' 


niênie  obser- 
vation. 


Conditionnel 
US 


luipcralir 
U 


Intinitir 

i 


Les  temps  composés,  ceux  de  la  voix  passive^  sont  ensuite  de 
simples  combinaisons  très  claires  et  fort  commodes  du  se/// verbe 
auxiliaire  est'  être,  avec  les  six  formes  des  paiticipes  inscrites 
ci-dessus. 

Adveuijk.  —  7'o//6- les  adverbes  (dérivés)  se  forment  par  l'addi- 
tion de  la  linale  e  au  radical  :  hoiue,  vire,  boiie,  humuinement, 
virilement,  bien. 
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La  forme  adverbiale  attribuée  éventuellement  aux  participes 
des  verbes  est  un  artifice  nouveau  qui  est  extrêmement  com- 
mode :  mangante,  manginte,...  en  mani^eanl,  en  ayant  mangé... 

Quant  aux  pronoms,  ...,  aux  mots  invariables  comme  les 
adverbes  de  lieu  et  de  temps,  ...,  comme  les  prépositions,  leur 
maniement  est  tracé  par  des  règles  particulières,  toujours  lort 
logiques,  dont  l'assimilalion  suit  immédiatement  la  moindre 
pratique. 

Il  n'y  a  point  de  sijntci.re,  la  construction  des  phrases  n'étant 
guère  soumise  qu'aux  règles  du  bon  sens.  L'existence  d'un 
régime  direct  donne  à  la  langue  une  très  grande  facilité  d'inver- 
sion,    et   rend    les   obscurités  et    amphibologies    laciles  à  éviter. 

La  production  d'un  texte,  sa  traduction  littérale  et  quelques 
mots  d'analvse  montreront  mieux  la  consistance  de  l'Espéranto, 
et  pourront  faire  apprécier  sa  facilité  sans  pareille  ;  surtout  on 
percevra  cette  impression  saisissante  de  cliose  à  demi  connue 
déjà,  que  sa  lecture  ne  manque  jamais  d'exciter.  J'emprunte  les 
lignes  suivantes  à  une  relation  de  voyage  fort  intéressante,  que 
M.  F.  Postnikov,  ingénieur  à  Vladivostok  (')  a  publiée  dans  le 
Supplément  de  V Kspei-antisle  de  janvier  dernier   (^  .  note  finale). 

KVIN    TAGOJ   EN   FINNUJO 
ciyq  JOURS  Ey  finlasde 

...   En  Abo  mi   vizitis   du  familiojn  kies    adresojn  mi  trovis 

.  .  .  Dans  Abo  je    visitai   dcii.i-    faiiiii/es    dont  (les)adresscs  je  trouvai 

en     ((  Adresaro  »  .  Aparté  utila  por  mi  estis   mia 

dans  I te iReciiei/  des  adresses,  l'artieitlièrcincnt  utile  pour  moi    fût      mon 

konatigo  kun  Sinjoro  Reinius,  tre  estiminda  maljunulo, 

entrée  en  eonnaissanec  m-ee  Monsieur  lieinius,  très  estima/de    eieillanl . 

kiu  ....  S  Reinius  parolas  nek    ruse,      nek    france.    kaj  nia  in- 

cpti M.   Jieinins  i ne i  parle  ni  (en)  russe,  ni  feni  franeais.  et  notre  eon- 

terparolado  estis   Espérante.  Li,  gis  tiu   ci  tempo,   neniam   havis 

l'ersation    fut    en    h'speranto.  Lui,  justpi'à  ce-ci  temps,    jamais    In  j  eût 

okazon  paroli       Espérante  ;    kaj  nia  interparolado  estis,  kvan- 

oeeasion    l de i  parler  len )  llsperanto .    et  notre    eoneersation    fût,        ipioi- 

kam  malrapida.     tamen    tre  preciza,  car....  La  vesperon  mi  pasigis 

(^ue      Imte,  cependant  trrs  préeise,  car La     soirée        je   jiassai 


(')   Porl  russe  sur  l'Oréan  PaoifK|ne. 
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c3  la  estimataj  Gesinjoroj  Blomberg,  kies  nomo  estas  bone  konata 

chez  les  estimés  M.  et  Mad.  BLoinher'^,     dont  le  nom     est      bien      connu 

de  la  legantoj  de  ((  Lingvo   internacia  »,     car  preskaû  ciuj   rusaj 

des   lecteurs  de  (lu)  «  Lan<^ue  internntionulen,  car presfjue  tous  (les)  russes 

esperantistoj  kiuj  vizitis  la  Stokholman  Ekspozicion,  jam  skri- 

csneranlistes  qui  ont  visite  lu  StoUiolniiciiue  J:.i position      déjà     ont    écrit 

badis  pri  la  gastama  akcepto  farita  al  ili  de  tiu  ci  estiminda 

ntuinles  fois    sur   le  liospitulier  accueil  fait   ii  eu.v  par  celte-ci  estimable 

familio...  En  Espéranto  parolis  facile         nur        la  plej  maljunula 

famille...  En  Espéranto  parlait  facilement  seulement   lu    plus      d^ée 

filino  ...    Ruse  bone  parolis  la  mastrino.  Car  mi  ne 

//■//(•  ...    (En)  russe  bien  parlait  lu  maîtresse  de  la  maison.  Comme  Je  ne 

komprenas  la    svedan    kaj   finnan  lingvojn,  ni  interparoladis 

coHipreuds  (pas)    les    suéduoise    et   finnoise    langues,    nous    couversàines 

Espérante       kaj  ruse  . . . 

\en)  Espéranto  et  [enj  russe  ... 

Voici  l'analyse  des  principaux  mots  de  ce  texte  : 

k^in,  du  :  adjectifs  numéraux  cardinaux  invariables.  — kvina,  dua   rin- 

(piième,  deuxième  (par  le  rang);  kvine,  due,  ciuquii'iiienienf, 

deuxièmement. 
tagoi  :  tâg'  jour  ;  O  finale  caractéristique  de  tous    les  substantifs  (au 

singulier   et  en    dehors  du    cas  régime  direct),  j   finale  des 

pluriels  (en  dehors  du  cas  régime  direct)  —  taga  (adjectif") 

tpii  concerne  lo  jour;  tage   (adverbe)  pendant  le  jour. 
Finnujo  :  Tinn'  fiinnois  ;  U]'  suOixe  siguifiant   (pii   porte,    qui  contient, 

renferme,  est  peuplé  de;  0  finale  du  substantif  à  un  cas  du 

singulier  non  régime  direct. 
mi  ;  le  cas  régime  direct  serait  min  me,  moi. 

vizitis  :  vizit'  visiter  ;  is  terminaison  commune  à  toutes  les  personnes 

de  tous  les  temps  passés  de  tous  les  verbes, 
familiojn  :  ia.m\lï  famille;  familioj,  voir  tagoj;   n  finale   des  cas  régimes 

directs. 
kies  :  "  qui  ^'  dont,  duquel;  invariable. 

adresojn  :  adres'  raciuc  déjà  internationale  :  voir  familiojn.  —  1/arlicIe 

frauçais  n'est    pas   rendu   à   cause    de   /des    ijui  le    coulienl 

implicitement  et  équivaut  à  ^\^hose  anglais. 
trovis  :  trov'  trouver;  voir  vizitis. 

AdresarO  :  voir  adresojn;  ar'   une  réunion  de  certuius  objets:    voir   Fin- 

nujo. 
aparté:  apart'  qui  est  ii  part,  séparé:  e  liuale  des  adverbes. 

utila  :  util'  utile;  a  finale  des  atljectifs  (à  tout  cas  liu  singulier,  nou 

régime  direct).  —  La  utilo  t  utile:  utile,  ulilemeut. 
mia  ;  adjectif  possessif  formé  par    la  juxtaposition   de  la  finale  ad- 

jcctive  a  à  la  racine  mi. 
konatigo  :  kon'  connaitre  ;  at'  suffixe  du  participe  passif  présont  :    ig  se 

faire,  devenir:  voir  Finnujo,  Adresaro. 
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Sinjoro  :  ladjonction    du    suffixe    fiMiiiuisanl    in'   donucrail     Sinjorino 

Madame. 
estiminda  :  estim'  estimer:  ind'  f/ni  mérite...  est   digne  de...  :  voir  utila, 

mia. 

maljunulo  :         jun'  jeune  :  ul'  qui  est   caractérisé  par   telle  ou  telle  qualité  : 

mal'  marque  les  contraires:  voir  Finnujo,  Adresaro.  kona- 

tigo,  Sinjoro.  —  Econouiie  d'un  mot  spécial  jxiur  traduire 
{■ieillurd. 

parolas  :  paroi'  parler  :    as    terminaison    de  toutes    les    personnes    du 

présent  de  l'indicatif  do  tous  les  verbes.  —  Parola,  parole 
signifieraient  verbal,  \-erbalement.  —  On  remarquera  la 
suppression  de  noire  négation  ne  placée  avant  le  verbe, 
dont  l'usage  français  peut  seul  masquer  la  complète  inu- 
tilité, même  l'aclion  destructive  sur  les  négations  sui- 
vantes : 

ruse  ".  rus'    racine    déjà    iuleruationalc  :    voir    aparté.   —  On   l'oniai-- 

quera  le  caractère  précis,  quoique  laconique,  de  cetti- 
forme  adverbiale. 

nia  :  ni  nous  :  voir  utila.  mia,  estiminda. 

interparolado  :  inter  entre:  voir  parolas;  ad'  marque  durée  dans  l'action  : 
voir  Finnujo,  etc. 

Li  :  pronom  personnel  3"^  personne  du  singulier,  cas    non  régime 

direct,  pour  un  homme  (1  accusatif  est  lin).  —  On  emploie- 
rait si,  si  le  sujet  représenté  était  une  femme,  gi  s'il  s  agis- 
sait d'un  enfant  dont  le  se.xe  n'est  pas  pris  en  considération, 
ou  d  un  animal,  on  d'un  autre  objet  cjuelconijue. 

havis  :  hav'  a\oir:  voir  vizitis,  trovis. 

okazon  ;  okaz'  avoir  lieu  :  voir  Finnujo,...  familiojn 

paroli  ;  voir    parolas:    i    finale    de    l  infinitif  présent     dans    tous   les 

verbes.  —  Devant  les  infinitifs,  l'Espéranto  supprime  nos 
prépositions  de,  à,  à  moins  qu'elles  ne  signifient  pour,  au- 
quel cas  il  les  rend  par  por. 

malrapida  :  rapid'  rapide:  voir  utila,  mia,  etc.  ;  voir  maljunulo.  —  .Nou- 
vel emploi  de  mal'  suffixe  des  contraires,  économisant  ici 
une  traduction  spéciale  de  notre  adjeclif /c///. 

pasigis  :  -pas'  passer;  ig'  faire  ;  voir  vizitis,  trovis,  havis;  lilléialemeni, 

je  fis  passer.  Le  temps  passe:  mais  on  le  fait  passer. 

estimataj  :  voir  estiminda,  kortatigo;  aj  marque  que  ce  participe  passif 
pass  éest  pris  comme  adjectif  (épitbèle)  à  un  cas  du  pluricd, 
non  régime  direct. 

Gesinjoroj  :  voir  sinjoro.  tagoj;  le  préfixe  ge' marque  la  réunion  des  dvux 
sexes  :  gepatroj  les  parents  (père  et  mère). 

nomo  :  nom'  nom;    voir    Finnujo,    etc.  —   Aucun  nom  propre  n  est 

précédé  de  l'article  en  Espéranto,  la  logique  s'y  opposant. 

legantoj  :  leg'  lire;  ant'  suffî.ve  du  participe  actif  présent  ;  oj  terminai- 

son qui  en  fait  un  substantif  pris  à  un  cas  du  pluriel  ncm 
régime  direct  (voir  tagoj) 

lingvo  ;  lingV   langue    (parlée)  :    voir  FinnujO,  etc.  —  Langue,    terme 

d  anatoniie.  corresponilrait  it  la  racine  lang'. 

internacia  :       voir  interparolado;  naci.  nation  :  voir  utila,  mia,  <ii-. 
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ciuj  ;  nominatif  pluriel  dp  ciu  chacun. 

esperantistoj  :  ist'  marque  la  profession,  1  occupation  spéciale,  comme  dans- 
nos  mots  ébéniste,  artiste,  violoniste,... 

Stokholman  :  nom  propre  rendu  adjectif,  qui  réduit  à  un  seul  mot  notro 
locution  de  Stokholm. 

Ekspozicion  :  on  remarquera  la  combinaison  de  consonnes  ks  permettant  à 
l'Espéranto  de  se  passer  de  notre  .r.  —  La  succession  kz 
remplit  le  même  office  dans  ekzemple  par  c.ieinple. 

gastama  :  gast'  hôte;  am'  aimer;  voir  utila,  etc. 

ili  :  pluriel  de  li  (et  auss'  de  si,    gi    eu  même   temps).  —  Le  cas 

régime  direct  est  ilin. 

facile:  facil'  facile;  voir  aparté,  ruse,  eic. 

filino  :  fil'  /ils:  in'  suiïixc  i('iniuisant  le  sens   de  la  racine:  voir  Fin- 

nujo.  etc. 
mastrino  :  mastr'  luaiti-e  de  la  maison  ;  voir  filino. 

L'affectation  constante  d'nne  seule  et  niùme  lettre  ii  tout  son 
distinct,  comme  d'une  seule  prononciation  à  chaque  lettre,  quel 
que  soit  son  entourage,  supprime  en  bloc,  dans  TEsperanto,  les 
difficultés  orthographiques  et  phonétiques  qui  rendent  si  arduo 
l'étude  de  la  plupart  des  langues  naturelles.  L'exclusion  rigou- 
reuse de  conflits  de  consonnes  et  de  sons  d'une  émission  péniblc^ 
ou  imparfaite  pour  certains  peuples  (de  nos  //  et  en  par  exemple 
en  rendent  la  prononciation  coulante  pour  tous  les  Européens. 
h'e.vpèrience  a  permis  de  constater  que  les  individus  les  plus 
éloignés  par  leurs  langages  naturels  s'entendent  fort  bien  en 
Espéranto,  quoique  sa  prononciation  puisse  varier  «[uelque  peu 
de  l'un  à  l'autre,  comme  celle  du  l'rançais,  de  la  Picardie  à  la 
Provence.  L'oreille  ^est  soulagée  dans  ses  efforts  pour  découpei- 
une  phrase  en  ses  divers  mots,  par  rimposition  constante  de 
Vdcce/il  tonique  à  lavant-dernière  syllabe  de  chacun  de  ceux-ci. 
Elle  perçoit  dans  l'Espéranto  parlé  ce  mélange  de  douceur  et 
d'éclat  qui  caractérise  l'Italien  et*  nos  patois  méridionaux,  mé- 
lange un  peu  monotone,  toutelois,  à  cause  de  la  siq)[)ression  des 
sons  nasaux  et  des  accouplements  de  consonnes  (jui  ont  de  la 
dureté,  à  cause  surtout  du  nombre  infime  des  terminaisons 
grammaticales  possibles. 

Le  spécimen  de  la  langue  de  ^L  le  I)''  Zamenhof  que  j'ai 
montré  tout  à  l'heure,  rendra  moins  incroyable,  je  l'espère, 
cette*  facilité  de  l'b^speranto,  à  lire,  à  écrire,  à  parler,  dont 
aucun  idiome  connu  n'approche  même  de  loin,  et  je  n'excepte 
pas  le  latin  ecclésiasti(pie  ou   scienli(i(jue. 
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J'aimerais  bien  moins  h  être  cru  sur  parole,  qu'à  voir  mes 
lecteurs  contrôler  par  eux-mêmes  l'exactitude  de  mes  assertions, 
car  ce  serait  autant  damis  nouveaux  pour  l'Espéranto,  autant  de 
partisans  gagnés  à  l'union  des  races  européeunes,  réalisée  par  la 
chute  des  barrières  linguistiques  entre  les  classes  supérieures 
et  moyennes.  Les  résultats  de  mon  expérience  personnelle  rap- 
portés au  début,  me  rendent  certain  qu'en  s'imposant,  par  jour, 
deux  neures  d'un  travail  n'ayant  rien  de  désagréable,  tout  homme 
instruit  arrivera  en  un  mois,  au  maximum,  à  lire  tout  texte  Espé- 
ranto sans  aucune  peine,  à  écrire  la  langue  bien  suffisamment 
pour  être  compris  ^^),  même  à  l'employer,  par  la  voix,  h  soutenir 
des  conversations /^/'«ï/Zy/zes,  largement  au  niveau  des  besoins  dun 
touriste  ;  c'est  le  nécessaire.  Je  ne  dis  pas  qu'au  bout  dun  temps 
aussi  court,  on  écrira  l'Espéranto  élégamment,  même  seulement 
avec  une  entière  correction;  mais  cela,  c'est  le  /«.re,  auquel  un  peu 
de  persévérance  conduira  sûrement.  Pour  les  sujets  dont  l'ins- 
truction littéraire  ne  dépasse  pas  la  connaissance  de  leur  langue 
maternelle  et  de  sa  grammaire,  mettons  que  l'acquisition  de  l'Es- 
péranto, poussée  grandement  au  point  re([uis  pour  les  affaires 
commerciales  et  autres,  puisse  exiger  trois  ou  (piatie  mois  d'étu- 
des :  que  ce  travail  est  minime  en  comparaison  des  années  absor- 
bées à  la  culture  d'une  SEULE  langue  étrano'èi'e  naturelle,  en 
regard  surtout  d'un  résultat  qui,  atteint  par  tous  les  autres, 
équivaudra,    en  lait,  à   la   possession    de   TOUTES  ! 

Ma  confiance  dans  lEsperanto,  relativement  à  son  but  raison- 
nable, est  beaucoup  augmentée  par  cette  circonstance,  qu'en 
lait  de  dictionnaire  Erançais-Esperanto,  il  n'existe  encore  (ju'un 
lexique  assez  écourté  pour  tenir,  dans  le  Manuel  complet 
(V.  note  finale),  en  83  pages  in-i6  d'une  impression  fort  lâche,  et 
que,  cependant,  des   ressources  aussi  exiguës   suffisent  déjà  aux 


(*)  Un  jeune  étudiant  a  soumis  à  M.  Lambert  et  à  moi-même  une  carte  postali- 
qu'il  avait  écrite  en  Espéranto,  sans  connaître  la  langue  depuis  plus  de  huit  jours  : 
corles  cette  carte  était  incorrecte,  mais  elle  n'était  j)as  du  tout  iniiilelli},'ihlc.  Un  dî- 
mes amis,  un  peu  mon  élève,  devenu  mon  jeune  «'aniarade  par  l'Kcole  normale, 
puis  professeur  agrég-é  de  mathématiques  dans  un  grand  lycée  de  Paris,  m'a  fail 
l'honneur  d'apprendre  l'Espéranto,  simplement  parce  qu'un  hasard  lui  avait  savoir 
que  je  m'intéresse  à  cette  langue,  et  il  vient  de  l'employer  pour  m'écrire  une  lettre 
de  trois  pages,  déjà  fort  bonne  ;  cependant  j'ai  lu  certitude  qu'il  ne  l'uvait  pas 
étudiée  plus  de  cinq  semaines. 
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Français  qui  veulent  écrire  la  langue.  Quand  cette  lacune  aura 
été  comblée  ('),  chacun  pourrait  à  la  rigueur,  écrire  TEsperanto 
comme  déjà  il  se  peut  lire  \.  plus  liaut^,  c'est-à-dire  presque 
instantanément. 

Des  espérantisles  de  très  haute  mar([ue  pensent  ([ue  l'Ksperanto 
possède  au  plus  haut  degré  les  f[ualités  d'une  langue  littéraire, 
et  il  est  de  lait  que  sa  bibliothèque  contient  des  traductions 
parfaitement  réussies  de  morceaux  à  large  envergure  d  auteurs 
grecs  (de  l'antiquité  classique),  russes,  Irançais,  anglais,  etc.  ;  on 
cite  notamment  une  traduction  à' Hanilet,  laite  par  M,  le  D""  Za- 
meidiol  lui-même,  qu'après  examen  et  comparaisons,  un  profes- 
seur d  anglais,  auparavant  très  prévenu,  a  déclaré  supérieure  à 
toutes  celles  existant  en  d  autres  langues.  Je  le  veux  bien, 
quoique  j'imagine  difficilement  qu'avec  des  elïets  acoustiques 
peu  variés,  dépourvue  de  racines  profondément  jetées  dans  les 
sentinients  intimes  des  peuples,  privée  dans  ses  mots,  de  ce  pit- 
toresque, de  ces  hauts  reliefs,  que  les  siècles  ont  pu  faire  saillir 
dans  les  vocables  des  idiomes  nationaux,  une  langue  puisse, 
au  même  degré  que  ceux-ci,  parler  au  cœur  humain,  le  remuer 
profondément.  Mais  au  clairon,  au  tambour,  même  à  une  sirène 
sémaphorique,  quand  elle  fonctionne  bien,  ira-t-on  reprocher 
d'être  impropres  à  l'exécution  d'un  concerto  ?  Cette  question,  je 
l'avoue,  ne  me  préoccupe  donc  aucunement,  comme  elle  laisse 
indilTérents  aussi,  je  suppose,  la  plupart  de  ceux  qui  appellent 
de  tous  leurs  vœux  le  prompt  avènement  dune  langue  interna- 
tionale. Ils  ne  songent  pas  aux  friandises  ;  ils  veulent  seulement 
que  cette  langue  parle  aux  intelligences,  facilement  et  clairement. 
Or  qu'en  richesse  et  en  plasticité  précise,  l'Espéranto  ait  le 
suffisant  pour  satisfaire  à  la  dernière  partie  de  ce  programme 
aussi  surabondamment  <[u'à  la  première,  c'est  ce  qui  est  pinir 
moi  hors  de  doute. 

f.e  premier    ouvrage    de   ^I.  le    I)''  Zanu-nhof  sur    sa   langue  a 
paiii  en    188-  sous    la  signatuie    Doktoro    EsperantO.    traduction 


(')  M.  de  Bcaufi'ont,  président  de  la  S.  j).  p.  E.  (V.  note  finale)  et  auteur  d'un 
j^rand  nombre  de  publications  excellentes  sur  l'Espéranto,  préparc  un  Dictionnaire 
Françaix  Espéranto  complet  qui  sera  publié  au  premier  jour. 
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dans  celle-ci  du  pseudonyme  Codeur  r.spcranl ^  d'où  le  nom  ([ui 
lui  est  resté.  On  raconte  qu'avant  tout,  l'auteur  avait  voulu  en 
restreindre  la  première  communication  îi  un  petit  cercle  d'amis, 
et  qu'il  a  eu  la  patience  d'attendre  qu'une  expérience  poursuivie 
pendant  deux  ans  sur  cette  échelle  minuscule  eût  démontré  lu 
valeur  pratique  de  son  œuvre.  Puis  la  propagation  extérieure 
commença,  et  les  progrès  de  l'Espeianto  n'ont  plus  cessé  de 
grandir,  principalement  en  Russie,  pavs  tourmenté  par  la  diver- 
sité des  langues  "  indigènes  (comme  l'Autriche  où  le  Volapuk 
conserverait  un  reste  d'adeptes).  Je  rappelle  l^  .  noie  initiale) 
que  le  souvenir  des  déboires  essuyés  dans  la  culture  du  Volapuk  a 
opposé  à  ce  mouvement  un  très  gros  et  très  injuste  obstacle  extrin- 
sèque qui  s'ellace  trop  lentement.  Les  iails  suivants  résument  la 
situation  présente   de  FEsperanto. 

Déjà  son  Manuel  complet  (\  .  note  finalej  a  dû  être  traduit  en 
18  langues  diflerentes  ('),  et  sa  biblioth('C[ne  contient  i  5o  publi- 
cations dont  quantité,  de  tous  genres,  écrites  en  Espéranto  : 
traductions  d  Homère,  d'Esope,  d'auteurs  russes  variés,  de  Sha- 
kespeare, de  Bvron,  de  Gœthe,  de  Beauniaichais,  ...,  quelques 
ouvrages  originaux,  jusqu'à  un  PregaretO  por  Katolikoj  {Pclil 
recueil  de  prières  pour  les  c(fl/iolif/u<'Sj  avec  «  imprimalur  n  (b- 
l'Autorité  ecclésiastique. 

11  existe  des  sociétés  d'espérantistes  en  Allemagne,  en  Suède, 
en  Russie,  en  France,  ...  Les  plus  importantes  sont  :  lEspero, 
à  Saint-Pétersbourg,  approuvée  par  le  Gouvernement  russe,  cl 
la  Société  pour  la  propai^ation  de  l  h^speraiito,  en  Fiaiici- 
(V.  note  finale).  Cette  dernière  londéc  en  janvier  i8()8,  comptait 
au  i'"'  janvier  1900,  362  membres,  dont  ija  Français  et 
210  étrangers,  ceux-ci  disséminés  presqu'en  autant  de  poinis 
du  globe  :  en  Nouvelle-Calédonie,  du  Biésil  à  l'Alaska,  de  \  hidi- 
vostok  au  Portugal.  Pendant  les  six  premiers  mois  de  Va  présent»' 
année  1900,  gj  adhérents  nouveaux  se  sont  lait  inscrire,  ce  ([ui 
correspond  à  un  accroissement  annuel  de  plus  de  5.)  p.  m»'» 
dans  leur  nomi)re.  La  présence,  ])armi  les  sociétaires,  d  em- 
ployés de  commei'ce  et  autres,  de  dames,  lormant  un  total  iort 
respectable,   montre   bien    nettement    îi  posteriori  ([ne   la   langue 


(')    Une  dix-neuvit'iTio  Irodiiclion  on  laiijïiio   »    Ksic  »  vioni   de-  paraitrc. 
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n'est  pas  accessible  seulement  aux  sujets  pourvus  d'une  instruc- 
tion supérieure. 

L'Espéranto  a  deux  revues,  l'une  et  l'autre  mensuelles  :  l'une, 
Lingvo  internacia,  publiée  d'abord  à  Upsala,  maintenant  à 
Szeozàrd  (Hongrie)  est  dans  la  cinquième  année  de  son  exis- 
tence, rédigée  en  Espéranto  exclusivement.  IJle  continue  la 
première  revue  de  la  langue  :  L'EsperantistO.  l'ondée  dès 
l'année  1888. 

L'autre  est  L' Ksprrantiste,  entrée  dans  sa  troisième  année 
(V.  note  finale)  et  servant  d'organe  à  la  Sociélà  pour  la  propaga- 
tion de  V Espéranto. 

Au  1*^''  janvier  1900,  il  y  avait  5  020  espérautistes  a^jant  fait 
inscrire  leurs  noms  et  adresses  dans  Z'Adresaro  (\'.  p.  277),  et  ce 
nombre  grossit  toujours,  car  je  viens  d'y  être  immatriculé  avec 
le  n"  5  109.  Les  deux  derniers  accroissements  annuels  ont  été  : 
en  1898,  de  827  unités  venues  de  2o3  villes  difi'érentes  des  deux 
mondes,  en  1899,  de  365  numéros  donnés  a  des  habitants  de 
222  villes.  Comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  la  Russie  a  fourni  la 
bonne  moitié  de  ces  apports  ;  viennent  ensuite  :  la  Suède, 
l'Allemagne,  puis  la  France  et  autres  pays  de  langue  française. 
Les  Anglo-Saxons  donnent  peu  de  recrues  à  l'Espéranto,  ce  qui 
peut  tenir  ;i  l'extension  majeure  de  l'anglais  dans  l'univers  et 
aussi  il  ce  que,  par  suite  de  circonstances  particulières,  on  a 
longtemps  man(|ué    d'un  Manuel  à   l'usage  des  Anglais. 

Mais  les  chillVes  ci-dessus  ne  représentent  qu'une  faible 
fraction  du  nombie  réel  des  espéranlisles,  car  il  s  en  laut  que 
tous  soient  affiliés  aux  Sociétés  ou  inscrits  sur  lAdresarO- 
M.  de  Beaufront  écrivait  en  1899  :  «  H  me  semble  certain  que 
nous  ne  serions  pas  inférieurs  à  35  ou  4o  000,  si  tous  ceux  qui 
ont  prouvé  par  une  lettre  suffisamment  correcte  qu'ils  savent 
la  lanoue  nous  autorisaient  à  les  porter  sur  les  listes  d'adresses», 
.l'ioiioi-e  l'importance  du  rôle  que  l'Espéranto  peut  jouer 
dans  les  adaires  commerciales  de  nation  ii  nation,  mais  je  sais 
qu'il  est  (Muplové  dans  mille  autres  circonstances.  «  Je  puis 
prouver,  écrit  le  D'  J.  Ostrowski,  île  .lalta  Russie)  que,  sans 
posséder  aucune  langue  étrangère, je  coires^ionds,  au  moyen  de 
l'Espéranto  avec  des  personnes  de  dix-sepl  nationalités  di/Jé- 
rentes^    parmi     lesquelles    des     Français,    des     Allemands,     des 
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Anglais,  des  Italiens,  des  Espagnols,  des  Américains,  des 
Africains,  etc.  ».  A  Dijon  seulement,  on  a  reçu  dans  ces 
derniers  temps,  des  douzaines  de  lettres  et  cartes  postales, 
rcrites  en  Espéranto,  d'Autriche,  de  Russie  et  de  Suède  ;  j'en 
ai  envoyé  à  plusieurs  personnes  de  Paris  ([uelques-unes  portant, 
toutes,  leurs  marques  d'authenticité.  Pour  leurs  auteuis,  il  ne 
s  agissait  guère  (|ue  d  échanger  des  timbres-poste,  des  cartes 
postales  illustrées  ;  mais  il  est  clair  que  lEsperanto  se  prêterait 
tout  aussi  bien  à  des  emplois  plus  sérieux.  Des  journaux  russes 
ont  raconté  les  fêles  de  Paris  eu  l'honneur  de  l'empereur 
Nicolas  II.  d'après  des  correspondances  en  Espéranto  reçues 
quotidiennement  par  eux  d'un  jeune  Parisien  de  i5  ans  qui  était 
encore  sur  les  bancs,  du  collège.  Un  écrivain  de  Saint- Pélors- 
bourg  s'en  est  servi  tout  récemment  pour  odrir  ;i  un  journal  de 
Dijon  des  correspondances  de  littérature  et  d'actualités  l'usses  ; 
je  lui  ai  fait  une  réponse  en  Espéranto;  j'ai  écrit  ailleurs  ;  même 
j'ai  échangé  des  lettres  avec  M.  le  D""  Zamenhof,  honneur  dont 
j'aurais  été  certainement  privé,  s'il  m'eût  fallu  lire  et  écrire  du 
russe  pour  en  bénéficier. 

Ea  revue  Concordia,  de  Paris,  presque  cha([ue  mois  depuis 
([uatre  ans,  le  Pelil  Bleu,  de  Bruxelles,  chaque  semaine  depuis 
(piclque  temps,  ouvrent  leurs  colonnes  à  quelques  articles  écrits 
en  l'ispeianto.  Dans  un  paquet  de  numéros  de  \a  Concordia  que 
j'ai  leuilletés,  je  n'en  ai  trouvé  aucun  qui  ne  contint  une  ou 
plusieurs  annonces  rédigées  en  Espéranto. 

Le  texte  Espéranto  qu'on  a  lu  tout  îi  l'heure  nous  montre  un 
voyageur  à  qui  cette  langue,  deux  fois  dans  un  jour  dans  une 
même  ville,  a  pu,  seule,  procurer  des  interlocuteurs  ;  ce  fait  est 
loin  d'èti-e  isolé.  Il  s'est  reproduit  à  Paris  au  IxMiéfice  d'un  jeune 
photographe  russe  qui  ne  savait  pas  un  mot  de  français.  MM.  \'. 
Langlet  et  E.  l'^tzel.  espérantistes  suédois,  déclarent  avoir 
cntrcpiis,  dans  le  courant  de  1890,  un  voyagea  travers  la  Russie, 
ce  qu'ils  n'auraient  pu  faire  avant  d'avoir  appris  l'Espéranto. 
«(  Dans  les  divers  lieux  où  nous  nous  sommes  arrêtés,  disent-ils, 
nous  avons  rencontré  des  espérantistes,  et  nous  nous  sommes  en- 
tretenus avec  eux  sans  gêne  aucune  (en  Rsperanto),  bien  que  nous 
ne  connaissions  pas  leur  langue  et  ([u'iis  ignorassent  la  m'>tre,  » 
etc. 
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Les  longs  développements  d'où  je  sors  montrent,  avec  une 
entière  évidence,  selon  moi,  que  le  problème  d'une  langue 
internationale  auxiliaire,  posé  depuis  si  longtemps,  ne  l'est 
plus  à  cette  heure,  mais  qu'il  est  complètement  résolu  par 
l'Espéranto,  puisque  cette  langue,  dont  le  moindre  examen  fait 
sauter  aux  yeux  la  facilité  et  la  richesse,  incroyables  autrement, 
a  été  acceptée  en  fait  par  des  milliers  d'adeptes  en  nombre  tou- 
jours croissant,  dans  toutes  les  nationalités,  dans  tous  les  rangs 
supérieurs  et  moyens  de  la  société,  puisqu'elle  vit  déjà,  en  un 
mot,  ne  portant  que  des  marques  de  jeunesse  et  de  vigueur.  S'ils 
ne  sont  pas  scientifiques  par  (Mix-mèmes,  ils  le  sont  néanmoins 
parleur  objet  indirect,  consistant  à  apprendre  aux  savants  l'exis- 
tence de  ce  merveilleux  instrument  tlont"  ils  ifoiit  plus  ([u  à  se 
servir,  colleclivemenl  il  est  vrai,  pour  supprimer  en  peu  de  mois. 
si  toutefois  ils  le  veulent,  les  entraves  de  tous  genres  qu'apporte 
à  leurs  études  la  grande  diversité  des  langues  européennes  : 
perte  de  temps  avec  grand  ennui,  pour  l'acquisition  de  une  ou 
deux,  difficulté  et  fatigue  dans  l'emploi,  pour  la  lecture,  surtout 
pour  l'écriture,  même  de  celles  que  l'on  connaît,  impossibilité 
absolue  pour  le  plus  grand  nombre  de  ces  langues. 

Cà  et  là,  il  est  vrai,  on  voudrait  restituer  au  latin  ce  rôle 
de  langue  européenne  auxiliaire  qu'il  a  joué  au.\  temps  embryon- 
naires des  sciences,  et  même  quelques  savants  très  rares  ne  lont 
pas  encore  tout  à  fait  délaissé.  Mais  cette  langue  est  très  difficile 
par  les  formes  si  variées  de  ses  mots  et  par  la  complication  de  sa 
syntaxe  ;  elle  a  une  flexibilité  presque  nulle  en  présence  des 
idées  modernes,  dominées  })ar  des  préoccupations  politiques, 
économi(jues,  industiielles  et  scienllflques  qui  ont  été  étrangères 
aux  Anciens  ;  d'autre  part,  pourrait-on  hien  remettre  au  latin  la 
quantité  toujours  croissante  des  sujets  dont  l rducation  intellec- 
tuelle n  a  plus  les  langues  mortes  pour  axe  ?  Et,  puisqu'il  en  a  élc 
investi  une  fols,  le  latin  aurait-il  été  dépouillé  de  ce  rôle  par  la 
lente,  parla  seule  action  de  la  force  des  choses,  s'il  n'eût  pas  réel- 
lement encouru  cette  déchéance?  Je  suis  donc  plelncuient  avec 
ceux  qui,  le  jugeant  bien  mort,  s  Opposent  à  des  tentatives  de 
résurrection  que  Thlslolre,  la  réflexion  également  condamnent 
d'avance  à  l'avorlenuMil.  Que  donc  les  savants  aillent  plutôt  iiTEspe 
ranto,  facile  et  souple  coinmr  aiuiinc  autre  langue  ne  l'est,    f/ue 
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commencent  à  parler  cette  foule  de  sujets  déchargés  maintenant 
du  î^rec  et  du  latin  à  outrance.  Tous  ne  tarderont  guère  aie  savoir 
aussi,  puis  à  remployer  quand  ils  voudront  être  entendus  au 
delà  des  frontières  de  leurs  pays,  dès  que  les  plus  hardis  d'entre 
eux  auront  commencé  à  le  laire.  Pour  ma  part,  el  si  l'on  me 
permet  cette  allusion  personnelle,  je  dirai  que  j'ai  des  notions 
de  quelques  langues  étrangères,  du  latin  d'abord  comme  tous  les 
professeurs,  de  l'allemand  surtout,  le  connaissant  assez  pour 
avoir  pu  jadis  le  parler  .pendant  des  heures  avec  des  militaires 
badois.  INlais  si  le  latin  de  Gauss  ne  m'a  pas  arrêté,  je  n'ai 
presque  jamais  lu  de  publications  scientifiques  en  allemand,  tant 
j'y  ai  trouvé  d'ennui  el  de  Tatlgue.  Quant  à  écrire  eu  latin  ou  en 
allemand,  je  ne  le  pourrais  qu'à  grand'peine  et  de  la  manière 
la  plus  imparlaite.  Avec  l'Espéranto,  auquel  pourtant  je  n'ai  pas 
donné  plus  d'une  soixantaine  d'heures  au  total,  la  lace  des  choses 
changerait  du  tout  au  tout  :  je  préfère  sa  lecture  bien  des  fois  à 
celle  de  l'allemand,  même  à  celle  du  latin  de  Gauss,  et,  je  l'ai  dit 
au  début,  je  me  sens  prêt  à  l'employer  pour  rédiger  un  mémoire 
scientifique  quelconque,  sauf  à  tâtonner  encore  dans  les  premières 
pages.  Si  même  j  étais  bien  rompu  ii  son  maniement,  et  s'il  ne 
s'agissait  que  de  traiter  une  question  scienti/itjue,  en  de/tors  de 
toute  préoccupation  oratoire,  je  crois  bien  que  je  le  préférerais 
aux  irrégularités  du  français,  à  ses  périphrases,  à  ses  pauvretés. 

L'introduction  de  l'Espéranto  dans  la  littérature  scientifique 
se  heurte  au  cercle  vicieux  que  noue  le  caractère  essentielle- 
ment collectif  de  l'elFort  à  déployer  pour  l'opérer;  extrêmement 
utile  à  tous,  si  tous  veulent  se  l'approprier  (ceci  n'est  pas  con- 
testable), la  langue  n'est  plus  qu'une  amusette  pour  un  individu 
isolé,  si  les  autres  se  refusent  à  l'employer,  quel([ue  chose  comme 
une  scie  à  bras  dans  les  mains  d'un  seul  scieur  de  long,  el 
chacun  peut  penser  :  «  Oui,  l'Espéranto  est  excellent,  mais  il 
sera  assez  tôt  pour  l'apprendre  quand  on  le  saura  partout,  n  Cet 
on,  simple  agglomération  des  chacuns,  n'existera  évidemment 
jamais  si  personne  ne  veut  s'en  faire  une  partie,  et  il  faut  abso- 
lument <[ue  chaque  individuatité  y  engage  un  peu  du  sien,  ce 
qu'ont  tait  d'ailleurs,  dans  des  conditions  moins  avantageuses 
(ju'aujouid'hui,  les  4"  «^'^o  espéran'istes  qui  ont  pris  les  devants. 
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ce  que  font  chaque  jour  sous  nos  yeux  les  cultivateurs  labouranl 
et    semant    sans    être    bien    assurés    d'une   récolte,    les   millions 
d'êtres  humains  qui    travaillent  autrement  mais  toujours  eu  vue 
d'une   rémunération    éloignée,   aléatoire,    moi-même,    enfin,    qui 
lance    ces  lignes  sans  savoir  si  elles  porteront  quelque  part  ;  et 
ici,  Tavance  à  risquer  est  tout  ce  qu'il  y  a  de  plus  insignifiant. 
Comment  rompre  ce  cercle  vicieux?  Je  crois  qu'il  serait  forte- 
ment entamé  si  l'auteur  de  quelque  importante  découverte  voulait 
en    confier    l'exposition    à  l'Espéranto,   car    les    esprits   seraient 
frappés,  l'invention  apporterait  paiiout  la  notion  de  la  langue,  on 
voudrait  savoir  en  qu»)i  celle-ci  consiste  ;  aussitôt,  elle  gagnerait  un 
très  grand  nombre  d'adeptes,  car  il  n'est  pas  à  ma  connaissance  que 
([uelquun  l'ait  regardée  d'un   peu  prés  sans    la  déclarer  aussitôt 
excellente;  et  cette  première  impulsion  assurerait  la  continuation 
de  la  marche  en  avant.  Mais  il  ne  faut  pas  compter  qu'un  savant, 
sûr  d'être  lu  partout,  en  quelque  langue  qu'il  écrive,  aille  préférer 
à  la  sienne  la  moins  connue  de  ses  lecteurs,  de  lui-même  quelque- 
lois.    Il  serait  peut-être   moins  raisonnable  encore  de  demandei' 
l'Espéranto   pour  ces  mémoires  de  valeur  faible  ou  moyenne  qui 
grossissent  les  journaux  scientifiques  ;    ces  produc'.ions   ne  trou- 
vent guère  de  lecteurs  à   l'extérieur  des  aires  de  leurs  langues, 
en    dehors  de  ceux,    généralement    en   petit    nombre,    que  les 
mêmes  questions  préoccupent  ;  écrits  en  Espéranto,  ils  perdraient 
donc   ces   clients  pour   un   temps,  sans    les   remplacer  prompte- 
ment    par    d'autres,    et,    même     sachant    la    langue    déjà,  leurs 
auteurs  se  refuseraient  èi  tremper  leurs  plumes  dans  cette  encre. 
Le    cercle,    toutefois,    ne   paraît   pas    impossible    à    dénouer. 
D'abord  il  faudrait  que  tous  les  savants,  dont  la  curiosité  pour- 
rait  être     éveillée    par    l'Espéranto,     voulussent    bien,    connue 
certains  l'ont  déjà  fait,  regarder  par  en. r-/nc/)ies,  si   ses    qualités 
sont   aussi   merveilleuses   que  ses  adeptes  le  prétendent  ;  et  on 
peut  demander  cela  aux  jeunes  dont  l'esprit  est  plus  ouvert  aux 
nouveautés,    plus   souple    en    même     temps,    à    ([ui    d'ailleurs    la 
moisson  est  promise  bien   plus   sûrement  (ju'aux  autres  ;  encoie 
une  fois,  je  garantis  (|ue  trente  ii  quarante    heures   espacées  sui- 
(juinze  jours  sufiisent  à  taire  un  espéranllste-lecteur  (on  devient 
plutôt  militant).   Ensuite,    il   faudra   ((ue    ces    nouvelles   recrues, 
venues  du  monde  scientifique,  y  allirment  leui-  qualité  d  cspéran- 
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liste  poui'sc  faire  accepterety  compter  ensuite  pour  quelque  chose, 
par  leui'  inscription  laite  non  seulement  clans  les  cadres  généraux 
«le  la  langue  (Annuaires  des  sociétés,  Adresaro. ..),  mais  sur  des 
listes  particulières,  ntiniérolées  comme  1  Adresaro.  que  les  revues 
roulant  sur  les  diverses  spécialités  (niathémati([ues,  phvsi([ue,  etc.) 
voudraient  bien  ouvrir  ilans  leurs  colonnes.  Dès  ([ue  ces  listes 
commenceraient  à  être  un  tant  soit  peu  chargées,  un  très  grand 
pas  serait  lait,  soit  parce  qu'il  aiderait  ii  ce  ([ue  je  vais  proposer, 
soit  par  simple  effet  d'attraction. 

Je  considère  encore  que  ces  mêmes  journaux  avant  un  intérêt 
évident  a  élargir  leur  clientèle  étrangère  par  l'Espéranto, 
il  n'est  pas  déraisonnable  à  lui  de  leur  demander  aussi  quel- 
([ue  eflort  en  sa  laveur  au  delà  du  précédent  ;  je  voudrais  donc 
([u  il  l'instar  de  la  Concordia  et  du  Pclit-lileii  ^  cités  tout  ;i 
l'heure,  elles  consentissent,  pour  exciter  l'attention  de  leurs 
publics,  pour  les  diriger  peu  à  peu  vers  l'Flsperanto,  \\  mêler 
régulièrement  à  leurs  «  Chroniques  »  quelques  menus  articles 
rédigés  en  cette  langue,  articles  courts  et  /'«/es  pour  commencer, 
à  écrire  sur  les  sujets  dont  l'intérêt  iniernationai  est  le  plus 
prononcé.  Que  pendant  un  certain  temps,  ces  entrefilets  trouvent 
|)eu  de  lecteurs,  où  serait  le  grand  mal  .' 

Les  revues  enfin  atteindraient  le  même  but  autrement,  en 
même  temps,  elles  prépareraient  fort  utilement  le  terrain  à 
l'enqiloi  de  l'Espéranto  pour  des  articles  de  fond,  en  publiant 
promptement,  chacune  dans  sa  spécialité,  les  traductions  esperan- 
tistes  des  mots  techni([ues  appartenant  aux  sciences.  Ces  voca- 
bulaires partiels  devraient  forcément  être  confectionnés  dans 
l'ordre  suivant  :  anaivse  mathématique  (Arilhmétique,  Algèbre, 
théorie  générale  des  lonctions...)  ;  Géométrie  (théorique,  trigono- 
métrique,  descriptive);  Cinématique,  Mécani([ue,  JMiysique  (géné- 
rale, astronomi([iiej  ;  Chimie,  Minéralogie,  Géologie,  l3iologie... 
parce  que  chacune  de  ces  sciences  empiunte  toujours  des 
principes  aux  précédentes  sans  leur  en  fournir  normalement.  Ils 
seraient  composés  par  des  esperantistes  consommés  ([ui  assure- 
raient la  conformité  du  travail  aux  principes  de  la  langue,  assistés 
par  des  hommes  du  métier  qui  leur  fourniraient  les  nomencla- 
tures des  mots  à  traduire  et  l'explication  raisonnée  de  leurs  sens. 
I^lus  tard,  ils  seraient   fondus  en   un  seul  Scienca  VOrtaro  de  la 
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lingvo  internacia  Espéranto,  complémeni  scientifique  de  l'Uni- 
versala  VOrtaro,  construit  sur  le  môme  plan.  Tout  le  surplus 
me  semble  devoir  être  laissé  aux  soins  de  l'avenir. 

Dans  tout  ceci,  beaucoup  d'esprits  sans  doute  verront  une 
montagne  à  déblayer;  pourtant,  je  n'y  puis,  moi,  apercevoir  que 
des  bâtons  flottants,  parce  que  le  véhicule  international  des 
pensées  humaines  est  actuellement  tout  monté  et  graissé,  déjà 
essayé,  prêt  à  rouler,  parce  que,  s'il  est  considérable,  l'eflort 
total  à  dépenser  pour  sa  mise  en  mouvement  est  la  résultante 
de  poussées  individuelles,  chacune  infinitésimale  dans  son  inten- 
sité, n'attendant  plus  guère  qu'un  signal,  une  première  excitation 
et  une  orientation.  Les  misérables  pensionnaires  d'une  prison 
cellulaire  savent  imaginer  des  signes  pour  causer  entre  eux  à 
travers  des  muiailles.  et  les  Européens,  séquestrés  intellectuelle- 
ment aussi  par  la  diversité  des  langues,  mais  libres  autrement, 
n'auraient  jamais  l'esprit  de  se  baisser  seulement  pour  saisir 
et  faire  jouer  Tadmirable  clef  dont  M.  le  D""  Zamenhof  leur  a  fait 
cadeau  !  Soit!  Mais  alors,  cessons  de  placer  l'intelligence  humaine 
au-dessus  de  l'instinct  de  ces  tribus  d'hymonoptères,  s'égarant 
souvent  dans  les  airs,  mais  sachant  toujours  se  retrouver,  se 
parler,  se  concerter  par  milliers  pour  se  nourrir  et  s'élever  les 
uns  les  autres,  pour  se  i)àtir  ruches  et  fourmilières. 

Je  ne  suis  plus  pour  entrer  au  cœur  de  la  Terre  promise;  qu'au 
moins  j'aie  réussi  Ix  planter  pour  les  autres  un  jalon  de  plus  sur 
son  cliemin  !     '^ 

Charles  INIékav  (Dijon). 

(')  Je  rassemble  dans  cette  note  finale  des  indications  pratiques,  destinées  à  ceux 
qui  voudraient  voir  l'Espéranto  de  plus  près. 

I.  La  Société  pour  la  propagation  de  l'Espéranto  (S.  p.  p.  E.i,  dont  le  siège  est 
à  Paris,  centralise  pour  la  France  (avec  rayonnement  dans  quantité  de  pays  étran- 
gers) tout  ce  qui  se  rattache  à  l'objet  indiqué  par  son  litre.  Président  :  M.  L.  de 
Beaufront.  2,  rue  Marbeuf,  à  Paris;  secrétaire-trésorier  :  M.  René  Lemaire,  à  Eper- 
nay  (Marne,  France).  —  Toute  demande  concernant  l'Espéranto  peut  être  adressée 
au  président  ou  au  secrétaire  (à  ce  dernier  de  préférence)  qui  répondent  avec  em- 
pressement et  de  leur  mieux;  affranchir  et  joindre  un  timbre  jiour  la  réponse. 

La  cotisation  annuelle  des  sociétaires  est  de  4  fr. ,  assurant  à  chacun  le  service 
gratuit  du  journal  mentionné  ci-après  (son  Suppléniviit  non  compris).  En  se  faisant 
inscrire  dans  la  S.  p  p.  E..  les  nouveaux  amis  de  la  langue  apporteront  à  son 
action  un  appui  moral  et  financier  très  précieux. 

H.  L'Esperanliste  (dii'ei'leur-fondatour  :  M.  L.  de  Beaufront)  est  l'organe  de  la 
S.  p.  p.  E.,  quoique  indépendant  d'elle  au  point  de  vue  financier.  C'est  un  journal 
mensuel  de   Mi  pages,  jji'tit  in-',»,  à  deux  «-olonnes.   rédigé  en    français  ou  en  Espe- 
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NOUVELLES  CONSIDÉRATIONS 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  NON-EUCLlDlENNE 


i.Diuis  le  numéro  4  (^1  im  précédent  article  ('j,  nous  avt>ns  sup- 
posé, conformément  aux  indications  des  savants  non-euclidiens, 
qu'en  agrandissant  le  triangle  ABC  (fig-  3  dudit  article)  ou,  en 
d'autres  termes,  en  le  faisant  remonter  le  long  des  perpendicu- 


l'anto.  Il  contient  des  considérations  grammaticales  et  autres  sur  la  langue,  avec 
des  modèles  de  conversations  pratiques,  puis  une  chronique  détaillée  des  progrès 
de  l'Espéranto  dans  les  deux  mondes,  des  publications  nouvelles  intéressant  la 
langue,  des  actes  de  la  S.  p.  p.  E.,  etc.  Son  Siip/ilcnieiil,  mensuel  aussi  et  de 
quatre  pages  du  même  format,  est  rédigé  exclusivcnuMit  en  Espéranto;  on  y  trouve 
toujours  des  articles  de  littérature  proprement  dite  (nouvelles,  etc.).  Prix  de  l'a 
bonnement  (pour  les  personnes  ne  faisant  pas  partie  de  la  S.  p.  p.  E.)  :  France, 
3  fr.,  4  fr.  avec  le  Su/)/>teriient:  Etranger  3  fr.  5o  et  4  fr.  ;>o.  S'adi'csser  au  secrétaire 
de  la  S.  p.  p.  E. 

III.  Les  trois  ouvrages  suivants,  de  M.  le  D''  Zamenhof,  sont  les  seuls  à  la 
rigueur  qui  soient  nécessaires  à  l'étude  de  l'Espéranto  : 

i»  Manuel  complet  de  la  langue  internationale  Espéranto,  traduction  française 
par  M.  de  Beaufront.  Prix  (franco)  :  Fr.  i.5o.  La  partie  purement  grammaticale 
est  d'une  étendue  insignitianle  comme  je  l'ai  dit,  le  plus  gros  se  composant  prin- 
cipalement de  deux  lexiques,  l'un  Esperanto-Franeais,  l'autre  Francais-Esperanto. 
Le  premier  fait  en  quelque  sorte  double  emploi  avec  le  dit^tionnairc  désigné  ci- 
après  ;  mais  le  second  est  le  seul  donnant  encore  la  traduction  des  mots  fran- 
çais en  Espéranto  (V.  note  (12)  ).  Le  surplus  de  ce  très  petit  volume  est  consacré 
à  des  consikléralions  générales). 

•i"  Universala  vortaro  de  lalingvo  internacia  Espéranto.  Prix  (franco)  :  Fr.  1,10 
(Tableau  par  ordre  alphabétique,  des  racines  fondamentales  de  l'Espéranto,  tra- 
duites en  français,  anglais,  allemand,  russe  et  polonais). 

3"  Ekervaro  de  la  linguo  internacia  Espéranto.  Prix  (franco)  :  Fr.  0,8;)  (collec- 
tion de  textes  typiques  et  gradués,  contenant  toutes  les  tournures  propres  à  la 
langue,  avec  des  commentaires  grammaticaux  rédigés  dans  les  cinq  langues  ci- 
dessus,  2»). 

Mais  une  lecture  un  peu  suivie  de  textes  Espéranto,  de  ceux,  par  exemple,  que 
V Espéranltste  apporte  chaque  mois,  est  presque  indispensable  aux  personnes  qui 
veulent  arriver  à  écrire  bien  facilement  la  langue;  pour  la  correction  de  leur 
style,  elles  trouveront  les   meilleurs  conseils  dans  l'excellent  opuscule  intitulé  : 

Commentaire  sur  la  f^rammaire  de  la  langue  internationulc  Espéranto,  par 
M.  L.  de  Beaufront,   prix  :  fr.  -2.00,  franco  fr.  2,-25. 

(M  Voir   1900,  n»  3,  p.   179. 
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laircs  Ee,  Gg,  K/i,  ses  angles  diniimienl  tous  enseniljie.  jusqu  à 
devenir  nuls  simultanément.  Pcnutant  cette  supposition  présente 
une  nouvelle  tlidieulté.  En  effet,  en  faisant  descendre  le  triangle 
ABC,  l'angle  C,  croîtra  graduellement,  ayant  pour  limite  supé- 
rieure deux  angles  droits,  tandis  que  les  deux  autres  angles  A 
et  B  décroîtront  nécessairement  de  plus  en  plus  et  deviendront 
nuls  à  l'infini.  \\  en  résulte  qu'inversement,  ([uand  le  triangle 
remonte,  les  angles  A  et  B  croîtront  orraduellement,  de  sorte 
([u'on  aura  d'abord  C  =  4  -^>  puis  C  =  2  A  et  enfin  (^  <  ■>.  A, 
avant  l'anéantissement  de  langle  C.  Alors  les  trois  perpendicu- 
laires médianes,  supposées  asvmptotes  entre  elles,  se  couperont 
inévitablement.  Pour  échapper  à  cette  nouvelle  dilliculté,  les 
non-euclidiens  devraient  prouver  que  les  angles  A  et  B  ne  croî- 
tront que  jusqu'à  une  certaine  limite,  ce  (jui  est  impossiblf. 
car  cette  nouvelle  hypothèse  est  contraire  à  la  loi  de  conti- 
nuité. 


2.  On  sait  que,  selon  leui'  doctrine,  lasymptote  commune  aux 

deux  côtés   d'un  anole   est  svmétrlque 

^'  ,^    '       par  rapport  à  sa  bissectrice  et  que,  par 

'I  conséquent,   elte  doit  être  située   seni- 

,.      ,  ■'  'I  ^ 

^i,.''  /'        ]  blablement  par  rapport  aux  deux  côtés, 

cest-à-dire  que  tous  ses  points  symé- 
tricjues  doivent  être  également  distants 
de  ces  côtés.  (3r,  voici  ce  ([ui  arrivr 
dans  la  géométrie  non -euclidienne. 
Considérons  trois  droites  Qll,  ST,  L\  . 
(flg.  i),  qui  sont  asymptotes  communes 
des  côtés  de  tiois  angles  égaux  MON. 
XOP,  POM  et,  par  suite,  sont  asymp- 
totes réciproques.  Elles  sont  symétri- 
""-^  \  '"^  ques  par  rapport  aux  bissectrices  M/;/. 
vi'"      ^K  X/i.Pyj,  ([ul  se  coupent  en  O.  Chacuin' 

\;\^_  ,.  d'elles    est    située    sembîablement    par 

rapport  aux  côtés  de  langle  correspon- 
iiaiil.  Par  exemple,  la  droite  UV  est  située  sembîablement  par 
rapport  aux  côtés  MO  et  NO  de  langle  MON  et,  par  suite,  «lli 
ne   ])eul    pas    être    située    semblal)lemtMit    par    rapport   aux    côlc's 
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d'un  autre  angle  quelconque,  dont  Pp  n'est  pas  la  bissectrice. 
Retournons  maintenant  la  figure  autour  de  la  droite  QR  et  nous 
aurons  quatre  asymptotes  réciproques  ST,  UV,  IJ'V  S'T',  placées 
resp{'clivement  dans  quatre  angles  droits  M///R,  ]\I//^(^),  M'//i(^. 
M//^R,  dont  les  hissectriccs  sont  autres,  ciue  celles  des  ano-les 
en  O. 

Par  conséquent,  aucune  de  ces  quatre  lignes  qui  sont,  d'après 
la  doctrine,    asymptotes   de  la  ligne  QR,  ne  saurait   être  asymp- 
tote   commune     des    deux    côtés    de 
l'angle  correspondant.  Par  exemple, 
UV,  qui  est  asymptote  des  droites  M^I' 


v" 


/ 


et  QR,  ne  saurait  être  asymptote  com-  / 

raune  de  ces  dernières,  dès  qu'elles       v  /  Xr- 

sont  considérées  comme  les  côtés  de  ,,\ 

\  /S' 

1  angle  ^I/y^Q,  car  L  \   n'est  pas  située  \ 

semblablement    par    rapport     à    ses  \ 

côtés.  Il  y  a  là  une  contradiction  ma-  u  *        t' 

nileste,  qui  révèle  la  défectuosité  de  ,,-•  ^ 

la  doctrine   non-euclidienne.   Ou  le 

comprendra    mieux  en   effectuant   d'autres   retournements   de  la 

figure.  Par  exemple,   si    on  la  retourne  autour  de  la   droite  ST. 

on  aura  cinq  asymptotes  réciproques  U\  ,  U'V,  S'T',  QR',  U"V 

(fig.  ^i).  Or   leur  disposition   générale   n'a  aucune   ressemblance 

avec  celle  qu'elles  devraient    avoir  et  qui  présente  l'aspect  d  un 

pentagone  régulier,   dont   les  angles    sont  supposés  nuls  (Hg.   2). 

■  ').  11  laut  lendre  justice  aux  inventeurs  de  la  Géométrie 
non-euclidienne  il'avoir  si  bien  condjiné  leurs  hypothèses  qu'il 
est  assez  dilHcile  d'y  dévoiler  des  contradictions  intrinsèques. 
Leur  secret  est  très  simple  :  rtunplacer  au  besoin  les  lignes 
droites  par  des  lignes  coui'bes,  tournant  leur  convexité  vers  l'in- 
térieur des  polygones,  sous  pi'étexte  de  l'insullisance  des  di'li- 
nitions  de  la  li<xne  droite. 

o 

Au  reste,  nous  avons  signalé  dans  nos  articles  (piel([ues  cas  où  leur 
doctrine  semble  en  défaut.  Dans  le  paragraphe  S  de  l'article  précé- 
dent est  exposée  une  contradiction,  ou  peut-être  un  malentendu, 
qui  consiste  en  ce  ([u'on  ne  sait  pas  au  juste  ce  que  deviennent  à  la 
limiU"    les    côtés    (\u    I  riangle     l'quihitcMal     ABC,    qu'on    agrandit 
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indéfiniment.  Se  transfoiment-ils  en  trois  lignes  brisées  aOh, 
ùOc,  cOa,  composées  chacune  de  deux  bissectrices,  comme  l'a 
déclaré  Gauss  dans  sa  lettre  à  Schumacher,  ou  bien  se  transfor- 
ment-ils en  trois  asymptotes  réciproques  QR,  Sï,  UY,  comme 
l'assurent  ses  commentateurs  ?  Selon  Gauss,  les  côtés  de  ce  trian- 
gle se  brisent  d'eux-mêmes  ;  selon  ses  commentateurs,  ils  se  dé- 
tachent l'un  de  l'autre.  Dans  le  paragraphe  4  ^^  contradiction 
consiste  en  ce  que  les  lignes  droites  sont  simultanément  asymp- 
totes et  sécantes  réciproques.  La  conti'adiction,  exposée  dans 
le  paragraphe  2  de  ce  nouvel  article,  consiste  en  ce  que  les 
droites  peuvent  en  même  temps  être  et  ne  pas  être  asymptotes 
communes  des  côtés  d'un  angle. 

4.  Ces  points  faibles  de  la  Géométrie  non-euclidienne  suffisent 
pour  établir  :  1"  qu'elle  est  erronée  et  ne  peut  être  considérée 
que  comme  une  démonstration  par  réduction  ii  l'absurde  du  pos- 
tulatum  ou  de  l'axiome  XI  d'Euclide  ;  2"  que  la  géométrie  d'Eu- 
clide  et  d  Archiniède  est  non  seulement  la  plus  co/)iniode,  comme 
on  dit  en  cette  fin  de  siècle,  mais  la  seule  qui  soit  possible  et 
qui  puisse  se  passer  des  hypothèses.  En  outre,  elle  ne  peut  pas 
être  multiple,  comme  ne  le  peut  être  non  plus  l'Arithmétique, 
à  laquelle  la  Géométrie  ne  cède  en  rien  sous  le  rapport  de  la  cer- 
titude absolue,  et  3°  que  la  nouvelle  doctrine  créée  récemment 
sous  le  titre  de  Géométrie  Générale  ou  de  Métagcométrie,  se  ré- 
duit à  la  Géométrie  d'Euclide  et  d'Archimède. 

Dans  un  mémoire  remarquable,  inséré  dans  le  numéro  7  du 
Bulletin  de  l'Académie  de  Bruxellles  de  l'année  passée,  M.  Ch. 
Lagrange  a  établi  d'une  manière  magistrale  que  jusqu'ici  on 
na  pu  donner  (ju'une  seule  définition  de  l'espace,  qui  consacre 
Vespace  que  nous  connaissons,  et  que  la  Métagéoniélrie  a  établi 
le  contraire  de  ce  qu  elle  prétendait  :  elle  a  voulu  faire  douter  de 
la  réalité  physique  du  postulatum  d'Euclide  et  elle  a  concouru  à 
la  démontrer.  »  Ce  mémoire  doit  être  lu  on  entier  par  tous  ceux 
qui  s'intéressent  sérieusement  aux  principes  de  Géométrie.  Il  est 
douteux  que  les  paitisans  de  la  Métagéométrie  soient  en  état  de 
coiubatlre  ses  arguments. 

.").  On  se  demande  involontairement  ([uelle  lut  la  raison  de  la 
négation    du    postulatum  iTEuclide,    (pu    lut  admis  par   des    géo- 
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mètres  de  tant  de  siècles?  A-t-on  découvert  quelque  fait  infir- 
mant cette  vérité  évidente  ?  On  se  demande  encore  avec  une  cer- 
taine anxiété  comment  la  nouvelle  doctrine,  si  paradoxale,  issue 
de  cette  négation,  a  pu  trouver  tant  de  partisans  ardents  parmi 
les  analystes  modernes  les  plus  hardis?  —  On  ne  peut  expli- 
quer ce  fait  étrange  que  par  une  certaine  connexion  qui  semble 
exister  entre  l'invention  de  la  Géométrie  non-euclidienne  et  l'in- 
troduction dans  l'Analyse  des  quantités  imaginaires,  qui  au  fond 
ne  sont  pas  des  quantités,  mais  des  non-quantilcs,  car  une  racine 
de  degré  pair  d'une  quantité  négative  est  impossible.  On  a  voulu 
trouver  en  géométrie  quelque  chose  d'équivalent,  comme  impos- 
sibilité. On  a  songé  dahord  à  y  opposer  un  triangle  à  la  fois  rec- 
tangle et  équilatéral  et  Ton  a  fini  par  rejeter  le  postulatum  d'Eu- 
clide.  Depuis  cette  époque  les  mathématiques  ont  changé  de 
caractère  :  elles  ont  cessé  d'être  la  science  des  quantités  pour 
devenir  celle  des  quantités  et  des  non-quantités,  qui  ne  fait  au- 
cune distinction  entre  les  unes  et  les  autres,  malgré  ([u'elles 
n'ont  rien  de  commun. 

Le  orand  avantaoe  des  imaoinaires  est  de  permettre  la  décom- 
position,  d'ailleurs  toute  fictive,  des  polynômes  en  facteurs  du 
premier  degré  et  de  laisser  libre  Jeu  aux  artifices  hasardeux  sans 
nombre  ('...  Tel  est  le  rôle  important  qu'elles  jouent  dans  les 
spéculations  analytiques.  Grâce  a  ce  nouveau  moyen  d'investiga- 
tions on  a  pu,  entre  autres,  achever  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  aller  encore  plus  loin.  Mais  toule  médaille  a  son  revers: 
ces  beaux  résultats  ne  furent  obtenus  qu'au  détriment  de  la  rigueur, 
de  la  précision  et  de  la  clarté;  les  mathématiques  furent  envahies 
par  un  grand  nombre  d  inductions,  d'analogies,  de  conventions 
arbitraires,  et  ont  perdu  leur  ancienne  apodicticitc. 

Il  est  permis  d'espérer  {[u'au  xx*'  siècle  la  considération  des 
imaginaires  sera  remplacée  par  des  moyens  plus  sûrs  et  qu'on 
arrivera  à  concilier  les  mathémati([ues  avec  la  logique. 

Sans  prétendre  à  une  compétence  pédagogicjue,  nous  osons 
penser  :  1"  (juil  vaut  mieux  n'enseigner  rien  du  tout  ({u'ensei- 
gner  des  théories  dune  certitude  douteuse  et  empiétant  sur  le 
bon  sens,  et  2°  que  Faraday  a  eu  grandement  raison  de  compa- 


('    Lcio/is  noui-eUcs  sur  l'Analyse,  pai'  M.  Méra},  iS<jl. 
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rer  les  mathéiualiques  à  un  moulin  qui  nioutl  admii'al)lcmi'nt  ce 
qu'on  lui  donne  à  moudre,  mais  qui  ne  rend  pas  autre  chose  que 
ce  qu'on  lui  a  donnr.  —  Gardons-nous  donc  d'y  mettre  rien  de 
faux,   lien  d'arhih'aire,   rien  de  contraire  au  bon  sens  ! 

]\I.  Fiun.ov   (Genève). 


EUCLIDIE^  ET  NON-EUCLIDIEJN 


]M.  Frolov  est  plutôt  dur  pour  ceux  qu'il  appelle  (*y  :i  lorl  les 
Il  on-euvlidiens . 

Il  paraît  supposer  que  nous  voulons  interdire  aux  équerres  le 
dessin  des  carrés  et  réclamer  pour  nous-mêmes  le  monopole  de 
l'aljsurdité. 

Ouc  INI.  Frolov  se  rassure  !  malgré  les  erreurs  de  raisonne- 
ment  que  renferme  son  article,  je  tiens  celui-ci  pour  très  inté- 
ressant. 

Nous  pouvons  tous  nous  tromper,  et  l'étude  de  loyales  erreurs 
de  logique  est  précieuse  pour  ceux  qui  ont  la  curiosité  des 
(questions  de  pédagogie  ;  de  plus,  il  y  a  des  erreurs  périodi([ues 
<|u'il  iinporte  de  souligner. 

11  V  a  ([uelques  années,  dans  une  réunion  que  je  ne  préciserai 
pas  davantage,  j'ai  entendu,  lormulée  gravement,  cette  opinion 
«  que  la  morale  elle-même  est  intéressée  à  la  démonstralio//  du 
postulatum  d'EucUde  ;  car^  disait-on,  si  la  certitude  déserte  même 
les  mathématiques,  que  deviendront  hélas,  les  vérités  morales  «  ! 
Vous  voyez  le  thème. 

Je  crois  que  la  morale  est  plus  qu'une  convention,  mais  j  ai  la 
certitude  que  le  postulalum  d'Euclide  est  une  co/n'ention  émi- 
nemment utile  ;  en  ce  sens,  je  reste  euclidien  ;  mais  l'étude  </<'.v 
autres  conve/ilions  j)ossihles  a  aussi  son  intérêt,  en  ce  sens  je  suis 
non-euclidien. 

Il  y    a  dans    les    sciences    (juelqiies  aiiti'cs  c(»ii\  eiil  loiis  j)lii>  ou 


(')    Voir  VEiiscignrrticnt  nmllicniaittiuc,   ■>.'  aiiui-f,    p.    i7<)-iM7,  mai    lyou 
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moins  utiles,  le  principe  de  l'inertie  par  exemple  ;  le  rôle  de  ces 
diverses  conventions  est  de  simplifier  soit  le  langage,  soit  nos 
imao-es  réduites  du  monde. 

o 

Parlons  donc,  avec  M.  Frolov,  des  images  que  nous  faisons  de 
l'espace. 

Certains  métaphysiciens  croient  expli([acr  le  monde  par  des 
points^  rentres  de  forées^  et  suppléer  ainsi  à   la  matière. 

Ils  ne  se  doutent  pas,  les  malheureux,  que  le  géomètre  lui- 
même,  pour  donner  un  appui  à  son  espace,  a  besoin  <lc  la  matière. 

Prenons  la  définition  logique  de  la  droite  : 

Un  ensemble  primaire  de  points  qui^  dans  un  domaine  suffisam- 
ment réduit  est  défini  par  deux  de  ces  points. 

Si,  n'en  déplaise  à  ^I.  Frolov,  nous  savons  en  toute  certitude 
que  cette  définition  et  la  notion  dangle  superposable  ;i  lui-même 
par  ses  deux  faces,  sont  insufiisantes  pour  engendrer  la  (jéométrie 
euclidienne,  il  nous  faut  cependant  reconnaître  que  cette 
définition  pour  sortir  du  pur  domaine  de  l'esprit  doit  être  com- 
plét<'>e  par  deux  /ii/pot/ièses  e.rpèrimcntalcs. 

Ih-eniière  hypothèse.  —  Nous  pom>ons  matérialiser  dans  des 
conditions  physiques  déterminées  la  définition  d'une  droite  limi- 
tée ;  en  d'autres  termes,  nous  avons  foi  dans  le  mètre  des  Archives. 

Deuxième  Ju/pothèse.  —  Nous  pouvons  prolonger  une  droite 
grâce  il  notre  coaliance  dans  la  [)ro[)agation  rectiligne  de  la 
lumière. 

Ces  deux  confiances  simultanées  rendent  possible  la  Géodésie. 

La  Géométrie  esl  sans  doute  l'étude  du  groupe  des  déplace- 
ments, mais  il  faut  ajouter  que  la  Géométrie  ne  peut  se  réaliser 
en  dehors  de  notre  esprit  que  par  une  définition  (un  idéaliste  pui' 
dirait  une  convention  ■  expérimentale  cjui  nous  donne  :  T*  ////  tijpc 
d  assemblages  qui  ne  cassent  pas  ;  :>."  un  movcu  de  prolonger 
l'assemblage  particulier  (jui  porte  le  nom  de  droite. 

Existe-t-il  à  l'éoard  d(;  ces  assemblages  des  vérifications  de 
la  convention  euclidienne  '.' 

On  a  dit  qu'il  existe  de  grands  triangles  astronomiques  dans 
lesquels  Y  observation  aurait  montré  (jue-  la  somme  des  trois 
angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  angles  droits. 
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Cette  assertion  n'est  pas  exacte,  et  elle  ne  deviendra  exacte  que 
le  jour  où  trois  observateurs  situés  sur  trois  planètes  diflerentes 
pourront,  à  un  signal  donné,  se  viser  réciproquement  les  uns  les 
autres. 

Et  même  ce  jour-là,  l'expérience  interplanétaire  ne  sera  tout 
à  lait  probante  que  si  nos  trois  astronomes  ont  étudié  l'Optique 
non-euclidienne. 

J'incline  d'ailleurs  à  croire  que  lorsqu'une  Physique  non-eucli- 
dienne sera  construite,  on  trouvera  d'excellentes  raisons  pour 
continuer  à  préférer   la   traduction  euclidienne  des  phénomènes. 

Mais  dans  cette  grande  et  belle  école  de  logique  qui  s'appelle 
la  Géométrie  il  n'y  aura  alors  rien  de  changé. 

Et,  alors  comme  aujourd'hui,  tous  les  penseurs  qui  voudionl 
se  donner  la  peine  de  réfléchir  sauront  démontrer  que  le  postu- 
latum  d'Euclide  est  indémontrable,  c'est-à-dire  que  ni  la  Géo- 
métrie de  Riemann,  ni  celle  de  Lobatehewsky  ne  renlerment  de 
contradiction  intrinsèque. 

Voici,  de  cette  afllrmation  une  démonstration  sinq)le  et  brève  : 

«  Chacune  des  trois  Géométries  est  caractérisée  par  ses  pro- 
priétés métriques^  c  est-à-dire  par  sa  Trigonométrie  plane;  mais 
celle-ci^  sous  l'une  ou  l'autre  de  ses  ti'ois  fornics,  est  la  traduc- 
tion de  l'existence  du  groupe  d  équivalence  d'un  système  de  vecteurs. 

«  Or,  (jue  l'existence  générale  du  groupe  d'équivalence  ne 
renferme  aucun  élément  de  contradiction,  c'est  ce  qui  résulte  du 
théorème  suivant  : 

«  Tout  système  de  vecteurs  est  rkdlctible  ^/  un  vecteur  unique 
R  passant  par  un  point  arbitraire  et  à  un  couple  G  dont  l'axe 
passe  par  le  même  point . 

«  Et  la  Trigonométrie  plane  de  l  une  des  trois  Géométries 
exprime  que  la  réduction  précédente  appliquée  à  une  paire  de 
vecteurs  contraires,  ayant  même  ligne  d'action,  conduit  à  un 
vecteur  R  nul  et  à  un  couple  G  nul.    » 

Lorsque  seront  étudiés,  dans  l'enseignement  moyen,  dos 
théorèmes  tels  <[ue  le  précédent,  les  élèves  cesseront  de  perdr»' 
leur  temps  dans  la  vaine  recherche  de  la  démonstration  de  la 
convention  d'Euclicb^ 

Jules  Andradf.  (Montpellier). 


CHRONIQUE 


Académie  royale  d'Irlande. 

Dans    une    communication   à  la  «    Royal   Irish     Academy  »,   M.    le 

Rev.  W.  R.  Westropp  RoBEUTS  a  réussi  à  réduire  toutes  les  intégrales 

élémentaires  à  une   seule  classe.    11    démontre  que  l'intégrale  générale 

r  o(z)dz  ,  •     ,       ,      ,         r^''d'   , 

l  ^  I  — = — , se  ramené  aux  i  m —  i  intégrales  1,  =  j    ,         (7'  entier), 

/•         dz 

et  T.  [z.ii)  =    /  T= 

où  o(z),  cp  (:r)    sont   des    fonctions    de    r,    rationnelles    et   (^tièi'es.    el 
où  /'(:;)  est  un  polynôme  de  degré  i  m. 

Au  moyen  des  relations  entre  n  et  les  racines  de  fizi  =  o,  il 
démontre  que  les  intégi'ales  I,.  dépendent  des  inlégrales  de  la  roririe 
I.  {z,n). 

M.  le  professeur  JoLY,  dans  un  mémoire  lu  à  la  même  compagnie,  pre- 
nant pour  sujet  la  position  de  V Ausdehnungslehre  dans  l'Algèbre  géné- 
rale, associative  du  type  quaternion,  démontre  que  la  distinction  essen- 
tielle entre  les  quaternions  et  les  autres  systèmes  d'anah'se  de  l'espace 
consiste  dans  le  caractère  nettement  associatif  et  distributif  du  premier. 
Un  système  Grassmann,  s'appliquant  à  l'espace  à  n  dimensions,  équi- 
vaut à  l'usage  limité  de  1  Algèbre  associative  de  («  -f-  i)  unités,  où 
/,- =  — I  ;  i  it  =  it  '.«•  Kn  effet,  un  produit  progressif  n'est  que  la 
partie  du  plus  grand  ordre  dans  les  unités  d'un  produit  complet  de  1  Al- 
gèbre associative.  Les  produits  régressifs  sont  formés  par  cet  arliiice 
simple  :  diviser  les  produits  de  l'ordre  n  -f-  i  par  le  produit  de  toutes 
les  unités  ;  et  recommencer  ensuite. 


La  priorité  de  l'invention  des  Quaternions. 

M.  le  professeur  ^ait,  dans  une  note  ;-.  la  «  Société  Royale  »  dt- 
[..ondres,  a  démontré,  en  ce  qui  concerne  la  priorité  à  laquelle  Gauss 
aurait  droit  dans  l'invï^ntion  des  Quaternions,  que  ce  nélail  pas  le 
quaternion  de  Ilaniillon  qu'avaient  alti-ibué  à  Gauss  MM.  Klf.'in  el 
Sommerfeld  (Ueber  die  Théorie  di's  Kreisels).  mais  une  i>péralion  de 
Enscignomont  math.  -jo 
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déformation  lirnilée  et  particulière  ;  en  effet,  elle  consiste  en  une  simple 
rotation,  avec  une  expansion  isotrope,  exprimée  en  fonction  de  quatre 
constantes.  11  semble  donc,  que  MM.  Klein  et  Sommc'feld  se  soient 
mépris  sur  la  notion  réelle  dun  quaternion. 

Pour  ceux  qu'intéresse  le  sujet,  M.  le  docteur  Knott  a  doimé  une 
critique  attentive  et  approfondie  de  la  section  du  livre  en  question 
«'occupant  de  la  théorie  des  quaternions. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

Les  mathématiciens  allemands  se  réunissent  cette  année  à  Ai.\-i-a- 
Chapelle,  du  l'y  au  -ii  septembre,  en  même  temps  que  les  naturalistes 
et  médecins  de  lempire.  Le  comité  d  organisation  de  la  section  «  Ma- 
thématiques et  Astronomie  »  est  présidé  par  M.  E.  JiÎROEXs,  profes- 
seur à  lécoie  technique  supérieure  d'Aix.  11  espère  pouvoir  faire  figurer 
à  l'ordre  du  jour  de  cette  réunion  divers  rapports  détaillés  en  prépa- 
ration depuis  plusieurs  années.  Ce  sont,  dans  le  domaine  des  mathéma- 
tiques pures,  le  rapport  sur  la  théorie  des  groupes  finis  et  celui  sur  le 
calcul  des  variations  ;  dans  le  domaine  des  mathématiques  appliquées, 
un  exposé  des  méthodes  modernes  de  calculs  statiques  appliqués  aux 
constructions  civiles,  et,  éventuellement,  un  rapport  sur  le  calcul  gra- 
phique. 

L'Association  des  mathématiciens  allemands  sera  présidée  par 
M.  D.  IliLiJERT,  professeur  à  1  université  de  (jottingue.  Les  sujets  des 
communications  doivent  être  adressés,  le  plus  tôt  possible,  à  !NL  le 
professeur  A.  Gutzmer,  secrétaire  de  la  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung  et  professeur  à  l'université  de  léna. 

M.    Thomas   Craig. 

M.  Thomas  Craig,  professeur  de  Matliématiques  à  1  université 
Johns  Hopkins,  est  décédé  à  Baltimore  le  19  mai  dernier.  C'était  un 
mathématicien  bien  connu.  Xé  à  Pittston  en  i8i)5,  il  succombe,  dans  la 
force  de  1  âge,  à  une  maladie  de  cœur.  Il  sortit  en  187J  du  collège 
Laiayette  counne  ingénieur  civil,  il  prit  en  18-8  le  grade  de  docteur  en 
philosophie  de  l'université  Johns  Hopkins.  11  ne  cessa  depuis  lors 
d'apporter  une  importante  contribution  à  la  science  mathématique  par 
ses  travaux,  publiés  dans  de  nombreux  périodiques,  et  par  la  rédaction 
de  \  American  Journal  of  Mathematics  dont  il  était  1  un  des  directeurs. 
Ses  principaux  ouvrages  sont  :  Traité  des  équations  di/Jcrcntielles 
linéaires,  Traité  des  projections.  Mouvements  des  fluides. 

C'est,  en  résumé,  une  perte  cruelle  et  imporlante  que  vient  de  fain- 
la  science  mathématique  des  Ktats-Unis. 


CORliRSPONDANCE 


;iris.  mai    kjoo. 


Mon  cher  Laisaiit, 


L  article  de  M.  Redl  dans  le  dernier  numéro  de  l  lùircignement  mn- 
iliématique,  m'a  remis  en  mémoire  les  analogies  de  Néper  et  de  De- 
lambre.  Il  y  a  quelque  quarante  ans,  je  faisais  de  la  Cristallographie  et 
en  usais  souvent  ;  mais  il  me  fallait  toujours  les  rechercher  dans  les 
traités,  faute  d  une  démonstration  simple  me  permettant  dv-  les  retrou- 
ver rapidement  ;  j  y  arrivai  enfin  comme  suit. 

Inscrivons  une  circonférence  dans  un  triangle  sphérique.  Soit  p  le 
demi-périmètre;  on  a  de  suite,  si  /•  est  le  rayon  du  ii-i'cle  inscrit  : 

A      .     ,  B      .     ,  .,  C 

(i  )      tg  /■  =  tg  —   :<in  (p  —  «)  :==  Ig   siii  [p  —  h)  =  tg  ■  siii  ip  —  c)  ; 

un  cerch-  cx-iiiscrit  ih-  iMVdU  r,  donne 

A»   .                        B      .  ^  c      .  , 

[i)  Ig  ;•,(  r::  tg siii  p  =  cotg  sin  (p  —  c)  ^  cotg  —  slii  [  p  —  />  , 

ddù 

Ig  /■  Ig  /•„  ^  Ig- s\i\  p  sin  ' p  —  (()  :=:  sin  (p  —  h)  siii  [p  —  c). 


Considéi'ons    iiiaintenatit   h-   petit    cercle    cii'conscril    :    si   ()  est  son 
centre, 

OA13  =  013A  m  y  ,  OAC  =  OCA  =  ?.    OBC  =  OCB  :=  x. 

Si  on  pose 

2(a4-?  +  T)v'^l'  =A-f  B-f  C, 
on  a 


h 


;i) 


tgR  = 


eos{P  — A)        cos(P— B)        cos{P— C) 


tiir.  I. 


3o4  COliRKSPO  V  D  A  y  C  K 

et  le  triangle  A'  V>  C  donnerait 


(4) 


et 


tg 


tgli^ 


h 

lolg  — 


col  g-  — ' 


cos  P  cos(P  — C)  cos^P  — B) 


lu  UikRa  = 


cosPcos(P  — A)         (OS  (P  — Bjcos;P  —  C) 


On  trouve  ainsi  les  fonnules  que  INI.  Redl  appelle  du  dcnii-aiiglc 
J'arrive  aux  analogues. 


1.  Soit  un  triangle  ABC;  je  construis  le  parallé- 
logramme ABDC,  en  joignant  A  au  milieu  de  BC, 
et  prolongeant  de  01)  ::::=::;  O A.  ABDC  est  la  projec- 
C    tion  sur  la  sphère  d  un  parallélogramme  construit 
dans  le  plan  tangent   en  O,  et  dont  le  centre  serait 


en  O.  OP  =  OP' 


PA  =  P'D,PC  =  P'B.  Les 


quatre  côtés  sont  égaux  deux  à  deux,  ainsi  que  les 

angles  opposés  ;  mais  la  somme  des  dièdres  BxVC, 

Fig.  j..  DCA  n'est   pas   i    droits,    comme   dans   le  plan   : 

quelle  relation  y  a-t-il  entre  ces  angles  ?  Egalons 

les  valeurs  du  ravon  du  cercle  ex-inscrit  à  PAC,  et  tangent  à  PC, 


CAP      .    /  AP  +PC  +  AC    , 
tg siiil ! 1  —  coli 


PC  A 


AP  +  PC  — AC 


CAP  =  -— A  ,  PCA  =  -  — (B  +  C).  AP  +  PC  =-  — CD^^z— C 
d  où 


A  h  —  c 

colg cos ^  Ig 


B+C 


r  +  A 


•'1  par  application  au  Iriaiigle  -  —  a.  h.  -  —  <•,  -  —  A.  1^.  -  —  (-, 

A      .      c+h                  B— C      .      h—c 
tg sin =  t'olg sui  -  ■• 


do  il 
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II.  ABC  étant  toujours  le  triangle,    on   prolonge  AB,   et  Ion  prend 
AC  ^-:  -  — AG;  les  angles  AC'C,  ACC  sont  supplémentaires  et  l'on  a 

RC'C4-BCC'4-CBC'=-  — C-l-  -— B, 
BC'C  +  BCC  —  CBC  —  B  —  C, 

doù.  par  la  toruiule  (V)  appliquée  à  BC'C, 


BC  B  —  C 


BC  B+C 

OOtg CCS  


a  B 

tg cos  — 


.  C                b4-c            B  +  C 
=  tçr   ■ cos  ■ 


el,  par  application  au  triangle  t.  —  a,  b,  - —  c,  -  —  A,  B,  -  —  C 


cols; 


.       B  +  C                   b 
SlII ^  cotg  


B  — c 


On  peut  donc  établir  toutes  ces  formules  en  partant  du  triangle  rec- 
tangle. 

S'il  existe   un    triangle;  a,  h,  c.  A,  lî,  C,  il 
existe  : 

i"   1  triangle  t:  ^ — A.  -  —  B,  ::  —  C,  -  —  a,     ^ 

■i."  i  triangles  cl,  r.  —  h,  t.  —  c,  A,   -  —  B,  ^j  ^    .. 

71  — C;  "  ^"   ' 

V  '3  triangles  a,  j\  r.  —  n  —  b,  X,  -  —  C,  t:  —  (A  H-  B)  ; 
'i"  î  triangles,  «,  ./•,  -  —  {b  —  r),  X,  -  -—  B,  -  —  (X  —  C). 


A  une  relation  quelconque  entre  les  éléments  du  premier  correspond 
par  i"  et  -1°  une  relation  entre  le  même  nondire  d'éléments,  qui  peut 
être  identique  à  la  première;  par  3°,  \°,  il  n'en  est  plus  de  mêuie  ;  une 
relation  du  triangle  primitif  ne  se  transforme  en  une  autre  relation  de 
ses  éléments,  que  si  elle  ne  contient  que  a,  è  -|-  c,  B  et  C  pour  >°,  et 
fl,  c,  B  et  G  -|-  A  po,ur  4°- 

Pratiquement,  je  ne  me  servais  que  de  J  relations  (i),  qui  par  les 
transformations  "iP  donnent  les  l'elations  (vt)  ;  de  (i)  et  (2)  par  la  trans- 
formation 1°  on  déduit  (i)  et  ('»)  ;  et  par  les  transformations  'i°  et  4°  on 
déduit  les  analogies.de  (2)  et  (4). 


l'ien  à  vous, 


A.  PoriEit, 


3oG  i  OHRi:SI'OM)A  A  T'A' 


A  propos  d'un  article  de  M    Frolov(M. 

I  '{  juin    i<(ot>. 

Il  n  y  a  pas  de  solution  de  coiilinuitr  dans  l'hypothèse  non-eucli- 
dienne, comme  l'affirme  M.  Frolov,  et  cette  hypothèse  est  une  et  logique 
jusqu'au  bout.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  reprendre  la  figure  i , 
page  182,  en  la  complétant  comme  suit  :  Soit  menée  AX  bissectrice  de 
l'angle  TAA'  ;  par  un  certain  point  M  de  cette  ligne,  on  peut  mener  une 
parallèle  BMB'  à  AA'etune  parallèle  BjMBi'  à  AT  ;  ces  parallèles,  qui 
sont  également  inclinées  sur  AX,  sont  distinctes  tant  qu'elles  sont  obli- 
ques à  AX,  c'est-à-dire  tant  que  1  angle  ABU'  n  est  pas  nul  ;  donc  quand 
cet  angle  diminue  et  tend  vers  zéro,  BB'  a  pour  limite  non  point  TT', 
mais  l'asymptote  commune  de  AA'  et  TT'  qui  est  perpendiculaire  à  AX. 
En  conséquence,  la  démonstration  basée  sur  la  ligure  3  est  incompré- 
hensible. 

Arrivons   maintenant  à  la  ligure  5  ;   les  distances  de   BU  et  de  AT 
augmentent  de  plus  en  plus,  dit  l'auteur,  tandis  que  celles  de  BS  et  de' 
AT  diminuent,  à  mesure  qu'on  sécarte  de  AB  vers  Y  et  vers  S  ;  qu'en 
faut-il  conclure  ? 

Simplement  ceci  :  le  lieu  des  points  de  distance  constante  BA  à  TT' 
est  une  ligne  comprise  entre  BU  et  BS  ;  M.  Frolov  suppose  de  plus 
que  c'est  ime  droite  ;  quoiqu'il  s'en  défende,  tel  est  son  postidat,  bien 
peu  dissimulé  comme  on  le  voit. 

P.  Bahij.viua   (Bordeaux). 

(')   \o'ir  L  Eiixeii^neriicni  iiiatlicinutique.  ii"  '5,  •?.""  année,   p.    i7<.)-i87,  mai,  1900. 

Au  sujet  fie  ce  même  article  nous  venons  de  recevoir  une  lettre  de  M.  Tikuoman- 
DRITZKY,  prof,  à  l'Université  de  Kharkoff:  elle  no  pourra  être  publiée  que  dans 
notre  prochain  numéro.  L\  Direction. 
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E.  Cahen.  —  Éléments  de  la  théorie  des  nombres  :  i  vol.  gr.  in-S»  de 
vin-4o3  pages  ;  prix  :  12  francs  ;  Paris,  Ciaulliior-Villars,    1900. 

Malgré  quelques  publications  de  niérilc  parmi  lesquelles  il  faut  citer  la 
Théorie  des  nomhces  de  E.  Lucas,  V Introduction  à  l  Etude  de  la  Théorie  des 
nombres  et  de  l'Algèbre  supérieure  de  ]MM.  Bokel  et  Dragh,  V Essai  sur  la 
Théorie  des  nombres  de  M.  Stieljes,  on  peut  dire  qu'il  n'existait  pas 
encore,  en  français,  de  traité  vraiment  élémentaire  sur  la  théorie  des 
nombres.  L'étudiant  désireux  de  connaître  un  sujet  important,  laissé  en 
dehors  des  programmes  officiels,  en  était  réduit  à  relire  les  chapitres  excel- 
lents, mais  incomplets,  de  VAlgèbre  supérieure  de  Serret.  L'ouvrage  de 
M.  Cahen  vient  donc  combler  une  lacune  ;  son  livre  se  recommando  par  la 
clarté  parfaite  avec  laquelle  l'auteur  a  distribué  son  sujet. 

La  théorie  des  nombres  n'est,  dans  le  principe,  que  l'étude  des  nombres 
entiers  considérés  comme  seuls  éléments  de  calcul.  Rien  de  plus  clair  en 
apparence  que  cette  idée,  ni  de  mieux  fondé  en  pratique  ;  les  recherches  des 
analystes  modernes  et  des  arithméticiens  eux-mêmes  en  ont  cependant 
démontré  le  caractère  artificiel.  Renonçant  à  cette  distinction  peu  précise, 
M.  Cahen  n'évite  pas  de  parler  des  nombres  incommensurables  :  définis  par 
une  suite  finie  ou  infinie  d'entiers  (coeQicients  d'une  équation  algébrique  ou 
quotients  incomplets  d'une  fraction  continue  illimitée,  ces  nombres  se  com- 
binent avec  la  même  facilité  que  les  entiers  eux-mêmes. 

On  peut  voir  dans  le  chapitre  concernant  la  réduction  et  l'équivalence  dos 
formes  quadratiques  de  déterminant  négatif  (ac — t-<o),  combien  la  consi- 
dération des  racines  incommensurables  introduit  d'élégance  et  de  facilité 
dans  ce  sujet. 

Ajoutons  que  cette  introduction  des  irrationnelles  permet  à  M.  Cahen  do 
rattacher  à  la  théorie  des  nombres  certaines  questions  fort  intéressantes, 
telles  que  la  démonstration  de  l'existence  des  nombres  transcendants  à  l'aide 
des  fractions  continues.  Enfin,  au  point  de  vue  didactique,  il  est  utile  de  faire 
sentir  que  la  théorie  des  nombres  n'est  pas  une  science  de  pure  curiosité, 
mais  qu'elle  est  liée  d'une  manière  étroite  à  l'Algèbre  et  à  l'Analyse  générale. 
Regrettons  seulement  que  l'auteur  ne  se  soit  pas  placé  à  un  point  de  vue 
encore  plus  général  et  ail  cru  devoir  éviter,  dans  le  corps  de  l'ouvrage,  jus- 
qu'à la  mention  des  imaginaires. 

Le  livre  est  divisé  eu  six  chapitres  :  rappel  dos  théories  les  plus  élémon- 
laires,  compléments  aux  théories  élémentaires,  congrucncos,  résidus  qua- 
dratiques, nombres  incommensurables,  formes  quadratiques  binaires. 

Les  démonstrations  sont  toujours  élégantes  cl  claires  ;  peut-être  l'auteur 
oùt--il  bien  fait  d'illustrer  certaines  d'entre  elles  par  des  constructions  géomé- 
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triques  ;  nous  pensons  surtout  à  la  déinoiislratioM  «le  la  loi  de  réciprocité 
(lue  à  KronecUer  et  modifiée  par  Cayley  et  aussi  à  la  réduction  des  formes 
t|uadratiques  ramenée  par  F.  Klein  à  la  construction  d'un  Fundamentalbe- 
reich.  De  nombreux  exercices  numériques  facilitent  la  compréhension  de  ces 
théories  un  peu  ardues  ;  (juatre  tables  extraites  de  la  théorie  des  congruences 
de  Tchebyclielf  permettent  au  lecteur  de  multiplier  à  volonté  ces  exemples. 

N'oublions  pas  de  mentionner  dix  notes  terminant  l'ouvrage  et  contenant 
l'exposé  de  questions  particulièrement  intéressantes  ;  le  lecteur  y  fait  connais- 
sance avec  les  nombres  imaginaires  de  Gauss,  avec  les  fonctions  numériques, 
la  fonction  ^  (s)  de  Riemann,  etc. 

Dans  sa  préface,  l'auteur  nous  promet  la  publication  dur;  ouvrage  traitant 
des  parties  supérieures  de  la  théorie  des  nombres  ;  nous  ne  doutons  pas 
que  l'accueil  que  le  public  fera  aux  Eléments  de  la  Théorie  des  Nombres  n<- 
soit  de  nature  à  l'encourager  dans  ce  projet. 

C.  Cav,ler  (Genève). 


Eknest  Lebo.n.  —  Histoire  abrégée  de  l'Astronomie,  vII-2^!8  pages  ei 
i6  portraits,  caractères  elzéviriens,  avec  vignettes,  culs-de-larape  et 
fleurons;  Paris,  Gaulhier-Yillars,  1899. 

Voici  un  livre  qui  n'est  pas  banal,  et  auquel  son  intérêt,  mis  encore  en 
relief  par  une  forme  littéraire  élégante,  vaudra,  nous  n'en  doutons  pas,  vin 
légitime  succès. 

Il  est  composé  avec  une  compétence  qui  n  appartient  qu'à  quelqu'un  qui 
vit,  comme  M-  Lebon,  depuis  longtemps  dans  le  professorat. 

Le  but  de  cet  Ouvrage  est  de  donner  un  exposé  complet  des  grandes 
découvertes  et  des  travaux  importants  en  Astronomie,  aA'ec  une  courte  bio- 
graphie des  astronomes  qui  sont  morts. 

L'auteur  a  su  si  bien  condenser  les  matières  et  éviter  les  longueurs 
inutiles  que,  malgré  le  peu  d  étendue  de  son  livre,  ou  y»  trouve  nombre  de 
faits  et  de  notions  biographiques  et  bibliographiques  sur  des  personnages 
(contemporains  dont  le  nom  ne  se  trouve  même  pas  dans  les  ouvrages  simi- 
laires beaucoup  plus  étendus. 

Il  divise  cette  Histoire  en  trois  périodes  :  la  Période  ancienne,  se  termi- 
nant au  milieu  du  xvi'=  siècle  ;  la  Période  moderne,  s'étendant  du  milieu  du 
xvi'  siècle  au  milieu  du  xix"^,  et  la  Période  contemporaine ,  comprenant  la 
dernière  moitié  du  xix^  siècle. 

La  partie  relative  à  la  période  ancienne  renferme  deux  chapitres;  1  un 
consacré  aux  premières  observations  astronomiques,  ed'ectuées  en  Chaldée, 
en  Egypte,  en  Phénicie  et  en  Grèce,  l'autre  relative  à  l'histoire  du  Système 
de  Ptolémée. 

La  partie  concernant  la  période  moderne  comprend  neuf  chapitres,  respec- 
tivement intitulés  :  Système  de  Copernic,  Système  des  tourbillons,  Loi  de 
l'attraction  universelle,  Figure  de  la  terre.  Problème  des  trois  corps,  Méca- 
nique céleste,  Perfectionnement  de  l'Astronomie  physique.  Géodésie,  Météo- 
rologie. On  y  trouve  les  biographies  de  Copernic,  rycho  Brahé,  Kepler, 
Galilée,  Hevelins,  Picard,  lluygens,  R6mer,D.  Cassini,I.  ÏNewlon,  Flamsteed, 
llalley,  Bradiey,  Clairaut,  d'Alemhert,  Fuler,  Lagrangc,  Laplace,  de 
lialandc,  Delambre,  Brinkley.  Burckhardt,  Gauss,  Jacobi,  W.  llerschel, 
Piazzi,  Arago  et  Besscl. 
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La  partie  ayant  trait  à  la  période  contemporaine  est  partagée  en  dix  cha- 
pitres dont  les  titres  sont  les  suivants  :  Progrès  des  méthodes  de  la  Méca- 
nique céleste,  Progrès  de  l'Astronomie  stellaire,  Expériences,  observations 
et  hypothèses,  Analyse  spectrale  en  Astronomie,  Géodésie,  Météorologie,  La 
Pliotographie  en  Astronomie,  Découverte  de  petites  planètes  et  de  satellites, 
Sidérostat  à  lunette.  Mécanique  céleste  à  la  (in  du  xix"  siècle.  On  y  trouve 
les  biographies  de  Cauchy,  Delaunay,  Le  Verrier,  Airy,  Adams,  YvonVillar- 
ccau,  Argelander.W.  Struve,  Foucault,  Secchi,'Perrier,  Ba^yer,  Maury,  Gould. 
Mouchez,  y\.  Hervé  Faye,  Sophie  Kowalevski,  Tisserand  et  Gylden. 

Le  bel  ouvrage  de  M.  Lebon  comprend,  outre  un  très  intéressant  diction- 
naire biographique  et  bibliographique  sur  les  auteurs  contemjjorains  des 
travaux  exposés  dans  le  livre,  seize  reproductions  des  portraits  de  Copernic. 
Galilée,  Kepler,  L  Xewton,  V.  Herschel,  Laplace,  F.  Arago,  Le  Yerrioi-, 
J.  Janssen,  ^L  Lœwy,  P.  Perrier,  S.  Newcomb,  F.  Tisserand,  Sophie  Kowa- 
levki,  H.  Poincaré  et  de  H.  Faye,  en  {Vontisj)ice. 

R.    GuiMARA.ES, 

Membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Li^boiinr. 

Jacques  Boïer.  —  Histoire  des  mathématiques,  illustrée  de  fac-similé  di- 
manuscrits  et  de  portraits:  Paris,  Georges  Carré  et  C.  Psaud,  éditeurs. 
Un  vol.  in-8''  de  260  pages.  Prix  relié  :  5  fr. 

((  Dans  ce  livre,  dit  Fauteur,  nous  nous  sommes  proposé  de  suivi-e  l'évolu- 
tion des  mathématiques  chez  les  divers  peuples,  depuis  l'origine  de  la  civili- 
sation jusqu  à  la  fin  du  xix*^  siècle.  C'est  dire  assez,  vu  l'ampleur  du  sujet 
traité,  combien  de  recherches  intéressantes,  mais  de  second  ordre  toutefois, 
nous  avons  été  obligé  d'omettre.  Aussi  nous  ne  prétendons  pas  avoir  épuis>' 
une  matière  à  laquelle  Montucla  au  xviii^  siècle,  et  Moritz  Cantor,  tout  près 
de  nous,  ont  consacré  de  gros  volumes.  Notre  but  est  d'ailleurs  différent:  ces 
auteurs  s'adressent  à  ceux  qui  savent,  nous  demandons  simplement  que  ceux 
qui  apprennent  nous  lisent.  » 

Ayant  désigné  son  objectif,  l'auteur  élimine  de  ces  pages,  «  tout  luxe  d'éru- 
dition ».  Il  se  borne  à  donner  des  renseignements  biographiques  sur  les 
principaux  mathématiciens  et  s'efforce  d'imprimer  à  son  cours  un  caractère 
populaire  très  élémentaire,  en  évitant  presque  partout  des  formules.  C'est  à 
ce  point  de  vue  que  nous  devons  apprécier  ce  nouveau  livre.  Ce  ne  doit  pas 
être  une  œuvre  appuyée  sur  les  propres  recherches  de  l'auteur,  ni  un  cours 
pour  les  adeptes  de  la  science  historique,  mais  c'est  un  livre  destiné  à  un 
lecteur  instruit  s'intéressant  an  développement  des  sciences  mathématiques. 
Et  même  avec  cette  restriction,  le  but  poursuivi  par  Fauteur  n'était  pas 
facile  à  atteindre  ;  car,  en  effet,  exposer  le  développement  de  toutes  les 
sciences  mathématiques  en  260  pages  petit  format  in-8",  c'est  une  entre- 
prise qui  exige  un  j)Iau  iiabile  et  du  laleul  |>(nir  une  exposition  succincte 
d'un   si   vaste  sujet. 

L'auteur  a  eu,  il  est  vrai,  dans  cet  ordre  d'idées,  des  prédécesseurs  en  ces 
derniers  temps.  Le  mathématicien  anglais  Rousc  Bail  a  publié  il  y  a  quel- 
ques années,  un  petit  exposé  de  l'histoire  des  mathématiques  (Londres, 
première  édition  1888  :  deuxième  édition,  iSyS,  de  Sao  pages).  A  la  même 
époque  l'américain  Cajori  a  écrit  également  une  courte  histoire  (Londres  et 
New-York,  1894,  de  422  pages)  :   en  outre,   le  savant  danois  Zeulheii  a  écrit 
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mil'  histoire  des  niatlu'matiques  dans  rantii|uil('  cl  pendant  le  moyen  âj^c 
(édition  allemande  189^,  de  34 1  pages).  Cette  dernière  œuvre,  quoique  des- 
tinée aux  étudiants  en  mathématiques,  comprend  des  vues  originales  de  l'au- 
teur sur  les  mathématiciens  anciens.  Les  deux  premiers  ouvrages,  presque 
deux  fois  plus  gros  que  le  livre  de  M.  Boyer,  ont  eu  en  vue  un  lecteur  plus 
iamilier  avec  les  sciences  mathématiques. 

L'auteur  a  adopté  l'ordre  chronologique  en  réunissant  dans  ses  récits  les 
jirogrès  accomplis  dans  les  différentes  branches  de  la  Mathi-matique.  Il  par- 
lage  son  cours  en  18  chapitres.  Dans  le  i'"',  il  parle  des  mathématiques  chez 
les  anciens  peuples  de  l'Orient  ;  les  2®,  3^  et  4®  sont  consacrés  à  la  mathé- 
matique grecque  à  partir  du  commencement  de  son  développement  jusqu'aux 
grands  travaux  de  l'école  d'Alexandrie  ;  dans  le  5^,  il  énuraèrc  les  travaux 
d'Apollonius  et  le  développement  des  mathématiques  appliquées.  Dans 
le  6",  il  examine  l'état  de  la  science  grecque  du  i^""  au  5*^  siècle  après  Jésus- 
(Hirist  ;  dans  le  7^  chapitre  il  parle  de  la  mathématique  chez  les  Romains  : 
dans  le  8^^  de  celle  des  Hindous  ;  dans  le  9"  et  le  10°  de  la  science  arabe  et 
de  son  influence  sur  l'Europe  d'Occident;  dans  le  11'  de  l'école  byzantine. 
IJans  le  la*^  chapitre  il  étudie  les  précurseurs  des  nouveaux  progrès  ;  dans 
le  i3''  les  découvertes  de  Viète  et  de  Né^jer  ;  dans  le  14"  celles  de  Descartes, 
Fermât  et  Pascal;  dans  le  iS''  l'invention  de  la  haute  analyse  par  Newton  et 
Leibniz  :  dans  le  iG'^,  les  mathématiciens  anglais  du  xviii"^  siècle  et  les  recher- 
ches d'Euler.  Le  chapitre  17e  est  consacré  aux  œuvres  de  Lagrange,  Mouge, 
Laplace  et  Legendrc.  Enfin  dans  le  18^  chapitre,  ^L  Boyer  donne  un  aperçu 
<"u  plusieurs  pages   des   branches    principales  de   la   science  contemporaine 

L'impression  ressentie  après  la  lecture  de  ce  livre  a  été  avantageuse. 
L  auteur  sait  non  seulement  raconter  d'une  manière  intéressante,  mais  encore 
il  réussit  à  tirer  intelligemment  profit  des  sources  et  des  travaux  originaux 
et  à  choisir  parmi  eux  ce  qui  est  vraiment  essentiel  et  ce  qui  donne  la 
preuve  convaincante  du  développement  continu  de  la  science.  Néanmoins 
cela  lui  réussit  mieux,  en  général,  avec  la  science  ancienne  qu'avec  la  moderne. 
La  haute  portée  de  la  découverte  de  l'analyse  supérieure  n'est  pas,  à  notre 
avis,  présentée  aux  lecteurs  avec  une  clarté  et  une  force  satisfaisantes,  cl 
ilans  l'exposition  trop  succincte  de  l'époque  contemporaine  la  place  lui 
manque  pour  mettre  en  relief  les  principaux  points  caractéristiques  du  pro- 
giès,  par  exemple  :  la  théorie  des  nombres,  la  théorie  des  formes,  la  théo  - 
rie  des  groupes  finis  et  des  groupes  de  transformation  ;  nous  ne  trouvons 
qu'une  petite  mention  de  Lie  que  M.  Boyer  considère  à  tort  comme  suédois. 
Quoique  l'auteur  s  occupe  principalement  des  mathématiciens  décédés  il 
lionne,  —  avec  raison,  —  quelques  renseignements  sur  les  savants  vivant 
rucore,  mais  il  cite  principalement  des  noms  français.  11  n'est  pas  juste 
pourtant  de  taire  les  noms  des  illustres  allemands  contemporains  tels  que 
llilbert,  Brill,  Nôther,  et  plusieurs  autres  dont  le  mérite  ne  saurait  être  mis 
au-dessous  de  celui  de  quelques  mathématiciens  français  cités  dans  cette 
Hisloirc. 

î'armi  les  morts  nous  n'avons  pas  rencontré  le  nom  du  célèbre  lleluiholtz 
il  qui  Wni  doit,  entre  autres,  une  belle  page  tlans  l'histoire  du  {irobième  sur 
les  fondements  de  la  (i(''om(''lrie  dont  I\I.  Bovi-r  parle  aux  dernières  pages 
de   son  livre. 

I3ans  le  chapitre  x,  l'auteur  consacre  deux  pages  à  l'état  de  la  mathéma- 
tique en  Russie,   d'après    larlicle    de  Bobyuin  inséré  dans   l  Enseignement 
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Matliéinalique;  mais  à  la  page  82  il  eu  déduil  avec  trop  d'cmpressoraenl  une 
remarque  générale,  qui  n'est  pas  bien  fondée,  sur  létal  des  mathématiques 
(liez  les  Slaves  jusqu'au  temps  de  Pierre  le  Grand. 

A  la  page  198,  il  dit  que  Carnot  s'est  opposé,  dans  son  ouvrage  très  connu 
Héflexions  sur  la  inétliapysiqiie  du  calcul  infinitésimal,  à  la  méthode  des 
variations  de  Lagrange.  Carnot  n'est  pas  contre  ce  procédé,  mais  il  désap- 
prouve seulement  le  système  de  la  notation  des  dérivées  introduit  par 
J^agrange,  lequel  ne  lui  parait  ni  commode,  ni  convenable. 

Le  théorème  de  Gauss  {p.  289)  se  rapporte  non  pas  à  la  somme  des 
courbures  mais  à  leur  produit  ;  c'est-à-dire  à  la  courbure  gaussienne  des 
surfaces.  A  la  page  23o  où  il  est  question  de  la  représentation  géométrique 
des  nombres  complexes,  il  faut  mentionner  le  danois  Wessel  qui,  avant 
Argand,  a  découvert  cette  interprétation. 

A  la  page  10  nous  lisons:  ce  n'est  que  dans  une  époque  toute  réccute  qu'on 
a  démontré  l'incommensurabilité  du  nombre  Tt,  c'est-à-dire  l'impossibilité  de 
trouver  un  carré  équivalent  au  cercle  ;  au  lieu  de  l'incoramensurabililé  on 
devrait  mettre  la  transcendance.  A  la  page  28,  lénoncé  de  quelques  théo- 
rèmes tirés  des  Données  d'Euclide  est  erronné.  A  la  place  de  «  le  triangle 
dont  les  angles  sont  donnés,  est  donné  en  grandeur  m,  il  faut  dire  «  le  triangle 
dont  les  angles  sont  donnés  est  donné  en  son  espèce  »  ;  au  lieu  de  «  le 
triangle  dont  la  valeur  des  angles  et  le  rapport  des  côtés,  est  donné  par  son 
espèce  «,  rétablir  :  le  triangle  dont  nous  connaissons  la  valeur  d'un  angle  et 
le  rapport  des  deux  côtés  qui  forment  cet  angle  est  donné  par  son  espèce  ». 

11  serait  à  désirer  que  dans  une  nouvelle  édition  de  ce  livre  si  utile 
M.  Boyer  voulut  bien  reclilier  ces  erreurs  de  détail  et  agrandir  le  dernier 
chapitre  en  le  divisant  en  deux  et  peut-être  en  plusieurs  sections. 

lilnhu  l'exécution  matérielle  de  ce  volume,  qui  fait  partie  de  la  Bibliothcqui' 
lie  la  Revue  Générale  des  Sciences,  est  très  réussie.  De  belles  illustrations, 
surtout  dans  les  chapitres  consacrés  à  l'ancienne  littérature  et  des  portraits 
jjarfaitenient  auteuthiques  des  mathématiciens  :  Carnot,  Cauchy,  Descartes, 
M'""  du  Châtelel,  Euler,  Fermât,  M""^  Kovalewska,  Galois,  Lagrange, 
Laplace,  Leibniz,  Lobatchevski,  Monge,  Napier,  Newton,  Pascal,  Saunder- 
son,  Viète  et  Wcierstrass,  l'ornent  agréablement. 

S.  DIGKSTEI^■.  (Varsovie.) 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences  ;  i.  CXXX  : 
Paris,  Gauthicr-Villars,  1900. 

.\o  18  (3o  avril).  —  P.  Painlevk  :  Sur  nue  relation  entre  la  thdorie  des 
groupes  et  les  équations  din'érentielles  à  points  critiques  fixes.  —  A.  dk 
S\iM-GiiRM\ir(  :  Sur  la  fonction  S  introduite  par  M.Appell  dans  les  équations 
de  la  Dynamique. 

-N'^'  19  (7  mai).  —  A.  Kokn  :  Sur  iii   nn'thodc  fie  .\eumann  el  le  pi-ohlème  de 
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Dirichlet.  —  A.  Davidoglou  :  Sur  uno  application  de  la  méthode  des  appro- 
ximations successives.  —  HELGii  von  Kocu  :  Sur  la  distribution  des  nombres 
premiers. 

N°  20  (i-i  mai).  —  Le  Roy  :  Sur  les  séries  divergentes.  —  L.  Disaint  : 
Sur  la  représentation  des  fonctions  non  uniformes. 

N°  21  (21  mai).  —  M.  Darboux  est  élu  secrétaire  perpétuel.  — A.  Férand  : 
Sur  la  convergence  des  coefficients  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice. —  J.  CouLON  :  Remarques  à  propos  d'un  mémoire  de  M.  Masson 
sur  l'intégration  graphique  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

N<*  22  (28  mai).  —  Ed.  Maillet  :  Sur  des  suites  remarquables  de  sous- 
groupes  d'un  groupe  de  substitutions  ou  de  transformations  de  Lie.  — 
A.  GuLDBERG  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre 
<|ui  adinclliMil  une  intégrale  intermédiaire. 

Bulletin  de  la   Société   Mathématique  de  France  ;  Paris,   fiauihier- 

Villars. 

T.  XXVII,  fasc.  4.  —  ^-  FoNTENÉ  :  Sur  les  dégénérescences  des  63  sys- 
tèmes de  coniques  quadruplement  tangentes  à  une  quartique.  —  J.  Le  Roux  : 
Extension  de  la  méthode  de  Laplacc  aux  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  d  ordre  supérieur  au  second.  —  L.  Auto.nne  :  Sur  les  variétés  uni- 
cursales  à  plusieurs  dimensions.  —  Lé.meray  :  Application  des  fonctions 
doublement  périodiques  à  la  solution  d'un  problème  d  itération.  —  Ferrer  : 
Sur  un  symbole  analogue  aux  déterminants.  —  L.  Lecornu  :  Sur  l'équilibre 
relatif  d'un  solide  sollicité  par  la  force  centrifuge.  —  E.  Landau  :  Sur  la 
série  des  inverses  des  nombres  de  Fibonacci.  —  P.  Painlevé  :  Sur  la  repr»'-- 
sentation  des  fonctions  elliptiques. 

T.  XXYIII,  fasc.  I.  —  Goursat  :  Sur  une  transformation  de  1  équation 
.s  ■  =  4  )v  (.r,  ;)•)  Di-/.  —  E.  Maillet  :  Sur  les  groupes  échangeables  et  les 
groupes  décomposables.  —  E.  Picard  :  Sur  une  classe  de  surfaces  algébri- 
ques dont  les  coordonnées  s'expriment  par  des  fonctions  uniformes  de  deux 
paramètres.  — E.  Landau  :  Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  la  distribu- 
tion des  nombres  premiers.  —  Bkigard  :  Sur  les  propriétés  métriques  d'une 
certaine  correspondance  (i,  i)  entre  cubiques  focales.  —  De  Sparre  :  Sur  une 
application  des  fonctions  elliptiques.  —  Comptes  rendus  des  séances.  — 
RiPERT  :  Sur  les  propriétés  générales  des  formes  quadratiques.  —  Andrade  :• 
Sur  l'équation  fonctionnelle  de  Poisson.  —  Hadamard  :  Sur  les  intégrales 
d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires,  considérées  comme  fonc- 
tions des  données  initiales.  —  P.  Appell  :  Note  sur  les  expériences  du  Com- 
mandant Hartmann. 

Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées,  fondé  par  J.  Liouville  : 

5*^  série,  publié    par    C.  Jordan  ;  prix  d  abonnement  annuel  :  Paris,  3o  fr.  : 
Départements  et  Union  postale,  35  fr.  :  Paris,  Gauthier- A'illars. 

T.  V,  fasc.  j.  —  L.  Leau  :  Recherche  des  singularités  d'une  fonction 
définie  par  un  développement  de  Taylor.  —  Lercu  :  Formule  pour  le  calcul 
rapide  d'un  certain  potentiel.  —  Soltykow  :  Mémoire  sur  l'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

T.  VI,  fasc.  I.  —  P.  Appell  :  Développements  sur  une  forme  nouvelle  des 
équations  de  la  dynamique.  —  H.  Duport  :  Sur  les   équations  aux    dérivées 


BULLETINS  BlBLlOGRAVlliqVE  3i3 

partielles.  —  S.  Zaremba  :  Sur  le  développement  d  une  fonction  arbitraire 
ea  une  série  procédant  suivant  les  fonctions  harmoniques.  —  C.  Stépiianos  : 
Sur  une  extension  du  calcul  des  substitutions  linéaires. 

Bulletin  de  la  Société  pliilomatique  de  Paris,  9"  série,  t.  I.  1899. 

N"    \.  —  D.  Andhk  :  De  la  cinuptabililé  des  assauts  complets. 

Bibliotheca  mathematica,  Zeitschrift  fiir  Geschichte  der  mathema- 

tisclieil"Wissenscliaften,  pul)liée  par  G.  Enestkom  (Slockliohn)  :  série  3, 
tome  1;  Leipzig,  Teubner,  1900. 

N"*  I  et  2  (avril).  —  G.  EnlstkO.m  :  Ziele  und  Aufgaben  eines  Orgaus  fiir 
nialhemastich-historiche  Forscliung  und  fur  aktuellc  Fragenaufdem  Gebiete 
<ler  mathematischeu  Wissenschaften.  —  F.  Hultsch  :  Die  Pythagoreischeii 
Reihen  der  Seiten  und  Diagonalen  von  Quadraten  und  ihre  Umbildung  zu 
einer  Doppelreihe  ganzcr  Zahlen.  —  W.  Schmidt  :  Archimedes'  Ephodikon. 
—  P.  DuHEM  :  Archimède  connaissait-il  le  paradoxe  hydrostatique  ?  — 
G.  ZF.LTnE>-  :  rSote  sur  la  Trigonométrie  de  lantiquité.  —  C.  de  Vaux  : 
Notice  sur  un  manuscrit  arabe  traitant  de  machines  attribuées  à  Héron, 
Philon  et  Archimède.  —  P.  Taxnery  :  Notes  sur  la  Pseudo-Géométrie  de 
Boèce.  —  M.  Curtze  :  Zwei  Beitriige  zur  Geschichte  der  Physik  ira  Mit- 
Iclalter.  —  F.  Kucharzewski  :  Sur  quelques  niveaux  du  seizième  siècle.  — 
A.  VON  Braunmijul  :  Die  Entwickeluug  der  Zeichen-  und  Formelsprachen  in 
der  Trigonométrie.  —  G.  Lori.^.  :  Le  ricerche  inédite  di  Evangelista  Torri- 
cclli  sopra  la  curva  logaritmica.  —  G.  Heinrich  :  Notiz  zur  Geschichte  der 
Siuipsonschen  Regel.  —  J.  Bosscua  :  Les  «  Œuvres  complètes  de  Christiaaii 
Uuvgens  ».  —  D.  J.  Kokteweg  :  La  solution  de  Christiaan  Hygens  du 
l)roblème  de  la  chaînette.  —  J.  Stackel  :  Intégration  durch  imaginares 
(iebiet.  —  E.  La.mpe  :  Zur  Biographie  von  Jacob  Steiner.  —  E.  Wolffixg  : 
Bericht  ùber  den  gcgenwiirtigen  Stand  der  Lehre  von  den  nalurlichen  Koor- 
dinaten.  —  G.  Yivanti  :  Lista  bibliografica  délia  teoria  degli  aggregati 
1893-1899.  —  F.  Engel  :  Sophus  Lie.  —  F.  Mïjller  :  Cari  Immauuel 
(ierhardt.  —  S.  Gu.nther  :  Ferdinand  Bosenberger.  —  M.  Curtze  :  Zum 
sicbenzigslen  Geburtstage  Moritz  Cantors.  —  P.  Mansion  :  Programme  du 
eours  d  histoire  des  mathématiques  de  luniversité  de  Gand.  — G.  Yalentix  : 
Die  Vorarbeiten  fiir  die  allgemeine  mathematische  Bibliographie.  — 
C.  A.  Laisant  :  Sur  l'étal  d'avancement  du  répertoire  bibliographique  des 
sciences  mathématiques.  —  J.  H.  Grae  :  Uber  die  gej)lante  internationale 
uaturwissenschaftliche  Bibliographie.  - —  J.  Boyer  :  Le  congrès  interuational 
des  mathématiciens  à  Paris,  1900.  —  G.  E.nestr(3.m  :  Le  congrès  d  hi^jtoire 
des  sciences  à  Paris,  1900. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  anno  297,   série  5»,   vol.   IX: 
I"  ■"  seiueslrc  1900  ;   llendicoiUi  ;  llonie,  tip.   dell.  R.  Ace,  dei  Lincei. 

Fasc.  3  (4  février)  et  4  (18  février).  —  Viterbi  :  Sulle  trasformazioni  dell(> 
■  ■(juazioni  délia  dinamica  a  due  variabile. 

Fasc.  5  (4  mars).  —  Cerruti  :  Commcmorazione  dei  defuuto  Présidente 
Eugenio  Beltrami. 

l'asc.  6  (18  mars).  —  Levi-Civiia  :  Coinplcnieuti  al  teoi'ema  ili  Malus- 
Dnpiu  . 
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Fasc.  7  (i'-''  avril)  —  F^kvi-Civita  :  Compliriiciili  al  tcorcjiia  di  Malus- 
Dupin.  —  De  F"ranci;sco  :  Sull'  integra/.iono  dolic  eqiiazioni  ditrerenziali  de! 
moto  sponlanoo  di  un  corpo  rigido  in  uno  spazio  di  ciirvatura  coslante. 

Fasc.  9  (6  mai).  —  Almansi  :  Inlcgraziono  dolla  doppia  equaziono  di 
Laplaco. 

Rendiconti  del  Circolo  matematica  di  Palertno;  t.  XIY,  1901». 

Fasc.  3,  î  (mai,  juin,  juillet,  août).  —  Gkkbaldi  :  Sul  gruppo  simplicc  di 
36o  collineazioni  piane  (Parte  seconda).  — Bucc.\:  Studii  di  Analisi  :  I.  SuUo 
sviluppo  dcfçl  intcgrali  diin'equazione  difTerenziale  lincare  omogenea  noU  in- 
torno  d  un  punlo  singolare.  —  II.  Sulla  riduzione  dei  gruppo  di  Galois 
d'un  equaziono  algebrica  coU  aggiunzionc  di  irrazionalità  arbilraric.  —  111. 
Sulle  esprossioni  algebriche  costruibili  geometrica  nente  colle  sole  conicli!' 
o  con  curve  di  ordine  supcriore  al  sccondo.  —  IV.  Sulla  irrazionalità  ico- 
saedrica,  —  V.  Sulla  ridultibilità  dcUc  eqnazioni  binoniie.  —  Pixciierlk  : 
Sopra  un  problema  d  intcrpolazione .  — -  Vivanti  :  Sulla  trasformazione  di 
Laplace.  —  Skviîkini  :  Sulla  rappresentazione  délie  fiinzioni  reali  di  variabili 
reali  medianie  série  di  polinomi  razionali  intcri.  —  Pur.Lisi  :  Sul  movimenio 
di  un  punlo  non  soggelto  ad  alcuna  forza  sopra  un  toro.  — Bukgatti  :  Tcoria 
dei  sistenii  articolati  più  seniplici  (con  nna  ta  vola). 

Giornale   di  matematiche  di  Battaglini,   dirigé  par  A.  Capelli;  vol. 

XXXYIII,     1900;    prix    d'abonnement    annuel    (Union    postale),     18     !.. 
jNaples,  B.  Pcllerano. 

Mars-AvriL  —  G.  A.  Miller  ;  On  the  transitive  substitution  Groups 
which  are  isomorphic  to  a  given  group.  —  Guido  Fubixi  :  Sulla  teoria  dei 
limiti.  —  PiETRO  Alibraxdi  :  Sulla  elasticità  dei  solidi  complicata  da  varia- 
zioui  di  temperalura.  —  Ge.mixiano  Piroxdini  :  Una  corrispondenza  parlico- 
lare  fra  i  punti  di  due  lince  piane.  —  Roberto  Boxola  :  Sulla  introduzione 
degli  enti  improprii  in  Gcometria  projettiva.  —  V.  Alberti  :  Su  !•>  dijl".-- 
renze  di  O. 

Annali  di  matematica  pura   ed    applicata,  dirigées  par    L.   Iîia.nchi. 

L.  Cre.mona,  U.  Dini,  g.  Iu.ng  ;  série   >,  I.  1  \'  :  j)rix  d'abonnement  à  un  vol.. 
16  L,  ;  Milan,  G.  Robeschini,  1900. 

Fasc.  I,  2  (mars).  —  Bianchi  :  Sulla  deformazionc  dei  paraboloidi  di 
rotazione  negli  spazi  di  curvatura  costante.  —  Tanturri  :  Ricerchc  sugli 
spazi  plurisecanti  di  una  curva  algebrica.  —  Calù  :  Risoluzione  di  alcuni 
probicmi  sull'  applicabililà  dcUe  superficie.  — Armamxi  :  Sulla  superlîcie  di 
minima.  resistenza.  —  Dim  :  Eugenio  Bcllrami  (Cenno  necrologico  ed 
Elenco  dei  suoi  lavori). 

American  Journal  of  mathematics,  publié  par  S.  Newcomb:  vol.  .\.\ll. 

1900;    prix    d  aljonnemcul    annuel,    ">    dollars;    Baltimore,  Johns  llopkins 
Press. 

rs'o  2  (avril).  —  O.  Bolza  :  Ueniarks  concerning  tlie  expansions  of  the  liy- 
perelliptic  sigma-l'unctions. —  H.-P\  Blumifeldt  :  On  a  certain  class  of  groups 
of  transformalion  in  s|)acc  of  liiree  dimensions.  —  L.-l-.  Dickson  :  Canonical 
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forin  of  a  linoar  homogonoons  subsliUilion  in  a  (îalois  lîeld. —  F.-O.  Lovktt  , 
P'aniilics  of  transFor'iiiations  of"  slrai<r|i(  linos  into  sphères.  —  E.-M.  Blakk  : 
The  ellipsograph  of  Protliis.  —  N.-J.  Hatzidakis  :  fJisplacemeuts  dopcndin^ 
0(0110.  Iwo,...  k  paraniotcrs  in  a  spaco  of  «  dimensions.  — G. -A.  Miliki;  : 
On  a  produet  of  two  subslitulions. 

Zeitschr.  f.    d.  Realschulwesen,  herausgegeben    und    rodigiil  von  l-^ni . 
CztBtK,  Ad.  Ei;cnTi;L  uud  Moi-.  (iLosiii!.  i':»^  année,  1900.  Alf.  liolder,  Vienne. 

N'5  5. —  H.  Ki.EiM>F.TF.K  :  Zur  Einfiihrung  in  die  Caloiimctrie.- — P.  Raimunu 
Fischer  :  Die  Gleichnngen  dcr  gcmeintschafllichen  Tangenlen  zweici-  Kreise. 

PaedagOgisches  Archiv,  herausgegeben   von    Prof.    G.  Daiin  ;   i^e  anuée, 
n"^  6,   1900,  Dùrr,  Leipzig. 

Nyt  Tidsskrift  for  Matematik,  redigcrel  of  G.  Jui;l  et  V.  Tkiicu,   ir    an- 
née ;  série  B,  n"  1.  KoljLMiiiaun,   1900. 

El  PrOgresSO    matematico,    lovisia    ii(^    matemalicas    puras    y    aplicadas. 
direclor  U.  Zoi:l  G.  de  Galdeaxo.  St'-rie  2.  aiio  11,  Zaragoza,   1900. 

N^  II.  —  G.  PiKONDi.M  :  QueK[ues  applications  des  coordonnées  inlrin- 
sèqnes.  —  A.  Krahe  :  Nota  inaleniâlica.  —  Z.  G.  de  G.  :  La  geonielria  110- 
cncbdea.  —  D.  Laluo  Clakiana  :  Aplicacion  â  la  mecânica  de  la  formula  d^' 
L.  Dirieidet  —  k.  Aukuy  :  l'tude  élémentaire  sur  la  théorie  des  niaxima  e( 
niinima.  —  A.  Bozal  :  Suma  de  las  potencias  ;«*'"'-'*  de  los  recipi-ocos  de 
todos  los  divisores  de  un  numéro. 

Wiadomosci  Matematyczne,  rédigé  pai-  S.  Dickstiin.  t.   IV,  n'  j,  i9n(); 

J.  Sikorskiogo,  \\  arszawa. 

Jornal  de  sciencias  mathematicas,  physicas  e  naturaes,  publié  sons  les 

auspicus  de  1  Aead.  il.  des  sciences  de  Lisbonne  :  -i'-  st'-rie.  t.  VL  n"  21 
(février  1900).  —  A.  Scuiappa  Monteiuo  :  Sur  une  inégalité.  —  J.-A. 
Martixs  D.\  SiLv.v  :  Sobre  uni  intégral  delinido.  —  A.  Gaiîki:ii;v  :  Suln-i.  o 
calculo  das  phases  de  uma  funccào  simples. 

The  american  mathematical  Montlily,  rédigé  par  B.-F.  Fi.nkki.  et  J.-.M. 

GoLAw  ;  pi'i.x  d  abomiemenl  annuel,  1  dollars;  vol.  VII,  1900:  Drury  Gol- 
lege,  Springlied,  Mo.,  U.  S.  A.;  agent  en  Europe,  A.  llermann,  Paris. 

Principales  fcrmules  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Tableau 

résumé  par  les  Au//v('//t'A'  ciit/uilcs  de  iiiatliciiiatii/uca  ;  in-S  ";  pri.v  o  fr.  ■j'j  : 
Paris,  Gauthier-Villars,  1900. 

Celte  petite  brochure  est  appelée  à  rendre  les  plus  grands  services  au.v 
candidats  à  l'agrégation.  On  peut  même  dire  ([u'elle  leur  est  indispensable, 
puisqu  aux  termes  du  dernier  programme,  pour  le  concours  do  1900,  ils  sont 
olliciellement  autorisés  à  faire  usage  de  ce  tableau  pour  les  compositions 
écrites.  Nous  ne  pouvons  cju'applaudir  sans  réserve  à  cette  innovation.  La 
surabondance  des  ibrmules  n'est  pas  en  effet  l'une  des  moindres  difficul- 
tés de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ;  et  il  était  profondément  inu- 
tile, pour  ne  pas  dire  j)lus,  d'imposer  à  la  mémoire  des  candidats  une  pa- 
reille surcharge. 
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G.  Ai.AsiA.   —  Calcolo  grafico  ed   applicazioni  alla  statica   grafica 

1  vol.  gr.  in-S",  97  p.,  7  pi.;  pri.\  :  4  I-i- ;  CastcUo,  S.  Lapi,  1899. 

P.  MoLTiEK.  —  Essais  sur  l'organisation  rationnelle  de  la  comptabi- 
lité à  parties  doubles.  Prcinit  re  étude  :  Théorio  algébrique  de  la  comp- 
labllité;  gr.  in-8°,  46  p.;  prix  :  2  fr.  :  Rouen,  chezl'auteur,  i5,  rue  Pillore, 

1899- 

A.  Calino.n.  —  Etude  de  Géométrie  numérique;  gr.  in-8",  3\  p.  :  Paris, 
Gauthier-Yillars  ;  Nancy,  Berger-Levrault,  1900. 

D''  Eug.  Jaunki;.  —  Ueber   dreifach  perperktivische  Dreiecke  in  der 

Dreiecksgeometrie  ;    wisscnschaftliche   Beilage,    Progr.   der   8  len    lleal- 
scliule,  I  Iji-oeli.  in-J'^'.  -jGp.,  Berlin,  1900. 

Fred.  PiKTZKER.  —  Beitrage  zur  Funktionen-Lelire.    i  vol.   in-8".  64  p.. 

Teubncr,  Leipzig. 

.i  .-II.  Gu\i\  et  Ed.  GuBLER. —  Einleitungin  die  Théorie  der  Bessel'schen 
Funktionen;  erstcs  Heft  (i43p.),  die  Bessel'schen  Funktionen  erster  Art: 
zweiles  llefl,  (i56  p.)  die  Besselsclica  Funktionen  zweiler  Art  ;  pri.\  des 
deux  fascicules  :  8  Ir.  Wyss,  Berne. 

F.  Amodf.o.  —  Aritmetica  particolare  e  générale;  i  vol.  in-12,  xv-4ij  p.: 
prix  :   3,5o  L.  ;  Naples,  Luigi  Pierre,  1900, 

vi.  Yeronese.  —  Elementi  di  Geometria,  avec  la  collaboration  de  P.  Gaz- 
zANiGA  ;  in-12;  i'"  partie,  xvi-iig  p.;  prix  :  i5o  L.  ;  2*^  partie,  vi-240  p.: 
prix  :  2,5o  L.  ;  Vérone,  Padoue,  Drucker  frères,  190^». 

C'  Magxus  de  Spakke.  —  Etude  du  mouvement  des  projectiles  dans  le 
cas  où  la  résistance  de  l'air  est  supposée  proportionnelle  au  cube  de  la 
vitesse:  i  br.  in-S",  69  p.;  Paris,  Nancy,  Berger-Levrault,  1899. 

.1 .  Massau.  —  Mémoire  sxir  l'intégration  graphique  des  équations  aux 
dérivées  partielles;  i"'' fasc,  in-40,  autog.,  iv-144  p.;  Gand,  F.  Meycr 
vau  Loo,  1899. 

G.  Makïinelli.  —  Divisibilità  pei  numeri  primi  e  non primi;  in-S",  32  p.: 
prix  :  o,  60  L.  ;  Naples,  Aurelio  Tocco,  1899. 

P.  Sacerdote.  —  Recherches  théoriques  sur  les  déformations  élec- 
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L'EXSEIGXEMEXÏ  MATHÉMATIQUE  EX  HOLLANDE 


1.  Je  me  propose,  dans  les  pages  qui  vont  suivre,  de  donner 
quelques  indications  sur  l'enseignement  des  mathématiques  dans 
les  Pays-Bas.  L'étendue  du  sujet  est  telle  que  des  restrictions  me 
sont  prescrites  d'avance.  Ce  ne  sera  donc  qu'un  aperçu  qui,  sans 
doute,  présentera  des  lacunes.  Espérons  qu'elles  seront  comblées 
plus  tard  et  qu'un  jour  VEjiseigneuiciit  Matliématique  arrivera  à 
posséder  les  éléments  nécessaires  à  un  aperçu  complet. 

Quoique  le  Ijut  de  cette  étude  soit  surtout  d'arriver  à  donner 
des  notions  sur  l'enseignement  actuel,  je  ne  crois  pas  inutile  de 
présenter  d'abord  un  court  aperçu  historique  du  développement 
de  l'enseignement  mathématique  en  Hollande. 

2.  L'époque  la  plus  brillante  de  l'histoire  de  la  Hollande,  le 
xvii''  siècle,  fut  aussi  l'éjDoque  de  ses  grands  géomètres. 

Leurs  noms  occupent  une  grande  place  dans  l'Histoire  des 
iiuitliénaatiques  ;  les  savants  de  tous  les  pays  ont  rendu  hommage 
au  génie  créateur  de  quelques-uns,  aux  grandes  qualités  des 
autres.  11  serait  superflu  d  insister  sur  ce  lait  généralement 
coniui.  Un  aperçu  de  leur  carrière  scientifique  se  trouve  dans  les 
traités  de  l'histoire  des  mathématiques  ;  et,  de  son  côté, 
M.  D.  .1.  Korteweg  a  résumé  le  caractère  général  de  l'époque 
dans  un  discours  prononcé  à  l'Université  d'Amsterdam  ('). 
Qu'il  me  suffise  donc  de  citer  les  noms  de  S.  Stcvin,  W.  Snellius, 
Jean  de  AVitt,  C.  Huygens,  F.  van  Schooten,  H.  van  llcuraet, 
J.  lludde  ;  auxquels  il  faut  joindre  ceux  des  savants  étrangers, 
qui    ont    passé    en    Hollande    une    partie    de    leur    vie,    comme 


(')  llet  blocityJperk  der  wtskundigc  n'cicitsc/ta/ipcn  in  yedcrland.  Redcvoering' 
uilfresprolicii  op  don  Jaaidug  der  Anisleiduiiiâcbe  Uiiiversiloit  dcn  Sslen  ja- 
iiiiaii   1S94. 
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A.  Girard  et  11.  Dcscarles.  ^lais  il  convient  doxaminer,  si  l'in- 
fluence de  ces  éniinents  maîtres  fut  assez  grande  pour  faire  éelore 
des  traités  de  niathéniati([ues  élémentaires,  propres  à  initier  la 
jeunesse  aux  principes  de  la  science  et  à  les  propager  dans  toutes 
les  classes  de  la  population.  Consultons,  à  cet  effet,  le  catalogue 
de  la  Société  ^lathématique  d'Amsterdam  (|ui  nous  doniuMa  sous 
ce  rapport  quel([ues  renseignements,  et  la  série  des  communi- 
cations de  M.  Bierens  de  Ilaan  pul-)liées  dans  les  comptes  rendus 
de  l'Académie  Royale  des  sciences  d'Amsterdam  ('). 

3.  L'inspection  du  catalogue  montre  qu'au  moins  une  quaran- 
taine de  traités  d'Arithmétique  parus  pendant  le  xyii*"  et 
le  xviii"  siècle  ont  été  conservés  ;  ce  nombre  s'augmente 
d'une  vingtaine  de  traités  d'Algèbre,  d'une  trentaine  de  traités 
de  Géométrie  et  d'une  vingtaine  de  traités  de  ^lathématiques 
appliquées.  Une  liste  dressée  avec  le  plus  grand  soin  par  ^I.  Bie- 
rens de  Ilaan  fait  voir  qu'environ  quarante  tables  de  logarithmes 
et  de  Trigonométrie  furent  publiées  pendant  ces  deux  siècles  ; 
enfin  plusieurs  des  traités  conservés  embrassent  toutes  les  bran- 
ches des  mathématiques  élémentaires  pures  et  appliquées.  Si 
d'une  part  on  se  rappelle  que  j'ai  exclu  de  cette  énumération  les 
ouvrages  des  géomètres  de  premier  ordre,  traités  destinés  à 
ouvrir  de  nouvelles  voies  à  la  science  et  non  ii  la  populariser  ou 
à  l'enseigner,  et,  si  d'autre  part  on  tient  compte  du  fait  que  je 
n'ai  consulté  qu'un  nombre  restreint  de  sources,  on  peut  dire  ;i 
bon  droit,  qu'on  faisait  grand  cas  de  l'étude  des  mathématiques. 

4.  Tâchons  maintenant  de  saisir  l'esprit  dans  lequel  ces  traités 
étaient  conçus,  et,  dans  ce  but,  procédons  d'abord  à  une  ins- 
pection plus  minutieuse  des  titres. 

Nous  voyons,  dès  l'abord,  que  les  Hollandais  ont  bien  vite 
saisi  le  côté  pratique  des  mathématiques.  Ce  sont  surtout  les 
traités  d'Arilhméti([uc  (j^ui  en  font  preuve.  L'esprit  du  commerce 
se  révèle  dans  un  grand  nombre  d'entre  eux  ;  on  s'aperçoit  que 
beaucoup   d'auteurs  s'edorcent  dinitier  les  marchands  ii  l  art  de 


1 


(')  Ces  (•oinmiinications  se  Irotivciit,  sous  lo  litre  :  Kou^v^tofl'^n  voor  de  Oe- 
schiedeiiis  (1er  Wis-eii  NaUiurkundij^e  ■\vcleiiselu»ppen  iii  do  Ncdcrhiinlen  dans  les 
comptes  rendus  {Vvrslagen  en  Met/edcelingcn  tlciKoii.  Ak.  c.  UV^f/is»'//. )  dejniis 
l'an  1S74  jus([u"en'  iSSS. 
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dresser  et  de  l'aire  leurs  comptes.  Dans  d'autres,  le  jaugeage  et 
le  cubage  des  tonneaux  est  le  but  visible  des  calculs  ;  enfin  on 
s'adresse  aux  ingénieurs,  aux  arpenteurs  et  aux  niveleurs  pour 
leur  donner  un  guide  dans  leurs  opérations  sur  le  terrain,  aux 
marins  pour  guider  leur  course  à  travers  l'Océan. 

La  même  remarque  se  répète  quant  à  la  Géométrie.  Plusieurs 
auteurs  voient  parfaitement  le  parti  (jue  1  art  du  dessin  peut 
tirer  de  la  Perspective  et  par  conséquent  de  la  Géométrie  et  son 
application  à  la  science  de  l'ingénieur,  de  l'arpenteur  et  du 
marin. 

Dans  cet  ordre  d'idées  il  est  naturel  qu'un  si  giaiid  nombrt;  de 
tables  de  logarithmes  aient  paru  en  Hollande  et  que  la  Trigo- 
nométrie ait  fait  de  rapides  progrès  ;  relevons,  ([uant  à  cette 
catégorie,  que  la  première  table  Taisant  usage  tle  l'instrument 
encore  nouveau  des  logarithmes  parut  dès  1626  par  les  soins 
d'Ezechiel  de  Decker,  géomètre  arpenteur  et  collaborateur 
d'Adr.  Ylack,  qui  plus  lard  compléta  la  table  (^). 

5.  C'est  de  ce  même  point  de  vue  qu'on  d<)it  envisager  la 
fondation  de  lAcadémie  pour  l'éducation  des  ingénieurs,  en 
1600,  par  le  prince  Maurice  de  Xassau,  institution  qu'on  peut 
regarder  comme  une  première  tentative  pour  fonder  une  Ecole 
Polytechnique  ou  une  Ecole  militaire  supérieure.  Les  mathéma- 
tiques fui'ent  d'emblée  admises  dans  le  cours  ;  ce  dont  on  n'a 
pas  a  s'étonner  pendant  le  règne  d'un  prince  qui  eut  pour  ami 
et  guide  scientifi(jue  S.  Stevin  ;  mais  le  col»'  pratique  est  mis  en 
relief  ;  et  les  instiuctions  prescrivent  d'initier  les  ingénieurs,  au 
plus  vite,  aux  opérations  qu'ils  seront  appelés  à  exécuter,  sans  les 
torturer  avec  les  parties  plus  abstraites  de  la  science.  L'ensei- 
gnement mathématique  fut  donc  ce  que  nous  appellerions 
élémentaire. 

6.  Ne  crovons  pas,  toutefois,  que  les  côtés  scientifique  et 
pédagogi([ue  des  mathéniali([U(îs  aient  échappé  à  l'attention 
des  auteurs.  Plusieurs  faits  démontrent  qu'ils  avaient  des  vues 
plus  larges. 


(')   Voir  les  dél;iil,s  sur  ccUc  publication  cl  la  discussion  do  la  (juesliou  de  piio- 
rité  des  Hollandais  :  Bierens  île  llaan  l.  c,  année  187.I,  p.  H-. 
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En  premier  lieu,  nous  voyons  qu'une  grande  partie  du  con- 
tenu des  traités  est  souvent  consacrée  aux  problèmes  ;  et  parmi 
ces  problèmes  on  fait  grand  cas  de  ceux  qui  sont  propres  à 
exercer  l'esprit  et  h  augmenter  l'adresse  dans  l'art  de  résoudre 
les  problèmes  (le  mot  hollandais  qu'on  retrouve  sans  cesse  dans 
ces  traités  est  oiitl)indin<^'  c'est-à-dire  la  décomposition  des  pro- 
blèmes). Les  auteurs  se  portent  des  défis,  se  disputent  sur 
l'exactitude  des  solutions,  et  s'intéressent  aux  problèmes  pro- 
posés par  les  grands  géomètres  de  l'époque. 

En  second  lieu,  on  voit  que  l'étude  du  cercle  et  particu- 
lièrement celle  de  la  quadrature  était  en  vogue  ;  comme  de  nos 
jours,  il  convient  de  séparer  les  érudits  sérieux  des  spéculateurs 
qui,  sans  fondement  scientifique,  se  sentent  attirés  par  le  pro- 
blème de  la  quadrature.  Les  recherches  de  Ludolph  van  Ceulen 
et  d'Adriaen  Anthonis/,  dit  ^létius  (de  Metz)  sur  l'approximation 
du  nombre  t.  sont  bien  connues.  On  est  quelque  peu  surpris  de 
trouver  parmi  les  spéculateurs  le  nom  célèbre  de  Scaliger,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Leyde. 

En  troisième  lieu,  plusieurs  auteurs  se  donnent  beaucoup  de 
peine  pour  mettre  en  relief  l'influence  salutaire  des  mathé- 
matiques sur  le  bon  goût,  sur  le  jugement,  voire  même  sur 
l'esprit  religieux  ;  ils  tachent  de  faire  ressortir  le  coté  scien- 
tifique de  leurs  traités  ;  ils  s'adressent  à  leurs  lecteurs  comme  ii 
un  auditoire,  qui  a  grandement  besoin  d'être  convaincu  de  liiti- 
lité  de  la  science  qui  leur  est  offerte. 

Enfin  on  voit  qu'il  y  a  des  traités  destinés  aux  élèves  d'écoles 
et  d'autres  encore  à  l'adresse  des  amateurs  ;  deux  catégories  de 
lecteurs  qui  exigent  qu'on  s'occupe  de  considérations,  autres 
cpie  celles  qui  font  aboutir  la  science  aux  applications  pratiques. 

~.  Une  analyse  systématique  des  traités  de  mathématiques 
élémentaires  des  deux  siècles  précédents  me  ferait  sortir  du 
cadre  dans  lequel  jai  cru  devoir  resserrer  cet  exposé  ;  il  n'est 
pas  sans  intérêt,  cependant,  den  prendre  quelques-uns,  quelque 
peu  au  hasard,  pour  se  former  une  idée  de  la  méthode  des 
auteurs  et  de  la  manière  dont  ils  s'y  prenaient  pour  composer 
leurs  ouvrages.  Fixons  d'abord  notre  attention  sur  quehpios 
cours  complets  de  mathématicjues. 
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Ozanani,  bien  connu  par  un  recueil  de  Récréations  mathé- 
matiques, publia  à  Amsterdam  un  cours  complet  de  mathé- 
matiques (^1697).  Le  cours  se  divise  en  cinq  parties  :  I,  Intro- 
duction aux  mathématiques  et  éléments  d'Euclide  ;  II,  l'Arith- 
métique, la  Trigonométrie  et  les  tables  sinus  ;  III,  La  Géométrie 
et  la  Fortification  ;  IV,  La  Mécanique  et  la  Perspective  ;  V,  Lu 
Géographie  et  la  Gnomonique.  On  observera  qu'on  jugeait  alors 
le  domaine  des  mathématiques  beaucoup  plus  étendu  que  de  nos 
jours.  L'ouvrage  peut  être  considéré  comme  une  preuve,  qu'aussi 
en  mathématiques  on  jugeait  la  Hollande  propre  à  publier  des 
traités  en  lano-ue  étrangère. 

Gerhard  Kinckhuysen,  mathématicien  résidant  ii  Harlem, 
publia  pendant  la  seconde  moitié  du  xvii"  siècle,  entre 
autres,  un  traité  d'Arithmétique,  un  traité  d'Algèbre  et  un  traité 
de  Géométrie.  Le  traité  d'Algèbre  (1661)  attira  l'attention  de 
Newton  qui  eut  l'intention  d'en  publier  une  nouvelle  édition, 
intention  qui  ne  tut  pas  réalisée. 

L  n  travail  caractéristique  du  xvii''  siècle  est  le  traité 
de  A.  de  Graat  (1694).  L  auteur  qui,  pendant  ([uelque  temps, 
tint  une  école  îi  Amsterdam,  publia  de  même  plusieurs  ouvrages 
d'école  et  était  aussi  connu  comme  polémiste.  Le  titre  promet  ; 
«  Toutes  les  mathématiques  reconstruites  dans  leur  lorme  natu- 
relle ».  L'ouvrage  est  in-4'',  compte  3 18  pages  et  est  divisé  en 
treize  livres,  contenant  les  Proportions,  l'Arithmétique,  la  Géo- 
métrie, la  Trigonométrie,  l'Astronomie,  lArpentage  et  le  Jau- 
geage, la  Navigation,  les  Fortifications,  la  Gnomonique,  la  Pers- 
pective, lOptique,  la  Mécanique  et  l'Algèbre.  Mais  ce  n'est  pas 
tout,  tant  s'en  laut.  L'auteur  (ait  précéder  son  ouvrage  d'un  dis- 
cours sur  l'utilité  des  mathématiques,  science  d'origine  divine, 
et  qui  prédispose  h  (Comprendre  les  vérités  du  Christianisme, 
d'un  discours  sur  la  méthode  ([ui  nous  y  initie,  sur  l'attention 
qu'on  doit  porter  à  ses  principes,  sur  la  miMuoire,  ce  don  cpii 
aide  à  l'apprendre.  Une  péroraison  sur  la  manière  d  étudier 
l'ouvrage  couronne  l'édilice. 

On  reçoit  une  impression  à  peu  près  analogue  du  traité  de 
S.  Panser  (i76{i}.  Le  domaine  qu'il  embrasse  est  moins  vaste  ; 
ce  n'est  que  l'Algèbre  et  rArithméti([ue,  mais  la  conception  est 
la  même.   Encore  un  titre  propre  à  lairc  impression  :  «  Mathe- 
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matische  Rariteitskanicr  (Cabinet  de  curiosités  mathématiques)  »  ; 
encore  de  longs  discours  et  des  considérations  métaphysiques, 
une  dédicace  d'un  style  ampoulé.  Qu'on  romaïque  (pie  l'auteur 
écrit  eu  hollandais  et  s'adresse  aux  autorités  hollandaises  ;  bien 
qu'il  lut  géomètre  olliciel  ii  l'>nulen  sur  l'Eems  dans  une  contrée 
maintenant  allemande. 

8.  Nous  terminerons  notre  aperçu  sur  les  traités  du  dix-sep- 
tième et  du  dix-huitième  siècle  par  quelques  remarques  géné- 
rales ;  elles  se  rapporteront  aux  ouvrages  dont  le  but  est  plus 
restreint. 

l^armi  les  traités  d'Arithmétique  on  en  trouve  qui  sont  des- 
tinés à  l'école  ;  déjà  eu  1647  1  -^^'"ithmétique  de  Sybr,  llansz 
Cardinael  porte  le  titre  de  Schoolboeck  (livre  d'école). 

l^es  traités  de  Géométrie  paraissent  en  général  sous  le  nom 
d'éléments  d'Euclide  ;  celui  de  Dou  jDarut  en  1606  et  fut  suivi  de 
plusieurs  autres  ;  sans  doute  l'opinion  prédominante  était  qu'on 
ferait  preuve  de  pédantisme  en  prétendant  corriger  le  géomètre 
grec. 

Parmi  les  traités  il  faut  remarquer  ceux  consacrés  à  la  Pers- 
pective ;  leur  publication  à  cette  époque  est  en  harmonie  avec  le 
degré  de  perfection  qu'atteignirent  l'Architecture  et  la  Peinture. 
Citons  parmi  ces  traités  la  traduction  de  l'ouvrage  bien  connu 
de  Bosse  qui  parut  en  1G64  et  l'essai  de  Perspective  de  G.-J. 
s'  Gravesande  (ijii). 

Au  xviii^  siècle,  nous  voyons  apparaître  des  traductions  de  quel- 
ques traités  classiques,  comme  de  ceux  de  Clairaut  sur  l'Algèbre 
et  la  Géométrie  (1760)  et  de  l'Aloèbre  d'Euler  (1773). 

Dans  ce  même  siècle,  nous  rencontrons  des  traités  où  l'esprit 
pédagogique  se  dessine  plus  nettement;  en  nièmc  temps  les  col- 
lections de  problèmes  augmentent  en  nombre  et  on  attache  visi- 
blement grand  prix  il  leur  résolution. 

9.  Passons  maintenant  à  la  fin  du  xviii"  siècle  et  au  commen- 
cement du  xix^,  époque  remarquable,  sous  plus  d'un  rapport,  de 
l'histoire  des  math(''mati(jues  dans  les  Pavh-Bas  ;  et  tâchons  île 
saisir  (piehpies  particularités  dislinctives  de  cette  époque. 

Le  jjesoin  d'étudier  les  sciences  se  fait  vivement  sentir  dans 
toutes  les  classes  de  la  population;  à  côté  des  professionnels  on 


LEySEIGyE.MEXr  MATHÉMATIQUE   ES  HOLLANDE  323 

rencontre  de  nombreux  clilettanti  ;  bientôt  les  amateurs  de  la 
même  science  sentent  le  besoin  de  s'unir  par  un  lien  solide  ;  la 
iondation  de  sociétés  scientifiques  en  est  la  conséquence.  En 
malhêmutiques,  nous  voyons  la  fondation  de  la  société  de  mathé- 
matiques d'Amsterdam  (1779;-  D'après  les  premières  indications 
assez  vagues,  la  société  lut  fondée  pour  former  un  lien  entre  ceux 
qui  se  vouaient  aux  sciences  malhémati([ues,  soit  en  profession- 
nels, soit  en  amateurs,  et  surtout  pour  publier  des  ouvrages  et 
des  périodiques,  parce  que  les  ellorts  dans  cette  direction  n'a- 
vaient naguère  pas  eu  de  succès.  Bientôt  la  société  publia  des 
opuscules  et  des  collections  de  problèmes  ;  en  outre  elle  four- 
nit aux  frais  de  la  publication  de  c^uelques  traités  propres  à 
létutle  des  mathémati(jues,  savoir  :  un  traité  des  Fluxions  et  une 
traduction  de  l'histoire  des  Mathématiques  de  ÎMontucla  par  x\.-l3. 
Strabbe,  un  traité  de  Trigonométrie  par  O.  Bangma  et  une 
Géométrie  par  J.  de  Gelder, 

10.  Ce  qui  distingue  en  second  lieu  l'époque,  c'est  une  ten- 
dance à  régulariser  l'enseignement,  qui  se  révèle  par  des  lois  et 
des  décrets.  La  loi  sur  l'enseigemcnt  primaire  est  promulguée 
(1806);  déjà,  h  une  époque  plus  reculée,  le  ])esoin  d'un  enseigne- 
ment plus  solide  pour  les  olliciers  de  marine  et  les  officiers  de 
l'artillerie  et  du  génie  s'était  fait  sentir  ;  dès  la  restauration  de 
l'indépendance  des  Pays-Bas,  cet  enseignement  se  trouve  défini- 
tivement dans  les  mains  de  l'Etat:  de  môme  l'enseignement  uni- 
versilaire  et  l'enseignement  préparatoire  aux  universités  se  trouve 
réglé  par  des  décrets  ;  tout  cela  exerce  une  influence  manifeste 
sur  l'enseignement  mathématique  et  nous  porte  ii  examiner  quel- 
ques ouvrages  de  ce  temps. 

11.  A  partir  de  cette  époque  les  traités  d(>  mathématiques 
commencent  ii  se  subdiviser  à  mesure;  ([ue  hi  catégorie  des  lec- 
teurs varie.  l*arini  les  ouvrages  d'Arithméticpie  il  v  en  a  qui  sont 
destinés  à  l'éducation  de  la  jeunesse  ;  ils  prennent  un  caractère 
plus  élémentaire  et  se  contentent  des  premiers  éléments  et  de 
problèmes  cju'on  pourrait  appeler  rudimentaires.  D'autre  part, 
nous  voyons  des  traités  destinés  évidemment  aux  élèves  des  gyni- 
nases  et  des  écoles  militaires;  enfin  il  y  a  des  traités  dont  le 
caractère  est  plus  scienlifi<[ue  el  ([ui  sadressml  aux  «■tudiants  des 


324  J-    CARDISAAL 

universités.   Examinons-en   quelques-uns   pour  saisir  l'esprit  de 
l'éjîoque. 

12.  Le  traité  de  Géométrie  du  professeur  .T. -II.  van  Swinden 
mérite  une  mention  particulière.  Ce  géomètre  remaïquable 
{l'j^Q-i^i'i),  professeur  à  Amsterdam,  doué  d  un  esprit  original 
et  lucide  et  d'un  zèle  infatigable,  bien  connu  par  sa  coopération 
à  l'introduction  du  système  décimal  des  poids  et  des  mesures, 
prenant  vivement  part  au  mouvement  scientifique  de  son  temps, 
contribua  puissamment  par  son  traité  à  une  réforme  de  la  Géomé- 
trie. Il  annonce  la  rupture  avec  l'ancienne  méthode  d'Euclide 
que  les  auteurs  antérieurs  avaient  trop  servilement  suivie.  La 
forme  se  ressent  encore  des  particularités  du  temps  passé,  une 
certaine  ampleur  se  fait  sentir  dans  la  préface,  mais  l'originalité 
de  l'auteur  se  révèle  partout.  Le  traité  attira  l'attention  de  G. -C.-J. 
Jacobi,  cjui  publia  les  solutions  des  problèmes. 

De  même  J.  de  Gelder  (1765-1840),  professeur  h  Leyde,  publia 
des  traités  de  mathématiques  élémentaires  roulant  sur  toutes  les 
parties  de  la  science  ;  ses  ouvrages,  comme  celui  de  van  Swinden 
se  distinguent  par  la  rigueur  des  méthodes,  mais  sont  encore 
affectés  de  la  prolixité  dans  les  raisonnements  qui  distingue  la 
période  précédente,  seulement  l'auteur  divague  l^eaucoup  moins; 
s'il  tient  à  nous  sermonner  dans  ses  préfaces,  s  il  se  plait  à  énu- 
mérer  les  avantages  de  ses  traités,  du  moins  il  ne  quitte  pas  le 
domaine  des  mathématiques. 

i3.  Les  nombreux  ouvrages  de  de  Gelder  contiennent  de 
précieux  renseignements  sur  l'enseignement  mathématique 
de    la    première    partie   du    xix"  siècle  ;    nous    les   examinerons  ^ 

donc  de  plus  près  sous  ce  rapport.  Le  but  pédagogique   de  l'au-  * 

teur  se  montre  par  le  fait  qu'il  a  presque  toujours  composé,  à 
côté  de  ses  grands  traités,  des  doublures.  Ainsi,  par  exemple,  on 
a  de  lui  les  «  Principes  de  la  Géométrie  »  et  les  «  Premiers 
principes  de  la  Géométrie  ».  La  même  chose  se  répète  (juant  à 
l'Algèbre.  En  lisant  la  préface  très  étendue  des  «  Premiers  prin- 
cipes de  la  Géométrie  »  on  s'aperçoit  bien  vite  que  les  «  Prin- 
cipes »  représentent  un  cours  d'Université  (Leyde)  et  sont  destinés 
à  ceux  qui  se  vouent  aux  malhématiqucs,  mais  ([ue  les  u  Premiers 
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principes  »  sont  destinés  aux  écoles  latines.  Ces  premiois  prin- 
cipes se  bornent  à  la  Géométrie  plane  et  contiennent  les  notions 
générales,  la  congruence,  les  proportions,  les  aires  des  figures 
les  plus  simples,  les  figures  semblables  et  quelques  notions  du 
cercle.  Cette  dernière  partie  a  le  caractère  d'une  introduction  à 
l'étude  universitaire,  elle  renvoie  aux  «  Principes  »  et  contient 
en  outre  quelques  éléments  de  Trigonométrie. 

Nous  voilà  donc  au  lait  de  l'étendue  de  renseignement  mathé- 
matique des  écoles  latines  ;  mais  le  petit  livre  nous  renseigne 
aussi  sur  les  conditions  dans  lesquelles  cet  enseignement  se 
trouve  vers  la  date  de  sa  publication  (1827),  car  il  est  à  noter 
qu'il  revêt  dans  plusieurs  de  ses  parties,  le  caractère  d'un  plai- 
doyer. D'abord,  dans  la  préface,  l'auteur  observe  avec  une  cer- 
taine vigueur  que  la  loi  de  i8i5  exige  des  ("uturs  étudiants  des 
universités  des  connaissances  en  mathématiques  ;  mais  ensuite  il 
lance  ses  invectives  contre  ceux  qui  prétendent  qu'un  esprit 
vraiment  cultivé  se  distingue  par  son  ignorance  en  Géométrie,  et 
cela  principalement  parce  que  les  mathémathiques  sont  le  tom- 
beau du  bon  goût.  Et,  vraisemblablement,  on  le  voit  par  la 
peine  que  l'auteur  se  donne,  les  antagonistes  ne  se  trouvent  pas 
seulement  dans  les  rangs  du  monde  illettré  ;  il  vise  les  savants  et 
les  personnages  influents  qui  se  rendent  coupables  de  sembla- 
bles hérésies. 

Le  contenu  de  l'ouvraoe  est  en  harmonie  avec  le  délnil.  Evi- 
demment  l'auteur  sent  qu'il  s'adresse  à  un  auditoire  rélractaire, 
un  auditoire  qui  a  grandement  besoin  d'être  convaincu.  Surtout 
dans  la  première  partie,  les  premières  notions,  il  montre  par  de 
nombreux  exemples  tirés  de  la  Physique,  de  la  Géographie  et 
de  la  Cosmographie  que  la  Géométrie  a  ses  altaciies  dans  toutes 
les  parties  de  la  science  et  de  la  civilisation  humaine. 

i4-  Il  serait  superflu  d'anal vser,  pour  le  but  ([ue  nous  avons  en 
vue,  d'autres  ouvrages  du  même  auteur,  puisque  avec  l'Algèbre 
la  même  chose  se  répète  avec  quelques  variantes  ;  nous  eu  pou- 
vons conclure  que,  dans  la  première  moitié  du  xix"  siècle,  les 
mathématiques  aux  écoles  latines  se  bornaient  aux  premiers 
principes  dans  le  véritable  sens  du  mot  ;  que  l'opposition 
contre  cet  enseignement  était  assez  vive,  et  ([u'une  giande  [)artie 
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de  ce  que  nous  appelons  jualliéinaliques  élémcnlaires  élait-nt  re- 
léguées a  renseignement  universitaire. 

la.  L'enseignement  mathémali(|ue  de  l'école  mililaire  eut, 
aussi,  dans  la  première  moitié  du  siècle,  un  représentant 
plein  de  mérite,  savoir  J.  il.  Sclimidt,  professeur  de  ma- 
thématiques à  TEcole  du  génie  et  de  l'artillerie  de  Delft.  Le 
mot  Ecole  militaire  doit  être  pris  dans  le  sens  le  plus  étendu, 
puisqu'un  décret  de  l'année  181G  prescrit  <|ue  les  fulius  ofliciers 
de  marine  doivent  suivre  le  cours  de  cette  école  fondée  en  i8i4- 
Sclimidt  fut,  comme  de  Gelder,  travailleur  infatigable,  et  un  des 
membres  prédominants  de  la  Société  mathématique  d'Amster- 
dam. Il  publia  des  traités  sur  toutes  les  parties  des  mathéma- 
tiques, qui,  comme  ceux  de  de  Gelder,  nous  suggèrent  quelques 
remarques. 

L'auteur  est  original  dans  ses  ouvrages  sur  les  mathématiques 
supérieures  ;  dans  ses  traités  de  mathématiques  élémentaires  il 
est  l'interprète  de  S.  F.  Lacroix.  Parmi  ses  traductions  on  re- 
marque l'Algèbre,  la  Géométrie,  la  Trigonométrie,  mais  il  ren- 
dit surtout  un  véritable  service  à  la  Hollande  en  publiant  une 
traduction  de  la  Géométrie  descriptive  de  Lacroix  (1821).  Ce 
dernier  ouvrage  est  probablement  le  premier  traité  sur  cette 
science  en  langue  hollandaise  ;  du  moins  Strootman,  qui  publia 
en  1841  wiie  Géométrie  descriptive,  remarque  dans  sa  préhice 
qu'il  n'existe  qu'un  seul  ouvrage  hollandais  sur  la  Géométrie  des- 
criptive et  que  cet  ouvrage  est  une  traducliou,  ce  ([ui  lait  présu- 
mer qu'il  a  en  vue  le  traité  de  Lacroix-Schmidt. 

De  plus  on  remarque  dans  ses  ouvrages  une  plus  granch"  con- 
cision. Une  des  causes  en  est  peut-être  que  l'auleur  se  rattache 
aux  auteurs  français  ;  mais  il  y  a  une  raison  plus  vraisem- 
blable. Qu'on  se  rappelle  que  déji»  au  xva'"  siècle  le  besoin 
d'une  académie  pour  les  olhciers  du  génie  se  fit  sentir,  ajoutons- 
y  (ju'au  xviii''  siècle  ou  jugea  renseignemenl  malhématique 
de  beaucoup  d'importance  pour  les  olliciers  de  marine  ;  cela 
prouve  ([ue  les  traités  pour  les  écoles  militaires  répondaient  à 
un  besoin  moins  discuté,  plus  impérieusement  senti;  1  auteur  a 
donc  moins  besoin  de  se  poser  en  avocat. 

16.  Dans  la  période  suivante,  l(>s  auteurs  pi-ofesseurs  dt>  TEcole 
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militaire  (depuis  transférée  à  Brcda),  continuent  la  tradition. 
Relevons  les  noms  de  II.  Strootman,  auteur  de  la  première  Géo- 
métrie descriptive  originalement  hollandaise  et  de  quelques  trai- 
tés élémentaires,  et  de  J.  Badon  Ghyben,  qui  publia  des  traités 
sur  presque  toutes  les  parties  des  mathématicjues  élémentaires  et 
supérieures.  Le  changement,  déjà  signalé,  dans  la  forme  des  ou- 
vraoes  se  continue  ;  ils  conhennent  davantage,  mais  dans  une 
ft)rme  plus  concise  ;  les  discussions  et  les  considérations  aux- 
quelles de  Gelder  attachait  tant  de  prix  disparaissent.  Si  les  trai- 
tés sont  encore  assez  volumineux,  c'est  parce  que  l'auteur  tient  à 
ne  rien  oublier  et  à  donner  surtout  une  grande  dose  de  science  à 
rélève  ;  on  ne  peut  cependant  nier  que  la  valeur  des  traités 
comme  conception  scientifique  a  baissé  depuis  la  période  précé- 
dente. 

ij.  Avant  d'eu  finir  avec  celle  période,  fixons  encore  notre  at- 
tention sur  deux  genres  d'institutions  où  renseignement  mathé- 
matique remplit  un  certain  rôle. 

En  premier  lieu,  il  est  évident  qu'un  enseignement  préparatoire 
dans  les  mathématiques  devait  être  donné  aux  futurs  élèves  des 
Ecoles  militaires  ;  cet  enseignement  se  donnait  pour  la  plus 
grande  partie  dans  des  instilutions  particulières.  Les  traités  de 
mathématiques  et  les  collections  de  problèmes,  dont  on  hiisait 
usage,  peuvent  en  quelque  sorte  être  considérés  comme  prépara- 
toires aux  traités  complets  de  cette  période;  ils  ont  souvent  eu 
vue  un  futur  emploi  de  ces  livres. 

Remarquons,  en  second  lieu,  que  déjà  en  181  7,  un  déciet  royal 
régla  l'enseignement  aux  écoles  de  dessin  et  stipula  qu'elles  de- 
vaient servir  à  l'éducation  des  futurs  artisans.  Vax  182c)  une  exten- 
sion lut  donnée  au  décret  ;  il  semble  (ju'on  s'était  aperçu  ([ue  les 
arts  utiles  étaient  trop  sacrifiés  aux  beaux-aits  et  ([ue  surtout 
l'éducation  des  artisans  était  trop  reléguée  au  second  plan.  Une 
conséquence  de  ces  décrets  fut  que  dans  les  programmes  de  ces 
écoles  les  mathématiques  trouvent  leur  place.  Ce  furent  surtout 
les  applications  de  la  Géométrie  cpii  furent  enseignées,  l'ensei- 
gnement était  très  élémentaire  et  tout  praticpie,  mais  nous  rele- 
vons ce  fait  parce  qu'il  se  ratlaciie  à  létal  ultérieur  de  l'ensei- 
iiin'ment. 
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18.  Les  considérations  précédentes  nous  ont  menés  insensible- 
ment jusqu'à  l'an  i85o  environ;  en  résumé,  on  voit  que,  comme 
aujourd'hui,  l'enseignement  mathématique  était  à  la  fois  utilitaire 
et  destiné  à  développer  l'intelligence  et  le  jugement.  La  première 
forme  se  trouve  dans  renseignement  de  l'Arithmétique  dans  les 
écoles  primaires,  dans  l'enseignement  aux  écoles  militaires  et 
aux  écoles  de  dessin  ;  la  seconde  forme  se  trouve  surtout  dans 
l'enseignement  aux  écoles  latines  (gymnases).  Pour  voirie  résul- 
tat, il  y  a  lieu  de  consulter  une  brochure  de  ^L  Steyn  Parvé, 
à  cette  époque  (i85o)  professeur  à  l' Athénée  royal  de  Maestricht, 
plus  tard  Inspecteur  de  l'Enseignementsecondaire.  Cette  brochure 
est  surtout  remarquable  parce  qu'elle  fait  sentir  des  lacunes  dans 
l'enseignement  mathématique,  lacunes  qui.  plus  tard,  ont  été 
comblées  par  la  loi  sur  l'Enseignement  secondaire,  ^yous  croyons 
utile  d'en  donner  une  analyse  sommaire. 

iq.  En  premier  lieu  l'auteur  donne  une  revue  générale  de  l'en- 
seignement mathématique  aux  écoles  latines  et  aux  gymnases  (les 
deux  institutions  préparent  à  l'université,  le  programme  de  la 
dernière  est  plus  étendu)  ;  il  se  base  sur  les  rapports  des  com- 
missions d't^xamen  d'admission  h  l'université.  Par  la  clarté  et  le 
calme  du  stvle  mêmes,  par  la  multitude  de  faits  cités  à  1  appui 
des  assertions,  cette  revue  assume  de  plus  en  plus  le  caractère 
d'une  amère  critique.  Visiblement  l'auteur  est  forcé  de  se  poser 
en  avocat  pour  défendre  des  principes  qu'aujourd'hui  personne 
ne  conteste. 

11  commence  par  la  définition  des  mathématiques  et  démontre 
la  nécessité  de  leur  enseignement  sous  le  point  de  vue  du  déve- 
loppement de  l'intelligence  et  celui  de  la  prati(|ue  ;  il  })ose  ([ue 
le  premier  point  de  vue  doit  être  celui  du  gymnase. 

Il  constate  le  triste  état  des  connaissances  en  mathématiques 
chez  les  futurs  étudiants  et  s'oppose,  comme  jadis  de  Gelder,  aux 
savants,  aux  autorités  et  aux  personnages  d'influence  qui  croient 
les  mathématiques  superflues  quand  on  se  destine  à  la  littérature, 
il  la  théologie  ou  au  barreau.  Ces  résultats  médiocres  sont  dus 
aux  programmes,  aux  professeurs  et  à  la  méthode. 

20,  Les  proi^raninios.  Nous  avons  déjii  vu  (jue  l'enseignement 
aux  gymnases  était  réglé  par  des  décrets  royaux.  Ils  étaient  datés 
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de  i8i5,  1816,  1826.  L'auteur  met  eu  relief  que  les  limites  de 
l'Arithuiétique  et  de  l'Algèbre  y  étaient  passablement  arrêtées, 
mais  (|ue  dans  la  Géométrie  tout  est  vague  ;  par  conséquent  la 
Géométrie  de  l'espace  a  tout  à  lait  disparu  des  programmes,  et, 
encore,  on  a  resserré  les  limites  des  autres  parties  autant  qu'on 
l'a  pu.  La  conséquence  directe  en  est  qu'a  ruuiversité  les  profes- 
seurs ont  la  plus  grande  peine  du  monde  à  donner  une  certaine 
unité  aux  cours  destinés  à  des  étudiants  accourus  de  tous  côtés,  et 
doivent  souvent  se  contenter  de  donner  une  répétition  de  mathé- 
matiques très  élémentaires. 

Les  professeurs.  —  L'auteur  n'hésite  pas  à  dire  que  beaucoup 
d'entre  eux  laissent  à  désirer,  et  cela  principalement  parce  qu'on 
n'a  pas  toujours  eu  le  soin  de  désigner  à  ces  cours  des  personnes 
ayant  étudié  suffisamment  les  mathématiques  ;  il  semble  qu'alors 
on  croyait  que  des  personnes  dont  les  études  avaient  pris  une 
autre  direction  pouvaient  bien  enseigner  les  mathématiques  par 
dessus  le  marché;  il  démontre  énergi(juement  que  quiconque 
veut  enseigner  les  mathématiques  doit  avoir  fait  de  cette  science 
le  principal  jjut  de  ses  études. 

La  méthode  d'enseignement .  —  Celle-ci  était  souvent  défec- 
tueuse, ce  dont  on  n'a  pas  à  s'étonner  ;  au  lieu  de  faire  comprendre 
la  liaison  orgaui(pic  des  théorèmes  de  Géométrie,  au  lieu  de  for- 
mer et  de  développer  lindépendance  du  jugement  des  élèves,  on 
leur  faisait  souvent  apprendre  par  cœur  les  démonstrations  des 
théorèmes  et  on  les  forçait  à  une  reproduction  pénible  et  machinale 
de  la  démonstration  du  professeur. 

21.  Mais  la  brochure  est  loin  d'être  seulement  destructive,  elle 
renlerme  aussi  les  idées  de  l'auteur  sur  la  réiorme  essentielle- 
ment nécessaire  de  l'enseignement  mathématique. 

Avant  tout,  il  démontre  la  nécessité  de  faire  disparaître  tout  à 
fait  les  mathématiques  élémentaires  de  renseignement  universi- 
taire et  de  les  transférer  aux  gymnases  et  aux  écoles  préparatoi- 
res. l*our  en  linir  avec  les  notions  fausses,  conséquences  du 
vague  des  programmes  qu'il  condamne,  il  donne  lui-même  les 
limites  des  mathématiques  élémentaires  et  les  décrit  de  la  manière 
suivante  : 
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AritlnjK'liqne.  —  Noml)res  entiers,  propositions  élémentaires 
des  nombres,  (ractions  et  nombres  décimaux,  poids  et  mesures. 

Algèbre.  —  Opérations  fondamentales,  pol vnômes,  fractions 
algébriques,  théorie  des  radicaux,  équations  du  premier  et  du 
second  degré,  logarithmes. 

Gèoinèlrie.  —  Notions  fondamentales,  congruence  et  similitude 
des  figures  planes,  cercle,  aires  des  figures  planes,  polygones 
réguliers,  la  Trigonométrie,  la  Géométrie  de  l'espace  (évidem- 
ment l'auteur  suppose  que  cette  dernière  partie  se  borne  aux  pre- 
mières notions). 

Enlin   l'auteur  fait   observer  une  cfi"and(;   lacune    dans    l'ensei- 

o 

gnement  mathématique  des  Pays-Bas  ;  cette  lacune  est  le  manque 
total  d'écoles  où  ceux  qui  n'ont  pas  l'intention  de  compléter  leurs 
études  à  l'université  puissent  se  préparer  h  leur  carrière  sociale. 
Il  cite  comme  exemples  les  institutions  en  Allemagne,  les  lleal- 
gymnasien,  où  l'étude  des  sciences  exactes  remplace  celle  des 
classiques.  11  exprime  le  vœu  que  de  pareilles  écoles  soient  créées 
en  Hollande. 

Il  a  été  donné  a  l'auteur  de  voir  la  réalisation  de  ses  vœux  et 
de  coopère  rplus  tard,  comme  inspecteur,  au  fonctionnement  d'é- 
coles semblables  à  celles  qu'il  avait  en  vue. 

22.  Cette  brochure  nous  mène  à  l'enseionement  actuel  des 
mathématiques  élémentaires,  dont  nous  donnerons  une  esquisse 
rapide.  Passons  donc  en  revue  les  différentes  formes  de  l'ensei- 
gnement et  relevons-en  ce  qui  appartient  au  domaine  des  mathé- 
matiques. Quelque  rapide  que  soit  l'esquisse,  elle  permettra  de 
comparer    cet    enseignement    à  celui    qui    se  donne   ailleurs. 

23.  EnseigiWDicnl  primaire. —  Il  n'est  pas  facile  de  donner  une 
classification  des  écoles  primaires,  puisqu'elles  varient  selon 
qu'elles  se  trouvent  dans  les  villes  populeuses  où  elles  sont  sub- 
divisées en  plusieurs  catégories,  ou  dans  les  villages  où  elles 
sont  souvent  l'unique  institution  ;  mais  cependant  on  peut  les  divi- 
ser en  deux  grandes  classes,  celles  qui  s'appliquent  surtout  à 
préparer  les  élèves  à  l'enseignement  s(X'ondaire  et  celles  (pii  se 
proposent  de  leur  donner  l'enseignement  unique  et  linal.  Parmi  les 
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dernières,    on  comple   les   écoles    primaires    supérienres    protes- 
sionnelles  où  acluellenient  le  cours  est  plus  développé. 

L'enseioncment  mathématique  est  celui  de  l'Arithmétique.  La 
loi  ne  donne  pas  d'autre  définition  et,  quoique  le  programme 
varie  selon  les  besoins  de  la  population,  une  certaine  unité  se 
montre. 

11  va  sans  dire  que  rAritlunéli([ue  est  élémentaire.  Les  nombres 
entiers,  les  fractions  et  les  nombres  décimaux,  les  poids  et  les 
mesures  en  constituent  une  grande  partie  ;  la  méthode  prédomi- 
naute  pourrait  être  appelée  la  méthode  de  gradation.  Comme  les 
enfants  commencent  leur  éducation  à  Tàge  d'environ  six  ans, 
l'enseignement  commence  par  les  manipulations  avec  de  très 
petits  nombres;  ii  mesure  que  les  enfants  avancent  en  âge,  les 
nombres  s'augmentent  et,  de  la  sorte,  ils  sont  graduellement 
initiés  aux  opérations  fondamentales.  ]\Iais,  en  vertu  de  la  classi- 
fication susdite,  l'instruction  primaire  embrasse  encore  d'autres 
opérations  arithmétiques.  Sans  entrer  dans  de  profonds  détails, 
ou  demande  l'attention  des  élèves  pour  les  proportions  et  les  rap- 
ports, la  méthode  de  réduction  à  l'unité,  les  intérêts  sinqiles,  les 
partages  de  propriété,  les  règles  de  société,  les  alliages,  les 
questions  de  gain  et  de  perte,  etc.  Notons  qu'un  grand  nombre 
de  collections  de  problèmes  gradués  èi  l'usage  des  écoles  primai- 
res a  été  publié  et  se  publie  constamment,  problèmes  adaptés  i» 
l'ào-e  des  élèves  et  contenant  des  applications  de  toutes  ces  parties 
à  leur  portée  (^  . 

Relevons  que  la  loi  sur  l'enscIgnenKMit  primaire  de  i8j8  comp- 
tait parmi  les  sciences  a  enseigner  la  Géométrie  praticjue  élémen- 
taire, mais  que  la  loi  de  1889  a  ôté  cette  science  du  programme 
et  l'a  remplacée  par  le  dessin  libre  ;  ce  dessin  vient  en  aide  à 
l'imao-ination  géomctricpie,  parce  que  les  exemples  sont  des  figu- 
res d'une  régularité  géométrique. 

L'enseignement  inathémalit[ue  trouve  encore  sa  ])lace  dans  les 
institutions    ap[)aitenant    à    renseignement    priiuair*-,    mais    qui 


(')  Dans  la  preniicTC  partie  do  celle  étude  j'ai  cité  un  assez  grand   nonil)re  d'au- 
leiirs.  J'ai  pu   le   faire,  parce  que  leurs  nonis  ap]iarHeiment  déjà  à  l'Hisloirc.  On 
nie  pardonnera  si,  dès  à  présent,  je  me  dispense  de  nienlitinner  les  noms  d'auteurs, 
qui,  pour  la  jilnparf,  sont  encore  en  vie  et  si  je  nie  conlenle  de  conslalcr  que  leur 
eflbrls  pour  créer  de  bons  livres  de  classe  niérileiit  l'appréciation. 
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poursuivent  un  but  plus  élevé,  celui  de  former  les  futurs  précep- 
teurs des  écoles  primaires. 

Remarquons  enfui  que  la  loi  permet  de  donner  de  l'extension 
à  l'enseignement  des  écoles  primaires  et,  que  dans  les  écoles 
supérieures  déjà  nommées,  les  mathématiques  en  général  com- 
plètent le  cours  d'Arithmétique. 

24.  Ensei^nemejit  secondaire.  —  Nous  avons  vu  qu'à  la  fin  de  sa 
brochure  ^I.  Steyn  Parvé  démontra  la  nécessité  de  la  fondation 
d'écoles,  qu'il  compara  aux  Realgymnasien  de  l'Allemagne.  L'idée 
fut  secondée  par  plusieurs  autres  autorités  pédagogiques  ;  la  lacune 
dans  l'éducation  se  fit  sentir  de  plus  en  plus,  lorsqu'enfin  le  gouver- 
nement entreprit  la  réforme.  En  i863  le  ministre  de  l'intérieur, 
Thorbecke,  réussit  à  faire  promulguer  la  loi  sur  l'enseignement 
secondaire.  Elle  contenait  l'organisation  des  écoles  suivantes  : 

L'Ecole  secondaire  à  cours  de  cinq  années, 

L'Ecole  secondaire  a  cours  de  trois  années, 

L'Ecole  secondaire  du  soir, 

L'Ecole  d'Agriculture, 

L'Ecole  polytechnique. 

Comme  on  le  voit,  l'ensemble  des  institutions  réglées  par  la 
loi  est  hétérogène.  On  désirerait  ardemment  y  voir  des  institu- 
tions qui  ne  sont  pas  nommées  ;  d'autre  part  on  se  demande  si 
l'Ecole  d'Agriculture  et  l'Ecole  polytechnique  n'exigent  pas  une 
organisation  spéciale.  Mais  (ju'on  se  rappelle  que  la  loi  date  de 
i863  ;  qu'on  s'est  d'abord  appliqué  à  subvenir  aux  besoins  les  plus 
pressants,  et  que  beaucoup  d'institutions  c|ui  pourraient  s'y  trou- 
ver sont  régies  par  d'autres  lois  ou  décrets.  Néanmoins  une  revi- 
sion de  la  loi  est  vivement  désirée  par  quiconque  s'intéresse  à 
l'enseignement  en  Hollande. 

Comme  le  présent  travail  traite  de  l'enseignement  des  mathé- 
matiques élémentaires,  nous  passerons  sous  silence  l'Ecole  poly- 
technique et  nous  ne  ferons  qu'eflleurer  l'Ecole  d'Agriculture, 
pour  nous  occuper  plus  en  détail  des  autres  écoles. 

25.  Ecole  secondaire  à  cours  de  cinq  années.  —  Cette  école  est 
celle  que  M.  Parvé  réclamait;  c'est  la  principale  institution  pour 
l'enseignement  des  mathématiques  élémentaires.  Pour  bien  com- 
prendre son  organisation,  ne  perdons  pas  de  vue  que,  tout  comme 
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Técole  primaire,  elle  a  un  but  double.  Lenseignement  est  final 
et  en  même  temps  préparatoire  ;  final  pour  ceux  qui  abordent 
leur  carrière  sociale  \\  la  sortie  de  lécole  et  ont  senti  le  besoin 
dune  base  solide  de  sciences  exactes  ;  préparatoire  pour  ceux 
qui  se  proposent  de  suivre  un  cours  plus  élevé,  particulièrement 
celui  de  l'Ecole  polytechnique.  Une  certaine  hétérogénité  dans  le 
programme  en  est  la  cause. 

Voyons  d'abord  ce  qu'on  entend  par  mathématiques  élémen- 
taires. iNI.  Steyn  Parvé  donna  des  limites  dans  sa  brochure  pour 
remédier  au  Aague  des  opinions  sur  ce  sujet.  Le  programme  de 
l'école  secondaire  part  des  idées  qu'il  formula,  mais  il  a  étendu  les 
limites.  En  fixant  notre  attention  sur  les  points  principaux  et  en 
faisant  ressortir  les  côtés  saillants,  nous  arrivons  à  fénuméralion 
suivante  : 

Aritlunètique.  —  Nombres  entiers,  propositions  élémentaires 
des  nombres,  fractions  et  nombres  décimaux,  poids  et  mesures, 
proportions  et  rapports,  le  calcul  des  intérêts,  la  règle  de 
société,  etc.,  nombres  incommensurables,  racine  carrée  et  cubi- 
que, nombres  approchés.  Problèmes  empruntés  à  la  vie  pratique. 

Algèbre.  —  Opérations  fondamentales,  polynômes,  fractions 
algébriques,  équations  du  premier  degré,  théorie  des  radicaux 
et  des  exposants  négatifs  ou  fractionnaires,  équations  du  second 
degré  et  équations  à  plusieurs  inconnues  dont  la  solution  se 
réduit  à  celle  dune  équation  du  second  degré  ;  nomJjres  imagi- 
naires ;  logarithmes,  progressions  arithmétiques  et  géométriques, 
intérêts  composés,  équations  indéterminées  du  premier  degré, 
premiers  éléments  de  quelques  opérations  traitées  en  détail  dans 
r Algèbre  supérieure. 

(jêoniL'trie.  —  Notions  fondamentales,  congruence.  et  simili- 
tude des  figures  planes,  cercle,  aires  des  figures  planes,  polvgones 
réguliers.  Trigonométrie.  Géométrie  de  l'espace  ;  ligne  droite  et 
plan,  polyèdres,  solides  de  révolution,  ({uelques  notions  de  Géo- 
métrie supérieure  devant  servir  d'introduction  à  l'étude  de  cette 
science.  Géométrie  descriptive  ;  droite  et  plan,  trièdre,  polyèdres 
selon  la  méthode  de  la  projection  orthogonale. 

Ajoutons  qu'on  donne  un  cours  de   Mécani(pie  élémentaire  et 

Enseignement  ma  th.  aa 
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que  le  Dessin  linéaire  fait  parti  de  l'enseignement.  Ce  dessin  vient 
en  aide  à  la  Géométrie,  parce  qu'il  permet  de  faire  exécuter  les  pro- 
blèmes de  Géométrie  plane  et  les  épures  de  Géométrie  descriptive. 
Nous  avons  analysé  en  détail  le  programme  de  l'École  à  cours 
de  cinq  années  parce  qu'il  donne  h  peu  près  la  mesure  des  mathé- 
matiques élémentaires,  telle  qu'on  les  entend  en  Hollande; 
l'analvse  des  autres  institutions  peut  donc  être  sommaire. 

26.  Ecole  secondaire  à  cours  de  trois  années.  — Les  deux  classes 
qu'elle  compte  de  moins  que  la  précédente  sont  les  deux  classes 
supérieures.  Ne  croyons  pas  toutefois  qu'on  obtiendrait  le  pro- 
gramme de  cette  école  en  retranchant  la  dernière  partie  du  pré- 
cédent. 

Le  but  de  cette  école  étant  d'être  en  même  temps  une  école 
finale,  on  s'applique  à  enseigner  les  mathématicjues  dans  une 
forme  plus  concise,  a  entrer  moins  profondément  dans  quelques 
détails;  et  de  cette  manière  l'enseignement  devient  peut-être 
plus  superficiel  mais  en  même  temps  plus  complet. 

Le  programme  original  de  Steyn  Parvé  s'accorde  en  plusieurs 
points  avec  celui  de  cette  école.  L'école  à  cours  de  trois  années 
est  l'unique  école  secondaire  de  plusieurs  petites  villes  et  fleurit 
dans  les  grandes  villes  à  côté  de  l'école  à  cours  de  cinq  années. 

27.  Ecole  secondaire  du  soir.  — Nous  voilà  arrivés  à  une  école 
qui  poursuit  un  but  tout  différent.  J'emploie  le  mot  école  du  soir, 
quoique  la  loi  parle  aussi  d'écoles  qui  donnent  leurs  cours  pen- 
dant la  journée. 

Mais  comme  cette  forme  n  a  jamais  été  populaire,  nous  ne  nous 
eu  occuperons  pas,  et  considérerons  seulement  celle  où  renseigne- 
ment se  donne  pendant  les  heures  du  soir.  D'après  les  termes  de 
la  loi,  l'école  est  destinée  aux  futurs  artisans  et  laboureurs  ; 
comme  les  écoles  se  trouvent  surtout  dans  les  villes,  c'est  à  la 
première  catégorie  d'élèves  qu'elles  s'adressent. 

Comme  nous  l'avons  vu,  bien  avant  la  loi  de  i8G3,  il  existait  dans 
la  plupart  des  villes  des  écoles  de  dessin  ;  surtout  dans  les  villes 
populeuses;  celles-ci  avaient  pris  leur  essor  et,  à  l'époque  de  la 
promulgation  de  la  loi,  il  v  en  avait  qui  étaient  devenues  de  véri- 
tables écoles  des  arts  et  métiers.  En  créant  les  écoles  du  soir,  la 
loi  ne  ht  dans  beaucoup  de  villes  autre  chose  que  légaliser,  régn- 
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lariser  et  étendre  des  institutions  déjà  florissantes;  mais  dans 
d'autres,  surtout  dans  les  villes  moins  populeuses,  elle  remédia 
aux  lacunes  des  programmes  et  rendit  ainsi  un  véritable  service 
à  renseignement.  Tâchons  donc  maintenant  de  décrire  le  rôle  que 
joue  l'enseignement  mathématique,  dans  ces  institutions,  qui,  sous 
des  noms  dilTérents,  sont  d'une  grande  utilité  pour  les  artisans  et 
artistes. 

Il  ne  peut  être  question  d'un  cours  de  mathématiques  comme 
celui  des  deux  institutions  précédentes.  La  majorité  des  élèves 
sont  de  futurs  artisans  qui  n'ont  parcouru  que  l'école  primaire  et 
qui,  pendant  le  jour,  exercent  leur  métier  ;  une  grande  partie 
des  heures  scolaires  est  consacrée  au  dessin  libre  et  au  dessin 
linéaire  ;  il  ne  reste  donc  guère  de  temps  pour  les  sciences.  Par 
conséquent  l'enseignement  mathématique  prend  une  forme  à  la 
fois  élémentaire  et  pratique;  il  devient  la  continuation  de  l'Arith- 
métique de  1  école  primaire  et  donne  les  calculs  prati([ues  et  la  géo- 
métrie pratique  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  les  arts  et  métiers. 

Mais  les  mathématiques  sont  représentées  dans  ces  écoles  d'une 
manière  indirecte  encore.  Comme  il  a  déjà  été  remarqué,  le 
dessin  linéaire  et  plus  particulièrement  le  dessin  industriel  y 
joue  un  grand  rôle  ;  or,  la  connaissance  des  éléments  de  la  mé- 
thode des  projections  et  de  la  perspective  étant  indispensable 
pour  bien  saisir  les  méthodes  de  dessin,  et  le  temps  ne  permet- 
tant pas  ([uOn  y  consacre  un  cours  spécial,  on  y  remédie  en  fai- 
sant exécuter  aux  élèves  des  dessins  où  ces  principes  sont  appli- 
c[ués  à  -des  exemples  simples,  empruntés  pour  la  plupart  aux 
objets  familiers  aux  élèves  par  la  pratique  de  leur  métier. 

Ajoutons  que,  dans  quelques  villes,  ces  écoles  du  soir  ont  pris 
une  extension  qui  les  a  transformées  en  de  véritables  académies; 
en  ce  cas  le  cours  de  niathémati([ues  est  plus  développé,  la  (léo- 
métrie  descriptive  trouve  sa  place  dans  le  programme  et  la  pers- 
pective est  traitée  avec  plus  de  détails. 

28.  Terminons  l'analyse  des  écoles  iioninK'es  dans  la  loi  par  un 
seul  mot  sur  l'École  d'Agricultui-e.  Cette  école  (à  Wageningen) 
est  maintenant  subdivisée  en  plusieurs  parties  et  a  pris  un  déve- 
loppement beaucoup  plus  grand  (jue  ne  le  prévoyait  la  loi.  Une 
de  ces  paiiies  est  une  école  secondaire,  <pii  retombe  dans  les  cou- 
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sidérations  précédentes  ;  il  est  clair  que  dans  les  autres  parties 
les  malhéinaiiques  sont  surtout  considérées  au  point  de  vue  de 
leurs  applications. 

29.  L'analyse  sommaire  de  renseignement  des  mathématiques 
élémentaires  d'après  la  loi  sur  l'enseignement  secondaire  ter- 
minée, la  tâche  de  donner  un  aperçu  sur  les  autres  institutions 
devient  difficile.  Jusqu'ici  on  pouvait  remarquer  une  certaine 
unité,  mais  maintenant  une  multitude  d'écoles  et  de  lycées  se 
déroulent  devant  les  yeux  de  l'observateur,  institutions  dont  l'or- 
ganisation se  trouve  disséminée  dans  plusieurs  lois  et  dont  plu- 
sieurs sont  des  créations  particulières  et  locales.  Nous  en  par- 
courrons rapidement  quelques-unes  en  nous  proposant  surtout  de 
les  rapprocher  des  types  déjà  traités. 

30.  Considérons  d'abord  les  institutions  qui  se  rapprochent 
plus  ou  moins  de  l'école  secondaire  à  cours  de  cinq  années. 

Ecole  secondaire  pour  les  jeunes  filles  à  cours  de  cinq  années. 
—  La  loi  de  i863  passe  sous  silence  la  question  du  sexe  des 
élèves  ;  par  conséquent  bien  des  écoles  secondaires  nommées 
comptent  des  jeunes  filles  parmi  leurs  élèves  ;  la  grande  majorité 
des  élèves  cependant  sont  des  garçons. 

Le  besoin  s'étant  lait  sentir,  dans  plusieurs  villes,  d'une  ins- 
truction solide  pour  les  jeunes  filles,  on  érigea,  à  leur  usage,  des 
écoles  dont  le  programme  montre  une  grande  analogie  avec 
ceux  des  écoles  décrites.  Cependant,  quand  on  y  regarde  de 
plus  près,  on  voit  que  les  sciences  en  général  et  les"  mathé- 
matiques en  particulier,  se  trouvent  beaucoup  plus  au  second 
plan.  11  s'ensuit  que  l'enseignement  mathématique  se  borne 
il  l'Arithmétique  et  aux  premiers  éléments  de  l'Algèbre  et 
de  la  Géométrie.  Je  me  bornerai  à  cette  remarque  générale,  car 
il  n'est  pas  facile  de  tracer  rigoureusement  les  limites  ;  la  loi,  les 
décrets  et  les  droits  qui  s'acquièrent  par  les  examens  de  sortie 
des  écoles  secondaires  précédentes  donnent  à  celles-ci  une  cer- 
taine unité;  mais  les  écoles  pour  les  jeunes  filles  sont  beaucoup 
j)lus  indépendantes  l'une  de  1  autre  et  par  consé(uiont  moins  assu- 
jetties à  des  règles  immuables. 

3i.  (jijninase.  — Après  la  création   des  écoles  secondaires  les 
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gymnases  perdirent  de  plus  en  plus  le  caractère  d'écoles  finales 
pour  revêtir  celui  d'écoles  préparatoires  aux  universités.  Leur 
organisation  est  décrite  à  grands  traits  dans  la  loi  de  l'enseigne- 
ment  supérieur  (i8j6),  mais  leur  programme,  en  ce  qui  concerne 
les  sciences  exactes,  ne  pouvait  manquer  d'être  iniluencé  par 
celui  des  écoles  secondaires. 

La  loi  de  1876,  se  plaçant  sur  le  pointde  vue  que  les  étudiants 
des  universités  doivent  être,  aussi  vite  que  possible,  initiés  à 
leurs  études  spéciales,  retira  les  mathématiques  élémentaires  de 
l'enseignement  universitaire  afin  de  leur  assigner  leur  place  défi- 
nitive dans  l'enseignement  des  gymnases.  Mais  leur  position  y 
est  tout  autre  que  dans  les  écoles  secondaires.  Tandis  que  dans 
celles-ci  les  sciences  exactes  prédominent,  dans  celles-là  les 
classiques  doivent  occuper  la  place  d'honneur,  et  par  consé- 
quent les  mathématiques  occupent  beaucoup  moins  de  place 
sur  le  programme.  11  s'ensuit  qu'en  même  temps  la  signification 
du  mot  élémentaire  s'altère. 

Au  Gvmnase,  on  avait  à  vaincre  la  difficulté  que  l'éducation 
mathématique  de  ceux  qui  se  destinent  à  l'étude  des  lettres,  à 
celle  de  la  théologie  et  à  celle  du  droit,  doit  différer  de  celle  des 
futurs  étudiants  de  la  médecine  et  des  sciences  exactes  et  natu- 
relles, l^ar  conséquent  on  a  divisé  le  cours  en  deux  parties.  En 
examinant  le  cours  de  la  seconde  catégorie,  et  en  le  comparant 
à  celui  de  l'école  secondaire,  on  voit  qu'on  y  a  remplacé  la  Géo- 
métrie descriptive  par  la  Trigonométrie  sphérique  et  les  premiers 
éléments  de  la  Géométrie  analytique,  changement  qui  s'explique, 
(juand  on  songe  à  la  différence  entre  les  études  de  l'université  et 
celles  de  l'Ecole  polvtechni([ue.  Le  cours  de  la  i^remière  catégorie 
se  rapproche  du  programme  donné  aulrelois  par  M.  Stcyn  L^arvé. 

3i.  Ecole  secondaire  de  coniniercc  ou  d'inditslrie.  —  Déjà  dans 
l'enseignement  secondaire  on  a  senti  le  besoin  d'une  préparation 
spéciale  pour  le  commerce  ou  l'industrie.  Quoique  la  loi  ne  dise 
rien  à  cet  égard,  l'initiative  des  autorités  municipales  y  a  remé- 
dié ;  dans  quelques  villes  on  a  ajoulé  à  l'école  secondaire  un 
cours  spécial  pour  ceux  qui  se  destinent  au  commerce,  tandis 
([u'à  Amsterdam  une  véi'ilable  école  du  commerce  a  été  fondée. 
I'>n  considérant  le  cours  de  l'école  secoudaiio  comme  ly[)i(pie,  on 
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conçoit  aisément  comment  ce  cours  s'est  transformé  dans  ces 
écoles  et  a  pris  une  direction  plus  spéciale  et  plus  pratique  en 
tenant  compte  de  la  future  carrière  des  élèves. 

32.  Ecoles  militaires  on  /kh'ciIcs.  —  Xous  avons  vu  que  dans 
la  première  moitié  du  xix^  siècle  les  écoles  militaires  étaient  des 
institutions  à  cours  complet  de  mathématiques  élémentaires  et 
([u'en  même  temps  leurs  professeurs  étaient  les  auteurs  de  plu- 
sieurs traités  qui,  de  leur  temps,  jouirent  d'une  réputation  plus 
ou  moins  méritée.  Comme,  depuis,  ces  écoles  ont  été  réorga- 
nisées, on  pourrait  croire  au  premier  abord  que,  de  même  que 
dans  l'enseignement  de  l'Ecole  polytechnique  et  celui  des  univer- 
sités les  mathématiques  élémentaires  aient  entièrement  disparu  du 
programme.  Ce  n'est  pas  le  cas  cependant,  car  l'âge  d'admission 
des  élèves  est  tel  qu'il  ne  peuvent  avoir  guère  parcouru  que 
l'école  secondaire  à  cours  de  trois  années,  le  programme  des 
écoles  navale  et  militaire  comprend  donc  le  cours  des  deux  der- 
nières années  de  l'école  à  cours  de  cinq  années.  Ce  qui  est  dit 
s'applique  sans  réserve  à  l'école  navale  :  quant  à  l'école  militaire, 
elle  est  divisée  en  une  école  préparatoire  et  une  école  supé- 
rieure ;  cette  division  donne  en  même  temps  la  démarcation  entre 
les  mathématiques  inférieures  et  supérieures.  Remarquons  que 
l'entrée  à  ces  écoles  est  soumise  ;i  un  concours  d'admission,  con- 
cours où,  pour  ce  qui  concerne  l'école  militaire  supérieure,  les 
élèves  d'institutions  civiles,  en  particulier  ceux  de  l'école  secon- 
daire à  cours  de  cinq  années,  peuvent  prendre  part.  Quant  aux 
examens  d'admission  à  l'école  militaire  préparatoire,  elles  exi- 
gent une  préparation  très  intense  ;  des  écoles  londées  par  1  ini- 
tiative particulière  existent  et  s'appliquent  en  assez  grand  nombre 
i(  la  donner. 

33.  Considérons  en  second  lieu  les  institutions  qui,  dans  leur 
programme  scicntirupie,  et  par  conséqueni  dans  le  rôle  qu'y  jouent 
les  mathématiques  élémentaires,  se  rappiocuenl  du  type  dv 
l'école  secondaire  du  soir. 

Citons,  par  exemple,  comme  appartenant  à  celte  catégorie,  les 
écoles  des  métiers,  les  écoles  des  beaux-arts  et  des  sciences  in- 
dustrielles, les  écoles  des  mécaniciens   de  la  Hotte,  etc.,  institu- 
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lions  avant  toutes  le  caractère   d'écoles  professionnelles.   Disons 
un  mol  sur  leur  origine. 

34-  I-i»  loi  sur  renseignement  secondaire  avait  créé,  avec  l'école 
secondaire  du  soir,  l'école  secondaire  du  jour  ;  l'observation  a 
montré  que  cette  école  ne  lut  jamais  très  populaire  ;  une  des 
principales  raisons  de  ce  manque  de  viabilité  est  que  son  carac- 
tère professionnel  n'est  pas  sudisamment  indiqué.  Au  lieu  de 
cette  école  on  a  vu  surgir,  dues  à  l'initiative  particulière,  souvent 
avec  des  subventions  des  municipalités,  des  écoles  profession- 
nelles parmi  lesquelles  on  compte  par  exemple  les  écoles  des 
métiers,  les  écoles  des  beaux-arts  et  des  sciences  industrielles, 
les  écoles  des  mécaniciens  etc.  Disons  en  général  que  l'ensei- 
gnement des  mathématiques  est  tout  pratique  dans  ces  institu- 
tions et  doit  être  envisagé  du  même  point  de  vue  que  celui  de 
l'école  du  soir. 

35.  Terminons  enfin  cette  revue  en  remaïquant  (juçu  Hollande, 
de  nos  jours  comme  au  passé,  on  comprend  clairement  le  profit 
que  l'art  du  dessin  peut  tirer  de  la  perspective  et  de  la  Géomé- 
trie appliquée.  Les  grandes  écoles  où  se  forment  les  futurs  pro- 
fesseurs du  dessin,  l'école  normale  pour  les  professeurs  du  dessin 
et  les  écoles  ou  académies  des  beaux-arts  et  des  sciences  ont  donc 
donné  place  sur  leurs  programmes  à  la  perspective,  mais  elles 
se  sont  en  même  temps  appliquées  ii  la  débarrasser  des  procédés 
machinaux  et  à  la  déduire   d'une  base   géomélri([ue  rationnelle. 

36.  La  création  des  écoles  secondaires,  suivie  de  celle  des 
autres  inslitutions,  dont  le  présent  exposé  contient  une  brève 
analvse  donna  une  grande  extension  au  nombre  de  professeurs. 
M.  Steyn  Parvé  se  plaignit  de  ce  ([u'on  confiai  renseignement 
malhéuiati([ue  ii  des  personnes  n'avant  fait  aucune  élude  spéciale 
de  celte  science  ;  depuis  lors  l'élude  des  malhénialiques  devint 
le  but  d'un  grand  nombre  de  jeunes  gens  se  destinant  ii  l'ensei- 
enement.  Un  urand  nombre  de  traitésetde  livres  de  classe  lurent 
publiés  se  distinguant,  quant  au  fond  et  à  la  forme  de  ceux  de  la 
période  précédente.  Une  analyse  de  ces  traités  dépasserait  de 
loin  les  limites  (juc  je  im*  suis  tracN'cs  iluus  celte  élutU'. 

J.    (l.VItKINAAI.     Délit  . 


SUR   LA  CLASSE 
DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


Au  moment  où  il  est  question  de  grandes  réformes  dans  l'En- 
seignement secondaire,  et  les  conditions  d'admission  aux  écoles 
de  l'Etat,  je  considère  comme  un  devoir  d  attirer  l'attention  sur 
la  voie  déplorable  dans  laquelle  est  engagé  l'enseignement  des 
mathématiques  spéciales. 

La  préparation  aux  Ecoles  polytechnique  et  normale  a  donné 
naissance  à  cette  classe  qui  exerce  une  influence  capitale,  non 
seulement  sur  l'enseignement  des  mathématiques,  mais  sur  le 
développement  même  de  l'esprit  scientifique  en  France.  Les 
années  passées  en  spéciales  laissent  dans  l'intelligence  des  élèves 
une  impression  des  plus  vives  et  des  habitudes  d'esprit  qui,  chez 
beaucoup  d'entre  eux,  ne  peuvent  plus  être  effacées,  même  par 
deux  années  d'Ecole  polytechnique.  En  outre,  le  prestige  de 
cette  classe  est  tel  que  son  enseignement  rayonne  sur  les  ensei- 
gnements voisins  ;  et  si,  depuis  quelques  années,  la  préparation 
et  les  examens  d'admission  h  l'Ecole  centrale  se  tout  dans  un 
esprit  qui  n'est  pas  approprié  à  de  futurs  ingénieurs,  c'est  à  1  in- 
fluence des  spéciales  qu'on  le  doit. 

Celte  classe  qui  a  rendu  autrefois  de  grands  services,  sest 
peu  à  peu  écartée  de  son  rôle  et  il  est  grand  temps  de  l'y 
ramener. 

La  classe  de  spéciales  doit  recevoir  des  élèves  possédant  très 
bien  les  mathématiques  élémentaires:  arithmétique,  algèbre  jus- 
qu  au  second  degré  inclus,  géométrie  d'Euclide,  éléments  do  tri- 
gonométrie. On  doit  y  enseigner  les  éléments  de  la  théorie  des 
séries,  le  calcul  et  les  applications  des  dérivées,  les  théorèmes 
généraux  de  la  théorie  des  équations,  les  éléments  de  la  géomé- 
trie analyti([ue  ;  je  souligne    à    dessein    le    mot  éléments  pour  la 
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géométrie  analvlique  ;  la  place  occupée  par  l'enseignement  de 
«ette  partie  du  programme  devrait  en  edct  être  très  restreinte, 
car  lintluence  de  la  géométrie  analytique  au  point  de  vue  édu- 
catil"  est  presque  nulle,  dès  qu'on  en  a  bien  conqiris  l'idée  l'onda- 
mentalc  qui  est  assurément  de  la  plus  haute  importance. 

La  durée  des  études  de  mathématiques  spéciales,  comptée  h 
partir  de  la  sortie  de  la  classe  d'élémentaires  (programme  du  bac- 
calauréat), ne  devrait  pas  dépasser  deux  ans. 

Dans  dautres  pavs  cet  enseignement  est  donné  par  les  univer- 
sités; mais  il  est  utile  de  lui  faire  une  place  à  part  dans  rensei- 
gnement secondaire,  caries  élèves  étant  encore  traités  en  écoliers 
et  astreints  à  des  exercices  réguliers  acquièrent  l'habitude  du 
calcul,  tant  pour  les  dérivées  que  pour  les  problèmes  essentiels 
de  la  géométrie  analytique  et  peuvent  aborder  facilement  l'ensei- 
gnement  supérieur. 

iVinsi  comprise,  cette  classe  rendrait  les  plus  grands  services 
dans  le  développement  scientifique  des  jeunes  gens,  comme  un 
intermédiaire  entre  renseignement  élémenlaire  et  l'enseigne- 
ment supérieur,  continuant  le  premier  et  préparant  au  second. 

Malheureusement,  cette  mission  n'est  plus  remplie  par  la 
classe  actuelle  de  spéciales.  Les  nécessités  de  la  préparation  aux 
concours  et  de  la  concurrence,  au  point  de  vue  des  succès,  avec 
les  établissements  libres,  ont  produit  un  enseignement  qui  est 
h  lui-même  sa  fin  propre,  qui  ne  regarde  ni  au-dessus,  ni  au-des- 
sous de  lui,  (|ui  est  néfaste  pour  l'esprit  scientifique.  Il  s'agit  pour 
le  professeur  de  l'Hltat  aussi  bien  que  pour  le  professeur  libre,  de 
faire  admettre  à  l'Lcole  polvtechni([ue  les  jeunes  gens  qui  leur 
sont  confiés:  les  parents  et  beaucoup  d'élèves  se  soucient  iort 
peu  de  la  science:  ils  demandent  le  succès  et  s'adressent  ii  la 
maison  qui  opère  le  mieux  dans  ce  but.  11  en  résulte  ([ue  tout 
l'enseignement  est  faussé  par  l'idée  delà  préparation  à  l'examen. 
L'importance  d'une  question  n'est  pas  son  importance  réelle, 
éducative,  scientifique  ou  prati([ue,  c'est  son  importance  dans 
l'examen.  On  recueille  les  questions  des  examinateurs,  on  note 
leurs  liabilud«'s  ou  leurs  préférences  :  on  prépare  lexamen  oral 
comme  on  prépare  le  baccalauréat  dans  les  ((  fours  ii  bachot  ». 
Qu'un  examinateur  ayant  devant  lui  un  élève  intelligent  et  vou- 
lant le  pousser,    fasse   (juehjues  objections,  s'élève  au-dessus  des 
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questions  moyennes  pour  voir  s'il  peut  donner  une  très  bonne 
note,  ou,  avant  constaté  que  le  candidat  a  des  connaissances  en 
dehors  du  programme,  le  pousse  sur  ces  connaissances  pour 
savoir  ce  cju'elles  valent,  aussitôt  les  objections  sont  recueillies, 
les  nouvelles  cjuestions  sont  enregistrées  et  enseignées  l'année 
suivante.  On  est  ainsi  tout  surpris  de  trouver  dans  certains  cours 
des  fragments  d'enseignement  supérieur,  sortes  d'aérolithes  sans 
relation  apparente  avec  le  milieu  environnant  ;  l'explication  de  ce 
phénomène  est  dans  ce  que  nous  venons  de  dire.  11  arrive  qu'un 
examinateur  pose,  en  restant  parfaitement  dans  les  termes  du 
programme,  des  questions  qui  lui  ont  été  suggérées  par  la  con- 
naissance qu'il  a  des  parties  plus  élevées  de  la  science.  Certains 
professeurs  qui  assistent  aux  examens,  reconnaissent  l'origine  de 
ces  questions,  et  se  croient  ensuite  obligés  d'introduire  ces 
théories  étrangères  au  programme,  sous  prétexte  que  (i  cela  peut 
servir  aux  examens  ».  Par  exemple,  il  y  a  quelques  années,  on 
enseignait  dans  certains  cours  l'intégration  des  é(|uations  diflc- 
rentielles  linéaires  à  cocHicieuts  constants. 

La  plupart  des  professeurs  de  l'Université  ont  dabord  lutté 
contre  ces  tendances  ;  j'en  connais  (jui  ont  déclaré  ne  vouloir 
s'occuper  des  questions  d'examen  cjue  dans  la  révision  finale  à 
titre  d'exercice  ;  ils  n'ont  pas  pu  résister  :  les  élèves  d'un  côté, 
l'administration  de  l'autre  les  ont  obligés  à  imiter  l'enseignement 
libre  ;  les  élèves  veulent  arriver,  ladministraliou  ne  veut  pas  que 
les  lycées  aient  moins   de  succès  que  les  autres  établissements. 

On  est  ainsi  arrivé  à  un  enseignement  qui  est  moins  une 
science  qu'un  «  sport  )),et  au([uel  il  faut  reprocher:  lartifice,  les 
énoncés  généraux  prétendant  parer  davance  à  loutes  les  dillî- 
cultés,  le  cas  exceptionnel  devenu  plus  important  que  le  cas 
général,  des  notations  trop  bien  combinées  pour  soutenir  la 
mémoire  et  dispenser  de  raisonner,  le  dédain  des  applications, 
des  calculs  numérupies,  des  (piestions  simples.  L'abus  de  la  géo- 
métrie analvli(jue,  surtout  dans  la  recherche  des  lieux  géomé- 
lri([ues,  est  \u\  point  sur  lequel  il  faut  insister;  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  cette  partie  du  programme,  une  lois  les  piincqies 
établis  et  les  prt)blèmes  fondamentaux  traités,  est  stérile  au  point 
de  vue  éducatif  :  les  élèves  s'y  habituent  aux  iormules  toutes 
faites    et    perdent     1  habitude    de    raisounei-    sur   les    objets   eux- 
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mêmes  :  ils  ne  voient  plus  qu'une  règle  «  traduire  anahjUqnement 
un  énoncé  et  éliminer  »  ;  ajoutons  que,  dans  beaucoup  de  questions 
posées  aux  examens  et  traitées  dans  les  cours  comme  prépara- 
tion, cette  élimination  ne  peut  pas  être  faite  et  n'est  qu'une  vue 
de  l'esprit  ;  on  habitue  ainsi  l'élève  à  se  contenter  de  possibilités 
au  lieu  de  lui  taire  creuser  une  question  ius([u'au  fond.  Il  me 
semble  que  cette  place  exagérée  prise  par  la  géométrie  analvti- 
que,  tient  à  ce  que  les  examinateurs  y  trouvent  une  mine  de 
questions  déformes  très  variées  qui,  petit  ii  petit,  pénètrent  dans 
l'enseignement  sous  la  pression  des  élèves. 

On  jugera  de  la  place  occupée  dans  l'enseignement  par  les 
différentes  parties  du  programme  sur  le  tableau  suivant.  Un 
professeur  de  spéciales  à  Paris  fait  à  peu  près  six  mois  de 
cours,  à  raison  de  douze  heures  de  leçons  et  trois  heures  de 
conférences  par  semaine  : 

Algèbre 1    .        2  mois 

Géométrie  analytique 3  mois 

Mécanique lo  à  la  jours 

Compléments  (rélémentaires    el   trigonomélrie    i  à   3  semaines. 

Dans  ces  cours  laits  très  rapidement  les  livres  sont  pour 
ainsi  dire  proscrits;  tout  l'enseignement  se  lait  (tralement,  par 
leçons  d'une  heure  et  demie  au  moins  sur  deux  heures  de 
classe  :  le  professeur  peut  à  peine  interrt)ger  et  corriger  les 
devoirs  au  tal)]eau.  Ainsi  se  perd  1  haJjilude  tie  la  réflexion,  du 
travail  personnel,  de  la  recherche,  de  la  critique. 

Pour  beaucoup  d'élèves,  ce  régime  dure  trois  ans,  pour  quel- 
ques-uns quatre.  Je  lais  naturellement  entrer  dans  ce  compte  le 
temps  passé  dans  ce  qu'on  appelle  la  classe  d'élémentaires  A, 
qui  est,  en  somme  une  ])remière  année  de  spéciales,  instituée 
depuis  une  quinzaine  d'années.  Autrefois  les  élèves  allaient  direc- 
tement, de  la  classe  de  mathétu:ili([ues  l'iémentaires  en  mathé- 
matiques spéciales,  el  en  movenne,  étalent  reçus  au  bout  tle  deux 
ans. 

Après  les  trois  années  de  pr«''parati(>n  aelncllcs,  l'esprit  des 
élèves  a  pris  un  pli  tel  que,  poiii'  la  pliq)ait  d'entre  eux,  rensei- 
gnement supérieur  n'est  ni  compris,  ni  apprécié  ;  beaucoup  de 
jeunes  gens  sortent  de  l'Kcole  Polvtechnique  sans  avoir  profité, 
C()mme    ils   le   devraient,    de    l'excellent    enseignement    (|u'()ii    v 
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donne.  Aussi  s'est-il  produit,  dans  ces  dernières  années,  des 
plaintes  des  chefs  de  service  (Ecole  de  Fontainebleau,  Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées)  sur  la  dilficulté  qu'éprouvent  les  élèves  a  ap- 
pliquer les  théories  qu'ils  ont  apprises.  Il  arrive  ainsi  qu'un  efïort 
immense,  fait  par  des  professeurs  excellents  et  dévoués,  par  des 
examinateurs  savants  et  consciencieux,  sans  cesse  préoccupés  de 
choisir  les  meilleurs  candidats,  par  des  jeunes  gens  qui  donnent 
une  somme  de  travail  bien  supérieure  à  celle  qu'exige  l'obten- 
tion des  grades  littéraires  correspondants,  bien  supérieure  aussi 
il  celle  de  jeunes  Anglais  ou  Allemands  du  même  âge,  n'aboutit 
qu'à  de  mauvais  résultats  avec  un  véritable  surmenage  des 
maîtres  et  des  élèves. 

Il  n'est  que  temps  de  changer  cet  état  de  choses;  il  faut  con- 
server le  contact  avec  la  géométrie  et  l'algèbre  élémentaire  dont 
l'influence  sur  la  formation  de  l'esprit  est  plus  profonde  que 
celle  de  la  géométrie  analytique  ;  il  faut  donner  des  problèmes 
et  des  exercices  que  l'on  puisse  traiter  à  la  fois  par  la  géométrie 
élémentaire  et  la  géométrie  analytique,  ne  pas  faire  une  théorie 
nouvelle  sans  nombreuses  applications  numériques,  éviter  les 
généralités  pour  traiter  à  fond  des  cas  types,  multiplier  les 
exercices  écrits  où  l'élève  peut  montrer  de  l'initiative  et  de 
l'esprit  de  recherche,  enfin  ne  laisser  les  élèves  en  spéciales  que 
deux  ans. 

Comment  arriver  à  ce  résultat  ?  On  dira  que  les  examinateurs 
peuvent  réagir  et  donner  aux  études  l'orientation  qu'ils  veulent  : 
cela  ne  me  paraît  pas  exact.  Quel  que  soit  l'examinateur,  quelles 
que  soient  les  questions  qu'il  pose,  il  sera  forcément  amené  à  se 
répéter,  à  faire  des  objections  ou  des  critiques  pour  s'assurer 
(|ue  le  candidat  a  compris  et  pour  dérouter  la  préparation  arti- 
ficielle ;  si  l'élève  répond  bien,  l'examen  s'élèvera  et  les  ques- 
tions déviendront  plus  difficiles.  Comment  empêcher  les  prépa- 
rateurs de  recueillir  ces  objections,  ces  critiques  et  de  les 
incorporer  au  cours.  Ainsi  d'année  en  année  de  nouvelles 
questions  deviennent  classiques  et  l'examinateur  ne  sait  plus 
comment  faire  pour  dérouter  une  préparation  aussi  bien  truquée. 
Un  autre  rcuiède,  déjà  essayé  mais  tout  aussi  inefficace,  est  la 
modification  des  programmes.  Le  systèuie  a  un  vice  loudamental, 
comme  tous  les  conct)urs  :  c'est  de   décider   l'avenir  d'un  jeune 
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homme  sur  quelques  épreuves  très  rapprochées  les  unes  des 
autres.  Dès  lors,  l'esprit  est  tendu  toute  l'année  vers  ces  instants 
redoutables  dont  la  perspective  hypnotise  les  plus  forts  et  leur 
enlève  toute  liberté  d'esprit,  en  les  livrant  tout  entiers  aux 
soucis   et    aux  artifices  de  la  préparation. 

Le  seul  remède  est  de  classer  les  élèves  d'après  leur  travail 
d'une,  ou  mieux  de  deux  années  entières  :  pour  cela  il  tant 
résolument  adopter  l'idée,  soit  du  stage  scolaire  dans  les  lycées 
pour  les  candidats  aux  Ecoles  Polytechnique  et  Normale,  soit  de 
l'oro-anisalion  d'écoles  préparatoires  analogues  à  celles  qui  sont 
établies  dans  les  Facultés  des  Sciences  pour  les  futurs  étudiants 
en  médecine.  Nous  ne  pouvons  pas,  dans  cet  article,  donner  un 
projet  étudié  pour  l'organisation  de  ces  écoles  préparatoires; 
il  faudrait  que  les  candidats  y  restassent  deux  ans,  une  pre- 
mière année  avec  révision  des  mathématiques  élémentaires,  théo- 
rie des  dérivées,  application  à  1  étude  des  lonctions  et  à  leur 
représentation  graphique  ;  une  deuxième  année  consacrée  au 
développement  de  Talgèbre,  de  la  géométrie  analytique  et  de 
la    mécanique. 

Chaque  candidat  aurait  son  dossitu'  avec  ses  notes,  ses  places, 
les  appréciations  des  professeurs.  En  outre,  il  faudrait  que  tous 
les  mois  environ  les  candidats  fissent  une  composition  sur  des 
sujets  faciles  et  faisables  envoyés  de  l'Ecole  Polytechnique  : 
ces  compositions  seraient  corrigées  ii  Paris  et  les  notes  servi- 
raient au  classement  pour  l'entrée  à  lEcole.  On  pourrait  alors 
admettre  h  l'École,  sans  autre  examen,  les  trente  ou  quarante 
premiers  résultant  de  ce  classement,  éliminer  complètement 
ceux  dont  la  moyenne  serait  trop  basse  et  faire  un  examen  oral 
pour  les  autres.  Un  svstème  analogue  serait  enqîloyé  pour 
l'I'^cole  Normale.  Les  élèves  refusés  le  seraient  ch'finitivement  : 
ils  auraient,  comme  actuellement,  la  ressource  d'entrer  ;i  Cen- 
trale, à  Saint-Cyr  ou  dans  les  L'niversités  ;  mais  au  Heu  d'apporter 
dans  ces  écoles  les  habitudes  d'esprit  du  «  laupin  )>  actuel,  ils 
contribueraient  à  en  élever  le  niveau  sclentifi([ue. 

La  liberté  d'enseignement  n'est  pas  en  question  ici  :  si  l'on 
admet  que  l'Etat  a  de  grandes  écoles,  il  faut  admettie  qu'il 
emploie  tous  les  moyens  possibles  pour  les  bien  recruter.  Si 
l'on  veut  la  liberté,  que  l'on   permette   aux  Universités  de  l'Etat 
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et  aux  Universilés  libres  de  faire  concurrence  à  l'Ecole  Poly- 
technique et  de  présenter  aux  Ecoles  des  Ponts,  des  [Mines,  de 
Fontainebleau,  des  jeunes  gens  ayant  fait  une  année  ou  deux 
de  service  militaire  et  justifiant  des  connaissances  théoiiques 
nécessaires.  C'est  ainsi  que  les  élèves  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure retrouvent,  à  leur  sortie,  des  concurrents  venant  des 
Universités. 

Le  système  actuel  est  le  pire  de  tous,  puisque,  avec  une  con- 
currence illimitée  dans  la  préparation  aux  examens  d'admission 
à  l'Ecole  Polytechnique,  il  organise  ensuite,  pour  ceux  que 
cette  préparation  a  fait  réussir,  un  monopole  ii  peu  près  absolu. 

P.  Appell  (Paris). 


I 


LIES-BODART 


Je  veux  essayer  de  décrire,  d'une  façon  sommaire,  l'œuvre  d'un 
savant^  mort  depuis  plusieurs  années,  qui  a  surtout  été  un  grand 
pédagogue  et  dont  le  nom,   malheureusement,  est  peu  connu. 

Né  de  parents  pauvres,  Liès-Bodart  a  su  s'élever  progressive- 
ment et  se  faire  son  éducation  seul  et  sans  maîtres,  après  avoir 
seulement  suivi  les  cours  d'une  école  primaire;  il  est  devenu  pro- 
fesseur de  Faculté  et  inspecteur  général  de  l'Université.  Il  avait 
fondé  à  Charleville,  dans  les  Ardennes,  une  pension  sans  rivale 
dans  le  département  ;  et  c'est  de  cette  pension  que  je  voudrais 
dire  ([uelques  mots. 

Elle  comptait  environ  deux  cent  cinquante  élèves  à  1  époque 
où  j'y  commençais  mes  études  ;  qinitre  professeurs  avec  le  direc- 
teur constituaient  tout  le  personnel  enseignant  et  surveillant  ; 
seul  Liès-Bodart  avait  ses  grades  universitaires,  il  était  licencié 
es  sciences.  Ses  professeurs  avaient  tout  intérêt  à  le  satisfaire, 
car  ils  auiaient  dinîcilenicnt  trouvé  î»  se  caser  ailleurs  ;  trois 
d'entre  eux  étaient  ses  anciens  élèves.  Ces  professeurs  avaient 
été  athnirablement  préparés  à  accomplir  leur  lâche;  ils  répétaient 
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à  leurs  élèves  les  leçons  de  leur  maître,  et  de  là  résultait  une 
unité  admirable  de  renseignement,  qui  émanait  en  réalité  d'un 
seul  chef,   d'une  autorité   incontestée  en  théorie  et  en  pratique. 

A  l'institution  Liès-Bodart,  ce  que  Ton  appelle  un  cancre  dans 
nos  lycées,  était  une  espèce  absolument  inconnue,  grâce  h  la 
merveilleuse  installation  des  classes.  Et  d'abord  le  patron  (c'est 
ainsi  que  Ton  appelait  le  directeur  de  l'établissement)  ne  souf- 
frait à  aucun  prix  qu'un  élève  fût  dans  une  classe  qu'il  ne  pou- 
vait pas  suivre,  et  il  n  hésitait  pas  à  renvoyer  dans  une  classe 
inférieure  ceux  qui  ne  profitaient  pas  de  l'enseignement  donné 
dans  la  classe  oii  ils  se  trouvaient. 

En  second  lieu,  un  élève  n'appartenait  pas  à  une  classe  déter- 
minée, en  ce  sens  que  dans  chaque  branche  de  l'enseignement  il 
appartenait  à  une  classe  où  il  avait  pour  condisciples  des  cama- 
rades a  peu  près  de  sa  force.  Ainsi  un  élève  fort  en  lettres  et 
faible  en  sciences,  par  exemple,  se  trouvait  dans  une  classe 
élevée  de  lettres  et  dans  une  classe  intérieure  de  sciences;  il 
n'avait  donc  aucune  excuse  quand  il  n'avait  pas  fait  son  devoir  et 
les  punitions  qu'il  pouvait  mériter  étaient  toujours  justement 
infligées.  Il  y  a  plus  ;  les  punitions  étaient  données  d'une  façon 
intelligente  ;  elles  consistaient  surtout  en  exercices  oraux  roulant 
sur  les  parties  de  l'enseignement  que  l'élève  était  coupable  d'avoir 
négligées.  Enfin  comme  les  professeurs  remplissaient  en  même 
temps  les  fonctions  de  maîtres  d'étude,  les  élèves  embarrassés 
pouvaient  à  chaque  instant  les  consulter  à  propos  des  difficultés 
([ni  venaient  les  arrêter  ;  jamais,  comme  cela  arrive  dans  nos 
Ivcées,  un  élève  n'était  obligé  de  s'arracher  les  cheveux  de  déses- 
poir devant  une  phrase  dont  il  ne  pouvait  comprendre  le  sens 
malgré  toute  sa  bonne  volonté  ;  nous  ne  connaissions  pas  le 
dégoût  dont  sont  abreuvés  les  malheureux  collégiens  que  l'on 
gratifie  si  facilement  du  nova  de  cancres  et  dont  le  seul  crime 
consiste  souvent  ii  n'avoir  pas  compris  ce  qui  pour  eux  était  réelle- 
ment incompréhensible. 

Au  lycée  on  a  la  haine  du  cancre  ;  chez  Liès-Bodart  on  en 
avait  pitié,  on  lui  venait  en  aide  et,  au  lieu  de  Tenfoncer  dans 
rornièrc,  on  l'en  faisait  sortir. 

.l'aurais  encore  beaucoup  de  choses  ii  dire  sur  les  rapports  bien- 
faisants entre  les  élèves  et  les  professeurs  en  dehors  des  heures 
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de  travail  ;  mais  j'ai  hàlc   crexpliqiicr   de  quelle   façon  se   faisait 
renseignement  des  Mathématiques. 

Les  cours  d'Aritlimétique,  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie 
avaient  été  rédigés  avec  soin  par  le  patron,  cette  rédaction  con- 
cise contenait  le  strict  nécessaire,  c'était  la  partie  qui  devait  être 
sue  et  sue  à  fond  ;  les  élèves  copiaient  cette  rédaction  soit  sur 
Toriginal,  soit  sur  les  cahiers  de  leurs  anciens  ;  leur  copie  était 
revue  et  corrigée  par  les  professeurs.  Un  seul  et  même;  cahier 
leur  servait  à  étudier  et  à  repasser  pendant  toute  la  durée  de 
leurs  études  ;  et  les  cours  oraux  reproduisaient  exactement  les 
démonstrations  du  cahier.  Pour  la  Géométrie  on  suivait  Legendre 
revu  par  Blanchct,  ouvrage  alors  réputé,  et  à  juste  titre,  comme 
excellent. 

L'avantage,  l'immense  avantage  de  ce  système,  est  de  faire 
suivre  à  l'élève  une  méthode  toujours  la  même,  et  de  lui  (aire 
apprendre  toujours  les  mêmes  démonstrations  qui  se  gravent 
alors  imperturbablement  dans  l'esprit,  ce  qui  est  excellent  pour 
les  jeunes  intelligences. 

Pour  des  raisons  qu'il  serait  trop  long  de  donner  ici,  il  ne 
m'a  pas  été  permis  d'achever  mes  études  chez  Liès-Bodart.  C'est 
là  un  des  plus  grands  malheurs  qui  m'ont  frappé,  chez  lui  j'aurais 
fait  des  études  infiniment  meilleures  ({u'au  lycée  ;  je  n'aurais  pas 
oublié  l'allemand  que  j'ai  désappris  au  lycée  et  que  je  parlais 
aussi  bien  que  le  français  quand  j'y  suis  entré  ;  jaurais  achevé 
mes  études  mathématiques  élémentaires  dans  de  bonnes  condi- 
tions et  je  n'aurais  pas  été  un  cancre.  Enfin  il  mest  resté  (juclque 
chose  de  l'éducation  reçue  chez  Lies  :  à  savoir  le  goût  des 
Sciences  qu'il  savait  inspirer  en  rendant  leur  étude  attrayante  ; 
il  avait  trouvé  en  Mathématiques  la  regia  ad  niulhcsiii  via  qu'Eu- 
clide  n'avait  pu  indiquer  au  roi  Ptolémée. 

Un  mot  avant  de  terminer  :  N'cst-il  pas  fâcheux  ([ue  des  essais 
pédagogiques  aussi  remar(juables  soient  aujourd'hui  rendus  impos- 
sibles à  la  suite  de  ces  lois  qui  ont  tué  l'enseignement  libre  au 
profit  de  l'état  et  des  Congrégations  religieuses  .' 

IL  Lauuent  (^Paris). 
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GÉNÉRALITÉS 


Lorsque  une  science  progresse  cVuno  manière  continue,  on  peut 
juger  de  son  développement  ultérieur  par  l'examen  des  prol^lèmes 
qui  l'occupent  actuellement. 

L^existence  de  problèmes  précis  a  une  iinporlance  capifale  et 
pour  le  progrès  des  mathématiques  et  pour  Je  tiavail  de  chaque 
chercheur. 

.1  (jiiels  silènes  pourrons-nous  reconnaître  quels  sont  parmi  ces 
problèmes  les  plus  proches  à  faire  avancer  notre  science  ? 

Un  problème  doit  être  bien  défini  ;  son  sens  et  sa  povtée  faciles 
\\  saisir  ;  il  doit  être  difficile,  mais  non  pas  inabordable. 

Nous  pouvons  citer  comme  exemples,  d'une  part  le  problème 
de  Fermât,  par  lequel  Kummcr  a  été  amené  à  introduire  les  idéaux 
dans  la  théorie  des  nombres  algébriques,  ot  d'autre  part  le  pro- 
l)lème  des  trois  corps. 

])oii  nous  viennent  les  problèmes  mathèmaticjues  ? 

C  est  1  e.xpérience  qui,  dans  chaqu*"  domaine,  pose  d(Maiil  nous 
les  problèmes  primaires.  (Duplication  du  cube,  ([uadratuie  (bi 
cercle,  les  premiers  problèmes  de  l'analvse  infinilésimale  et  de 
la  théorie  du  potentiel.) 

Dans  le  développement  ubérieur  de  la  scirnce,  c'est  noli'c 
esj)i'it  ([ui.  par  des  raisoniiciniMits  logiques  (^combinaison,  géné- 
ralisation, sp»''cialisalioif  ,  crée  lui-même  des  probliMues  nouveaux 
et  féconds.  M^ioblème  des  nombres  premiers,  problèmes  prt)\c- 
nanl  de  la  ihc'oric  tb'  Cïalois,  de  la  théorie  des  fondions  ellipti- 
ques et  de  celle  des  fonctions  aulomorjihes.  1 


(')  Ilùsuiiié  (le    1.1   «iiiifcrctioc  tenue    par   M.  Hw.bf.ut  à  la  sixième  scclion  l/'nsci- 
gncnicitl  et  fiicttivilcs]  du  Congres  iiilcrnalional  des  malbéniaticiens,  le  8  aoiil  lyoo. 

Enseigiicniciit  nialh.  23 
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A  quelles  e.vii^ences  la  solution  d'un  pi-oblème  inathéniatique 
doit-elle  répondre  ? 

Nous  disons  qu'une  question  est  résolue,  lorsque,  en  nous 
appuyant  sur  un  nombre  fini  d'hypothèses  fournies  par  le  pro- 
blème lui-même,  nous  pouvons  démontrer  la  justesse  de  la  solu- 
tion à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  syllogismes, 

La  rigueur  niatliènialique  que  nous  exigeons  ainsi  n'entraîne 
pas  nécessairement  des  démonstrations  compliquées  ;  la  méthode 
la  plus  rigoureuse  est  souvent  la  plus  simple  et  la  plus  facile  à 
comprendre.  (Introduction  des  intégrales  abéliennes  dans  la 
théorie  des  courbes  algébriques,  emploi  des  séries  de  puissances 
dans  la  théorie  des  fonctions.) 

Les  conceptions  de  l'Arithmétique  ou  celles  de  l'Analyse  ne  sont 
pas  les  seules  qui  soient  susceptibles  d'un  traitement  rigoureux. 
Celles  de  la  Géométrie  et  des  sciences  physiques  le  sont  égale- 
ment, pourvu  qu'au  moyen  d'un  système  complet  d'axiomes,  elles 
soient  aussi  bien  fixées  que  les  conceptions  de  l'arithmétique. 

Chaque  système  de  conceptions  nous  conduit  à  créer  un  sys- 
tème de  symboles  destinés  à  servir  d'instruments  de  démons- 
tration. 

Une  démonstration  faite  au  mo^'en  des  symboles  géométriques 
sera  donc  parfaitement  légitime,  dès  que  l'on  se  rendra  un  compte 
exact  des  axiomes  qui  leur  servent  de  base.  (Minkowski,  Géo- 
métrie der  Zahlen.) 

Lorsqu'un  problème  présente  des  difficultés  sérieuses,  par 
quelles  méthodes  poui>ons-nous  Vattaqucr  ? 

D'abord  par  généralisation,  en  rattachant  le  problème  consi- 
déré à  un  groupe  de  questions  du  même  ordre.  (Introduction  des 
nombres  idéaux  dans  la  théorie  des  nombres  algébriques,  emploi 
des  chemins  complexes  dans  la  théorie  des  intégrales  définies.) 

Ou  bien  par  spécialisation,  en  approfondissant  l'étude  de  pro- 
blèmes anologues  plus  simples  déjii  résolus. 

L'échec  des  tentatives  faitespour  résoudre  un  problème  prox  leni 
souvent  de  ce  que  la  (juestion  est  impossible  à  résoudre  sous  la 
forme  donnée.  Nous  exigeons  alors  une  démonstration  rigoureuse 
de  r impossibilité.  (Axiome  des  parallèles,  ([uadralure  du  cercle, 
résolution  algébrique  des  équations  du  D*"  degré.) 

IMais  nous  avons  la  conviction  qu'en  mathémati(jue,  il  sera  lou- 


PROBLEMES    MATHÉMATIQUES  3îi 

jours  possible  ou  bien  tle  résoudre  le  problème,  ou  bien  de   dé- 
montrer qu'il  ne  comporte  aucune  solution. 

Jamais  mathématicien  ne  sera  réduit  ii  dire  :  Ii/noj-(ibimiis. 

ÉNONCÉ    DE   QUELQUES    PROBLÈMES 

Nous  voulons  illustrer  ce  que  nous  venons  de  dire  par  quelques 
prol:>lèmes  empruntés  aux  divers  domaines  des  mathématiques, 
et  qui  nous  semblent  particulièrement  propres  à  contribuer  ii 
ravancement  de  notre  science. 


I.    PllOBLÎîMES   RELATIFS  AUX  NOTIONS  FONDAMENTALES 
I.  Problèine  de  Caiitor  siti'  la  puissance  du  eonlinu. 

Cliaijiie  ensemble  de  fwnibre  esl  équii'alent  ou  bien  à  Venseinble 
des  nombres  eiiliers  rationnels,  on  bien  an  continu. 

Le  premier  pas  ii  l'aire  pour  trouver  la  démonstration  de  ce 
théorème  serait  peut-être  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Mettre  le  continu  sous  la  forme  d'un  ensemble  bien  ordonné 
ij^voJdgeordnete  Menge) . 

2.  Axiomes  de  V Arithmétique. 

Trouver  un  système  iVa.viomes  régissant  et  définissant  les  con- 
ceptions arithmétiques  ; 

Examiner  si  ces  axiomes  sont  indépendants  les  uns  des  autres, 
et,  dans  le  cas  contraire,  mettre  en  évidence  les  parties  communes, 
de  façon  à  obtenir  un  système  d'axiomes  complètement  indépen- 
dauts  ; 

Enhn  prouver  que  ces  axio/nes  sont  compatibles^  c'est-à-dire 
qu'une  suite  finie  de  déductions  logiques  partant  de  ces  axiomes, 
ne  peut  jamais  conduire  à  une  contradiction. 

Nous  disons  qu'une  conception  existe  au  point  de  vue  mathé- 
matique, lors([ue  les  axiomes  (pii  la  d(Hinissent  sont  compatibles. 
D'apri's  cette  définition,  h»  soliiliou  (hi  problème  précédeni  ne 
serait  autre  chose  (jue  la  démonstration  de  l'existence  malhé- 
mati([ue  du  continu.  De  l;i,  nous  serions  peut-être  conduits  îi 
établir  de  la  même  manière  rcxistcnce  des  ensembles  de  puis- 
sauce  translinie  supéiieure. 
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3.   Axiomes  de   la  Physique. 

Établir  les  si/sti^mes  cVaxiomes  du  Calcul  des  probabililés,  de 
la  Mécanique  ralio/melle  et  des  différentes  branches  de  la  Pliijsi- 
(lue,  puis  fonder  sur  ces  axiomes  r élude  rigoureuse  de  ces  sciences. 

II.  Problèmes  empruntés  a  l'arithmétiqie  et  a  l'algèbre 
4.  Problème  de  Riemann  sur  les  nombres  premiers. 

Démontrer  clans  toute  leur  étendue  les  propositions  formulées 
par  Riemann  sur  la  fonction  X  (s),  en  particulier  la  suivante  : 

La  différence  entre  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs 
à  une  quantité  x  et  le  logaritlime  intégral  de  cette  quantité  devient 
infinie  avec  x  dun  ordre  égal  ou  inférieur  à  ^x. 

Etendre  les  propositions  de  Riemann  à  la  fonction  analogue 
Z^(^)  correspondant  à  un  corps  algébrique  k  ; 


'''^'=l7^r 


{n'a)  désigne  la  norme  de  l'idéal  j  ;   la  somme  s'étend  à  tous  les 
idéaux  j  du  corps). 

5.  Certains  nombres  sont-ils.  transcendants  ou  du  moins  irrationnels  7 

Démontrer  que  la  fonction  c'^  a  une  valeur  transcendante, 
lorsque  la  variable  z  est  algébrique  irrationnelle. 

E.raminer  si  les  puissances  a'  ont  toujours  des  valeurs  trans- 
cendantes ou  du  moins  irrationnelles,  lorsque  la  base  est  un 
nombre  algébrique  et  t  exposant  un  nombre  algébrique  irrationnel. 
(Exemples  :  2^2",  e"  =  '"-'). 

G.  Les  solutions  de  l'équation  du  7"  degré  ne  pettvent  pas  s'obtenir 
par  ta  Nonwgrap/iie. 

La  Xomographie  permet  de  résoudre  une  équation  lors(pie  les 
racines  peuvent  être  obtenues  par  une  suite  finie  d  opérations  ne 
portant  que  sur  deux  pariinictrcs.  11  s'agit  de  démontrer  que 
Inéquation  générale  du  7'  degré  ne  rentre  pas  dans  cette  caté- 
gorie. 
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7.  Géoinclrie  de  silualion  des  courbes  et  des  surfaces  algébriques. 

Haniack  a  détermiin-  le  nombre  maximum  de  traits  de  courl)c 
fermés  et  séparés  les  uns  des  autres  dont  peut  se  composer  une 
courbe  algébrique  d'ordre  m.  On  demande  d'étudier  la  situation 
rcciproqiie  de  ces  traits  ;  d  établir  un  théorème  analogue  à  celui 
de  Harnack  pour  les  surfaces  algéù/irjues  et  d'examiner  ensuite 
la  situation  réciproque  des  diverses  nappes. 

111.    PuOliLiiMES    EMPHLXTÉS   A    LA  THÉORIE   DES    FONCTIONS 

La  notion  de  lonetion  est  tellement  générale,  que,  dans  une 
étude  approfondie,  il  faut  se  borner  à  n'en  considérer  que  cer- 
taines classes  particulièrement  importantes. 

Si  l'on  choisissait  la  classe  des  fonctions  définies  par  des 
équations  diflerentielles  algébriques,  un  certain  nombre  de 
fonctions  intéressantes  échapperaient  à  nos  recherches  (ainsi  la 
fonction  C(s)  de  Riemann). 

Si,  d'autre  part,  nous  considérions  toutes  les  (onctions  conti- 
nues ayant  des  dérivées  de  tous  les  ordres,  nous  ne  pourrions 
pas  employer  la  méthode  si  souple  des  séries  de  puissances. 

Il  paraît  donc  légitime  de  vouer  une  attention  toute  spéciale 
aux  (onctions  analytiques  ;  les  fonctions  importantes  étudiées 
jusqu'il  présent  rentrent  du  reste  toutes  dans  cette  catégorie. 

«S.  Caractère  aual;/tiqnc  de  certaines  fonctions  reneoidrécs  dans  le  calcul 

des  variations. 

Vu  prol)léme  du  calcul  des  variations 

j    j  Fy-,P,fl-  ■»•-;■)  dxdy  —  min.  I  _!_  =  p^  _^  —  q 

sera  dit  régulier,  loiscpie   la   (onction    F  est  analyli(jue   et    lors- 
qu'elle satisfait  à  l'inégalité 

ôp-    '    h<f-         \bpd(/ / 

Démontrer  que  la  solution  z  <fun  problème  régulier  est  néees'- 
sairement  une  fonction  analjitique  des  variables  x  et  y. 
^  oici  encore  un  problème  analogue  plus  spécial  : 
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Examiner  si  les  surfaces  à  courbure  de  Gauss  constanfe  et 
positive  ne  seraient  pas  toutes  des  surfaces  anahjtiques. 

9.  E.vistcnce  d'équations  différentielles  linéaires  ayant  un  groupe  donné . 

Prenons  clans  le  plan  de  la  variable  un  nombre  fini  de  points 
et  fixons  pour  chacun  d'eux  un  système  de  substitutions  linéaires. 
Démontrer  qu'il  e.iiste  ujie  équation  différentielle  linéaire  de  la 
classe  régulière  admettant  ces  points  comme  points  sini^uliers  et 
ayant  comme  groupe  le  groupe  de  substitutions  défini  par  les 
systèmes  donnés. 

10.  Deux  variables  liées  par  une  relation  analytique  quelconque  peuvent 
être  exprimées  en  fonction  uniforme  cV un  paramètre  z. 

Le  beau  théorème  de  ]\I.  Poincaré  sur  ce  sujet,  publié  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  XI,  i883;, 
est  encore  astreint  ii  quelques  restrictions.  11  serait  important 
d' établir  le  théorème  dans  toute  sa  aénér alité  et  surtout  d'examiner 
si  les  variables  sont  toujours  des  fonctions  automorp/tes  du 
paramètre  z. 

Il  s'agirait  en  outre  d'étendre  ce  théorème  au  cas  de  plusieurs 
V a ria  b les  in dépen dan  tes. 

Pour  un  plus  grand  choix  de  problèmes,  nous  renvoyons  le 
lecteur  à  l'article  que  nous  allons  publier  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  des  Sciences  de  Goetting-ue.  fNaclirichten  der  KîïI. 
Gesellschalt  der  Wissenschaften  zu  Gottingen,  1900.) 


CO>CLUSIO>^ 

Les  problèmes  précédents  nous  montrent  la  variété  croissante 
des  mathématiques.  N'est-il  donc  pas  à  redouter  que  notre 
science  ne  se  scinde  en  plusieurs  branches  n'ayant  plus  guère  de 
rapports  entre  elles  ? 

ÎXous  ne  le  croyons  ni  ne  voulons  l'espérer. 

Nous  vovons  du  reste  que  la  mathématique,  en  se  développant, 
bien  loin  de  perdre  son  caractère  de  science  unique,  le  manileste 
de  jour  on  jour  plus  clairomenl. 
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De  plus,  chrique  progrès  réel  entraîne  nécessairement  la  décou- 
verte de  méthodes  plus  incisives  et  plus  simples,  permettant  h 
chaque  géomètre  un  accès  relativement  facile  à  toutes  les  parties 
de  notre  science. 

D.   IIiLBERT  î'Gottingue). 
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I.  Depuis  18-3,  époque  où  M.  Hermite,  dans  son  Mcnioire  sur 
la  fonction  exponentielle,  a  démontré  la  transcendance  du  nombre 
e,  de  nombreux  géomètres,  parmi  lesquels  il  faut  citer  en  pre- 
mière ligne  M.  Ilurwitz  [Mal/t.  Annnlen,  i8(:)3',  ont  cherché  à 
donner  à  sa  démonstralion  une  lorme  pins  élémentaire.  1)  aulre 
part,  le  travail  analogue  de  M.  Lindemann,  au  sujet  du  nombre  -, 
(Math.  Annalen,  1882),  a  provoqué,  depuis  son  apparition,  de 
nombreuses  recherches  entreprises  dans  le  même  sens.  Parmi  les 
géomètres  qui  se  sont  signalés  dans  cet  ordre  d'idées,  il  en  est, 
comme  M.  ililbert,  i»  qui  Ton  doit  d'importantes  simplifications; 
mais  M.  Gordan  a  eu  le  mérite  de  ramener  h  des  considérations 
d'ordre  purement  élémentaire  la  démonstration  d'un  théorème 
de  M.  Lindemann,  entraînant,  comme  conséquences,  la  transcen- 
dance du  nombre  e,  et  la  transcendance  du  nombre  -.  Les  tra- 
vaux de  y\.  Ciordan  onfété  magistralement  exposés  par  M.  Klein, 
dans  son  opuscule  intitulé  :  Su/-  certaines  questions  de  Géométrie 


(')  Ainsi  qu'oïl  pput  le  voir  dès  les  premières  lignes  de  l'article  de  M.  .laniet, 
son  élude  a  un  caractère  nettement  pédagogique,  et  elle  nous  semble  conslitticr  à 
ce  point  de  vue  un  progrès  foi't  important.  11  s'agit  de  l'un  des  problèmes  les  plus 
fameux  dans  l'histoire  des  sciences  mathématiques,  celui  de  la  quadrature  <lu 
cercle  ;  et,  en  somme,  l'impossil)ililé  n'en  a  été  rigoureusement  démontrée  qu'à 
partir  des  trav.'nix  de  MM.  Ilermile  et  Lindemann.  .\pporler  à  cette  démonstration 
des  perfectionnements  qui  aient  pour  n'-sultat  de  lui  donner  un  cara<;lère  de  plus 
en  plus  élémentaire  est  à  notre  avis  tout  à  fait  intéressant  au  point  de  vue  qui 
nous  préoccupe  surtout  ici.  Aussi  renn-rcions-nous  bien  sincèrement  M.  V.  Jamet 
de  son  importante  contribution  à  la  transcendance  des  nombres  e  et  t: . 

(note   de  la   RKDAf.TION). 
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élémentaire^  dont  on  doit  une  rédaction  Irançaise,  à  M.  Griess 
(Paris,  Xony,   1896). 

Le  théorème  de  M.  Lindemann,  auquel  nous  faisons  allusion, 
est  celui-ci  :  «  Vénalité 

Ao+A^ie"'  +  e"^  +  ...  +  A  )  +  A,  ( /' +  e'''  4- ■•• -f- A  )  +  ■•• 

+  A,„(e''+... +e''-)=o 

ON  A„,  A^,  A^  ...  A^  so/il  des  entiers,  et  oii  les  exposants  écrits 
dans  une  même  parenthèse  sont  les  racines  d'une  équation  algé- 
brique à  coefficients  entiers,  est  impossible.  » 

Nous  voulons  apporter,  s'il  est  possible,  une  légère  simplifi- 
cation à  la  méthode  de  'SI.  Gordan.  Cet  auteur  s'est  servi,  avec 
une  habileté  rare,  du  symbole 

h'    =    I.2.3...7', 

mais  nous  pensons  qu'on  peut  substituer  à  cet  heureux  artifice  de 
calcul  l'emploi  de  la  formule  des  accroissements  finis,  adaptée 
aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire,  et  procéder  ensuite 
comme  Ta  (ait  M.  Ilurwitz  pour  démontrer  la  transcendance  du 
nombre  e. 

2.  Nous  prenons  pourpoint  de  départ  l'identité 

D.e-  •'  'F  (x)+  F'  (.r)  +...  +  F'"  (.r)]  =  -  e-  -F  (r) 

où  F  (a)  désigne  un  polvnôme  entier,  de  degré  m. 

Nous  rappelons  d'ailleurs  cjue  si  l'on  désigne  par  ^  {~)  une 
fonction  d'une  variable,  finie,  continue,  et  pourvue  d'une  dérivée, 
au  moins  quand  le  point  ::  décrit  le  chemin  rectiligne  qui  va  du 
point  z^  au  point  Z,  il  est  possible  de  trouver  un  nombre  A,  com- 
pris entre  zéro  et  i,  un  argument  réel  (o,  et  une  quantité  algé- 
brique réelle  ou  imaginaire  ;,  représentée  par  un  point  situé  sur 
le  chemin  considéré,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  : 


(')  Voir  par  cxcinplo,  Mansiox,  Principes  d'une  Iheorie  nouvelle  des  fonctions 
d'une  variable  iniaifinaire  (Annales  de  la  Sooiéto  scientifique  de  Bruxelles,  i)' année, 
i885-iS86.  2"  partie)  ;  la  démonstration  de  celte  formule,  que  M.  Darboux  avait 
d'ailleurs  établie  antérieurement  à  M.  Mansion,  fait  l'objet  du  paragraphe  IX. 
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Cette  loimule  est  applicable,  notamment,  si  l'on  suppose 

*  (z)  =  e-  =  [F  (.)  +  F'  ^c)  +  .. .  +  F'"  (.)] 

avec    ~Q  =  o   et  Z  =  a,    (F  (.r)    désigne   un   polynôme   entier,    de 
degré  m).  Nous  en  concluons  que,  quelque  soit  a^^ 

e-  "'  [F  («i)  +  F'  («0  +  -  +  t'"'  («i)]  -  [F  (o)  +  -  +  y"  (o)] 

=  -Àe"'"F(ï,).  e-^'i, 

Aj.  (Oj,  ;,,  remplissant  les  conditions  énoncées  au  sujet  de  A,  o>,  l. 
La  formule  précédente  é([uivaut  à  celle-ci 

e"'  [F  (o)  -f  F'  (o)  +  ...  +  F»'  (o)]  =  F  («0  +  ...  +  F'"  («J 

Supposons  que  a^,  soit  racine  d'une  équation  algébrique  à  coeffi- 
cients  entiers  y^[.i-)=o,  et  soient  a,,  «3,  ...  a,^  ses  autres  racines. 
Nous  établirons  une  égalité  analogne  par  rapport  à  cbacnne  de 
ces  racines,  puis  en  ajoutant  membre  ii  membre  les  n  égalités 
obtenues  de  la  sorte,  nous  trouverons 

[F  (o)  +  F'  ;o)  +  ...  +  F'«  (o)]  {e":  +  e"'  +  ...  +  e""  ) 

i  =  rt  i  =  Il  i  =  n  i  =n 

=  y^F(a,)  +^F'  («,;+.-  +y/"'  [où+y^e^i  ~''i  -^"'  ^'~  ?(?,•)(=;). 

!  -   1  1=1  1=1  1=1 

Au  second  membre  de  cette  égalité,  la  somme  de  tous  les 
termes,  sauf  le  dernier,  est  une  fonction  svmétriquc  entière  des 
racines  de  l'équation  y'",  (.r;:=o.  Si,  de  plus,  le  polynôme  F  est  à 
coelPicients  entiers,  cette  fonction  est  égale  au  quotient  d'un 
nombre  entier  par  la  puissance,  d'exposant  //i,  du  coellicient  de  .1" 
dans  le  développement  du  polynôme  f„{-i')  ;  soit  a  ce  coefllcient  ; 
nous  transformons  l'égalité  précédente  comme  il  suit  : 

[F  (o)  +F'  (o)  +  ...  +  F"'  (o)]  a'"  [e"'  +  c"^  +  ...  +e""  ] 

i  =  n 

=zB-\-  a-"y  /.i'^ii'"i  -'.•  ^"   V/^"'F  (?,) 

i  =  1 

B  désignant  un  nombre  entier. 

3.  Composons  maintenant  le  polviKunc  F  (.r)  de  la  manière  sui- 
vante. Soient,  outre  ré([ualion  f'^  (.r)  ^^=0,  d'autres  é([uations  algé- 
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briques  à  coefficients  entiers,  fb{^)  =o,  f^(^x)==o  ...  fi '.vj  =  o, 
dont  la  première  a  pour  racines  Z»,,  b.^,  ...  b,^.^  la  deuxième  (.',,  c^  ... 
la  dernière  /j,  /.,,  ...  /,,.  Nous  poserons 

¥{x)=x"-'[fa{x).f,[x)...fi{x)]" 

p  désignant  un  entier  quelconque.  Je  dis  que  la  somme 

F  (o)  +  F'(o)  +  ...  +  F'"  (o) 


sera  un  entier,  divisible   par  i.2.3...yv — i,  et  que  B  sera  divi- 
sible par  i.'i.'d... p. 

En  effet,  si  l'on  développe  le  polvnôme  F  {x)  et  qu'on  l'ordonne 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de\r,  on  trouvera  un 
développement  de  la  forme 

F  [x]  =  a.r''  -  '  +  oi,x"  -j-  oi.y  '''  +  ...  +oi,nx"' 

a,  y.j,  c/ .,,...  a„,  désignant  des  entiers.  On  en  déduira 

F  (o)  =  o,  F'(o)  =  o,...  F''~-  (o)  =  o,... 

puis 


F''         (o)  r=  1.2.3...  p  —  I  a,  F'*  (o)  z=  1.2.3...  p.ot-^, 

et  ainsi  de  suite. 

Il  faut  observer  que  a  est  la  puissance  /;""^  dun  entier  qui  ne 
dépend  nullement  de  y;,  savoir,  le  produit  des  termes  constants 
pris  dans  les  polynômes 

Nous  appellerons  ce  produit  ^l,  et  nous  trouverons  : 


F(o)  +  K'(o)  +  ...  +  F"'^o)  =  1.2.3.../.—  1  (M^'+^^M- 

ce  qui  démontre  la  première  de  nos  deux  propositions. 

De  plus,  on  voit  qu'il  est  possible  de  choisir  p  de  telle  sorte 
que  ce  nombre  ne  divise  ni  M'',  ni  même  le  produit  de  M''  par  une 
puissance  quelconque  d'un  entier  donné  A  ;  il  su  Hit  t[ue  parmi 
les  facteurs  premiers  de  yj,  il  y  en  ait  au  moins  un  (jui  n'entre 
pas  dans  la  décomposition  du  produit  MA  en  lactours  premiers. 

4.  En  second  lieu,   faisons,  dans  le  polynôme  F(.r),  la  trans- 
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formation    .r  =  a ^ -\- .v' ,    et   ordonnons    le    polynôme    obtenu   par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  .r'. 

Nous  trouvons  un  développement  de  la  tonne 

F  ix)  =  X'»  Go  («,)  -hx"^'  G,  («,)  +  ...  +  .r""G,,  («,). 

Gy,  Gj,.. .  G„,  désignant  des  polynômes  entiers,  à  cocllicients 
entiers,  dont  le  degré  ne  dépasse  pas  ///.  Mais,  pour  .f  =  </.,  le 
polynôme  F  (.r)  et  ses  dérivées  successives  prennent  les  mêmes 
valeurs  que  pour  .r'  =  o,  et  l'on  en  déduit  : 

F  {ai)  =  o  F'  (rt,)  =  o...  F''~  1  {(li)  =zo 

F^  {m)  =  i.-i.3...pG^  («,),        F^'  *  *  {m)  =  1.2...  y7+TGj  («,), 
et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent  : 

' =n  i  =  n  i  =  n  =  n 

^F(«,)  +^F'  (.,,)  +  ...  +Vf'»  [a,)=  1.2.3.. .iJVcxJr,,) 

1=1  1=1  i  =  1  (■  =  1 

i  =  n 

+(p+i)yG,(«,-)  +  ...1. 

i = 1 

Or  le  facteur  écrit  entre  crochets,  au  second  membre  de  cette 
égalité,  est  égal  à  une  fonction  symétrique  entière,  à  coellicients 
entiers,  de  (i^,  «o,-.-  Hmi  6t  le  degré  de  celte  fonction  est  au  plus  ni. 
Donc  le  second  membre  de  cette  égalité  a  une  expression  de  la 
forme  : 

i.2.3...p.C 

OU  (1  désiffiie   un   entier;  et  le   numérateur  de   cette  (raclion  est 
précisément  le  nombre  que  nous  avons  désigné  par  B. 

La  deuxième  proposition  énoncée  au  début  du  paragraphe  3  est 
donc  démontrée. 

j.  En  résumé,  le  polynôme  F  (.r)  étant  choisi  comme  il  a  été 
dit  au  ])aragraphe  3,  on  peut  trouver  deux  entiers  M  et  G,  tels 
<[u  (»n  ait 

1  =  n  7=  n 

.2.3...  i7=^  (M''  +  mp]  «'"Y  ^^  =p:C  +  «'"y  h  \ic"'  ^~  '  "^  "'  ~  ^'F  (£,) 
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les  X  étant  des  nombres  compris  entre  zéro  et  i,  les  lo  étant  réels, 
et  les  i  remplissant  la  condition 

De  cette  formule  on  déduit  la  suivante 

i  =  n  i  =  n 


1=1 


6.   Cela  posé,  considérons  l'expression 

(  =  n  i  =  q  i  =   y 

(.)        Ao+A,  y  e"'  +  A,y  e'''-t-...+A,yc'' 


;  =  i 


où  les  lettres  A^,  A^,,  ...  A,  désignent  des  entiers,  et  où  les 
racines  des  équations  ^  =  o,  f^^o  ...  fi  =  o,  dont  les  premiers 
membres  sont  des  polynômes  entiers,  à  coefficients  entiers,  ont 
été  désignées,  respectivement  par  «,,  «,.,.«„,  />,,  />»,.../',,.../,, 
/,  ...  l,..  Je  dis,  avec  !\OI.  Lindemann  etGordan,  que  cette  expres- 
sion n'est  pas  nulle.  En  efTet,  soient,  dans  les  polynômes  /à,  /j, 
...  fg,a,  h,  r,  ...  /,  les  coelficients  des  plus  hautes  puissances  de.r. 
A  l'égard  des  équations  f^=:o,  ^^  =  o  ... /^e  =  o,  étal^lissons  les 
égalités  analogues  h  (i)  et  additionnons-les  membre  à  membre, 
après  avoir  midtiplié  les  deux  membres  de  la  première  par 
A„  //"  c'"'  ...  l"\  de  la  deuxième  par  A,,  a'"  c'"  ...  /"',  et  ainsi  de  suite. 
Nous  trouverons  une  égalité  de  la  forme  : 


f  M^  -f  <S\lp)  a"'.h"K.-l"'  [Aa-e"'  +  X/i^e'^  ^...-^A,l  e''  ) 
=  ~''^'  +  tSt^  [A„5:).-e''^    —^  +  "'-^^  F  ,?,)  +  ... 

les  nombres  'j.,  0,  o,  jouant  le  même  rôle  que  les  nombres  À,  (o,  ;. 
Si  donc  l'expression  (2)  était  nulle,  le  second  membre  de  cette 
dernière  é<ïalité  devrait  être  ég-al  et  de  signe  contraire   à 

(3)  A^,{abc...t)"'  {'Sl''-\-?>]lp). 

et  je  dis  qu'on  peut  disposer  de  p  de  telle  sorte  qu'il  en  soit  autre- 
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ment.  En  effet,  si  nous  supposons  hypothèse  toujours  possibh^) 
que,  parmi  les  i'acteurs  preuiicrs  de  jk  il  y  en  ait  au  moins  un  qui 
n'entre  pas  clans  la  décomposition  du  nombre 

k^Ma.h.c.l 

en  facteurs  premiers,  le  nombre  (3)  ne  sera  pas  divisible  par  />, 
et  par  conséquent  ne  sera  pas  nul;  et  cependant  il  devrait  être 
égal  à  une  somme  de  deux  parties,  dont  1  une  est  entière  et  divi- 
sible par  lu  tandis  que,  conformément  à  la  démonstration  sui- 
vante, la  deuxième  partie  pourrait  être  supposée  numériquement 
inférieure  à  i. 

j.  Pour  établir  ce  dernier  point,  observons  que,  quand  le 
point  z  décrit  le  rayon  vecteur  d'un  quelconque  des  points  «j.  a,^ 
...  a„,  b^,  /-»,„  ...  ^^  ...  Zj,  /^,...  /,.  le  produit 

conserve  un  module  plus  pelit  (ju  un  nomljre  constant  o,  et  (|ue 
le  module  de  z  reste  au-dessous  d  nu  nombre  conslaut  <j.,  qu  on 
peut  supposer  inférieur  à  i.  La  fonction  e'  conserve  elle-même 
un  module  plus  petit  qu  un  nombre  constant  v,  et  ce  nombre  est 
une  limite  supérieure  des  modules  des  facteurs  tels  que  c"i— û, 
e"i~^2...  e^r-",-.  Enfin  les  facteurs  tels  que  A,  (?"i\^,  ...  •j^e'^'V^, 
ont  des  modules  inférieurs  à  l'unité  ;  le  degré  ni  du  polynôme  F  (.r) 
est  éffal  à 


("  +  7 


np- 


et  le  terme 


i.2.i.../>  L     jLu 

i  =  1 


Oi  \'-  1  +  'i 


/ 
i=  i 


i''(  -.) 


"] 


a  un   module  plus  petit  que 


lI\1  +  |\I+--  +  |a.|1. 


(thc.l 


Or  il  est  possible  de  choisit'  />  de    telle  sorte    (\\\i'  cette   limile 
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supérieure  soit  plus  petite  que  i.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

8.  Si  maintenant  on  veut  déduire  de  là  le  théorème  de  M.  Her- 
mite,  c'est-à-dire  démontrer  que  l'égalité 

est  impossible,  si  A^,  Aj,  ...  A„,  sont  des  entiers,  il  sullit  d'appli- 
quer la  méthode  précédente  au  cas  où  les  polvnomes /^,  f^^,  ..,fi 
sont  définis  comme  il  suit 

f^  —  x—\,         f^—x  —  1,...         f^  =  .v  —  m,... 

ce  qui  revient,  au  fond,  à  répéter  la  démonstration  de  M.  Ilur- 
witz. 

9.  Si  l'on  veut  en  déduire  la  transcendance  du  nombre  r:,  on 
observe,  avec  M.  Hilbert,  que  s'il  existait  une  équation  algébrique 
à  coefficients  entiers,  admettant  parmi  ses  racines  le  nombre  -/, 
et  si  l'on  désignait  ces  racines  par  «j,  a^...a,.,  le  produit 

aurait  un  facteur  égal  à  i-f-e'',  c'est-à-dire  à  zéro.  Donc  ce  pro- 
duit serait  nul.  Mais  si  on  l'efiectue,  on  trouve  une  expression  de 
la  forme 

oii  [j,,  [j,  ...  ,3/,  désignent  les  racines  dune  équation  algébrique 
H  coelHcients  entiers.  Parmi  ces  racines,  quelques-unes  peuvent 
être  nulles  ;  s'il  en  est  ainsi,  la  somme  des  exponentielles  qui 
leur  correspondent  est  un  nombre  entier  ;  celles  d'entre  elles 
qui  ne  sont  pas  nulles,  savoir,  |j,,  |3.,  ...  ,3/,  sont  les  racines  d'une 
équation  algébrique  à  coctricients  entiers,  et  l'on  est  conduit  ;i 
démontrer  l'impossibilité  d'une  identité  de  la  forme 

(i-\-  e  '''  -f  e  ■'-  +  ...  -f-  e  ■'  'i  :=  o 

ou  a  désigne  un  nombre  entier.  On  retombe  encore  sur  un  cas 
particulier  du  théorème  de  INI.  Lindemunn. 

V.  Jamet  [^hirseille). 
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THÉORIE  DE  L'ÉQUATION  QUADRATIQUE 


La  théorie  courante  de  réquation  quadratique  peut  être  éta- 
blie comme  il  suit  : 

Une  équation  quadratique  à  coeflicients  réels  a,  soit  deux 
racines  réelles,  soit  deux  racines  imaginaires,  le  cas  de  sépara- 
tion ayant  lieu  lorsque  les  racines  sont  égales.  Si  l'équation  est 
représentée  par  : 

X'  -\-  2(1  x  -\-  h  =  o 

les  deux  racines  sont  : 

a'j  z=  —  «  +  V   ""  —  '■* 
et 

a-j  rr  —  a  —  y  a-  —  h 

Si  a-  est  pins  grand  que  b,  le  radical  se  prête  à  une  simple 
addition  algébrique  avec  —  «,  et  les  deux  racines  sont  réelles. 
Les  deux  termes  peuvent  être  représentés  par  des  segments 
d'une  seule  et  même  ligne  droite  et  leur  somme  est  aussi  un 
simple  segment.  Mais  ([uand  a-  est  plus  pelil  que  b,  c'est 
y//>  —  a-   qui   est  réel  et  les  deux  racines  sont  représentées  par  : 

•ri  =  —  «  +  V^— I     V^''  —  ""        x,  =—  a  —  y/— I  \/h  —  a-  , 

On  sait  que,  comme  le  terme  radical  est  aflecté  du  svmbole 
y/ — I,  il  ne  peut  être  combiné  avec  —  a  par  simple  addition.  On 
sait  que  les  deux  termes  ne  peuvent  être  représentés  par  des 
segments  d'une  seule  et  même  ligne  droite,  mais  que  le  terme 
radical  doit  être  représenté  suivant  une  ligne  formant  un  angle 
droit  avec  celle  sur  laquelle  — a  est  représenté.  Pour  cette  rai- 
son, la  racine  est  dite  complexe  et  on  sait  que  le  plan  est  néces- 
saire pour  sa  représentation  adéquate.  Comme  conséquence,  on 
sait  que  ^^  indique  que   l'axe  pour  le  terme  imaginaire  est  à 


364  ^^--   MACFARLAyE 

angle  droit  sur  l'axe  pour  le  terme  réel,  autrement  dit,  cela 
démontre  que  l'axe  réel  tourne  d'un  angle  droit. 
Le  point  de  vue  auquel  je  me  place  est  le  suivant  : 
Dans  tous  les  cas,  la  signification  de  v/— ^  est  scalaire  ;  ce 
symbole  ne  signifie  rien  de  plus  que  l'indication  qu'il  doit  don- 
ner, c'est-à-dire  que  le  carré  du  terme  aflecté  est  négalil.  Il  ne 
s'en  suit  pas  que  deux  segments  d'une  ligne  dont  l'un  est  aflecté 
de  \/^^i.  et  l'autre  ne  Test  pas,  ne  se  composent  pas  en  quelque 
chose  de  réel  ;  je  montrerai  que  leur  simple  addition  correspond 
à  une  réalité  géométrique.  De  cette  manière  de  voir,  on  déduit 
que  les  racines  ont  toujours  une  signification  scalaire. 

Mais  dans  les  deux  cas,  les  racines  se  prêtent  aussi  ii  ce  que 
nous  pouvons  appeler  une  signification  planaire.  Soil  (jue  j  re- 
présente un  axe  de  longueur  égale  à  l'unité,  et  soit  ,j-  égal  à+  i  ; 
alors  dans  le  dernier  cas,  lorsque  cr  est  plus  petit  que  b, 


J- 


x\  ^=  —  a  -\-  \  h  —  a-     y 

représente  une  quantité  complexe  circulaire,  tandis  que  dans  le 
premier  cas 


représente  une  quantité  complexe  hyperbolique. 

La  preuve   que  cette   quantité  hyperbolique  satisfait   ii  lécjua- 
tion  est  la  suivante  : 


xr  rr:  a-  +  a-  —  h  —  ^f(\  a'  —  h    9j 


-\-  aa.t\  ■=^        —  ia-         +  i(i\  a-  —  h   ^ 
-{-     h      =   h 
.i\-  +  ■lax^  -\-  h    z=o  -\-   ^'■ 

Le  tout  est  égal  îi  o,  parce  qu'il  se  décompose  en  une  partie 
scalaire  et  une  partie  vectorielle  qui  sont  séparément  égales  ào. 

La  même  picuve  s'applique  ii  la  (juantité  complexe  circulaire. 

Conformément  à  celte  théorie,  le  symbole  \' ^^\  est  caractéris- 
tique de  la  ([uantité  complexe  circulaire,  tandis  ([u'il  est  absent 
dans  la  {[uanlilé  complexe  hyperljolique  ;  el  ceci  s'accorde  avec 
ce  fait  algébricpie,  (|ue 

X-  —  y-  =  (.r  +  r)  {x  —  r) 
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tandi 


que 


x'  +  v2  —  [x  +  v/—  I  v^  (.r  —  y/— 


La  signification  de  la  quantité  complexe  scalaire  résultera  do 
la  considération  de  la  Trigonométrie  d'un  angle  complexe 

Soit  (fig.  i)  que  AOP  représente  un  angle  circulaire,  et 
POQ  un  angle  hyperbolique  ;  OA  et  OB 
sont  les  demi-axes  du  cercle,  OPet  OD 
ceux  de  Thyperbole  équilatère.  Menons 
PM  et  QK  parallèles  h  la  tangente  en  A. 
et  par  suite  perpendiculaires  à  OA  ;  puis 
QN  parallèle  h  la  tangente  commune 
en  P,  et  par  suite  perpendiculaire  à 
OP.  De  X,  menons  XL  et  NR  paral- 
lèles à  PM  et  OA,  respectivement. 
Représentons  par  //  et  c,  respective- 
ment, les  angles  circulaire  et  hyberboli([ue  ;  alors,  comme 
M.  Laisant  l'a  montré  dans  son  Essai  sur  les  fonctions  liijper- 
holiques,  les  définitions  premières  des  fonctions  trigonométriques 
de  ces  ançfles  sont 


M  LA 


V\g. 


OM 


OA 


Ml' 
"OB 


cosh 


ON 
OP 


sinh  *•  = 


NQ 
OD 


D'après  ces  définitions,  les  (onctions  sont  enlitM'omont  scalaires, 
parce  (|ue  la  direction  des  deux  termes  dans  cIkkju»'  rapportées! 
la  même.   Si  nous  réduisions  les  relations  ci-dessus  ii 


OM 


0.\ 


SIM  II  rr 


MP 
"ÔX" 


,   cosh  V 


o.x 

OP   ' 


■iiiili  f  ■=: 


JVQ_ 
OP 


alors,  dans  le  cas  de  sin?/,  ce  sont  seulement  les  longueurs  de 
MP  et  de  OA  (jue  Ion  considère,  sans  avoir  égard  ii  leur  dillé- 
rence  de  direction  ;  et  de  même  pour  sin  /n'. 

On  a  coutume  de  définir  les  fonctions  de  l'angle  complexe 
analytiquement  ;  mais  elles  ont  une  définition  géométrique.  Les 
définitions  de  l'angle  complexe  ci-dessus  sont 


el 


H 


cos  {il  -\-  ^  —  I  i 

OK 
■)-    OA 

sin  {il  -\-Y — ^i  f 

K(^) 

*—    OB 

nseignement  innlli. 
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,,      .         ,  ,  .     1  .  KQ 

expression  qui  peut  s  écrire  dans  le  cas  ci-dessus  jr^  . 

Considérons  maintenant  l'addition  de  ces  angles  d'un  point  de 
vue  géométrique.  Nous  avons 

OK  =  OL  —  LK  r=-— —  OM  —  XQ 


donc 


OP      ■  ^    OP 


OK  OM      ON  MF     XQ 


De  plus 


don< 


OA    ~    OA     OP  OA     OF 

rr  cos  «  cosh  V  —  sin  ii  sinh  r. 


KQ  =  LX  +  RQ  =  -g^  MI>  +  XQ  -^ 


KQ  MP      ON  OM     XQ 


OA   ~    OA     OP      '     OA     OP 
:=  sin  u  cosh  t'  -\-  cos  u  sinh  v. 

Considérons    maintenant  le   signe   d'un   point  de   vue   géomé- 
trique. L'angle  complexe  ci-dessus  est  exprimé  par  u-\-\'~\  r,  et 

cos  [u  -\-  \/  —  I  y)  r=  cos  it  cosh  v  —  \ — i  sin  u  sinh  v, 
sin  [u  -(-  V  — I  *')  '^^  si"^  "  cosh  v  -\-  \ — i  cos  u  sinh  i'. 

Ainsi  rAnalvse  conduit  au  symbole  \'^^i  comme  adoctanl  le 
second  terme,  tandis  que  la  Géométrie  donne  les  mêmes  formules 
sans  \^~ï.  Nous  en  concluons  que  les  parties  sont  ajoutées 
linéairement  comme  résultat  final,  mais  que  le  symbole  \/—i  doit 
être  conservé  dans  une  période  intermédiaire  du  calcul.  De  toutes 
façons,  dans  cette  quantité  scalaire  comjilexe,  le  symbole 
i/HTVn'a  aucune  signification  directionnelle,  il  signifie  simplement 
que  le  carré  de  la  quantité  ii  laquelle  il  est  attaché  doit  être  prise 
avec  le  signe  négatif.  Les  deux  termes  de  la  quantité  sont  repré- 
sentés par  des  segments  dune  seule  et  même  droite.  La  justifi- 
cation complète  de  cette  théorie  se  trouve  dans  les  développe- 
ments auxquels  elle  conduit  ;  mais  je  puis  indiquer  ici  le  chemin 
par  lequel  j'y  arrive. 

L'application,  à  la   déchai"ge  d'un  condensatour  élcctricpie.  du 
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piiiicipe   de  lu   conservation   de    réiieigie,  conduit    à    Téquation 
dillV-rcntiellc  : 

•  '  q  =  O 


cit'       '       L        (It      '    J.C 


où  y  représente  la  charge  au  temps  /,  Il  la  rt-sislance,  F.  la  puis- 
sance d'induction  du  circuit  et  C  la  capacité  du  condensateur. 

Si  <^  =  Ae"''   est  supposé   être    la  solution   de  ré([uation,   alors 
/)i  doit  être  tel  que 


Ae""(  /»-  +    _   m  4-     "      )  =  o 


relation  (|ui  se  réduit  ;i  //r -\-  1  ani  -\-  b  =  0,  si  par   abréviation 
a  est  écrit  i»  la  place  de  la  quantité   positive —j^-,  et   h  à  la  place 

de  la  f[uantilé  positive  — , . 

La  théorie  courante  de  léquation  quadrati([ue  conduit  aux  solu- 
tions suivantes  de  Téquation  dilléniil  iellc. 

Dans  le  cas  des  racines  réelles, 

Dans  le  cas  des  racines  imaginaires. 


—  («— V— 1    \lj-u,t  _(„4-V_l   \b-a-t 

et  dans  le  cas  de  transition. 

(/  =  r-"   Cl  -f  c,t). 

Dans  le  cas  imaginaire,  la  solutictn  apj)ar('mmenl  impossible  se 
léduit,  après  beaucoup  de  travail,  n  la  Conuc  : 


f]  z=  Ae""'  siu   f  ^  ù  —  <i'-  l  -\-  0  ^ 

La  réduction  peut  être  elï'ectuée  d  une  façon  liés  claire  et  très- 
directe  en  traitant  les  racines  imaginaiies  comme  des  ([uantités 
complexes  planaires  de  la  lorme 


—  ti  -\-  \  —  I    [h  —  rt-  i   cl  — a —  Y  —  I     \  A  - — II-  '^; 
et  une  réduction  analogue   est    possible   dans   le  cas   des    racines 
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réelles,  en  les  traitant  comme  des  quantités  complexes  hyperbo- 
liques de  la  forme  : 

—  a  -\-  sj~a-  —  h  [5  et  —  a  —\'a-  —  l>  '^- 

Supposons  que  la   quantité  réelle  a-  —  h  soit  désignée  par  n. 
Dans  le  cas  imaginaire, 


de  la 


et 


-ff(+C  +V  — l(;i(+s),3 


y,   =   e-"'+^-^-^'"'^'>?- 


où  un  terme  ar])it]  aire  a  été  ajouté  aux  parties   scalaires  et  vec- 
torielle de  m. 

ÎNlaintenant  y,  et  (j.,  dénotent  des  spirales  convergentes  équian- 
gulaires  difïerani  seulement  en  ce  que  Tune  est  la  réflexion  de 
l'autre  par  rapport  à  la  ligne  initiale.  De  là,  si  nous  ajoutons  les 
deux,  nous  avons  deux  fois  la  projection  horizontale,  et  si  nous 
retranchons,  nous  avons  deux  fois  la  projection  verticale.  Sui- 
vant les  conditions  initiales  du  problème,  nous  aurons  à  ajouter 
ou  à  retrancher  ;  dans  le  cas  du  problème  ci-dessus,  nous  devons 
retrancher. 

De  Kl 

q  rr  'le''  e-"'  sîii  [nt  +  cp). 

Dans  le  cas  réel  nous  avons  : 

;«  I  =  —  a  -\-  «P     m.,  =r  —  a  —  //,3 

VJ   —  "^  •" 

et 

q    =  ae'"""'  sin  \\  {nt  -j-  o). 

La  première  équation  représenté  la  décharge  d'un  condensa- 
teur quand  il  oscille  ;  la  dernière,  quand  il  n'oscille  pas.  L'ana- 
Ivse  ici  donnée  correspond  à  la  méthode  graphique  dont  se  ser- 
vent actuellement  les  électriciens  dans  l'éUnle  des  courants 
idteinatifs. 
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Nous  nous  trouvons  ainsi  conduit  it  la  conception  d'une  spi- 
rale hyperbolique  équiangulaire  convergente,  laquelle  est  pré- 
cisément l'analogue  de  la  spiiale  circulaire  é([uianoulaire  con- 
vergente. 

Je  crois  que  cette  courbe  est  nouvelle,  car  je  ne  la  trouve  pas 
dans  la  très  complète  Bihliograpliie  des  courbes  g'''untcti-i(jnes,  de 
M.  Brocard. 

Les  spirales  correspondantes  sont  représentées  par  les  fi- 
gures 2  et  3. 

La  fonction  Ae~'"  sin  [nt-\--^)  représente  la  projection  verticale 
8 


g.  2. 


Fi  g.  3. 


d'un  mouvement  uniforme  circulaire  d'amplitude  A,  de  vitesse 
angulaire  n  et  d'époque  ■^.  De  même  la  fonction 

Ae  -  «'  sin  [nt  +  o) 

représente  la  projection  verticale  du  mouvement  spiral  circulaire 
du  point   1*  ayant   pour  vitesse    angulaire    n,   pour  époque  cp    et 
pour  amplitude  décroissante  logarithmic[ue  Ae  ""'. 
De  la  même  manière,  la  l'onction 

Ae  ~  "'  sin  h  \nt  -\-  o) 

représente  la  projection  verticale  du  mouvement  spiral  hyperbo- 
lique du  point  P,  ayant  pour  vitesse  angulaire  hvperboliquc  n, 
pour  époque   l'angle  hyperbolique  '^  et  pour  amplitude  Ae  ~  "'. 

Cette  spirale  est  convergente,  car  n  est  pas  nécessairement 
moindre  que  a. 

Le  point  R  décrit  le  mouvement  uniforme  primaire  ;  le 
point  P  décrit  le  mouvement  spiral  et  le  point  Q  décrit  le  mou- 
vement harmonique  correspondant. 

Al.  Macfarlane  (Soulh-Bethleem.  Pcnn.  U.  S.A.) 
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SUR    LA    NOTIO.X    DE    L  INFINI 

E\    GÉOMÉTRIE   ÉLÉMENTAIRE 


^r.  Appell  a  publié,  clans  le  numéro  de  mai  de  VEnseigneineiil 
matJiématiqiic^  un  court  article  par  lequel  il  rejette  fort  loin  une 
idée  que  j'avais  émise,  dans  le  numéro  précédent,  sur  Tutililé 
et  la  possibilité  de  1  intioduction  de  la  notion  de  l'infini  dans 
l'enseignement  de  la  Géométrie  élémentaire.  X  avant  aucun  goût 
pour  la  polémique,  et  éprouvant  d'ailleurs  quelque  scrupule  à  en 
engager  une  avec  mon  éminent  contradicteur,  je  me  serais  borné 
à  soumettre  ii  son  appréciation  les  observations  que  ses  critiques 
me  suggéraient  s'il  n'avait  bien  aouIu  m'engager  de  la  façon  la 
plus  aimable  à  publier  ma  réponse  et  a  y  joindre  même  les 
réflexions  que  je  pouvais  avoir  h  faire  sur  deux  objections  for- 
mulées par  ]M.  Xiewenglowski  dans  le  même  numéro  du  Jour- 
nal (').  J'aurai  soin,  dans  ce  qui  suit,  de  reproduire,  avec  les  cri- 
tiques contenues  dans  1  article  de  M.  Appell,  quebjues  observa- 
tions complémentaires  qui  résultent  de  la  correspondance 
écliancfée  :  le  lecteur  aura  ainsi  entre  les  mains  tous  les  éléments 
de  la  question. 

I.  «  La  Géométrie  élémentaire.  —  dit  M.  Appell,  —  a  heureu- 
«  sèment  écbappé  jus(|u'ici  aux  innovations  qui,  sous  couleur  de 
«  progrès  scientifique,  ont  entraîné  les  mathématic[ues  spéciales 
«  dans  une  voie  dangereuse.  Aussi  suis-je  bien  loin  de  partager 
«  l'opinion  de  M.  Ripert  sur  lintroduction,  dans  la  Ciéométrie 
«  élémentaire,  de  1  inliiii,  au  sens  que  }\I.  Ripert  donne  à  ce 
«   mot.    » 

Je  ne  discuterai  ici  en  aucune  façon  ce  qui  constitue  une  opinion 
de  M.  Appell.  opinion  <[u'il  a  d'ailleurs  précisée  ainsi:  «    Quand 


(')  \oiv  Enscigiicii/ent  inal/tcmatiij lie,  i<)uû  (n"  2,  j).  127;  n"  3,  p.  2o5  et  anj). 
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je  pnile  diiinovations  en  Géométrie  élémentaire,  je  veux  parler, 
iiou  (Xi:  changements  dans  la  démonstration  on  l'ordre  des  théo- 
rèmes, —  ce  qui  serait  exclure  tout  perfectionnement  dans  ren- 
seignement, —  mais  de  changements  dans  Cesprit  de  la  Gét»mé- 
trie  élémentaire  aussi  considérables  que  l'introduction  de  l"iniini 
d'une  façon  systématique,  ou  encore,  l'introduction  des  éléments 
imaginaires,  etc.   w 

Il  est  évident  que  l'introduction  des  éléments  imaginaires  serait 
absolument  contraire  à  l'esprit  de  la  Géométrie  élémentaire  ; 
mais  il  ne  me  semble  pas  qu'il  en  soit  de  même  pour  la  notion 
de  1  infini,  dans  les  modestes  proportions  que  j'ai  proposées  et 
d'une  façon  qui,  dans  ma  pensée,  n'a  rien  de  systématique.  Il  est 
possible,  au  reste,  que  je  me  sois  mal  lait  comprendre  à  ce  sujet; 
j  y  reviendrai  plus  loin. 

Mais  est-il  bien  vrai  que  la  Géométrie  élémentaire  ait  échappé 
jiis([u  ici  aux  innovations?  Est-il  même  désirable  ([uelle  v  échappe 
complètement,  les  améliorations  qui  sont  dans  l'esprit  de  la 
Géométrie  étant,   bien  entendu,  hors  de  cause  ? 

Lorsque,  dans  leur  Cours,  MM.  Xiewenglowski  et  Gérard*  pla- 
cent la  première  notion  du  cercle  dans  l'introduction  même,  cote 
à  côte  avec  celle  de  la  ligne  droite,  au  lieu  de  la  réserver  pour  le 
Livre  II  ;  lors(|u  ils  intervertissent  l'ordre  d'exposition  des  théories 
des  parallèles  et  des  perpendiculaires  ;  lorsqu'ils  introduisent, 
dans  l'enseignement  même,  la  Géométrographie,  etc.,  ils  nous 
mettent  bien  en  présence  de  nouveautés.  Je  m'empresse  de  re- 
connaître que  ces  nouveautés,  que,  pour  ma  part,  je  trouve 
excellentes,  ainsi  que  je  l'ai  dit,  sont  de  celles  que  M.  Appell 
admet  comme  conformes  à  l'esprit  dt^  la  Géométrie,  et  il  m'a 
même  déclaré  <[u"il  partageait  entièrement,  sur  ces  divers  points, 
la  manière  de  voir  des  auteurs  cités.  Si  je  rappelle  ces  innova- 
tions, c'est  ([ue,  dans  ma  pensée,  linlroduction  élénicntairc  de 
la  notion  de  l'infini  n'est  pas  sans  relations  avec  la  première,  la 
Géométrie  débutant  par  la  notion  du  cercle  considérée  comme 
aussi  intuitive  que  celle  de  la  droite. 

Une  nouveauté  d'une  extrême  importance,  inaugurée,  si  je  ne 
me  trompe,  par  MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  est  l'adjonction 
a  la  Géonîétrie  plane  d'un  livre  ou  sous-livre  de  compléments 
consacrés  à  l'exposition  des  théoiies  de  la  Géométrie  moderne. 
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La  plus  grande  des  innovations,  pour  laquelle  il  est  inutile 
d'ailleurs  d'examiner  si  elle  est  conlorine  ou  contraire  à  Tesprit 
de  la  Géométrie,  mais  (pii,  si  elle  est  adoptée,  modifiera  profon- 
dément les  méthodes  d'enseignement,  est  la  fusion  de  la  plani- 
métrie  et  de  la  stéréométrie.  Je  n'ai  pas  h  savoir  si  M.  Appell  en 
est  ou  non  partisan  ;  mais  il  est  certain  qu'elle  a,  surtout  en 
Italie,  des  partisans  éminents  et  convaincus.  Ainsi  que  l'ont  dit 
MM.  Lazzeri  et  Bassani,  dans  la  préface  de  leurs  Elementi  di 
(jeometria  ('),  cette  idée,  qui  lut  considérée  comme  une  utopie 
lorsque  De  Paolis  l'émit  il  y  a  seize  ans  seulement,  a  fait  rapi- 
dement beaucoup  de  chemin. 

Rappellerai~je  enfin  que,  dans  son  premier  numéro,  \'En- 
seignement  matlièmatiqiie  signalait  l'éclosion  simultanée  des 
Traités  ou  Cours  de  MM.  Hadamard,  Guichard,  Niewen- 
gloAVski  et  Gérard,  etc.,  dans  notre  pays  qui  possède  déjà  le 
Traité  c|ue  l'on  peut  dire  classique  de  MM.  Rouché  et  de  Combe- 
rousse,  comme  un  indice  du  besoin  que  l'on  semble  éprouver  de 
reviser  dans  une  certaine  mesure  l'enseignement  de  la  Géométrie 
élémentaire.  Depuis,  d'autres  Traités  ont  paru  h  l'étranger.  Il  y 
a  là  un  fait  sur  la  signification  duquel  il  est    inutile  d'insister. 

2.  Dans  mon  article  élémentaire,  j'avais  donné  au  mot  Vinfini 
son  sens  le  plus  élémentaire,  en  le  considérant  comme  la  limite 
de  l'infiniment  grand.  M.  Appell  m'a  lait  observer  que  «  l'idée 
de  l'infini  en  Géométrie  est  essentiellement  relative  et  tient  au 
mode  de  coordonnées  employées.  On  parle  plus  habituellement 
de  la  droite  de  l'infini  parce  que  l'on  emploie  habituelle- 
ment les  coordonnées  cartésiennes,  ou  mieux  les  coordonnées 
homogènes.  Mais,  en  coordonnées  polaires,  si  on  rend  l'équation 

F  (.r,  f))  =  o  homogène  en  remplaçant  .r  par  -^,lespoints  h  l'in- 
fini correspondent  àp=o,  et  il  est  commode  de  les  regarder 
comme  confondus  en  un  point  unique  (p^o).    » 

Cette  observation  est  d'une  justesse  incontestable  ;  mais  il 
reste  h  savoir  si,  en  Géométrie  élémentaire,  oit  Von  n  emploie 
aucun   sj/stème  de  coordonnées,  il     est    vraiment  impossible  de 


{')  ^  oir  Eiiaci^neniciit  mu(liciiia(l<iiie,   i8y(),  ii"   i. 
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donner  une  explication  l;iis;int  apparaître  l'idée  de  rinfini  d'une 
laçon  correspondant  à  celle  que  l'on  emploiera  lorsque  l'on 
abordera  la  Géométrie  analyti([ue  par  les  coordonnées  cartésien- 
nes et  implantant  ainsi,  dans  l'esprit  des  élèves,  une  première 
notion  importante. 

M.  Appell  explique  ensuite  pour([uoi,  à  son  avis,  linlroduc- 
tion  de  la  notion  de  linfini  ne  peut  venir  ulilcnienl  .[n'en  mathé- 
matiques spéciales  ;  ceci  est  une  opinion,  et  je  mabstiens  de  la 
discuter. 

3.  Je  viens  de  parler  d' une  e.tpliraliun  ;  dans  mon  article, 
j'avais  dit  une  dêinonstruiion,  et  M.  Appell  a  répondu  :  «  Vouloir 
«  démontrer^  comme  une  vérité  absolue,  par  un  théorème  énoncé 
«  de  la  même  façon  que  les  théorèmes  relatifs  aux  angles  inscrits, 
«  i\\x  une  droite  n'a  pas  deux  points  à  fin  fini  mais  seulement  un^ 
«  c'est  une  idée  inadmissible.   » 

J'ai  en  effet  employé  le  mot  t/téorème,  et  en  conséquence, 
j'avais  cherché  h  préciser  un  énoncé.  J'admets  volontiers  (|ue  ce 
mot  théorème  est  ici  impropre,  et  je  labandonne.  Mais  je  n'avais 
pas  parlé  de  vérité  aljsolue  ;  j'avais  au  contraire  insisté  sur  les 
mots  conception  et  convention.  Ceci  dit,  la  contestation  me  parait 
surtout  porter  sur  la  forme.  Que,  au  lieu  de  parler  de  théorème, 
on  dise  :  «  On  peut  laiie  comprendre,  par  telles  considérations, 
la  conception  de  la  droite  de  l'infini,  son  utilité,  sa  nécessité 
même  pour  expliquer  les  faits  »,  c'est  une  nuance  (|ue  les  profes- 
seurs sauront  bien  établir,  cl,  dans  ces  conditions,  la  véritable 
question  est  :   Que  vaut  fccplication  .' 

4.  «  Quant  il  la  démonstration  proposée,  —  dit  à  ce  sujet 
«  yi.  Appell,  ■ —  je  n'y  insisterai  pas  ;  elle  repose  sur  un  mode 
«  de  transformation  vague  d'un  cercle  en  une  droite,  et  elle  per- 
((  met  de  démontrer  tout  ce  (pi'on  veut  pour  les  points  a  l'infini 
«  de  la  droite,  suivant  le  mode  de  correspondance  qu'on  étal)lit 
«  entre  les  points  du  cercle,  ou  d'une  portion  du  cercle,  et  ceux 
«    de  la  droite    ». 

J*ol)serveiai  «{ue,  m'étant  prcqiosé  de  faire  un  article  ne  l'cle- 
vant  que  de  la  (jéométrie  éb'nienlaire,  j'ai  dû  éliminer  toutes  les 
consid<''rati(»ns  ([ui  ne  sont  pas  oi'dinairement  inviKjuées  en  Géomé- 
trie élémentaire,    telles  (pic  (•clic   des  modes  de  correspondance 
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qu'on  peut  élal)lir  entre  les  points  d  un  cercle  et  ceux  tl  une 
droite.  M.  Appell,  précisant  sa  critique,  m'a  écrit  :  «  Si  j'ai  dit 
que  votre  démonstration  était  vague,  c'est  qu'elle  pourrait  s  aj)- 
pliquer  à  d'autres  courbes.  Ainsi,  vous  pourriez  faire  le  même 
raisonnement  pour  un  demi-cercle,  A  et  B  étant  les  extrémités  àw 
diamètre  perpendiculeire  à  00'  (voir  la  figure,  n"  2,  p.  129),  le 
point  A  allant  à  l'infini  d'un  côté  et  le  point  B  de  l'autre  ». 

Cela  ne  lait  pas  doute  ;  mais,  dans  l'esprit  de  la  Géométrie  élé- 
mentaire, on  ne  considère  pas  d'autres  courbes  cjue  le  cercle,  et, 
bien  que  l'observation  relative  au  demi-cercle  soit  exacte,  il  y  a 
lieu  d'examiner  si,  l'idée  de  théorème  écartée,  mon  crplication 
demeure  contraire  à  l'esprit  de  la  science  en  cause  et  si  elle  n'est 
pas  de  nature  \\  laire  saisir  par  les  élèves  une  convention  impor- 
tante, quand  elle  aura  été  précisée  de  manière  à  ne  plus  donner 
prise  à  ce  reproche  de  i'as^tie  que  lui  adresse  M.  Appell. 

Ceci  m'amène  ii  examiner  les  objections  de  M.  Niewenglowski 
(n°3,  p.  219). 

5.  La  première  est  :  «  Le  point  0'  a  pour  limite,  quand  le 
«  rayon  du  cercle  grandit  indéfiniment,  le  point  à  l'infini  sur  la 
«  perpendiculaire  à  la  droite  x'x  menée  par  ().  11  ne  peut  donc 
((  servir  à  définir  le  point  h  l'inlini  sur. r.r.  »  —  11  est  absolu- 
ment vrai  que,  si  l'on  considère  le  point  0'  comme  se  déplaçant 
sur  le  diamètre  00',  normal  à  x'.v,  sa  liiiiile  est  le  point  ii  l'in- 
fini sur  00',  et  ceux  qui  sont  fixés  sur  la  question  peuvent  même 
dire  qu'il  est  tout  aussi  bien  h  linflni  en  bas  (|u  a  linfinien  haut. 
Mais  il  est  vrai  aussi  que,  si  l'on  regarde  le  cercle  comme  en- 
gendré, ainsi  que  je  l'ai  dit  (n°  2,  p.  129),  par  deux  mobiles 
partant  de  0  et  parcourant  clans  des  conditions  identiques  la 
circonférence,  —  mode  de  génération  qui  exclut  l'intervention 
du  centre  et  des  diamètres  ('),  — on  ne  peut  arriver  'i\  O'  <[u'en 


(')  Je  luc  suis  servi,  pour  tiésig'iicr  O',  de  roxj)i'ession  usuelle  :  point  (Uamètra- 
letueitt  opposé  à  0.  Mais  il  est  visible  que  le  diamètre  n'est  pas,  au  Tond,  dans  la 
question  et  que  l'on  jieut  se  borner  à  dire  que  O'  est  le  point  de  renconlre  des 
deux  nîol)il(>s.  Lu  notion  de  longueur,  et  même  celle  d'aire,  sont  intuitives;  elles 
résultent,  dès  le  début,  de  la  considération  d'une  cireonférence  et  d'un  cercle.  — 
Enfin,  j  ai  placé  la  notion  de  l'iiilini  au  commencement  du  livre  III:  on  peut  la 
ro])orlt'i'.  si  Ion  veut,  à  la  (in  du  livre  IV,  pourvu  ((u'clle  reste  en  Géométrie 
[)lanf.  Si  1  idée  est  juste,  de  pareils  détails  ne  peuvent  sutlire  pour  la  faire  rcjeler. 
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passant  par  toutes  les  positions  intermédiaires  ;  pour  y  arriver 
quand  le  ravon,  par  hypothèse,  devient  infini,  il  est  indifTérent 
de  prendre  la  voie  0.r  ou  la  voie  O.t',  et,  comme,  dans  cette 
hypothèse,  on  ne  peut  plus  sortir  de  x'.i\  si  cela  ne  dcinontre  \)n^, 
en  toute  rigueur,  que  le  point  à  linlini  sur  x'.v  est  unii[ue,  cela 
/nont/c  au  moins  que  l'on  ne  saurait  en  concevoir  deux,  ce  ([ui. 
au  point  de  vue  e.vpUration^  est  sensiblement  la  même  chose. 

D'ailleurs,  cette  explication  peut  être  précisée,  et  c'est  un  de 
ces  détails  que  tout  professeur  aurait  trouvé  aisément.  Après 
avoir  insisté  sur  ce  l'ait  que,  sur  le  cercle,  il  n'y  a  qu'un  seul 
[)olnt  0'  acquis  simultanément  par  les  deux  mobiles  et  qui  ne 
peut  être  coté  que  ±G  (aC  étant  la  longueur  totale  de  la  circon- 
lerence  ou  du  trajet  à  parcourir),  on  peut  dire  :  Ouvrons  le  cercle 
en  0'  au  moment  précis  où  ce  point  est  acquis,  et  développons- 
le  sur  x'x,  de  part  et  d'autre  de  0  ;  nous  aurons  une  droite 
limitée  O'OO',  ayant  O  pour  milieu  et  pour  extrémités  deux 
points  O'  provenant  l'un  et  l'autre  du  point  O'  du  cercle  et  cotés 
l'un  comme  l'autre,  ±C.  Il  en  sera  de  même  quels  que  soient  Tarn- 
pleur  du  cercle  considéré,  et  par  suite,  l'éloignement  des  deux 
extrémités  O'  de  la  droite  limitée,  etc. 

(i.  ^1.  Xiewenglowski  remarque  en  second  lieu,  quy  «  le  cercle 
((  ne  se  confond  pas  avec  la  droite  x'.v  quand  son  rayon  grandit 
«  indéfiniment  ;  sa  limite  se  compose  de  deux  droites  :  la 
«  droite  y.f  et  la  droite  de  l'infini  du  plan  considéré  ».  Cette 
remarque  peut  être  rapprochée  d'une  note  à  peu  près  identi([ue 
que  l'on  trouve  à  la  page  2o5  du  tome  I  du  cours  Xiewenglowski- 
Gérard  :  «  En  réalité,  le  cercle  C  a  pour  limite  un  système  de 
«   deux  droites  :  la  droite  A  et  la  dioile  de  1  infini.    » 

Oui,  cela  est  vrai  si  l'on  admet  que  la  droite  de  l'infini  existe, 
qu'on  peut  la  considérer  comme  normale  :i  OO  si  1  on  veut,  que 
le  cercle  qui,  en  principe,  est  une  courbe  feiinée,  s  ouvrira  hil<'- 
ralement  à  la  limite,  aux  points  à  l'infini  situés  sur  le  diamètre 
perpendiculaire  à  00'  ;  que,  il  étant  le  centre,  et  liieu  ([ue  l'on  ail 
toujours  00  =  00',  on  aura,  à  la  limite,  OO  =  ^  el  OO  -=o.  si 
l'on  veut,  etc.  La  note  de  la  page  '.>o5  a  visiblement  pour  oi)j«'t 
d'éviter  une  objection  ;  mais  cette  note  est  incompréhensible 
pour  les    lecteurs   du  tome    1,    [)uis([ue   la  notion    de    la  droite  de 


3:6  L.    ni  VERT 

linfini  est  lejetée,  à  la  fin  du  tome  II,  clans  les  compléments  sur 
1  es  coniques,  à  moins  qu'ils  n'aient  un  professeur  qui,  en  dépit 
du  programme,  leur  a  donné  quel([ues  explications.  D'ailleurs, 
cette  observation  n  est  pas  faite  pour  répondre  ii  une  critique 
par  une  critique,  mais  seulement  pour  montrer  que  les  auteurs 
eussent  été  plus  à  l'aise  sils  avaient  eux-mêmes,  au  préalable, 
donné  ces  explications. 

Pourquoi  d'ailleurs  ne  pourrait- on  pas  dire,  coinammenl  et 
pro^nsoirement^  que  la  limite  d'un  cercle  dont  le  rayon  croît  indé- 
finiment est  une  droite  ? 

Est-ce  qu  on  ne  parle  pas  couramment  de  la  corde  commune  h 
deux  cercles,  sans  se  croire  obligé  d  ajouter  qu'il  v  a,  en  rèalilé, 
deux  cordes  communes,  celle  que  1  on  considère  et  la  droite  de 
linfini  ? 

Est-ce  que  1  on  ne  dit  pas  couramment  que  la  parabole  est  la 
limite  soit  d'une  ellipse,  soit  d'une  hyperbole,  variant  dans  telles 
et  telles  conditions  ?  Et  peu  de  professeurs  se  croient  dans  la 
nécessité  d'ajouter  que,  en  réalité,  la  limite  se  compose  de  deux 
portions  de  coniques,  celle  qui  devient  la  parabole  et  une  autre 
rejetée  à  1  infini  et  ([ue  Ion  alîandonne,  cette  ^/e/«/-ro/?;Vy«e  s 'apla- 
tissant, par  ct>nvention,  avec  tous  ses  éléments,  sur  la  droite  de 
linfini,  si  bien  que  l'on  peut  dire  que  la  parabole  a  son  centre 
et  un  sommet  'trois,  si  l'on  veut]  à  l'infini,  que  la  droite  de 
l'infini  est  un  axe,  une  tangente,  une  asvmptote  double,  la  demi- 
conique  elle-même,  etc.  Ce  sont  des  choses  bien  peu  conformes 
à  la  réalité  et  qui  ne  deviennent  explicables  que  lorsque  l'on 
s'est  familiarisé  avec  la  conception  de  Poncelet  et  les  conventions 
qui  en  sont  la  conséquence. 

La  vérité  est  donc  que  :  i"  toutes  ces  notions  sont  inintelligi- 
bles, tant  que  l'on  n'a  pas  expli(pié  la  droite  de  l'infini  ;  :>f  on 
peut  très  bien,  tant  que  cette  explication  n'a  pas  été  donnée, 
dire  qu'une  droite  est  la  limite  d'un  cercle,  parce  que  cette  no- 
tion, sans  être  rigoureusement  exacte,  est  en  quelque  sorte 
parlante  ;  3°  lorsque  l'on  sera  suffisamment  avancé,  on  observera 
qu'il  v  a  une  portion  de  cercle  h  l'infini,  se  confondant,  par 
ioin>en(ion,  avec  la  droite  de  l'infini  et  (pi'il  laut  considérer 
comme  venant  s'ajouter  à  lapoilion  du  cercle  ([ui  subsiste  et  qui 
se  coniond  on  rralilé  avec  la  droite  x  x. 
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'- .  M.  Appell  observe  que  la  notion  de  llnllni  doit  venir  en 
mathématiques  spéciales  comme  une  conséquence  de  la  transfor- 
mation homographi(pie  du  plan.  C'est  en  ellet  ainsi  ([u'elle  devrait 
être  lofiquement  enseignée  ;  malheureusement,  l'homographie 
ne  fait  pas  partie  des  programmes  classiques  [\ .  On  peut  dire 
cependant  qu'elle  est,  par  le  fait,  dans  la  Géométrie  élémentaire, 
puisque  tous  les  traités  de  Géométrie  élémentaire.  d(  jjuIs  celui 
de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  contiennent,  comme  je  l'ai 
dit,  un  Livre  de  compléments.  Cela  étant,  je  ni(>  l)orne  à  dire  : 
«  Quelques  notions  sur  les  éléments  de  l'inlini  peuvent  et  doi- 
<(  vent  trouver  place  dans  ces  compléments  ».  J'ai  exposé  mon 
idée  telle  que  je  la  comprends  ;  je  ne  me  dissimule  nullement 
([ue,  à  cause  de  mon  inexpérience  en  matière  d'enseignement, 
elle  est  susceptible  de  modification  dans  les  détails  et  dans 
Vapplication  ;  mais,  la  croyant  juste  et  utile,  je  la  verrais  avec 
regret  rejetée  dans  son  principe  sans  un  examen  suflisant. 

L.   RiPKiiT  (Paris). 


(')  Voir  II.  Laurent,   Les  Mat/iéma/i(/nes  sjieciaÉes  en  France  1  Enseignement  ma- 
thématique.    iSyy,  11°   1,  p.  4t>). 
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Congrès  international  des  Mathématiciens;  Paris,  août  1900. 

«  Provoquer  des  relations  personnelles  entre  les  lualhématiciens  des 
différents  pays  »,  tel  est,  entre  autres,  lun  des  buts  inscrits  en  tête  du 
règlement  du  premier  Congrès  tenu  à  Zurich  en  1897.  Cette  fois  encore 
ce  but  a  été  pleinement  atteint,  et  nous  sommes  certains,  que  sous  ce 
i-apport,  le  deuxième  Congrès  international  des  mathématiciens,  qui 
vient  d'avoir  lieu  à  Paris,  du  6  au  12  août,  laissera  un  agréable  sou- 
venir à  tous  ceux  qui  se  sont  accordé  le  plaisir  d"y  assister.  Ce  congrès 
a  réuni  près  de  trois  cents  personnes  dont  plus  de  deux  cent  cinquante 
membres  effectifs.  Il  a  été  marqué  par  un  ensemble  de  séances  du  plus 
o-rand  intérêt  et  par  tin  certain  noni])re  de  réce})lions  empreintes  d'une 
grande  cordialité. 

Rendons  d'abord  brièvement  compte  des  séances  générales,  aii 
nombre  de  deux.  La  première,  la  séance  d'inauguration,  a  eu  lieu 
dans  l'enceinte  de  l'Exposition  au  Palais  des  Congrès,  sous  la  prési- 
dence de  jNl.  H.  Poincaré,  membre  de  l'Institut.  Elle  a  été  consacrée 
d  abord  à  une  courte  partie  administrative  consistant  en  la  nomination 
du  bureau  du  Congrès  et  des  bureaux  de  sections,  puis  aux  conférences 
de  MM.  Cantor  et  Volterra.  La  communication  de  ÏM.  Monixz  Cantor 
(Ileidelbero-),  sur  l'Historiograpliie  des  mathématiques  est- un  véritable 
rapport  sur  le  développement  de  cette  importante  branche.  Nul  n'était 
mieux  qualifié  pour  aborder  cette  question  que  le  savant  professeur 
allemand  dont  chacun  connaît  l'œuvre  magistrale  sur  l'Histoire  des 
mathématiques.  M.Volteuka  (Turin)  dans  sa  conférence  sur  trois  mathé- 
maticiens italiens  :  Betti,  Brioschi  et  Casorati,  a  su  nettement  faire 
ressortir  le  caractère  propre  aux  travaux  de  chacun  d'eux  et  leur 
influence  sur  le  mouvement  mathématique  contemporain. 

Au  début  de  la  seconde  séance  générale,  tenue  à  la  Sorbonne,  le 
Conorès,  sur  la  proposition  de  M.  Laisant,  a  voté,  par  acclamation,  un 
téUVramme  à  l'adresse  de  M.  Hermite,  comme  témoignage  d'admira- 
tion et  de  vénération.  11  décide  ensuite  que  le  prochain  Congrès  aura 
lieu  en  Allemagne  en  i*)o4,  à  Baden-Baden  ou  ailleurs.  Le  choix  delà 
ville  et  la  date;  sont  laissés  à  la  Deutsche  Malhcnialiker  J'crcingung, 
chargée  de  l'organisation  du  congrès. 

Puis  on  entend  une  brillante  conférence  de  M.  MnTAC-LEVlLEn 
(Stockholm)  sur  une  page  de  la  vie  de  Weicrtrass  ;  c'est  une  élude   très 
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Jociulienlée  des  lettres  adressées  par  le  grand  savant  berlinois  à  son 
illustre  élève  Sophie  de  Kowaleski.  Enfin,  M.  H.  Poixcahé,  reprenant 
une  question  qu'il  a  abordée  dans  notre  ReK'ue  (['"'  année,  p.  i">7),  fait 
une  coniuiunication  sur  le  rôle  de  l'intuition  et  de  la  logique  en  mathé- 
matiques ;  il  insiste  tout  i)articulièr(.'ni('nl  sur  le  rôle  prépondérant  (pic 
doit  jouer  1  intuition. 

^'oiv;i  maintenant  la  composition  du  lîureau  du  Congrès  : 
Président  d'honneur:  M.  Heumite.  —  Président:  M.  II.  PoiNCAiiiî. 
—  Vice-présidents  :  MM.  CzuBEn  (Vienne  ,  Geiser  (Zurich),  Gouda.x 
(Erlangen),  Giîeexhill  (Londres),  Lixdeloef  (Ilelsingfors),  Li.nde- 
MANX  (Munich),  [NIittac-Leffleu  (Stockholm),  Mooue  Chicago), 
TiKHOMANDitiTZKV  (Kharkoff),  A'oLTERiîA  (Turin),  Zel then  (Copen- 
hague). 

Secrétaire  général  ;  M.  Dupokcq  (Paris).  —  Secrétaires  :  MM.  Hen- 
Dixox  (Stockholm),  Capelli  (Xaples),MiXKOAVSKi  (Zurich),  Ptaszvcki 
(Saint-Pétersbourg),  Whitehead  (Cambridge). 

Xous  y  joignons  les  noms  du  président  et  du  secrétaire  de  chacune 
des  six  sections  : 

I.   Arithmétique  et  Algèbre  :  MM.  HiLnEur  et  Cautax. 
II.    Analyse:  MM.  Paixi.evé  et  IIa»amaui). 
III.   Géométrie  :  MM.  DAnuoux  et  Nieavexclowski. 
I\'.    Mécanique,     Physique     mathématicpie ,     ^iécanique     céleste    ; 

MM.  Larmor  et  Levi-Civita. 
\'.    Bibliographie  et  Histoire  :  .M.  le  [)riHce    IIoi.am)  Iîoxaparte  et 

M.  U  OCAGXE. 

^T.   Enseignement  et  ^léthodes  :  MM.  Caxtor  et  Laisaxt. 

Les  séances  de  sections  ont  toutes  eu  lieu  à  la  Sorbonnc.  Il  nous  est 
impossible  de  résumer  ici  les  travaux  présentés  dans  les  six  sections  ; 
ils  seront  dailleurs  publiés  dans  les  mémoires  du  Congrès.  Nous 
devons  nous  borner  à  une  simple  nomenclature,  forcément  aride,  des 
[)rincipaux  sujets  traités  dans  les  cinq  premières  sections  en  ajoutant 
que  plusieurs  d'entre  eux  ont  donné  lieu  à  d'intéressantes  remarques. 
L'assiduité  avec  la(pielle  les  congressistes  ont  suivi  les  séances  est  une 
pi'euve  certaine  de  l'intérêt  que  présentaient  les  questions  traitées. 

I.  MM.  Altoxxe  (Lyon)  :  sur  les  groupes  d'ordre  liai  continus 
dans  le  groujjc  linéaire  (piartenaire.  —  11.  Hancock  (Cincinnati): 
Remarks  on  Krijnecker's  modular  Systems. —  C.  Stei'HANos  (Athènes): 
Sur  la  séparation  des  racines  des  é(piations  algéiti-icpu-s.  —  ^'ox  Kocii 
(l)jursholm)  :  Sur  la  disli'ibution  des  nond)res  premiers.  —  R.  Perrix 
(Paris):  Sur  les  propriétés  d  un  certain  covariant  de  la  forme  binaire 
du  j''  ordre  et  leur  application  à  la  résolution  de  létjuation.  —  L.-I-'. 
hicKsox  (Texas):  The  known  Systems  of  simple  groups  and  tlieir 
intcr-isomoi'phism.   Note  on    ai)straii  groups.   —  Rados   (Budapest): 
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Note  sur  la  théorie  des  substitutions  orthogonales.  —  Gavuilovic 
(Belgrade)  :  Sur  une  propriété  remarquable  des  déterminants.  — 
A.  Padoa  (Rome):  Un  nouveau  système  irréductible  de  postulats  pour 
l'Algèbi-e. 

II.  MM.  Mittag-Leffleh  (Stockholm)  :  Fonction  analytique  et 
expression  analytique.  —  Une  application  de  la  théorie  des  séries  n 
fois  infinies. —  Sur  une  extension  de  la  série  de  Taylor. —  J.  Bendixox 
(Stockholm):  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  différentielles. 

—  J.  DiiACH  (Clermont-Ferrand)  :  Sur  1  intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  Jahxke  (Berlin):  Zur  Théorie 
der  ïhetafunktionen  von  zwei  Argumenten.  —  Tikho.maxdiutzki  (Khar- 
koff):  Sur  lévanouisseinent  des  fonctions  6  de  plusieurs  variables.  — 
Padé  (Lille)  :  Aperçu  sur  les  développements  récents  de  la  théorie  des 
fractions  continues.  —  Cartax  (Lyon):  Sur  une  classe  d'équations 
différentielles. 

III.  MM.  LovETT  (Princeton)  :  Sur  les  transformations  de  contact 
entre  les  éléments  les  plus  essentiels  de  l'espace.  —  Macferlaxe  (South 
Bethlehem)  :  Application  of  space  analysis  to  curvilinens  coordinates. 

—  J.  Stiux(;uam  (Califoi'nie)  :  Orthogonal  transformations  in  elleptic 
or  in  hyperbolic  space.  —  Jamet  (Marseille):  Sur  le  théorème  de 
Salmon  concernant  les  cubiques  planes.  —  Vaes  (Rotterdam)  :  Sur  les 
corps  réguliers  et  semi-réguliers.  —  Padao  (Rome):  Un  nouveau 
S3^stème  de  définitions  pour  la  Géométrie  euclidienne.  —  A  signaler 
encore  les  communications  de  MM.  Issalv  (Bordeaux)  et  xV.meweo 
(Naples). 

IV.  Communications  de  MM.  Ch.-V.  Zkxcer  (Prague),  Boccardi 
(Rome),  Fredholm  (Stockholm),  So.micliaxa  (Pavie),  Hadamahu 
(Paris),   Volterra  (Turin). 

V.  M.  FuJiSAWA  (Tokio)  :  The  mathematiks  of  the  old  japanese 
school.  —  Trois  autres  communications  pourraient  être  rangées  dans 
cette  section,  ce  sont  celles  de  ^NI.M.  Cantor,  ^'olterra  et  Mittag-Leffler, 
lues  en  séance  générale. 

Quant  à  la  section  VI  (Enseignement  et  méthodes),  son  utilité  est 
maintenant  clairement  démontrée.  Plusieurs  questions  très  importantes 
y  ont  été  traitées  et  nous  croyons  devoir  les  signaler  tout  particulière- 
ment à  l'attention  de  nos  lecteurs.  En  première  ligne  nous  devons 
mentionner  la  remarquable  conférence  de  M.  D.  Hilbert  (Gôttingue) 
sur  les  problèmes  futurs  des  mathématiques.  Nos  lecteurs  en  trouveront 
plus  haut  (p.  3/j())  le  résumé  qui  est  la  reproduction  de  la  plaquette 
que  l'auteur  avait  eu  soin  de  faii'c  distribuer  d'avance  à  ses  auditeurs. 
Nous  insisterons  aussi  sur  la  communication  de  M,  de  Galoeaxo 
(Saragosse)  intitulée  Note  sur  la  critique  inatlicinatique  et  nous  serions 
heureux  si  le  résumé  que  nous  allons  en  donner  pouvait  engager 
quelques-uns  de  nos  abonnés  à  reprendre  cette  importante  question 
dans  notre  Revue. 
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M.  DE  Galdeaxo  dit  que  les  progrès  réalisi'-s  dans  les  divers  do- 
maines de  la  mathématique  rendent  nécessaire  une  étude  comparée  des 
diverses  branches  en  envisageant  spécialement  la  méthode  employée  dans 
chamine  d  elle.  On  parviendrait  ainsi  à  des  vues  d'ensemble  permettant 
aux  mathématiciens  dembrasser  un  plus  grand  domaine  de  la  science. 
Les  diverses  branches  pénètrent  les  unes  dans  les  autres  sans  qu'il 
soit  possible  de  les  délimiter  d  une  manière  précise.  Il  s'agirait  donc 
d'une  étude  de  la  matliématique  faite  non  pas  d'après  l'objet  de  chaque 
branche,  ainsi  que  cela  se  fait  dans  l'enseignement,  mais  faite  d'après 
les  concepts  qui  en  sont  la  base.  Cette  étude  constituerait  la  critique 
inatlicinaticjue,  une  branche  nouvellequi  serait  appelée  à  rendre  de  grands 
services  ;  elle  pourrait  être  rattachée  à  la  Pédagogie  mathématique.  11 
faut  cju'à  côté  des  cours  consacrés  aux  diverses  branches  de  la  mathé- 
matique, les  futurs  professeurs  trouvent  à  l'Univei'sité  une  chaire  spé- 
cialement réservée  à  une  étude  parallèle  entre  le  développement  logique 
et  le  développement  historique  des  connaissances  niathématiquos. 

Signalons  encore  la  communication  de  ^\.  D  Ocagne  (Paris)  sur  les 
(Users  mcdes  d'application  de  la  mélhode  graphique  à  l'art  du  calcul, 
celle  de  M.  Capelli  (Xaples)  sur  les  opérations  fondamentales  de 
l  Ariihinétiquc,  et  enfin  la  proposition  de  M.  Leau  (Paris)  demandant  à 
la  section  de  formuler  un  vœu  en  vue  de  l'adoption  d'une  langue 
scienlifu^ue  universelle.  Cette  proposition  a  donné  lieu  à  une  discussion 
à  la<pielle  ont  pris  part  M.M.  Schrœder,  Laisant,  Vassilief,  Coulurat, 
etc.;  elle  a  été  repoussée  à  une  faible  majorité.  L'assemblée  a  donné  la 
préférence  à  la  proposition  de  M.  Vassilief  invitant  l'Association  des 
-Vcadémiciens  à  prendre  des  mesures  pour  que  les  travaux  scientifiques 
soient  publiés  dans  lune  des  quatre  principales  langues  européennes. 

A  nijter  encore  la  remarque  faite  à  juste  titre  par  M.  Dickstein  au 
sujet  d  une  série  de  questions  soulevées  au  Congrès  de  Zurich,  et  qui 
devront  être  l'emises  à  l'ordre  du  jour  du  prochain  congrès.  Il  s'agit, 
dune  part  des  questions  de  bibliographie  et  de  terminologie  (')  au  sujet 
des(iuelles  une  entente  internationale  paraît  nécessaire,  d'autre  part,  de 
la  publication  d'un  dictionnaire  biographique  dos  mathématiciens,  d'un 
journal  de  Bibliographie,  et  d'un  livre  d'adresse  des  njalhématiciens. 
Pour  ce  qui  est  de  cette  dernière  publication,  chacun  sait  qu  elle  ne 
tardei'a  pas  à  paraître  sous  le  titre  à  Annuaire  des  niallteniaticicns, 
édité  à  Paris  par  MM.  Carré  et  Naud.  Quant  aux  autres  publications, 
nous  croyons  qu'il  suffit  de  les  avoir  signalées  aux  mathématiciens  et 
aux  éditeurs  et  qu'elles  dépendent  maintenant  de  linitiative  privée. 

A  côté  de  ces  séances,  d'un  caractère  forcément  très  austère,  le 
comité  d'organisation  avait  prévu  comme  délassement  des  réunions 
intimes,  telles  (pu;    la  réunion  préliminaire    à    hi  viillc    du  Congrès,  le 


(')  Voir  dans  VEiisei-fnemeiit  i.uih.;    i"  aiiiiOc.  p.  22,  railitle  de  .M.  Laisiuil  sur 
les  </iieslions  de  Icrmino/ogie. 
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lunch  à  l'Ecole  normale  supérieure,  le  banquet  final,  puis  les  récep- 
tions chez  M.  le  pi'ésident  delà  République  et  chez  M.  le  prince  Roland 
Bonaparte,  meiubre  de  la  Société  mathématique  de  France.  C'est  dans 
ces  réunions  que  beaucoup  de  savants,  ne  se  connaissant  encore  que 
par  leurs  œuvres,  ont  pu  nouer  entre  eux  des  relations  amicales.  Aussi 
sommes-nous  persuadés,  ainsi  que  nous  le  disions  déjà  au  début  de  cet 
article,  que  le  Congrès  de  Paris  vient  de  contribuer  d'une  façon  très 
heureuse  à  resserrer  les  liens  entre  les  mathématiciens  des  divers 
pays.  H.   F. 

L'Association  internationale  des  Académies. 

Nos  lecteurs  connaissent  le  Projet  d' union  académique  que  nous  leur 
avons  fait  connaître  au  mois  de  mars  de  l'année  dernière  (Voir  t.  I, 
p.  i36).  Après  une  série  de  pourparlers  entre  les  délégués  des  princi- 
pales académies,  le  projet  a  été  adopté  par  i8  académies  et  \ Association 
internationale  des  Académies  est  ainsi  définitivement  fondée.  Ont  adhéré 
aux  statuts  les  Académies  d  Amsterdam,  de  Berlin,  de  Bi'uxelles,  de 
Budapest,  Christiana,  de  Gottingue  (Société  royale  des  Sciences),  de 
Copenhague,  de  Leipzig  (Société  royale  des  Sciences  de  Saxe),  de 
Londres  (Société  royale),  de  Munich,  de  Paris  (Académie  des  Sciences, 
Académie  des  Sciences  morales  el  politiques,  Académie  des  Inscriptions 
et  Belles-Lettres),  de  Saint-Pétersbourg,  de  Rome,  de  Stockholm,  de 
Washington  et  de  Vienne. 

L'Association  compi'end  une  section  des  Sciences  et  une  section  des 
Lettres  ;  elle  a  pour  organes  :  i°  V Assemblée  générale  qui  se  réunit  tous 
les  trois  ans  et  qui  est  composée  des  délégués,  en  nombre  illimité,  des 
diverses  Académies,  mais  chaque  académie  n  ayant  droit  qu  à  une  seule 
voix  ;  2°  le  Comité  compi'enant  un  ou  deux  délégués  de  chaque  Aca- 
démie suivant  qu'elle  participe  aux  deux  sections  ou  à  une  seule  d  entre 
elles.  La  présidence  du  Comité  appartient  à  lAcadémie  principale, 
c'est-à-dire  à  celle  du  lieu  choisi  pour  l'Assemblée  générale.  Actuelle- 
ment c'est  Paris  qui  a  le  siège  de  la  présidence  et  la  première  assem- 
blée générale  a  été  tenue  à  l'occasion  de  l'Exposition  universelle. 

Il  est  hors  de  doute  que  cette  union  entre  les  grandes  Académies  du 
monde  entier  ne  donne  une  forte  impulsion  aux  travaux  scientifiques 
d'un  intérêt  général.  Pour  ce  qui  concerne  en  particulier  les  mathéma- 
tiques il  y  a  une  série  de  questions  qui  ne  manqueront  pas  d'être 
examinées  p;i.'  l'Association.  Au  premier  plan  viennent  se  placer  les 
questions  de  terminologie  el  de  bibliographie  au  sujet  desquelles 
l'entenle  entre  les  Académies  est  indispensable. 

Une  belle  carrière. 

E.  O.  Oi.Tiî.VM.VRi:.  professeur  à  l  Université  de  Genève,  vient  de 
donner  sa  démission  après  avoir  occupé  pendant  cinquanlc-deux  ans  la 
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chaire  de  malhéinaliques  supérieures  à  la  Faculté  des  sciences.  Cet 
éminent  savant  fut  non  seulement  un  professeur  de  premier  ordre,  mais 
encore  un  administrateur  actif  et  dévoué  qui  contribua  pour  une  larçje 
part  au  développement  de  la  Faculté  des  .Sciences. 

A  l'occasion  de  la  dernière  heure  de  cours,  un  grand  nombre  de 
professeurs  et  d'anciens  élèves  étaient  venus  prendre  congé  de  leur 
vénéré  collègue  et  maître.  Le  Gouvernement  était  représenté  par 
M.  G.  Favon  qui,  au  nom  du  Conseil  d'Etat,  a  remercié  M.  le  professeur 
Oltramai'e  pour  son  dévouement  à  la  cause  de  l'enseignement.  h'/:iisei- 
gncinent  matlicinatique  s'associe  du  fond  du  cœur  aux  sentiments  dad- 
miration  et  de  reconnaissance  qui  ont  été  exprimés  dans  celte  touchante 
cérémonie,  car  nous  n'oublions  pas  que  le  savant  professeur  a  été  l'un 
des  premiers  à  faire  partie  de  notre  comité  de  patronage.  M.  Oltramare 
se  retire  à  1  âge  de  8'f  ans.  Nous  souhaitons  vivement  qu'il  puisse  jouir 
longtemps  encore  de  l'amitié  et  de  l'estime  dont  il  est  l'objet  dans  le 
monde  scientifique  et  dans  le  public  genevois. 

Prix  proposés  par  l'Académie  Royale  de  Belgique. 

Questions  de  sciences  mathématiques  mises  au  concours  pour  iqoi. 

1.  Trouver  la  forme  des  termes  principaux  introduits,  par  l'élasticité 
do  lécorce  terrestre,  dans  les  formules  de  la  mutation  en  obliquité  et 
en  longitude.  (Valeur  du  prix  :  800  francs.) 

2.  On  demande  une  contribution  importante  à  létude  des  formes 
mixtes  à  un  nombre  quelconque  de  séries  de  variables,  et  d'en  appli- 
quer les  résultats  à  la  géométrie  des  espaces  quelcon([ues.  (Valeur  du 
prix  :  Goo  francs.) 

Les  mémoires  devront  être  écrits  lisiblement  et  pourront  être  rédigés 
en  français  ou  en  flamand.  Ils  devront  être  adressés,  franco  de  port,  à 
M.  le  secrétaire  perpétuel,  ;iu  Palais  des  Académies,  à  Bruxelles,  avant 
le  i"  août  lyo I . 

LWcadémie  exige  la  plus  grande  exactitude  dans  les  citations  ;  les 
auteurs  auront  soin  par  conséquent  d'indiquer  les  éditions  et  les  pages 
des  ouvrages  cités. 

Les  auteurs  ne  mettront  point  leur  nom  à  leur  ouvrage  ;  ils  v  inscri- 
ront seulement  une  devise  qu'ils  reproduiront  sur  un  pli  cacheté  ren- 
fermant leur  nom  et  leur  adresse  (il  est  défendu  de  faire  usage  d'un 
pseudonyme)  ;  faute  de  satisfaire  à  ces  formalités,  le  prix  ne  pourra 
être  accordé. 

Les  mémoires  remis  aprè.';  le  terme  prescrit  et  ceux  dont  les  auteurs 
se  feront  connaître,  de  quelque  manière  que  ce  soit,  seront  exclus  du 
concours 

L'Académie  croit  devoir  rappeler  aux  concurrents  que  les  mémoires 
soumis  à  son  jugement  sont  et  restent  déposés  aux  Archives.  Toutefois, 
les  auteurs  peuvent  en  faire  prendre  copie,  à  leurs  frais,  en  s'adi-essant 
à  cet  elfet,  au  secrétair<'  pti'i»éluel. 
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Etats-Unis. 


Université  de  Chicago.  —  M.  le  1)'  L.-E.  Dickson,  jusqu  ici  prolos- 
seur-assooié  à  lUniversité  du  Texas,  vient  d'être  noniiné  pi'ofesseur- 
adjoint  à  lUniversité  de  Chicago.  —  M.  le  D''  H  -E.  Slau(;ht  a  été 
promu  aux  fonctions  de  professeur-adjoint  au  collège  lualliénialique  de 
cette  même  institution. 

Brooklyn.  —  M.  le  D''  J.-B.  Chittexdem  quitte  lUniversité  de 
Columbia  pour  aller  prendre  les  fonctions  de  professeur  de  mathéuia- 
tiques  au  «  Brooklyn  Polytechnic  Institute  ». 

/.  Hopfdns  University .  —  M  le  professeur  F.  Moiîley,  du  llaverlood 
Collège,  a  été  nommé  chef  du  département  mathématique  de  la  .lohns 
Hopkins  University. 

Princeton  University.  —  M.  A. -II.  ^^'ILSO^",  après  avoir  passé  un  an 
à  l'Université  de  Gôttingue,  reprend  ses  fonctions  de  professeur.  — 
M.  le  ])■■  E.-O.  LovETT  a  été  nommé  à  la  chaire  de  mathématique. 

Décès.  —  On  annonce  la  mort  de  ^U  ^^  illiam  M.  ïhr.\siiek,  qui, 
[)eiidant  de  nombreuses  années,  a  été  professeur  à  1  Université  Butler 
à  Irwington  (Ind.  ). 

Société   mathématique  de  France. 

Depuis  le  i*"''  mars  njoo,  les  séances  de  la  Société  mathématique  de 
France  se  tiennent  dans  une  salle  de  la  Faculté  des  sciences  de  Paris. 

Provisoirement,  le  siège  social  reste  fixé,  comme  par  le  passé,  rue 
des  Grands-Augustins,  n°  7,  et  c'est  à  cette  adresse  que  doivent  conti- 
nuer à  être  envoyées  toutes  les  correspondances,  jusqu'à  nouvel  avis. 

Rappelons  à  nos  lecteurs  que  le  président  est,  cette  année,  M.  II. 
Poincaré,  et  que  les  secrétaires  sont  M. M.  Blutel  et  Borel. 

Les  Smith's  Prizes. 

Les  «  Smith  s  Prizes  n  pour  1900  sont  accordés  à  MM.  .1.  F.  Came- 
ron,  «  Des  molécules  comme  oscillateurs  électriques»,  et  II.  ^^  .  H.  ï. 
Hudson,  «  Des  équations  différentielles  du  second  ordre  et  leurs  solu- 
tions singulières  ».  (Les  deux  noms  sont  donnés  par  ordre  alphabé- 
tique). M.  Hudson  était  le  «  Senior  A^'rangler  »  et  M.  Cameron  le 
«  Second  Wrangler  »  de  1898. 

Association  britannique  pour  l'avancement  des  sciences. 

Le  président  de  Li  Section  «  Sciences  Mathématiques  et  Physiques  » 
de  l'Association  Britannique  pour  l'avancement  des  sciences  est 
M.  J.  LarmorD.  Se.  F.  R.  S. 
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SUR    LE    l'OSTULATUM    DEICLIDE 

■>.'>  juin    ir)00. 

De  même  qu  il  fui  difficile  jadis  à  Lohatsehewsky  de  se  faire  compren- 
dre, lorsqu  il  voulut  exposer  la  Géométrie  nouvelle  qu'il  venait  dinvcii- 
ter  en  rejetant  le  postulatum  d  Euclide,  de  même  il  est  difficile  aujour- 
d'hui de  se  faire  entendre  de  ceux  pour  qui  la  question  de  ce  postulatum 
nest  pas  encore  épuisée  par  toutes  les  recherches  sur  la  Géométrie 
non-euclidienne,  quoique  ces  l'echerches  forment  déjà  une  littératui'e 
considéralde,  et  qui  continuent  encore  à  penser  que  ce  postulatum 
est  démontrable.  Cet  état  de  choses  est  regrettable,  car,  sinon  la 
science  elle-même,  renseignement  pour  sûr  gagnerait  beaucoup  à 
l'échange  des  différentes  opinions  sur  ces  questions  difficiles  ;  on  par- 
viendrait enfin  de  cette  manière  à  écarter  tous  les  doutes  qui  peuvent 
encore  subsister.  Vous  faites  donc  très  bien  d'ouvrir  les  colonnes  de 
votre  excellent  journal  Y Enscigncincnt  Mathcnianque  aux  partisans  des 
deux  opinions  opposés  sur  le  postulatum  d'Huclide,  comme  je  l'ai 
appris  par  le  numéro  que  vous  avez  eu  la  bonté  de  menvoyer  à  cause 
des  renseignements  qu'il  contient  sur  le  congrès  international  des  ma- 
tiiématiciens  qui  aura  lieu  à  Paris  cet  été.  En  vous  remerciant  de  cet 
aimalde  envoi,  je  vous  demande  la  permission  de  profiter  de  votre 
décision  pour  vous  envoyer  les  réflexions  suivantes  sur  le  postulalum 
d  l'^uclide. 

La  possibilité  d'existence  des  autres  Géométries  que  celle  d'Euclide, 
notamment  celles  de  Lobalschewsky  d'une  part  et  de  Rirmann  dt; 
1  autre,   prouve-t-elle  vraiment  que  le   postulatum    est   indémontrable  .' 

Pour  moi,  non.  La  droite  d  Euclide  possède  une  propriété  caracté- 
ristique qui  manque  aux  droites  de  Lobatschewsky  et  df  lliomann,  celle 
d  engendrer  par  son  mouvement  de  rotation  autour  de  deux  de  ses 
points  maintenus  fixes  une  surface  de  révolution  renfermant  un  volume 
égal  à  zéro  ;  cette  droite  existe  dans  la  nature,  d'après  la  très  juste 
remarque  de  .M.  Andrade,  comme  l'axe  de  rotation  d'un  c(»rps  rigiilc 
autour  de  deux  points  fixes.  En  rejetant  le  postulatum  d  l'^uclide,  on 
fait  perdre  à  la  ligne  droite  cette  propriété  caractéristicjue  ;  donc  l'exis- 
tence des  Géométries  non  euclidiennes  démontre  seulement  qu'il  existe 
un  lien  intime  entre  le  postulatum  d'Euclide  et  cette  propriété  de  la 
droite  ;  de  sorte  que  si  l'on  définit  la  droite  complètement,  sans  que  la 
propriété    mentionnée     lui    manque,     le    postulatum    doit    s'ensuivre. 
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11  est  amvé  au  postulatum  tlEuclide  la  même  chose  qu'au  théorème 
fondamental  de  l'Algèbre  (chaque  équation  a  une  racine  de  la  forme 
a  -f-  b 'if  —  i);  tant  qu'on  restait  sur  le  terrain  propre  de  l'Algèbre, 
considérant  les  valeurs  particulières  du  polynôme,  on  ne  pouvait  pas 
le  démontrer;  mais  dès  qu  on  a  passé  sur  le  domaine  de  la  théorie  des 
fonctions,  en  considérant  le  polynôme  comme  variable,  on  en  a  obtenu 
plusieurs  démonstrations.  De  même,  comme  je  vais  le  montrer,  on 
aura  une  démonstration  du  postulatum  dEuclide,  si  1  on  passe  du 
domaine  de  la  Géométrie,  qui  traite  les  figures  fixes,  par  conséquent 
invariables,  sur  celui  de  la  Cinématique,  qui  les  considère  comme  en 
mouvement  et  par  conséquent  variables. 

D  abord  je  fais  la  remarque  suivante  :  si  l'on  mène  par  le  milieu  D  de 
la  base  AB  d'un  triangle  isocèle  ACB  une  sécante  FDE,  sa  partie  exté- 
rieure FD  sera  plus  grande  que  la  partie  intérieure  DP  ;  en  effet  si  l'on 
plie  la  figure  suivant  la  base  AB  du  triangle,  le  point  F  tombera  en  F 
en  dehors  du  ti'iangle,  l'angle  FBD  étant  obtus  tandis  cpie  l'angle  CBD 
est  aigu;  on  aura  donc  F'D  >  E'D  ;  mais  E'D  =  ED,  comme  cela  ré- 
sulte de  légalité  des  triangles   BDE'    et  ADE,    dans   lesquels    on  a  : 

BD  =  DA,  E'BD  =  DAE;  BDE'=ADE  ;  donc  on  a  FD>DE,  c.q.f.d. 
Si  l'on  abaisse  une  perpendiculaire  CG  du  point  C  sur  la  ligne  FDE, 


Fi  g:.   1. 


FiV.   2. 


on  voit  par  ce  qui  précède  que  pour  deux  angles  égaux,  ayant  le  même 
sommet  en  C,  comme  FCD  et  DCE,  celui  qui  intercepte  entre  ses 
côtés  le  plus  grand  segment  de  la  droite  FG  perpendiculairement  à 
CG,  sera  celui  dont  les  côtés  sont  plus  déviés  de  cette  perpendiculaire 
GG,  ou,  autrement  dit,  plus  inclinés  sur  la  droite  FG  ;  car  l'angle  CDG 
est  moindre  que  CEG,  comme  on  le  démontre  par  la  théorie  des  triangles 
égaux. 

La  différence  des  deux  côtés  dun  angle  DCE  étant  plus  grande  que 
la  projection  de  DE  sur  le  côté  CE,  le  moins  dévié  de  la  perpendicu- 
laire CG,  et  celte  projection  augmentant  lorsque  l'angle  DCE  prendra 
la  position  FCD  parce  que  :  i''  FD  est  >  DE,  •i'>  l'angle  CDE  est 
moindre  que  l'angle  CEG,  la  différence   mentionnée   augmentera  elle- 
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iiiènie  loi'sque  1  angle  DCE  prendra  la  position  FCD.  On  en  conclut 
(|ue  raccroisscment  d  une  droite  inclinée  CE  à  VG,  répondant  à  un 
laéme  angle,  dont  on  augmente  la  déviation  de  la  perpendiculaire  CG, 
sera  d  autant  plus  grand,  ({u'ellc  est  [>lus  déviée  de  cette  perpendi- 
culaire. 

L'angle  DCE  pouvant  être  aussi  petit  rpi  on  le  voudra,  il  s'ensuit, 
(pie  si  1  on  fait  tourner  uniforniéiuent  la  droite  CE,  inclinée  sur  FG 
autour  du  point  C,  sa  longueur  Cl:!,  comprise  entre  le  point  G  et  cette 
droite  FG,  s  accroîtra  de  plus  en  plus  rapidement  pour  devenir  égale  à 
linlîni  lorsque  la  déviation  de  la  perpendiculaire  CG  atteindra  une 
certaine  limite,  soit  x,  a  étant  égal  à  l'angle  droit  pour  Euclide  et 
moindre  que  cet  angle  pour  Lol)atsche\vsky.  Autrement  :  le  point  E, 
où  la  droite  CE  rencontre  la  droite  FG  pendant  sa  rotation  uniforme 
autour  du  point  C,  s'éloignera  du  point  C  d  un  mouvement  de  plus  en 
plus  accéléré  juscju  à  ce  que  sa  distance  CE  devienne  infinie,  au  moment 
où  l'angle  ECG  atteindra  une  certaine  limite  a. 

Cela  posé,  considérons  deux  droites  AB  et  CD,  dont  la  première 
AB  est  perpendiculaire  à  une  troisième  EF,  l'autre,  CD,  inclinée 
sur  EF. 

Sur  le  prolongement  de  V.F,  au  delà  de  CD,  prenons  un  point  0 
suffisamment  éloigné  des  deux  droites  pour  que  la  différence  des  per- 
pendiculaires CE  sur  AB,  et  OG  sur  CD,  soit  assez  petite  par  rapport 
à  leurs  longueurs,  ^tenons  par  le  point  O  une  droite  OK  qui  couperait 
la  droite  CD  en  un  point  L,  situé  du  côté  de  la  droite  OE,  opposé  à 
celui  où  se  trouve  le  point  G.  Si  l'on  fait  tourner  uniformément  la  droite 
OK  autour  du  point  O,  de  manière  que  K  s'éloigne  du  point  V],  L 
s'éloignera  aussi  du  point  G,  et  les  deux  points,  K  et  L  s  éloigneront 
l'un  et  l'autre  du  point  immobile  O,  mais  le  second  L  plus  rapide- 
ment que  le  premier  K,  la  droite  OL  étant  plus  déviée  de  la  perpen- 
diculaire OG  à  CD  que  ne  l'est  la  droite  OK  (qui  est  la  même  droite) 
de  la  perpendiculaire  OE  à  AB  ;  lorsque  l'angle  LOG  atteindra  la  va- 
leur limite  a,  OL  deviendra  inlînie,  tandis  que  OK,  n'étant  déviée  de  la 
perpendiculaire  OE  que  de  l'angle  x  —  EOG,  aura  une  valeur  finie. 
Donc  le  point  L,  qui  était  en  deçà  du  point  K  sur  la  droite  OK,  passant 
au  delà  pendant  que  cette  droite  tourne  de  l'angle  x  —  LOG  dans  le 
mouvement  de  rotation  uniforme  autour  du  point  O,  doit  nécessaire- 
ment passer  par  K  à  un  certain  instant  précédent  ;  mais  alors  on  aura 
OL  =  OK,  et  par  conséquent  les  deux  droites  AL>  et  CD  se  rencontre- 
ront. Le  postulatum  est  donc  démontré.  Quelques  doutes  pourraient 
se  soulever  dans  l'esprit  de  ceux  qui  s'attachent  à  la  Géométrie  de 
Lol)atsclie\vsky,  lorsfpie  l'angle  l"(Kr  serait  d'une  petitesse  suffisante 
pour  faire  sentir  l'inlluence  de  la  dillerence  des  longueurs  des  perpen- 
diculaires 01']  et  (Kl  sur  l'angle  x;  ces  doutes  peuvent  être  écartés  de 
la  manière  suivante.  En  ])liant  la  figure  autour  de  la  ligne  AIî  on  ob- 
tiendrait une  ligne  C'D'  symétricpic  de  CD  ;  l'angN;  entre  les  perpendi- 
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culaires  abaissées  d'un  point  0  sur  CI)  et  CD'  serait  plus  grand  que 
celui  entre  les  perpendiculaires  à  CD  et  AB  ;  mais  si  les  lignes  AB  et 
CD  ne  se  rencontrent  pas,  les  lignes  CD  et  CVy  ne  se  rencontreront  pas 
non  plus,  se  trouvant  de  côtés  différents  de  la  droite  AB  ;  d'autre  part. 
si  les  droites  CD  et  CD'  se  rencontrent  en  un  pcnnt  P,  la  droite  AB 
passera  nécessairement  par  le  même  point,  à  cause  de  la  symétrie. 

On  pourrait  augmenter  davantage  l'angle  entre  les  perpendiculaires 
aux  deux  droites,  en  considérant,  au  lieu  des  droites  données  les 
droites  A'B'  symétrique  de  AB  par  rapport  à  CD,  et  A''B",  symétrique 
de  AB  par  rapport  à  CD'. 

Remarquons  encore  que  la  méthode  de  démonstration  des  proposi- 
tions, en  pliant  la  figure  suivant  une  droite,  est  exclusivement  propre 
à  la  Géométrie  d'Euclide,  parce  qu'elle  suppose  la  propi'iété  caracté- 
ristique de  la  droide  d'Euclide,  indiquée  plus  haut. 

Agréez,  etc. 

M.  TiKHOMANDRiTZKY  (Kharkow). 
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Clark  University  (1S89-1899)  :  Decennial  Célébration  ;  lectures  on 
niallu-mati('<,  par  M.  E.  Pic.vru  ;  Worcesfor,  Mass.  ;  imprimerie  do  1  Uni- 
versité, 1899.  —  Edition  française,  un  \ol.  iu-8"  de  91  pages:  prix  :  2  fr. 
Arin.  Colin  et  C'".  Paris,  1900. 

Les  titres  des  trois  conférences  réunies  dans  la  lirociiure  dont  il  s'auit. 
et  qui  ont  été  faites  en  1899  par  Icniinent  professeur,  sont  les  suivants  : 

I.  —  Sur  l'extension  de  quelques  notions  mathématiques  et  en  particulier 
de  1  idée  des  fonctions  depuis  un  siècle. 

II.  —  Quelques  vues  générales  sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles. 

III.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques  et  sur  quelques  fonctions 
spéciales. 

Nous  ne  pouvons  songer  à  analyser  ici  ces  instructions  d'une  lecture  aussi 
al  lâchante  qu'instructive.  M.  Picard  fait  profiter  ses  auditeurs  (et  ses  lec- 
teurs) d'une  science  et  d'une  érudition  dont  tout  le  monde  connaît  la  pro- 
fondeur. 

Il  y  ajoute  des  aperçus  philosophiques  originaux  sur  une  question  qu  il 
possède  entre  toutes.  Enfin,  nous  ne  saurions  mieux  faire  que  de  citer  les 
dernières  lignes  de  sa  troisième  conférence,  pour  donner  une  idée  de  l'excel- 
lence de  ses  vues  en  matière  d'enseignement  : 

n  En  terminant,  dit-il,  je  me  permetti-ai  de  donner  un  conseil  aux  étudiants 
mathématiciens  qui  m'ont  fait  l'honneur  de  m'écouter  ;  je  leur  recomman- 
derai do  ne  pas  se  cantonner  trop  tôt  dans  des  recherches  spéciales.  Il  leur 
faut  acquérir  d'abord  des  vues  générales  sur  les  diverses  parties  de  noire 
science,  sans  lesquelles  leurs  efforts  risqueraient  de  rester  stériles,  et  cpii 
leur  coûteraient  plus  tard  un  bien  plus  grand  effort.    » 

Encyklopadie  der  mathematischen  "Wissenschaften.  mit  Einsclilufs 

ihrer  Anwendvingen.  Mit  UnlersliUzung  der  .Vicademieen  der  \\  issens- 
chaften  zn  Mûnclien  und  ^Vien  und  der  Gesellscliaft  der  Wissenschaften 
zu  Gijttingen,  sowie  unter  Milwirkung  zahireiciier  Facligenossen  heraus- 
gegeben  von  Dr.  HiiiNR.  BLKKn.\KDT,  o.  Prof,  der  Matliematik  an  der  Uni- 
versitiit  Zurich,  und  Dr.  ^^^  Fra.nz  Mi£Yi:k,  o.  Prof,  der  Mathematik  an 
der  Universiliit  Konigsberg  i.  Pr.;  7  Bande  in  melireren  lleften,  gr.  8. 
Teubner,  Leipzig. 

Nos  lecteurs  connaissent  le  plan  général  de  cet  imjiortant  ouvrage,  ainsi 
(pie  les  divisions  adoptées  pour  les  deux  premiers  volumes  (voir  V /ùiseigiw- 
ment  Mathématique,  t.  I,  p.   i  ji  et  p.  3-o).   Divers  fascicules  ont  déjà  paru 
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depuis   noire  dernière   analyse,  cl  loul  iait  croire  que  celle  ulile  enlrcprise 
sera  rapidement  menée  à  bonne  lin. 

Voici  le  sommaire  des  derniers  fascicules  parus  : 

T.  I.  —  Arithmétique  et  Algèbre. 

Fasc.  3.  —  Fondions  ralionnclles  d'une  variable  ;  fondions  rationnelles 
de  plusieurs  variables,  par  E.  Netto  (Giessen).  —  Formes  algébric[ues  ; 
théorie  arithmétique  des  quantités  algébriques,  par  G.  Landsbekg  (Ileidel- 
bcrg).  —  Théorie  des  invariants,  par  Fr.  Meyer  (Kônigsberg). 

Fasc.  4-  —  Théorie  des  invariants  (suite  et  lîn),  par  Fr.  Meyer.  —  Théo- 
rie des  équations  :  (a)  Séparation  et  approximation  des  racines,  par  C.  Runge 
(Hanovre)  ;  (/>)  Fondions  rationnelles  des  racines,  K.  Th.  Yahlex  (Kônigs- 
berg) ;  (c)  Théorie  de  Galois  et  applications,  par  O.  Holder  (Leipzig). 

Fasc.  5.  — Théorie  des  équalions  (suite)  ;  théorie  de  Galois  et  applica- 
tions (suite  et  fin),  par  O.  Hôldeu  ;  (cl)  Systèmes  d'équations,  par  E.  Neïto 
(Giessen)  et  K.  Th.  Yahlen  (Kônigsberg)  ;  (e)  Groupes  finis  de  substitutions 
linéaires,  par  A.  ^Viman  (Luud).  —  Théorie  des  nombres  :  (i)  les  éléments 
de  la  théorie,  par  Paul  Baciimann  (Weimar)  ;  (2)  Théorie  arithmétique  dos 
formes,  par  K.  Th.  Yahlen  (Kônigsberg)  ;  (3)  Théorie  aualylique  des  nom- 
bres, par  Paul  Bach.manx  (Weimar)  ;  (4)  Systèmes  de  nombres  algébriques 
(Zahlkcirpcr,  Kreiskôrper),  par  D.  Hilbert  (Gôttingue)  ;  (5)  Théorie  arith- 
métique des  quantités  algébriques,  par  G.  Landsberg  (Hcidelberg)  ;  (6)  Mul- 
tijjlication  comple.ve,  par  H.  A\'eber  (Strasbourg). 

Le  dernier  fascicule  du  premier  volume  doit  paraître  inccssaminent. 

T.  II.  —  Analyse. 

Fasc.  2  et  3.  —  Intégrales  définies  (suite  et  iln),  par  G.  Brunel  (Bordeaux). 
—  Equations  difTérentielles  ordinaires  ;  existence  des  solutions,  par  P.  Pain- 
levé  (Paris).  — Equations  différentielles  ordinaires  :  méthodes  élémentaires 
de  leur  intégration,  par  E.  Yessiot  (Lyon).  —  Equations  aux  dérivées  par- 
tielles, par  Ed.  Y.  Werer  (Munich). 

Fasc.  4-  —  Groupes  continus  do  transformations,  ])ar  L.  Maurer 
(Tubingue)  et  11.  Bdrkharut  (Zurich).  —  Détermination  d'une  fonction  au 
moyen  des  valeurs  qu'elle  prend  sur  la  frontière  d'un  domaine  :  a)  équalions 
différentielles  ordinaires,  par  M.  Bôcmer  (Cambridge  M.)  :  h)  équations  aux 
dérivées  partielles  relatives  à  la  théorie  du  potenliel,  par  H.  Blrkmardt 
(Zurich)  et  M.  Fr.  Meyer  (Konigsbui-g)  ;  c)  autres  équalions  aux  dérivées 
jîarlielles,  par  A.  So.mmereeld  (Aix-la-Chapelle). 

Nous  saisissons  celle  occasion  pour  annoncer  à  nos  lecteurs  la  jjubiicalion 
d'une  édition  française  de  l'encyclopédie.  La  traduction  sera  publiée  par 
la  maison  Gaulhicr-Yillars,  à  Paris,  sous  la  direction  de  M.  J.  Molk,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  de  Nancy.  Les  premiers  fascicules  des  lonies  I  et  II 
paraîtront  au  printemps  de  1901. 

Nous  sommes  certains  que  celle  heureuse  nouvelle  sera  favorablement 
accueillie  chez  tous  les  malhéuialiciens  do  langue  française  cl  que  1  Ency- 
clopédie des  scie?ices  muthéniatiques  pures  et  appliquées  ne  lardera  pas  à 
trouver  de  nombreux  sousciiptours.  H.    l* . 
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F.  BoHMEUT.  —  Ebene  imd  sphàrische  Trigonométrie,  un  vol.  in-8  "  do 

160  p.:  prix  :   1    tr.  'iO  :  l.  111   do   la   <>  Collkctio.n  Si;iiLHL.Rr  ».  G.-J.  Goe- 
schcn,  Leipzig,  1900. 

Dans  ce  petit  traité  de  Trigonométrie  plane  et  spJiériffue,  M.  Bohncrt  s  est 
ijorné  aux  propriétés  fondamentales  indispensables  à  une  première  étude,  en 
laissant  de  côté  tout  développement  inutile.  Ces  propriétés  sont  présentées 
avec  beaucoup  de  précision  et  de  clarté  ;  elles  sont  toujours  accompagnées 
d  exercices'  et  de  problèmes  empruntés  à  la  pratic[ue,  aHn  que  le  lecteur  ne 
perde  jamais  de  vue  le  but  essentiel  de  la  Trigonométrie.  Cet  ouvrage  rentre 
donc  bien  dans  le  cadre  que  Ton  s'est  tracé  pour  les  divers  volumes  que  doit 
comprendre  la  «  Collection  Schubert  »  . 

Toutefois  nous  aurions  voulu  y  trouver  un  paragraphe  consacré  auxdivei^s 
systèmes  en  usage  pour  la  mesure  des  arcs  ;  M.  Bohnert  se  borne  exclusi- 
vement à  l'emploi  des  degrés.  En  outre,  un  paragraphe  ayant  pour  objet  les 
tables  trigonométriques  et  quelques  notions  sur  leur  construction  et  sur 
leur  usage  eût  également  pu  trouver  place  dans  cet  ouvrage. 

Envisagé  au  point  de  vue  de  la  méthode  suivie,  ce  traité  peut  être  classé  dans 
la  catégorie  de  ceux  auxquels  nous  avons  fait  allusion  dans  une  note  *  sur  ren- 
seignement des  éléments  de  Trigonométrie.  C'est  dire  que  l'auteur,  avant 
d  aborder  l'étude  des  fonctions  trigonométriques  d'un  angle  quelconque,  éta- 
blit d'abord  la  notion  du  rapport  trigonométrique  d  un  angle  aigu  ;  cette 
notion  le  conduit  immédiatement  à  la  résolution  des  triangles  rectangles 
qui  se  trouve  ensuite  appliquée  aux  triangles  isocèles,  au.v  polygones  régu- 
liers et  à  divers  problèmes  pratiques. 

Puis  vient  l'extension  au  cas  d'un  angle  supérieur  à  90'^  L'auteur  définit 
les  fonctiojns  trigonométriques  d  un  angle  quelconque;  il  étudie  leur  variation 
dont  il  donne  la  représentation  graphique.  La  résolution  des  triangles  quel- 
conques est  présentée  d'une  manière  très  simple;  elle  donne  lieu  à  une  série 
de  problèmes  empruntés  les  uns  à  la  Géométrie  du  triangle,  les  autres  aux 
questions  d'arpentage. 

La  première  partie  se  termine  par  l'étude  des  formules  trigonométriques 
les  plus  importantes  :  fonctions  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux 
angles  ;  somme  ou  différence  de  deux  sinus  ou  de  deux  cosinus:  application 
à  divers  problèmes. 

La  seconde  ])artie  est  consacrée  à  la  Trigonométrie  snhérif/nc.  -\près  avoir 
rappelé  les  propriétés  des  trièdres  et  des  triangles  sphériques,  l'auteur  éta- 
blit les  formules  fondamentales  dont  il  a  besoin  pour  la  i-ésolutiou  des 
triangles  sphériques.  Les  apiilications,  choisies  surtout  dans  le  domaine  <le 
la  Géographie  mathématique,  donnent  lieu  à  d  intéressants  problèmes  ayant 
pour  but  de  familiariser  l'élève  avec  les  principaux  systèmes  de  coordonnées 
sphériques  adoptés  en  Géograpiiie  et  en  Astronomie.  H.  Kiuk. 

O.  PuND.  —  Algebra  mit  Einschluss  der  elementaren  Zahlentheorie  ; 

un  vol,  in-8"  de    5  j  >  p.  :  prix:   j  fr.   jo;  t.  ^  I  de  la  i'  (^oLLiicrm.N  .Sciuiii  r.r  >i, 
G.-J.  Goeschen,  Leipzig,    i8y<j. 

Ce  livre   fait  partie  d  une  collection  publiée    sous   le  nom  de  M.  Sculiiuut 


('1   L  Ensctgnetiicnl  mailwniatiiiuc.   \''^  année,   p.    '|ï-.5(j. 
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et  qui  se  propose  de  présenter,  avec  uniformilé  dans  la  méthode,  rcnscnible 
des  théories  mathématiques  qu'on  enseigne  dans  nos  facultés  et  qui  doivent 
servir  de  fondement  à  toute  bonne  culture  scientifique. 

La  Collection  est  tout  d'abord  dédiée  à  l'enseignement  et  lauteur  fait 
observer  que  ce  volume  pourra  servir  d'intermédiaire  entre  les  manuels  élé- 
mentaires d'Arithmétique  et  d'Algèbre  et  les  traités  d'Algèbre  supérieure, 
tels  que  1  ouvrage  classit[ue  de  Serret  et  les  traités  plus  récents  de  Weber 
et  de  Netto. 

Toutefois  l'auteur  supjjose  bien  connue  la  théorie  des  limites  et  toutes  les 
questions  qui  se  rattachent  au  concept  de  nombre  et  des  opérations  fonda- 
mentales sur  les  nombres,  dans  le  sens  le  plus  étendu  que  ce  concept  jjos- 
sède  en  Analyse. 

Il  a  soigneusement  évité  toute  considération  d'ordre  infinitésimal  et  il  s'est 
eiforcé  d'établir  les  théories  algébriques  sur  des  fondements  purement 
arithmétiques. 

La  logique  parfaite  et  la  méthode  la  plus  soigneuse  sont  ce  que  l'on  trouve 
surtout  à  louer  dans  ce  livre.  Les  idées  fondamentales  sont  réduites  au  plus 
petit  nombre  possible  ;  on  peut  même  dire  que  les  concepts  de  groupe  et  de 
système  de  modules  (suivant  Kronecker)  sont  les  seuls  fondements  de  toutes 
les  théories,  soit  arithmétiques,  soit  algébriques,  qui  s'y  trouvent  déve- 
loppées. La  méthode  suivant  laquelle  sont  traitées  les  différentes  question^^ 
esl  toujours  la  même  :  c'est  un  outil  qui  sert  aussi  bien  pour  les  plus  simples 
questions  sur  les  nombres  entiers,  que  pour  les  plus  hautes  questions  de 
l'Algèbre  moderne. 

Dans  l'ordre  des  matières  on  trouve  quelques  déplacements  qui,  au  premier 
coup  d'œil,  paraîtraient  peu  justiliés  et  poui-i-aient  surprendre  le  lecteur. 
Mais  ces  déplacements  sont  la  conséquence  de  cette  stricte  rigueur  dans  la 
méthode  que  l'auteur  s'est  imposée.  On  trouvera,  jiar  exemple  dans  la 
théorie  des  équations,  la  résolution  numérique  placée  avant  lalgébrique  ;  et 
ce  sont  des  théorèmes  sur  la  séparation  des  racines  réelles,  qui  par  une 
extension  éléganle  et  d'une  façon  purement  arithmétique,  conduisent  au 
théorème  de  Cauchy  sur  le  nombre  des  racines  imaginaires  contenues  dans 
un  contour  fermé,  et,  de  là,  au  théorème  fondamental  de  r.\lgèbre. 

Le  but  que  M.  Puxd  s  était  proposé,  c'est-à-dire  1  introduction  métho- 
dique des  théories  modernes  dès  le  commencement  de  l'étude  de  1  Algèbre 
est  pleinement  atteint  dyns  son  livre.  Il  faut  pourtant  remarquer  que  1  excès 
do  concision  et  l'usage  continuel  des  symboles  rendent  souvent  pénible  et 
difficile  la  lecture  de  cet  ouvrage.  L  uniformilé  des  méthodes  retarde  le  déve- 
loppement dé  la  matière,  en  sorte  que  si  on  l'introduisait  dans  nos  écoles, 
on  ne  pourrait  exiger  des  étudiants  la  possession  assurée  des  faits  mathé- 
matiques qui  font  partie  du  cours  d'Algèbre  et  de  la  tliéorie  dos  nombres,  à 
moins  d'appuyer  la  lecture  par  de  nombreux  exeriices  et  en  ayant  à  sa 
disposition  un  temps  tout  au  moins  double  de  celui  que  demandent  les 
m(Mho(l(^s  ordinaires  et  dont  on  peut  ordinairement  disjioser. 

Ou  peut  i)ien  dire  que  c'est  une  excellenle  iuli'oduclion  à  Tt^ude  de  1  .VI- 
gèbre  moderne  :  mais  je  pense  qu  il  ne  serait  pas  prutlent  de  fonder  unique- 
ment sur  ce  livre  l'étude  de  l'.^lgèbre,  même  pour  ceux  qui  ont  en  vue  les 
nouvelles  théories.  Car,  si  les  différentes  questions  y  sont  toujours  traitées 
par  la  même  méthode,  et  si  cette  niéthodc  est  toute  puissante  pour  un  cer- 
tain gi'ure  de  reclierches  où  les  autres  ont  éclioui'-,  on  a   pour  chaque   ques- 
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lion,  considoréc  ou  clle-:nèuio,  des  moyens  iii(iiiimont  plus  simples  cl  iialu- 
rels,  que  les  jeunes  étudiants  ne  peuvent  se  dispenser  de  connaître. 

Il  est  bon  enfin  de  noter  qu'en  considérant  le  volume  comme  faisant 
liartie  iluiie  collection  qui  doit  embrasser  tous  les  domaines  des  mathéma- 
tiques, il  répond  bien  au  but  de  donner  à  ceux  qui  cultivent  certaines 
brandies  assez  éloignées  de  rArithmélit[ue  une  idée  bien  arrêtée  des  mé- 
thodes nouvelles. 

Pourtant  il  ne  Faut  pas  oublier  que  ce  livre  est  coulé  tout  d'un  bloc;  on  ne 
poun-ait  le  partager  en  parties  isolées  ;  il  faut  l'étudier  tout  entier,  et  nos 
jeunes  gens  qui.  dans  les  cours,  ont  appris  l'Algèbre  avec  les  méthodes  clas- 
siques, feront  très  bien  de  l'approfondir.  Pour  cette  même  raison  il  ne  serait 
peut-être  pas  prudent  de  conseiller  aux  praticiens,  aux  techniciens,  aux 
naturalistes,  à  ceux  enfin  qui  ne  vivent  pas  dans  les  mathématiques,  la  lec- 
ture, dans  ce  livre,  des  chapitres  qui  pourraient  les  intéresser,  et,  à  ce  sujet, 
le  livre  ne  parait  pas  répondre  parfail<Miu'nt  à  un  des  desiderata  de  la  collec- 
lion  Schubert. 

Je  donne  pour  terminer  le  titre  des  douze  chapitres  que  comprend  l'ou- 
vrage afui  que  Ion  ait  une  idée  de  l'ordre  adopté  et  de  l'ensemble  des  ma- 
tières tr'ailées. 

I.  Fou'tioas  rationnelles.  —  II.  Propriétés  arithmétiques  des  fonctions 
rationnelles.  —  III.  Divisibilité  des  nombres  entiers.  — IV.  Congruences 
linéaires  à  une  inconnue.  —  V.  Groupes  de  permutations.  —  \I.  Détermi- 
nants. —  VII.  Divisibilité'  des  fonctions  entières  —  VIII.  Congruences  de 
degré  quelconque  :  rcsti-s  quadrati(jues.  —  IX.  Ilésultants,  discriminants, 
élimination.  —  X.  Racines  des  équations  algébriques.  —  XI.  Méthodes  d'ap- 
proximation.  —  XII.  Résolution  alg(''bric[ue  des  équations. 

E.  BoKTOLOTTi  (Modènel . 
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Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  :  t.  (-.V.X.X, 

Paris,  (iauthier-Villars,  1900. 

N"  -i'S  (5  juin).  —  !•;.  Picakd  :  Sur  l'équilibre  calorifique  d  une  surface  fer- 
mée rayonnant  au  dehors.  —  V.vllikk  :  Sur  le  tracé  des  rayons  dans  les 
bouches  à  feu.  —  A.ndoykk  :  Sur  la  théorie  de  la  Lune.  —  C.  Guicuaud  :  Sur 
fes  congruences  de  cercles  et  de  sphères  qui  sont  plusieurs  fois  cycliques. — 
Lk  Rov  :  Sur  les  séries  divergentes.  — Ed.  Maili-kt  :  Sur  la  décomposition 
des  groupes  finis  continus  de  transformations  de  Lie.  —  J.-W.  Linukhkkc  : 
Sur  l'intégration  de  1  équation  Am  ::=  A")- 

N'^  2.Î  (11  juin).  —  J.  Boussi.NESQ  :  Réduction  de  certains  problèmes 
d'échauffement  ou  de  refroidissement  par  rayonnement  au  cas  plus  simple  de 
l'écliauffement  ou  du  refroidissement  des  mêmes  corps  par  contact   ;  échaul- 
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fcment  d  un  mur  d  épaisseur  indéfinie.  —  W.  Stf.ckloff  ;  Sur  la  niélliode  de 
Neumann  et  le  problème  de  Dirichlet.  —  Ed.  Maillet  :  Sur  la  classe  des 
groupes  finis  continus  primitifs  de  transformations  de  Lie.  —  C.  Stôr.ner  : 
Sur  les  logarithmes  des  nombres  algébriques.  — H.  Le  Cilvtelier  :  Sur  les 
points  anguleux  des  courbes  de  stabilité. 

?\û  23  (i8  juin).  —  J.  BoussiNESQ  :  Problèmes  de  refroidissement  de  la 
croûte  terrestre,  traité  au  même  point  de  vue  que  la  fait  Fourier,  mais  par 
une  méthode  d  intégration  beaucoup  plus  simple.  —  P.  P.\ixlevé  :  Sur  les 
intégrales  uniformes  du  problème  des  n  corps.  —  A.  De.moulin  :  Sur  la 
théorie  générale  des  congruences  rectilignes. 

X*'  26  (25  juin).  —  J.  Boussixesq  :  Problème  du  refroidissement  dun  mur 
par  ravonnement,  ramené  au  cas  plus  simple  où  le  refrodissement  aurait  lieu 
par  contact.  —  F.  Amodeo  :  Courbes  normales  trigonales  du  plan.  — G.  Flo- 
QUET  :  Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  l'espace.  —  E.  Mathi.\s  :  Sur  deu.v 
groupes  remarquables  de  lieux  géométriques. 

Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  journal  des  candidats  aux  écoles 
spéciales,  à  la  licence  et  à  1  at,a-égalion.  dirigé  par  C.-A.  JiAisANT  et  X.  An- 
TOMARi  :  3"'  série,  t.  XYIH,  1900.  Prix  d  abonnement  annuel:  Paris,  i5  fr.  : 
déparlements  et  union  postale,  17  fr.  ;  autres  pays,  20  fr.  Gauthier- 
Yillars. 

ixxin.  —  G.  Candido  :  Pour  la  Géométrie  récente.  —  E.-M.  Lémeray  : 
Exposition  géométrique  de  quelques  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
elliptiques  de  première  espèce. 

Mathesis.  Piecueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des  éla- 
blis?iinents  d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansiox  et  J.  Xeubekg  ; 
2'^  série,  t.  X,  1900.  Prix  d  abonnement  annuel  :  Belgique,  7  fr.  5o  ;  Etran- 
ger, 9  fr.   ;  Gand,  A.  Hoste  ;  Paris,  Gauthier-Yillars. 

Juillet.  —  J.-A.  TuiKD  :  Sur  les  triangles  trihomologiques. 

Revue  de  mathématiques  spéciales,  rédigée  par  MM.  E.  Humbert  et 
G.  Papelier  ;  lo"^  année,  1899-1900.  Prix  d'abonnement  annuel  :  France. 
8  fr.  ;  étranger,  9  fr.  ;  Paris,  Xony. 

X"  10  (juillet).  —  C.  Grolleau  :  Xote  sur  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques.  —  G.  Fauvermer  :  Sur  les  équations  du  faisceau  des 
axes  d'une  section  centrale  d'un  quadrique. 

X"'  1 1  (août) .  —  R.  Gilbert  :  Sur  les  réseaux  de  coniques.  —  C.  Grolleau  : 
Xote  sur  1  involution.  —  C.  Grolleau  :  Note  de  Géométrie. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  :   t.   XX Vin.   1900  : 

Paris,  Gauthior-N  illars. 

Fasc.  2.  —  M.  Hauamard  :  Sur  l'intégrale  résiduelle.  —  L.  Auto.\>e  :  Sur 
certaines  équations  des  quatrième  et  cinquième  degrés.  —  J.  Beudon  :  Sur 
les  changements  de  variable.  —  M.  Dlmont  :  Sur  les  surfaces  cubiques 
avant  un  axe  de  symétrie  ternaiiv  et  sur  les  surfaces  cubiques  possédant 
des  points  à  indicatrice  du  troisième  ordre. 
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Journal   fur    reine    und   angew^andte    Mathematik.    i.^.\iriiiiuloi    von 

A.-L.   CuF.LLi:,  lierausgogcbcn    von   L.  Fucus;  Reinier,  Boiliii. 

T.  CXXI,  1899,  fasc.4.  —  H.\MBLRc.rcR  :  Ueber  die  singularen  Losungcn  dcr 
algcbraischen  Difforcntialgleichungcn  liohcrcr  Ordnung. —  Fr.  KOtticr  :  Ein 
bcmerkenswerlhcr  Zusammcnhang  zwischen  dor  Statik  biogsanicr  unausdehn- 
barcr  Fliiehen  und  dor  J^ehre  von  dcr  Beweguug  oiacs  KOrpcrs  in  cincr  Fliissig- 
kcit .    —  P.Ai'I'ell:  Sur  une  forme  générale  des  équations  de  la  dynamique. 

—  L.  KoKxiGSiJF.RGEU  '.  Ueber  die  Fnlwickclinigsform  algebraisclier  Func- 
lionen  nnd  die  Irrcduclibilitat  algebraisclier  Glcicliungen. 

T.  CXXII,  1900,  fasc.  I.  —  L.-\V.  Thomk  :  Ueber  lincare  Difrerential- 
glcichuugen  mit  algebraischen  (".ocfHeienlen.  —  E.  Mui.lkr  :  Ein  Satz  ueber 
Flachen  zweiler  Ordnung  und  seine  Bezielumgeu  znr  Krcisgeomclric  der 
Ebene.  —  Alf.  Guldbkrg  :  Zur  Théorie  der  unbcschrankt  iutegrablen  lota- 
len  Differentialgleichungen.  —  L.  Heffter  :  Ueber  réductible  lineare  Diffe- 
rcntialgleicj^ungen.  —  E.  Gruîïfeld  :  Zur  Théorie  der  einer  linearenDifTcren- 
tialgleichung  «-ter  ordnung  adjungirten  Diirerentialgloicluingen.  —  A. 
LoEwï  :  Ueber   Scharen  reeller  c|uadratischer    und    Hermitischcr    Formen. 

—  J.  HoRx  :  Ueber  das  Verliallen  der  Intégrale  eincr  linearen  DiflVrential- 
gleichung  ersler  Ordnung  in  der  Umgebuug  einer  Unbestimnitheilsstelle.  — 
V.  MuTH  :  Ueber  die  Eiementartheilcr  componirlcr  Système.  —  E.  Gkun- 
FELD  :  Bermerckung. 

Fasc.  2. —  P.  MuTu  :  Ueber  alternirende  Formen. —  V .  Gomes  Tkixeir.v  : 
Sur  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  d'une  fonction  donnée.  — 
O.  Hermès  :  Die  Formen  der  \'iel(Iache.  —  G.  Walle.nberg  :  Zur  Théorie 
der  algebraischen  Diirercntialglcicliungon  erstor  Ordnung.  —  W.  Hey.mann  : 
Ueber  Differential  und  Differeuzengleichungcn,  welche  durch  die  hvpcrgeo- 
metrische  Reihe  von  Gaiiss  integrirt  werden  konnen. —  H.-E.  Ti.merding  : 
Ueber  die  Réduction  eincr  quadralischen  Funktion. 

Zeitschr.  fiir  math.  u.  naturw .  Unterricht ,  herausgegcben  von 
J.-C.-^  .  HoFF.MANN  ;  31*^  année,  1900,  Teubner,  Leipzig. 

I  "^  4  (juin).  — -  D''  R1CI1TER  :  Die  Entwickelung  des  mathemalischen  Unter- 
richts  auf  den  preussischen  Gymnasien  wiihrend  des  neunzehnlen  Jahrhun- 
derts.  —  Kleinere  Mitteilungen.  —  J.-C.-V.  IIoff.manx  :  Ein  anschaulicher 
Beweis  des  Satzcs  von  der  \\  inkelsumme  des  Dreiecks.  —  H.  KitiicEU  :  Ein 
algebraisclier  Satz  als  Folgerung  ans  einem  stereometrischen.  —  D''  FoRs- 
TER  .  Ueber  das  geordnete  Aussprechen  uuserer  Zahlen. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik.  begrimdot  durcii  O.  Schl..- 
miich,  gegenwartig  herausgegeben  von  D'  R.  Mehmkk  und  l)''  M.  Cantok; 
l.  45,  1900  ;  Teubner,  Leipzig. 

j\'.js  2  ei  3  — .  \\  LoRENZ  :  Dynamik  der  Kurbclgctriebe  (Fortsetzung).  — 
C.  RuNGE  :  Ueber  die  Yergleichung  empirischer  Formeln.  —  Ci.  IIlber  : 
Ueber  den  sphiirlschen  Kegelschnitt  und  seine  abwickelljare  Tangenlen- 
fliiche.  —  O.  Blumenthal  :  Die  Bev.egung  der  Jonen  beim  Zecmannschon 
Phanomen. —  F.  Firn.vr,  :  Ueber  eine  Veralgemeinerung  der  Rosseispi-nngauf- 
gabe.  —  F.  Koscn  :  •Normale  und  Kriimmungsmiltelpunkt  <ier  |)oIylropi- 
schen  Kurvcn.  —  h'ieiiicie  Milleiliini(i'ii.  K.  Doeiii.manx  :  I-liu  Satz  iilier  hyper- 
boloidisch  nelegene  Tétraèdre.  —   W.-Fr.  Meveu  :    Uel^er  eine  Eigenschaft 
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der  Hyporliel.  —  J.  Ada.mczik  :    Ziir   Konslruklion  dcr  koujiigierteu  Diucli- 
messer  cboncr  Kogclschnitte. 

Jahrbuch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  bcgrundei  von  Cari 

OiiKTMA.Nx,  iin  Vcrcin  mit  aiideiMi  Malluiiialikci'u  und  imlcr  besonderer 
Mitwirkutig  der  llerren  Félix  MiAller  und  Albert  WAXoiauN  herausgej^c- 
ben  von  Ennl  Lampe  ;  t.  XXIX,  année  1898  (en  trois  fascicules)  ;  i*^""  faBC.- 
cule,   un  vol.  in  8'' de  iv-jiôp.,   1900,  Georg  Reimer,  Berlin. 

I.  Geschichte  und  Philosophie.  —  II.  Algebra. —  III.  Xiederc  und  holicre 
Arithmetik.  —  IV.  Conibinationslehre  und  ^Vahrscheinlichkcitsrechnung.  — 
Y.  Reihen.  —  W.  Di(f'erential-und  Inlegralreclniung.  —  "S'il.  Fuuktionen- 
theorie. 

Zeitschr.  f.  d.  Realschulwesen.  Iierausgegeben  und  rcdigirt  von  Eni. 
CzuBER,  Ad.  Bechtel  und  Moi'.  Gloser,  aô*-'  année,  1900,  AJf.  Hôlder, 
Vienne. 

rs'^' 8.  — -  A.NT.  Pleskot  :  Ueber  die  Ralionaliliit  der  gouiomelrisclien  Funk- 
tioncn. 

F.  BiRABEN.  —  PedagOgia  matematica,  (Extrait  des  «  Anales  de  la  socie- 
dad  cientilica  Argcnlina  »,  t.  XLA'III  ;  Bucnos-Aires,  1899.) 

C'est  un  travail  bibliographique  et  criticjue  dans  lequel  l'auteur  se  pro- 
pose d  attirer  laltention  des  géomètres  de  son  pays  sur  les  questions  de 
p<klagogie  mathématique.  IJEnseignenienl  matliématiqiie  trouve  une  place 
importante  dans  cette  étude.  Nous  nous  empressons  de  remercier  M.  Bira- 
ben  d'avoir  contribué  à  faire  connaître  notre  journal  dans  son  pays. 

P.-J.    MôBius.    —   Ueber  die   Anlage  zur  Mathematik  ;  un  vol.  in-8^ 

33-2  p.,  5i  portraits  ;  jirix  :  7  mark  ;  Verlag  von  Joh.  Anbrosius  Bartli, 
Leipzig,   19(0. 

11.  A.NDOYER.  —  Leçons  sur  la  Théorie  des  Formes  et  la  Géométrie  ana- 
lytique supérieure,  à  l'usage  des  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  ; 
t.  I,  un  vol.  gr.  in-8°,  vi-5o8  p.  ;  prix  :  i5  fr.  ;  Paris,  Gauthier-Villars. 
1900. 

R.  Gui.MARAEs.  —   Les  mathématiques   en  Portugal   au  XIX'  siècle  ; 

aperçu  historique  et  bibliographique  ;  un  vol.  in-j",  167  p.,  Coïmbro, 
imprimerie  de  l'Université,  1900, 

P  aedagOgisches  Archiv.,  herausgegeben  von  Prof.  C.  Dahn  :  42''  année, 
n°  7,  1900.  Diirr,  Leipzig. 


Le  Gcraut  :  C.  \.\l  D. 
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LES   MATHEMA I IQLES 

AU    CONGRÈS    DK    PHILOSOPHIE 


Oïl  sait  que  le  premier  Contres  inlcriiational  de  PhllosopUic^ 
organisé  par  la  liecue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  s'est  tenu  ii 
Paris  du  i*"''  au  5  août.  Les  promoteurs  de  ce  Congrès  s'étaient 
proposé  dallirmer  luuité  de  la  Philosophie,  et  de  contribuer  à 
en  restaurer  lidée  véritable  et  traditionnelle.  J^our  cela,  ils  se 
sont  efi'orcés,  d'une  part,  de  la  distinguer  de  certaines  sciences 
spéciales,  la  Psychologie  et  la  Sociologie,  avec  lesquelles  on  la 
confond  encore,  parce  que,  constituées  les  dernières,  elles  se 
sont  détachées  plus  tardivement  (|ue  les  autres  «  du  vieux  tronc 
philosophique  »  ;  et  d'autre  part,  de  la  rapprocher  des  sciences 
positives,  surtout  de  celles  qui,  par  leur  certitude,  leur  préci- 
sion et  leur  systématisation  plus  grandes,  fournissent  une  matière 
plus  ample  et  plus  sûre  a  la  réllcxion  critique,  et  permrltenl 
d'entrevoir  ou  de  rechercher  les  lois  ofénéi-ales  de  la  nature  et  de 

o 

l'esprit. 

En  conséquence,  ils  avaient  consacré  une  des  ([uatre  sections 
du  Congrès  à  la  Logique  et  à  Tllistoire  des  Sciences,  et  ils 
avaient  convié  les  savants  \\  prendre  part  à  leurs  travaux.  Leur 
appel  a  été  entendu,  tant  à  l'étranger  qu'en  France  ;  de  nom- 
breux savants,  et  des  plus  illustres,  ont  bien  voulu  leur  aecordrr 
leur  patronage  ('),  et,  qui  plus  est,  leur  apporter  le  fruit  de  leurs 
réflexions.  Ouehjues-uns  ont  fait  défaut  au  dernier  moment,  par 


(')  Qu'il  nous  soit  permis  de  citer  ici  avec  reconnaissance  les  noms  de  MM.  Bi-;i-,- 
iiiiiLor,  Lkciialas.  Oi.ivii;r,  Painlkvi;.  Pkkrii'R,  H.  Poincakk,  Ch.  Rk.hi.t,  JuUs 
Tannkky.  Paul  Tannkry  (France)  ;  (Ii-org  Camor,  Moritz  Cantor,  Didkkind. 
Fregk,  H.kcki  :l,  Klii.n,  Ostwald,  Sciirookr,  Ya.n  t  Uoi  t,  W'i-is.mann  (Allcma(jiie)  ; 
BoLTZ.MANN,  .Macii,  Stoi.z  (Autriche):  Mansion  (Belgi(|ue)  ;  Korti:\vi:g,  Van  der 
Waai.s  (llollaiidcj  ;  Planu,  Vailati  (Italie)  ;  Vassiliei"  (Russie)  :  Mittag-Leipler 
(Suède). 

Enseignement  niath.  a6 
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suite  d'empêchements  impiévus  ;  parmi  ces  aljstentions  lorcces, 
on  a  particulièrement  regretté  celles  de  M  Georg  Cantor  (de 
llalle^  qui  avait  annoncé  un  mémoire  sur  les  Nombres  (ra/is- 
finis  et  la  Théorie  des  ensenihles,  et  de  M.  Ernst  îI.kckkl  (d'Iéna^ 
qui   devait    exposer  les   Principes  de  sa  philosophie   zoologifjiie. 

Malgré  ces  absences,  la  section  111  lut  celle  qui  compta  le 
plus  de  mémoires  et  d'assistants  ('). 

Nous  n'avons  pas  l'intention  de  rendre  compte  ici  de  tous  les 
travaux  de  la  section  :  les  procès-verbaux  ofTiciels  et  complets 
des  séances  du  Coiigrès  ont  paru  déjà  dans  la  Revue  de  Méta- 
physique et  de  Morale  (n*  de  septembre)  et  le  lecteur  peut 
s'v  reporter  pour  plus  amples  renseignements,  en  attendant  la 
publication  intégrale  des  mémoires  dans  le  tome  III  de  la  Biblio- 
thèque du  Congrès  (qui  paraîtra  cet  hiver].  Nous  voulons  seule- 
ment analyser  les  mémoires  et  résumer  les  discussions  les  plus 
propres  à  intéresser  les  mathématiciens  et  les  professeurs  de 
Mathématiques. 

h'IIistoire  des  Sciences  (que  le  Congrès  n'avait  inscrite  à  son 
programme  que  dans  la  mesure  où  elle  intéresse  l'Histoire  de  la 
philosophie  et  en  est  inséparable)  ne  fut  représentée  que  par 
trois  mémoires,  mais  tous  trois  d'un  grand  intérêt  et  dune  pro- 
fonde érudition.  La  question  des  Origines  du  Calcul  in /initésinial 
a  été  traitée  a  la  lois  par  M.  Moritz  Cantok  (de  Heidelberg),  le 
savant  historien  des  mathématiques,  et  par  M.  Milhaud  (de  Mont- 
pellier), dans  un  esprit  tout  différent,  ce  qui  fait  que  les  deux 
mémoires,  loin  de  se  répéter,  se  complètent  à  merveille  l'un 
l'autre:  M.  Cantor  insistant  surtout  sur  les  origines  scientifiques 
du  Calcul  infinitésimal  et  sur  la  filiation  historique  des  théories 
et  des  découvertes  ;  M.  ^lilhaud  s'at tachant  plutôt  à  découvrir 
les  racines  philosophi([ues  de  l'Analyse  et  cherchant  jusque  chez 
les  philosophes  et  géomètres  anciens  la  source  des  «  idées»  infi- 
nitésimales. 

M.  GiiNTUKiî,  de  Munich,  avait  envové  un  mémoire  extrême- 
ment nourri  cl  documenté  sur  1  Histoire  des  orii^ines  de  la  ^rari- 


(')  Elle  avait  poui-  pro.'iilonts  Irancais  MM.  lli'iiri  Poim:.vkk  ft  Jules  TA^^^:RV,et 
])oiir  présidents  élraiigers  .MM.  Moritz  Camoh,  Pkaxo  et  Vassiliuf.  La  pfésidento 
effective  des  séaiues  lut  exercée  par  M.  J.  Tannery  avec  son  tact  et  sa  bonne  grâce 
«•outuniicre. 
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talion,  où  l'on  suit  également  les  progiès  parallèles  et  conjoints 
de  la  philosophie  et  de  lu  science,  et  où  l'on  voit  les  savants  de 
la  Renaissance  dégager  peu  à  peu  les  principes  de  la  Mécanique 
céleste,  en  luttant  contre  l'intluence  néfaste  d'Aristote  et  contre 
la  tradition  tyrannique  de  la  physique  péripatéticienne.  L'auteur 
rappelle  en  terminant  que  pour  jjeaucoup  de  bons  esprits  (comme 
Leibniz)  l'hypothèse  de  l'atliaction  était  un  retour  aux  qualités 
occultes  de  la  scolastique,  et  constate  <[u'en  tout  cas  le  succès  de 
la  théorie  newtonienne  a  lait  triompher  pendant  plus  d'un  siècle 
les  actions  a  distance,  et  a  éclipsé  les  théories  cinétiques  et  élas- 
tiques ébauchées  par  Gassend,  Ilobbes,  lluygens,  et  remises  en 
honneur  de  nos  jours  par  Faraday  et  Maxwell. 

La  Logique  algorithmi(jue  était  loii  bien  représentée  au 
Congrès  par  les  mémoires  de  MM.  Mac  Coll.  Johnson  et  Poretskv. 
sans  compter  ceux  de  MM.  Peano  et  Schruder,  qui,  sans  traiter 
expressément  de  la  Logique  Ibrmelle,  procèdent  des  recherches 
de  leurs  auteurs  dans  ce  domaine  ('1.  Le  mémoire  de  M.  Mac: 
CoLL  de  Boulogne-sur-Mer )  est  un  exposé  sommaire  de  len- 
semble  de  son  système  logique,  avec  ses  deux  applications 
principales,  qui  sont,  d'une  part,  le  Calcul  des  probabilités,  et, 
d'autre  part,  le  Calcul  des  limites  des  intégrales  multiples  quand 
on  y  change  l'ordre  des  intégrations.  Cette  dernière  application 
recommande  particulièrement  le  svstème  à  l'attention  des  mathé- 
maticiens ;  c'est  elle  d'ailleurs  qui  en  a  été  l'origine  et  l'oc- 
casion. 

M.  .loHNSON  (de  Cambridge),  l)ien  connu  par  ses  travaux  sur 
l'Algèbre  de  la  Logique  ('),  a  proposé  une  généralisation  des 
constituants  de  Boole.  M.  Pouetsky  (de  Gorodnia,  Russie)  a 
exposé  son  calcul  logique,  qui  procède  de  celui  de  M.  Schrikler, 
mais  ([ui  se  distingue  par  une  méthode  originale  et  un  choix 
tout  diUércnt  des  iorniules  ioiulamentales.  Tandis  (pie  le  calcul 
de  M.  Schroder  est  orienté  tout  entier  (comme  l.Vlgi-bre  ordi- 
naire)   vers    la     résolution      des    équations    logi([ui's,     celui    de- 


(')  Cf.  Pea>o,  Formulaire  de  Mathémaliques  et  Refue  de  Ma/lieinaiii/ttes.  ptissiin  : 
ScHHoDER,  Al^ebru  der  Logik,  5  vol.  (Le  dernier  est  eoiisacrc  à  VAli^èhre  dex  rein- 
tiims.)  Leipzig,  Tubnek,  iS«)o-i8t»:). 

(*)  Voir  les  articles  de  M.  .lohnsoii  sur  The  Lotirai  Calcitlns.  np.  Mind  ,iSya;. 
Cf.    WiMTF.iiEAD,  l'nii'erxal  Algrhra,  Livre  II. 
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M.  J^oretsky  a  pour  but  primordial  la  recherche  de  toutes  les 
formes  d'une  égalité  logique,  c'est-à-dire  de  toutes  les  égalités 
équivalentes  (sous  une  forme  différente)  ;  puis  celle  de  toutes  les 
conséfji/ences  et  de  toutes  les  causes  d'une  égalité  donnée.  La 
méthode  consiste  dans  Ténumération  complète  des  classes  du 
discours,  et  dans  la  détermination  de  celles  qui  sont  équivalentes 
en  vertu  de  l'égalité  proposée.  Elle  aboutit  h  la  construction 
d'un  tableau  qui  comprend  toutes  les  classes  du  discours  rangées 
dans  un  ordre  tel  qu'on  y  lit  à  la  fois  toutes  les  formes,  toutes 
les  conséquences  et  toutes  les  causes  de  l'égalité  donnée. 

M.  ScHRODER  (de  Karlsruhe),  après  avoir  rappelé  les  propriétés 
caractéristiques  de  la  notion  d'ordre  simple  (ou  linéaire)  que 
l'Algèbre  des  Relations  lui  a  permis  de  formuler  avec  cinq  lettres 
et  deux  copules,  expose  Une  exlension  de  Vidée  d'ordre,  qu'il 
appelle  gradation  (^Rangs(itfenfolge)  et  qui  consiste  à  admettre 
plusieurs  éléments  de  même  rang.  Au  lieu  d'une  seule  relation, 
on  a  à  en  considérer  deux  :  la  relation  «  de  rang  inférieur  »  (ou 
la  relation  converse  «  de  rang  supérieur  »)  et  la  relation  «  de 
même  rang  ».  Pour  montrer  l'importance  de  ces  recherches 
logico-mathématiques  ,  et  en  même  temps  leur  dilliculté, 
jNI.  Schroder  fait  remarquer  qu'on  ne  sait  pas  encore  si  l'on 
peut  adîrmer  que  «  tout  ensemble  donné  est  susceptible  d'être 
rangé  dans  un  ordre  simple  ».  (3n  sait  quel  est  l'intérêt  capital 
de  cette  question  pour  la  théorie  générale  des  ensembles. 
M.  Schroder  espère  que  l'Algèbre  des  relations  permettra  de  la 
résoudre  un  jour.  Ainsi  cette  science  nouvelle  forme  le  lien 
entre  la  Logique  pure  (formelle)  et  les  Mathématiques  ;  elle 
englobe  déjà  en  partie  la  théorie  des  ensembles  (au  point  de  vue 
de  leur  contenance  et  de  leur  exclusion)  et  toute  la  théorie  des 
substitutions  ('). 

Les  précédents  auteurs  ont  apporté  de  précieuses  contributions 
à  ce  qu'on    pourrait    appeler  la    Mathématique    de  la    Logi([uc  ; 


(')  Le  calcul  (les  substitutions  n'est,  on  eflt't,  qu'une  bi-mche  de  l'alg'èbre  des 
relations;  ce  qu'on  appelle  le  produit  de  deux  substitutions  n'est  autre  chose  que 
leur  produit  relatif  (non  conimutatif)  ;  Viiu'crse  d'une  substitution  (*~')  est  la 
relation  coriferse  de  s  ;  enfin  la  substitution  ldenil(/ui'  (qu'on  désigne  par  i)  est  la 
relation  d'identité  i',  module  de  la  multiplication  relative.  (V.  Somuodkr,  Algebra 
dcr  Loslk.  t.  Il  M 
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l'école  italienne  a  donné  de  remarquables  échantillons  de  ses 
travanx  sur  la  Logique  des  Mathématiques.  Quoi  (ju'on  pense,  en 
effet,  de  l'utilité  ou  de  la  commodité  du  svmbolisme  loo-ifiue 
employé  par  M.  Peano  et  ses  collaborateurs  à  la  Ho\'iic  de  Madii- 
nuitifjues  et  au  Formulaire  de  Malhèinalifjites,  il  faut  reconnaître 
([u'ils  ont  fait  faire  de  grands  progrès  à  l'analyse  des  concepts  et 
des  principes  fondamentaux  des  Mathénuiticjues,  et  que,  grâce  à 
ce  symbolisme  ^et  surtout  à  la  pénétration  des  savants  qui  le 
manient  ils  sont  parvenus  à  des  résultats  merveilleux  de  lioucur 
et  de  subtilité. 

Les  quatre  mémoires  présentés  au  Congrès  par  les  mathémati- 
ciens italiens  offrent  un  tableau  sommaire,  mais  assez  complet, 
de  leurs  travaux  sur  les  principales  branches  des  Mathématiques, 
et  rien  ne  fait  plus  honneur  à  l'école  italienne  et  à  son  chef, 
]\L  Peano,  que  cette  entente  spontanée  de  ses  collaborateurs, 
qui  ne  diminue  en  rien  leur  indépendance  et  leur  originalité 
individuelles. 

^L  Peaxo  a  exposé  sa  théorie  des  définitions  matlièmatiques. 
Après  avoir  analysé,  à  titre  d'exemple,  les  premières  définitions 
de  la  Gùoniélric  de  Legendre,  il  remarque  que  toute  définition 
suppose  un  ensemble  de  termes  non  définis  ou  antérieurement 
définis  ;  de  sorte  que  la  question  de  savoir  si  telle  notion  est 
définissable  ou  indéfinissable,  absolument,  n'a  pas  de  sens  ;  il 
faut  spécifier  par  rapport  à  quel  ensemble  de  notions  considérées 
comme  antérieures,  de  sorte  qu'une  même  idée  peut  être  définis- 
sable ou  indéfinissable,  suivant  le  ranj;  qu'on  lui  assinfue  dans 
l'ordre  des  notions. 

M.  Peano  formule  ensuite  les  règles  de  la  définition,  lue 
définition  doit  être,  d'abord,  une  égalité  l(>gi([ue  (équivalence) 
entre  le  terme  (nom  ou  signe;  à  définir  et  une  formule  composée 
de  termes  définis  ou  admis  sans  définition.  LIne  définition  doit 
être  complète,  c'est-à-dire  que  la  formule  doit  être  intelligible 
par  elle-même,  sans  aucune  addition  ni  explication  verbale.  Enfin 
elle  doit  être  homogène,  c'est-ii-dire  c[ue  les  deux  membres 
doivent  contenir  les  mêmes  b'ttres  variabb's.  Par  exfMupIe. 
réiialilé  : 


c  ■=.  a  —  n 
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n'est   pas    une    définition    complète,    parce     qu'il     faut    dire    ce 
qu'est  a.  La  proposition  complète  : 

((  o  =  a  —  a,  a  étant  un  nombre  quelconque  » 
n'est  pas  une  définition  homogène,  car  il  entre  au  second  membre 
la  lettre  variable  a  qui  ne  figure  pas  dans  le  premier.  Il  faut  dire  : 

(c  o  =  la  valeur  constante  de  l'expression  [a  —  «),  quel  que 
soit  le  nombre  a.   » 

Dans  cette  proposition,  la  lettre  a  est  une  variable  apparente, 
car  le  second  mcml^re  en  est  en  réalité  indépendant. 

Pour  montrer  la  nécessité  de  l'homogénéité  des  définitions, 
]M.  Peano  critique  la  manière  dont  on  définit  d'ordinaire  les  opé- 
rations sur  les  fractions.  Quand  on  définit  la  somme  de  deux 
fractions  par  la  formule  suivante  : 

a  c    ad  -(-  hc 

T^'J~'       Jid 

on   viole    la    règle    de    l'homogénéité,    attendu    (|ue   le    premier 

membre  est  une  fonction   des  deux  fractions  -r-  ,    -y-,  tandis  que 

b        a    '  *■ 

le  second  est  une  fonction  de  leurs  termes  a,  h,  c,  d. 

La  méconnaissance  de  cette  règle  peut  conduire  à  des  absur- 
dités ;  eu  effet,  supposons  que  l'addition  des  fractions  soit  définie 
parla  formule  suivante  (analogue  à  la  lormule  de  multiplication): 

a  c    a  -\-  c 


b     '     d         b+d 

et  appliquons-la  h  deux  valctirs  différentes  de  la  même  fraction  ; 
on  trouvera  dune  part  : 


et  d'autre  part 


Ji-L.  A  — A 


b  3  II 


résultats  différents,  donc   contradictoires,  étant  donnée  l'égalité 
des  premiers  membres. 

Dans  son  mémoire  Sur  les  (h'iJcrciUcs  nicthodcs  loi;i(jiics  pour 
définir  le   lïomhre    c/Xi'cr,  M.  BiiiAi.i-Fou  ri    expose    une    théorie 
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générale  des  définitions  niatliéin;Ui([iies,  ([u  il  divise  en  trois 
classes  :  i"  les  dé/i/iilio/is  noniinales  celles  ([ue  M.  Peano  a 
définies  ci-dessus")  qui  consistent  à  égaler  un  symbole  nouveau  à 
une  expression  composée  de  svmboles  déjà  connus  ;  i"  les  dèfi- 
jiitions  par  postulais,  qui  consistent  \\  caractériser  un  groupe 
d'idées  par  les  relations  fondainentales  qui  les  unissent  ;  3"  les 
définitions  par  abstraction ^  ([iii  consistent  à  définir  une  lonc- 
tion^'fdaiis  un  certain  doniainei  en  indiquant  dans  ([uels  cas 
on  a  : 

fr  =  fy. 

Cette  dernière  lortne  de  déiliiition  est  lré([ueninienl  employée, 
à  savoir  toutes  les  fois  qu'on  ne  définit  pas  une  grandeur  en  elle- 
même,  mais  seulement  Tégalité  de  deux  grandeurs  de  même 
espèce  ex.  :  la  masse,  la  température).  C'est  à  cette  classe  qu'ap- 
partient la  définition  du  nond:)re  entier,  ou  plutôt  de  l'égalité  de 
deux  nomhies  entiers,  par  Xèquis'ith'ncc  (jlciclizaJdii^keit]  de 
deux  ensembles  ('i.  On  peut  définir  par  postulats  le  nombre 
entier  en  posant  comme  axiomes  les  cin(|  propriétés  caractéris- 
tiques de  l'ensemble  des  nombres  entiers,  comprenant  le  prin- 
cipe tlinduction  complète  (-).  M,  Burali-Forti  préfère  la  di'/ini- 
lion  nominale  du  nombre  entier,  qu'il  obtient  en  partant  de  la 
notion  de  grandeur  homogène  (par  rapport  à  1  adtlition]  et  d'oîi 
il  déduit  les  cinq  propriétés  londanitMitales  (pii  conslituonl  la 
définition  par  postulats  i'). 

^I.  i*.vDO.v  a  présenté  un  Essai  d'une  théorie  algéhri(jtic  des 
nombres  entiers,  précédé  d  une  Introduction  logi(/ue  à  une  théorie 
déduclive  quelconque,  qui  résume  d'une  manit're  lumineuse  la 
logi([ue  de  l'école  italienne.  Une  théorie  déductive  est  un  enchaî- 
nement de  propositions,  formelles  portant  sur  un  système  de  sym- 
boles non  définis  et  reposant  sui-  un  système  de  principes  non 
démontrés,  de  sorte  ([ue  la  valeur  logicpie  d'une  telle  tln-orie  est 


Ç)  Défiiiilion  qui  nous  parait  <!  ailleurs  foriixT  un  corclc  viriiMix.  CI".  De  t  infun 
ntalhéinalifi'ie,  2'  parlic.  livre  F,  cli.  III,  cl  Sur  une  (Icliniliou  Idi-ir/ue  <lu  n  'lubrc, 
a|).  Revue  de  Meiaphysitjue  cl  de  Mora'e  lie  janvier   i<)oo. 

(*)  Voir  Eormutaiie  (le  Malhéniatiques  de  M.  Pic.vno.  t.  II,  n»    {.  jJ  20.    iS<((). 

1^)  Voir  BvRAM-FoRTi,  Les  iniii>iiéléx  fiirnialex  des  (•/léraiions  (tlgetfiit/ues,  eh.  II. 
^  I,  ap.  Reiue    de  Mutlieniatiiiites,  I.  NI.    (Turin,  D<K-<'a.  i><'.H).; 
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absolument  indépendante  du  sens  de  ces  symboles  et  de  la  vérité 
de  ces  principes,  en  un  mot  de  Yinterprètation  concrète  qu'on 
peut  donner  de  la  théorie.  Voici  les  conditions  de  la  perfection 
logique  d'une  théorie  déductive.  Le  système  des  principes  non 
démontrés  sera  irréductible^  s'il  n'est  pas  possible  de  déduire 
l'un  d'eux  de  l'ensemble  des  autres.  On  reconnaîtra  cette  irré- 
ductibilité en  imaginant,  pour  chacun  de  ces  principes,  une  in- 
terprétation qui  ne  le  vérifie  pas  tout  en  vérifiant  tous  les  autres. 
D'autre  part,  le  svstème  des  symboles  non  définis  sera  irréduc- 
lible  par  rapport  au  système  des  principes,  lorsque  de  celui-ci 
il  est  impossible  de  déduire  la  définition  de  l'un  quelconque  de 
ces  svmboles  au  moven  des  autres.  On  prouvera  cette  irréducti- 
bilité en  inventant,  pour  chacun  des  symboles  non  définis,  deux 
interprétations  dillerentes  (jui,  jointes  a  une  même  interpréta- 
tion de  tous  les  autres  symboles,  vérifient  également  le  système 
des  principes.  La  théorie  algébrique  (c'est-à-dire  formaliste 
et  symboliste)  des  nombres  entiers  qualifiés  (*)  repose  tout  en- 
tière sur  un  svstème  de  trois  symboles  non  définis  qui  peuvent 
s'énoncer  :  entier,  successif  de,  si/métrique  de,  et  sur  un  système 
de  sept  principes,  qui  comprennent  le  principe  d'induction  com- 
plète ;  les  deux  systèmes  étant  irréductibles  au  sens  qui  vient 
d'être  défini. 

M.  PiEni  a  appliqué  ces  principes  et  cet  esprit  à  l'étude  de  la 
(Géométrie  envisagée  comme  un  système  purement  logique.  Pour 
lui,  l'idéal  de  la  géométrie  est  de  se  vider  de  tout  contenu  em- 
pirique et  intuitif,  et  de  devenir  un  système  liypothético-déductif 
du  type  défini  par  M.  Padoa.  M.  Peano  a  déjà  réduit  le  système 
des  idées  fondamentales  (ou  plutôt  des  svmboles  non  définis^i  à 
trois  :  le  point,  le  segment  et  le  mouvement.  M.  Pieri  entreprend 
de  les  ramener  à  deux  :  \q point  et  le  mouvement,  en  définissant  h' 
segment  par  le  mouvement;  et  il  s  efl'orce  de  restreindre  au  mini- 


(')  Nous  prenons  l;i  lihoité  d'oniplovcr  ol  do  proposer  1  é])illK'te  do  y//(j////c  pour 
désigner  brièvement  l'ensemble  des  nombres  jjosilifs,  négatifs  et  nul.  La  locution 
de  nombre  algébrique,  quon  emploie  quclquclois  en  ce  sens  dans  renseignement 
élémentaire,  est  vicieuse  pour  plusieurs  raisons  :  d'abord  parce  qu'elle  correspond 
à  une  conception  tout  à  fait  fausse  de  l'algèbre  (les  nombres  négatifs  ne  sont 
nullonient  propres  à  l'algèbrei;  ensuite  parce  qu'elle  engendre  une  confusion  into- 
li'ral)le  avec  ce  qu'on  apj)elle  proprement  les  nombres  ati^èbriqiien  (racines  d'équa- 
tions entières  à  coefficients  entiers). 
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muni  la  part  du  mouvement  en  le  réduisant  à  une  relation  entre 
quatre  points  (congruence  des  deux  couples  AB,  CD  et  même  entre 
trois  fcongruence  des  deux  couples  AB,  AC).  Les  trois  idées  fon- 
damentales se  trouvent  définies  parles  vingt  postulats  que  M.  Pieri 
énumère  et  qui  constituent  les  principes  logi([uos  de  la  géométrie. 

A  ces  importantes  contributions  de  l'école  italienne,  il  con- 
vient de  joindre  le  mémoire  de  M.  Vailati  (de  Syracuse)  sur  les 
difficultés  qui  s'opposent  à  une  classification  rationnelle  des 
sciences.  Nous  ne  pouvons  que  signaler  ici  ceux  de  M.  Vassilief 
(de  Kasan)  sur  les  principes  du  calcul  des prohahilitès  ;  de  M.  Mac 
Farlaxe  (de  l'Université  de  Pensvlvanie),  sur  les  idées  et  prin- 
cipes du  calcul  géo/nét/'i(jue  i  quaternions  et  analyse  des  vecteurs)  ; 
de  M.  Lechalas  (de  Rouen),  sur  la  co/nparabilité  des  diçeis 
espaces  ^euclidien  et  non-euclidiens),  et  de  M.  Ri;sseî-l  (de  Cam- 
bridge) sur  ridée  d'ordre  et  la  position  absolue  (où  l'auteur  sou- 
tient la  thèse  paradoxale  de  l'espace  et  du  temps  absolus).  Men- 
tionnons également  les  ingénieuses  remarques  de  M.  Hadamaud 
sur  V induction  en  mathématiques  («  non  senlement  il  n'y  a  pas 
de  raison  pour  que  la  généralisation  réussisse,  mais  il  y  a  son- 
vent  des  raisons  pour  qu'elle  ne  réussisse  pas  »)  et  les  mémoi- 
res de  M.  KozLOwsKi  de  Cracovie)  sur  la  combinaison  chimique; 
de  M,  Wald  (de  Kladno,  Bohème),  Etude  critique  sur  les  princi- 
paux concepts  fondamentaux  de  la  Chimie  ;  enfin  de  M.  Holssay 
sur  les  théories  atomiques  en  biologie.,  et  arrivons  au  mémoire  de 
M.  Henri  Poixcaré,  sur  les  principes  de  la  Mécanique,  et  à  l'inté- 
ressante discussion  à  lacjuclle  il  a  donné  lieu. 

Nos  lecteurs  connaissent  déjà  les  théories  philosophiques  de 
M.  Poincaré  ;  il  nous  suffira  donc  d"indi([uer  brièvement  les  idées 
essentielles  de  son  mémoire.  Analysant  tour  à  tour  le  principe 
d'inertie,  la  loi  de  l'accélération,  le  principe  de  la  réaction  (égale 
il  l'action),  le  principe  du  mouvement  relatif  ei  le  principe  de  la 
consen>ation  de  l'énergie  ('),  M.  Poincaré  conclut  que  tous  ces 
principes  constituent,   soit  des  définitions  du  temps,  de  la  force, 


(')  M.  Poincaré  iiadinet  pas  le  principe  de  l'intlcpeiiddiuc  des  effets  des  forces. 
comme  il  a  eu  l'occasion  de  le  déclarer  en  discutant  avec  M.  lladainard.  Soit  un 
morceau  de  fer  en  présence  d'un  aimant  et  d'un  autre  morceau  de  fer:  l'action 
qu'il  éprouve  n'est  pas  la  somme  géiunétriqne  des  actions  qu'exerceraient  séparé- 
ment s\ir  lui  l'ainiant.  d'une  j)iirl,etlc  morceau  de  fer,  d  autre  pari. 
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de  la  niasse,  soit  des  axiomes  ou  postulats  :  ces  postulats  ne  sont 
pas  des  vérités  a  jjriori,  parce  quils  ne  lui  paraissent  pas  s'imposer 
d'une  manière  nécessaire  ;  et  ils  ne  sont  pas  non  plus  des  vérités 
empiriques,  car  ils  sont  invérifiables  à  la  rigueur  ;  ils  sont  à  peu 
près  vrais  pour  des  systèmes  mécaniques  à  peu  près  isolés,  mais 
on  ne  peut  affirmer  quils  soient  absolument  vrais  pour  des  systèmes 
absolument  Isolés,  non  seulement  parce  que  de  tels  systèmes  sont 
irréalisables,  mais  parce  que  les  postulats  n'ont  plus  de  sens  pour 
de  tels  svstèmes.  On  ne  peut  donc  même  pas  dire  qu'ils  soient 
vérifiés  approximativement  -comme  la  plupart  des  lois  physiques'. 
Eu  somme,  ce  sont  des  conventions,  non  pas  arbitraires,  mais 
commodes,  c'est-à-dire  appropriées  et  adaptées  à  l'expérience. 
Mais  le  jour  où  quelque  fait  viendrait  les  contredire,  on  pourrait 
toujours  le  concilier  avec  les  principes  au  moven  d'hypothèses 
complémentaires.  Ainsi  l'expérience  a  pu  suggérer  ces  principes, 
mais  elle  ne  pourra  jamais  les  démentir  et  les  ruiner. 

[NI.  Painlevé  a  fait  alors  ressortir  le  caractère  artificiel  et  arbi- 
traire que  prennent  dans  cette  théorie  les  principes  de  la  Méca- 
nique. Sans  doute,  en  cas  de  désaccord  entre  les  principes  et  les 
faits,  on  peut  toujours  combler  lécart  par  des  hypothèses  com- 
plémentaires ;  mais  il  est  fort  remarquable  que  les  faits  nouveaux 
qu'on  découvre  ou  qu'on  invente  ainsi  'faits  électriques,  magné- 
tiques, etc.  )  se  prêtent  à  leur  tour  ;i  une  théorie  scientiti([ue,  se 
soumettent  au  principe  de  causalité  et  à  des  lois  générales  et 
simples,  en  un  mot  apparaissent  comme  des  phénomènes  vrais  et 
non  comme  des  fictions.  On  pourrait  dire  aussi  (|ue  la  loi  de 
Newton  est  une  convention  et  la  remplacer  par  une  autre  loi  d'at- 
traction (par  exemple  proportionnelle  a  la  distance),  quitte  à 
corriger  la  divergence  par  des  hypothèses  auxiliaires  ;  mais  on 
s'engagerait  par  la  dans  des  complications  inextricables,  dOù  1  on 
ne  pourrait  dégager  aucune  loi  simple.  Cela  prouve  que  si  la  loi 
de  Xewton  est  une  convention,  c'est  une  convention  de  choix,  qui 
cadie  mieux  que  toute  autre  avec  les  laits,  l'^n  somme,  toute  la 
phvsi(jue  est  une  méthode  d'approximations  successives  :  la  cun- 
vcri;ence  de  cette  méthode  n'est  nullement  nécessaire  a  priori; 
l'accord  croissant  de  nos  hypothèses  avec  les  faits  prouve  (ou 
constitue)  leur  vérité  ;  la  (h^'crsicnce  et  la  complication  croissante 
des  bvpolhèses  sont    un    signe  de    fausseti'.    Les  princi[)es    de  la 
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Mécanique  sont  donc  vrais,  en  ce  sens  ([u'ils  sont  les  lois  les  pins 
générales  du  monde  physique,  imposées  et  sans  cesse  vérifn-es 
par  l'expérience. 

M.  H.vDAMARD  objecte  d'autre  part  que  si  l'expérience  ne  peut 
pas  vérifier  séparément  tel  ou  Ici  principe,  parce  que  sa  vérité 
dépend  des  autres  principes  admis  à  titre  d  hvpofhèses,  elle  véri- 
(le  néanmoins  l'ensemhle  des  principes,  conçu  coninic  une  hvpo- 
thèse  unique  et  totale. 

M.  PoiNc.vRÉ  reconnaît  la  justesse  de  cette  remartpie  pour  ce 
qui  est  des  lois  physiques  :  chaque  expérience  ou  série  d'expé- 
riences) fournit  en  quelque  sorte  une  équation  entre  plusieurs 
incoYinues,  de  sorte  qu'il  faut  un  svstème  d'équations  pour  dé- 
terminer le  svstème  des  inconnues.  Mais  il  en  va  autrement  pour 
les  principes  de  la  Mécanique  et  de  la  Géométrie.  Non  seulement 
l'expérience  ne  nous  donne  pas  assez  d'équations  pour  les  déter- 
miner, mais  il  est  absurde  de  supposer  qu'elle  puisse  jamais 
nous  les  donner,  et  cela  parce  que  les  a  inconnues  »  entrent 
pour  ainsi  dire  dans  les  problèmes  expérimentaux  ii  titre  de  varia- 
bles auxiliaires  et  surérogatoires.  l'ar  suite,  les  hypothèses  qu'on 
peut  faire  à  leur  sujet  ne  sont  ni  vraies  ni  fausses. 

La  même  question  a  été  traitée,  à  un  point  de  vue  plutôt  didac- 
tique que  critique,  par  M.  Bloxdlot  (de  \ancy),  dans  son  Expo^n' 
des  principes  de  la  Mécanique^  inspiré  des  idées  de  Kirchhoffet 
de  Mach,  dont  l'idée  maîtresse  est  la  distinction  de  la  Mécani([ue 
«  rationnelle  »,  construction  idéale,  et  de  la  ^lécanique  empi- 
rique et  positive,  à  laquelle  la  première  est  destinée  à  s'appliquer 
movennant  le  choix  d'un  svstème  de  repères  et  dune  horloge 
convenables. 

C'est  encore  un  problème  analogue  (|u"a  traité  M.  l.i:  ^  i:i!I!ikiî 
de  Paris),  en  exposant  la  genèse  et  la  portée  des  principes  de  it 
tliermo-dijnaini(]ae.  D'une  part,  il  considère  ces  principes  comme 
des  définitions  des  unités  therniitjues  (juantilé  de  chaleur,  tem- 
pérature absolue),  j)ar  rapport  aux  unités  mécani<[ues,  d<^linitions 
qui  deviendraient  inutiles  le  jour  où  Ton  connaîtrait  les  rrlati«Mis 
réelles  entre  les  phénomènes  thermiques  et  mécaniques,  car  ce 
jour-lii  les  unités  thermiques  se  réduiraient  aux  unités  mécani- 
ques. D'autre  part,  ces  principes  apparaissent  comme  des  lois 
ex|)éiiinentales  approximativement  vérifiées  ;  en   riMliti'.  ce   sont 
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des  lois  idéales  et  a  priori,  qui  reposent  sur  des  abstractions 
irréalisables,  mais  qui  n'en  ont  pas  moins  une  valeur  objective 
dans  la  mesure  où  les  faits  se  rapprochent  de  ces  abstractions 
(gaz  pai'faits,  phénomènes  réversibles,  transformations  adiaba- 
tiques  . 

On  le  voit  :  c'est  une  question  essentiellement  philosophique 
qu'ont  agitée  les  savants  que  nous  venons  de  nommer  ;  c'est  même 
la  question  capitale  de  la  philosophie  des  sciences  et  de  la  théorie 
de  la  connaissance  :  il  s'agit  toujours  de  savoir  quel  est  le  rap- 
port des  mathématiques  et  de  la  physique,  ou  des  mathématiques 
pures  et  des  mathématiques  appliquées,  de  la  raison  et  de  l'expé- 
rience, de  l'idée  et  du  fait;  en  un  mot,  il  s'agit  de  la  valeur  ob- 
jective de  la  science  rationnelle.  Le  fait  que  des  savants  de  pro- 
fession ont  posé  et  discuté  cette  question  en  vrais  philosophes  a 
justifié  l'initiative  des  organisateurs  du  Congrès  et  réalisé  toutes 
leurs  espérances. 

Le  succès  du  Congrès  en  général  et  de  la  section  III  en  parti- 
culier a  fait  prendre  la  résolution  de  le  renouveler  dans  quel- 
ques années.  Dans  la  séance  de  clôture,  M.  Yassilief  a  exprimé 
avec  l'approbation  unanime  le  vœu  qu'on  mît  à  l'ordre  du  jour 
du  prochain  Congrès  un  petit  nombre  de  questions  (par  exemple 
la  philosophie  de  la  géométrie]'  sur  lesquelles  se  concentreraient 
les  travaux  et  les  discussions  ;  on  devrait  faire  de  chacune  de  ces 
questions  une  revue  générale  qui  en  exposerait  l'état  présent  et 
en  dresser  une  bibliographie  complète.  La  commission  perma- 
nente charcrée  d'organiser  le  prochain  Congrès  tiendra  certaine- 
ment  compte  de  ces  vœux.  Nous  espérons  que,  pour  la  section  III 
en  particulier,  l'intérêt  des  communications  que  nous  venons  de 
résumer  stimulera  l'émulation  des  savants,  et  qu'ils  viendront 
plus  nombreux  encore  au  prochain  Congrès  de  P/iilosop/iic. 

Louis  CouTviiAT  (Paris). 

P. -S.  —  Dans  une  autre  section  du  Congrès  a  été  soulevée  une 
importante  question  qui  intéresse  également  les  mathématiciens 
et  les  philosophes  :  c'est  celle  de  la  création  dune  langue  inter- 
nationale unique  pour  faciliter  les  relations  entre  les  savants  de 
tous  les  pavs  civilisés,  la  publication  de  leurs  travaux  et  la  dillu- 
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sion  de  leurs  idées.  Le  Consi'rès  de  Philosophie  a  émis  un  vœu  en 
laveur  «  de  Tunité  du  langage  philosophique  »  et  a  élu  le  signa- 
taire de  ces  lignes  comme  délégué  en  vue  de  radoptit)n  d  une 
langue  universelle  i  '  i.  On  sait  qu  un  vœu  analogue,  présenté  par 
M.  Leau  et  chaudement  appuyé  par  M.  Laisant  et  plusieurs  autres 
membres,  a  eu  moins  de  succès  au  Congrès  des  Dittlhcnialiciens. 
Dans  la  discussion  à  laquelle  il  a  donné  lieu,  nous  avions  invoqué 
en  sa  faveur  l'autorité  de  Leibniz.  On  nous  a  répondu  que  la 
langue  universelle  rêvée  par  Leibniz  ne  faisait  qu'un  avec  sa 
caractéristique  ou  son  Calcal/is  ralioci/iator,  et  ([ue  par  suite 
son  projet  se  trouvait  véritablement  réalisé,  soit  par  VAli^^èùre  de 
la  Logique  de  ]NL  Schhôdkh,  soit  par  le  Formulaire  de  Mathénia- 
tifjues  de  ^L  Peano, 

Nous  pouvons  affirmer,  après  avoir  consulté  à  Hanovre  les  ma- 
nuscrits inédits  de  Leibniz,  que  c'est  là  une  erreur  complète. 
On  V  trouve  en  ellet,  à  côté  de  nombreux  essais  de  calcul  logi- 
que, des  projets  très  développés  et  très  détaillés  de  langue  uni- 
verselle et  de  grammaire  rationnelle,  absolument  distincts  du 
susdit  calcul  ("';.  Il  s'agit  si  bien  d'une  la/ti^nie  proprement  dite, 
à  la  lois  parlée  et  écrite,  et  non  d'un  svmljolisme  ou  d'un  algo- 
rithme, que  Leibniz  a  rédigé  des  opuscules  entiers  sur  l'usage 
des  particules  et  des  flexions,  sur  la  construction  des  prépositions, 
des  conjonctions,  des  j)ronoms,  etc.,  etc.  (').  Nous  en  publierons 
bientôt  quelques  extraits  dans  nos  Fragmenls  inédits  de  Leibniz 
relatifs  à  la  Logique.  On  y  trouvera  des  idées  intéressantes  et 
curieuses  sur  la  constitution  d'une  langue  rationnelle  (')  dont 
beaucoup  sont  déjà  réalisées,  soit  dans  V Espéranto,  soit  dans  la 
Langue  Bleue  àe  M.  Léon  Bollack  (par  exemple  :  les  prépositions 
dispensent  des  cas,  et  les  conjonctions  dispensent  des  modes).  Les 
projets  de  langue  universelle  peuvent  donc  se  réclamei'  de  l'auto- 
rité de  Leibxiz  [comme  de  celle  de  Descauths]  C" \  aussi  bien  (pu" 


("1  Cf.  Leau,  Luc  tangue  unifersette  est-elle  possible'^  1  hruclniri-.  l'î  p.  (uiuthifM-- 
Villars,   1900. 

(*)  Par  exemple,  on  lit  dans  le  Liiigii.v  />liitiixiij>/iie;e  s/>eeiiiieii  i/i  geoiitelna  e/ten- 
tlitm,  daté  de  janvier  1680  :   «  Nihil  auleni  calciili  hic  miseebo.   » 

(»)   Voir  BODE.MANN,   Die  Leibniz-l/aii(tse/tri/h'ii.  Phil.  VII,  IJ,  111.   :<'.  feuilles. 

[*)  Cf.  le  fragment  Lingiia  rationalis,  ap.  l'Iiit.  Sriir.,  éd.  Gcrhardl,  t.  VII,  p.  28. 

(')  Le/ire  à  Mersennc  du  ?,i>  novembre  iGiy.  {VA.  Clerselier,  t.  I,  n'  m,  p.  ,98  ; 
éd.  Adain-Tannery,   t.  I,  p.  7().) 
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les  systèmes  de  logique  algoiithniique  ;  les  uns  et  les  iiutres  sont 
d  ailleurs  pai luitement  compalijjles,  attendu  qu'ils  sont  ladicale- 
nient  dillérents  en  principe  el  ne  sauraient  en  aucune  manière  se 
renqilacer.  L.  C. 


SUR  LES  POLYGONES   DE  PORCELET 


La  recherche  des  conditions  (jue  doivent  rem])lir  deux  coniques 
pour  qu  on  puisse  inscrire  dans  1  une  un  polvgone  circonscrit  à 
l'autre,  est  une  question  bien  connue  :  elle  se  résume  dans  le 
théorème  suivant,  énoncé  par  Poncelet  :  s  il  existe  un  jjoli/^ifne 
de  m  côtés  inscrit  dans  une  conique  0  el  circonscrit  à  une  autre  F, 
il  en  existe  une  infinité  d'autres  du  même  nombre  de  côtés.  Beau- 
coup de  problèmes  qui  se  rattachent  à  cette  proposition  ont  été 
résolus  par  des  méthodes  variées  et  il  est  par  conséquent  utile, 
et  d'un  incontestable  intérêt,  au  point  de  vue  de  l'enseignement 
surtout,  d'envisager  la  question  dans  son  ensemble  :  c'est  ce  que  je 
me  suis  proposé  de  faire,  en  suivant  un  beau  chapitre  d'Halphen 
sur  le  sujet  ('}.  Je  diviserai  cet  exposé  en  deux  parties  :  l'une, 
toute  élémentaire  qui  ramène  en  somme  le  problème  à  ses  élé- 
ments les  plus  simples,  la  seconde  qui  le  rattache  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  et  qui  suppose  la  connaisssnce  des  lon- 
dements  de  cette  théorie. 

I 

Relation  bifjuadratique  sj/niétrique  entre  deux  variables.  —  Les 
deux  sonimets  situés  sur  un  côté  d'un  polygone  inscrit  dans  une 
conique  C  et  circonscrit  à  une  autre  conique  F  sont  deux  points 
M  et  INI'  de  la  conicjue  C  qui  se  correspondent  sur  cette  ligne  par 
la  condition  (|ue  la  droite  qui  les  joint  soit  tangente  à  Y.  On  peut 
de  cette  manière  faire  correspondre  a  tout  point  M  de  C,  deux 


C)  Hai.piii;.n.  Traite  des  fondions  etiiptitjucs.  t.  II.  rh.  x. 
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autres  points  M'  et  JM"  de  celte  coni([iie  situés  sur  les  tangentes 
a  r  qui  sont  issues  de  M  ;  dailleurs,  au  point  M'  de  C,  correspon- 
dront de  cette  manière  deux  j)oinls  de  C  dont  luu  sera  M.  Sup- 
posons alors  (|ue  les  points  de  C,.  qui  est  unicursale,  soient 
déterminés  individuellement  en  touction  rationnelle  d'un  para- 
mètre, de  sorte  que  les  coordonnées  homogènes  de  chacun  deux 
sont  proportionnelles  à  des  polynômes  quadratiques  par  rapport 
à  ce  paramètre  :  les  paramètres  ,<■  et  //  de  deux  points  correspon- 
dants M  et  M'  seront  liés  par  une  relation  hujnadralique  symé- 
tri(iiie  qui  pourra  s'écrire  : 

(I)  XxY-  +  B.rv(.r  +  y)  +  C{x^  +  v^)  +  D.rv  +  E(.r  +  r)  +  I-  =  o 

ou  encore  : 

v2(  A.j-2  +  B,r  4-  C  )  +  ri;  B.r^  +  D.r  +  K  )  +  Cx'-  +  Ex  +  V  =  P  v^  +  Q  v  +  R  =  o. 

(Les  cocdicients  des  termes  semblables  des  polvnômes  entieis 
en  X,  P,  Q  et  R,  lorment  un  dctci minant  symétrique.) 

l{ècipro<ii(enicnt,  toute  relation  de  la  forme  (I)  peut  être  inter- 
prétée comme  établissant  entre  deux  points  M  et  M'  de  (>,  de 
paramètres  x  et  y,  une  correspondance  telle  (jur  la  droite  (jui  les 
joint  soit  tangente  ii  une  coni([ue  lixe  V  :  car  cette  relation  revient 
à  une  relation  (quadratique  entre  x  -f-  //  et  xt/,  et  par  conséquent 
équivaut  à  une  relation  (|uadrati([ne  homogène  entre  les  coordon- 
nées homogènes  it,  c,  iv  de  la  droite  MM',  qui  sont,  comme  on 
sait,  proportionnelles  à  des  fonctions  linéaires  de  .;•  -\-  ij  ç\  xi/. 
(La  conique  Y  peut,  bien  entendu,  dégénérer  en  une  variété 
tanjïentielle  formée  de  deux  points,  distincts  on  conlondusJ 

Observons  d'ailleurs  que  celte  correspondance  cntie  M  et  M 
revient  i»  la  suivante  :  les  tleux  points  M  et  M  sont  conjugués  par 
rap})ort  à  la  conicjue  (],,  telle  ([ue  I"  soit  la  coni([ne  covuriunlc  de 
C  et  de  Cp  enveloppe  des  cordes  ([ue  ces  deux  coni<pies  divisent 
harmoniquement  :  il  est  bien  facile  de  dédulie  de  la  relation  \ 
l'équation  de  C,.  De  là  résulte  la  coirélatiou  entre  le  problème 
des  polygones  de  Poncelct  et  celui  des  polygones  inscrits  dans 
une  coul({ue  C  et  conjugués  par  rapjjoit  it  une  auti'e  (1,  :  1  étude 
du  premier  problème  étjuivaul  à  celh-   tin  second. 

Remarquons  enhn   <|ue  la  cori<'sp(»ndamr  (|Uf  nous  claiilissons 
entre  deux  [)oinls  M  et  M    cb-  C  |i<-ut  être  rem[ilac«e  par  l'clle  des 
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deux  tangentes  à  F  issues    dun  même  point  de  C:  dans  la  suite 
nous  emploierons  seulement  la  première. 

Gèncralisalion.  —  Plus  oétiiMalement,  la  i-olatlon  fondamen- 
tale (I)  établit  entre  deux  points  M  et  M'  d'une  courbe  uniciirsale 
<luelcon<iue  U,  définis  individuellement,  l'un  par  le  paramètre  x, 
l'autre  par  y,  une  correspondance  telle  qu'au  point  M  en  corres- 
pond deux  autres  ^I  et  M  ',  et  qu'à  M'  en  correspondent  deux  dont 
Vun  est  M.  Il  s'en  suit  que  la  relation  'I)  peut  être  regardée  comme 
définissant  une  famille  de  lignes  polygonales  inscrites  dans  U  : 
car  partons  d'un  point  M^  quelconque  de  U  comme  sommet 
initial  de  la  ligne  brisée  ;  le  sommet  suivant  sera  un  des  points 
que  lui  fait  correspondre  la  relation  (F,  soit  Mj  ;  alors  le  troisième 
sommet  sera  déterminé  sans  amjjiguïté  :  ce  sera  le  correspondant 
de  M,  (iiiire  (jue  M^,.  et  ainsi  de  suite.  Nous  allons  maintenant 
adopter  cette  interprétation  de  la  relation  (I\ 

Correspondance  entre  les  extrémités  des  lignes  brisées  de  m 
côtés.  —  xVu  sommet  initial  M,,  choisi  pour  une  ligne  brisée  ins- 
crite de  m  côtés,  correspondront  sur  U  deux  extrémités  possibles 
E'  et  E''  pour  cette  ligne,  suivant  le  choix  du  second  sommet. 
Réciproquement,  à  l'extrémité  E'  correspondront  les  deux  som- 
mets initiaux  possibles  dont  lun  sera  M^.  Donc  le  paramètre  x 
de  Mo  et  le  paramètre  r  de  l'extrémité  doivent  être  liés  par  une 
relation  de  la  forme  (Ii,  soit  F  (.r,  z)  =  o,  biquadratique  et  symé- 
trique en  X  et  z. 

Il  est  clair  (juOn  pourrait  l'oriner  cette  relation  de  proche  en 
proche,  car  la  relation  T  permet  évidemment  d'exprimer  ration- 
nellement par  rapport  aux  paramèties  x  et  //  des  deux  premiers 
sommets,  ceux  de  tous  les  sommets  suivants. 

Lignes  brisées  repliées.  —  La  relation  I)  fait  correspondre 
à  X  deux  valeurs  ij  et  y'  de  //,  générale/iient  distinctes  de  .v  et 
distinctes  entre  elles.  Il  y  a  exception  pour  les  valeurs  de  .r  telles 
que  //'  =  //";  elles  sont  les  racines  (finies  ou  infinies)  de  l'équa- 
tion (du  quatrième  degré  en  général):  Q-  —  4  r*  1^  =  O-  "  >  •' 
également  exception  pour  les  valeurs  de  x  telles  (ju'une  valeur 
correspondante  i/'  de  //  soit  égale  à  x  ;  ces  valeurs  de  ,r  sont  les 
racines  de  l'équation  du  (jualrii'ine  degré  ol)tenue  en  faisant 
dans  (1)    ij  =  X.    Appelons   S'    {i  =  i,   ">-,  3,  4^  I*"»  quatre  points 


SLR   LES   l'OLYGOyES   DE   l>0.\CELET  4i3 

de  U  qui  coriespondenl  aux  valeurs  de  x  telles  que  t/'  =  y"  et 
T,  ceux  qui  correspondent  aux  paramètres  .r  tels  que  >/'  =  x.  Si 
dans  le  tracé  d'une  ligne  brisée  inscrite,  nous  arrivons  en  un 
point  S,  comme  sommet,  la  ligne  ne  pourra  se  continuer  au  delà 
de  ce  point  qu'en  se  repliant  sur  elle-même  et  le  sommet  qui  sui- 
vra S,  se  confondra  avec  le  précédent.  Si  nous  arrivons  en  un 
point,  T,.  en  supposant  que  le  sommet  précédent  corresponde  à 
la  valeur  de  //  qui  difTère  du  paramètre  .v  du  point  T,,  le  sommet 
suivant  sera  confondu  avec  T,  et  le  côté  correspondant  sera  lu 
tangente  à  U  au  point  T.  considéré  ;  puis  la  ligne  ne  pourra  se 
continuer  (ju'en  se  replui/il  sur  elle-même. 

Polygones  inscrits  de  m  côtés.  — La  relation  (I)  peut-elle  déter- 
miner des  lignes  brisées  fermées  duu  nombre  donné  m  de  cotés, 
inscrites  dans  U?  Pour  cela,  il  faut  que  le  [m  -j-i)"""  sommet 
ol)tenu  par  la  construction  indiqué  coïncide  avec  le  preiaier.  Or 
le  paramètre  .r  du  premier  sommet  et  celui  c  du  (/«  -f-  i  )^™'  sont 
liés  par  une  relation  biquadratique  symétrique  F  (.r,  z)  =  o. 
Le  paramètre  x  devra  donc  être  une  des  quatre  racines  (finies  ou 
non)  de  l'équation  de  fermeture  :  F  [x,  x)  -=  o  ;  d'où  générale- 
ment (luatre  solutions.  Elles  sont  faciles  à  prévoir  :  supposons 
d'abord  m  pair,  soit  m  =  2  «  ;  partons  d'un  point  S,  comme  som- 
met initial  et  construisons  le  («  -f-  i)""'"  sommet  P,  qui  en  i-ésulte 
sans  ambiguïté  ;  une  des  lignes  brisées  inscrites  de  sommet  ini- 
tial P,  sera  formée  d'abord  de  celle  qu'on  vient  de  construire 
pour  obtenir  1^,  :  S,  sera  son  (/î-|-i)*°*  sommet  et  elle  ne  pourra 
se  continuer  au  delà  qu'en  se  repliant  sur  elle-même  pour  revenir 
à  Pj  comme  (/«  -|-  i)""'*  sommet  :  on  aura  alors  construit  une 
ligne  brisée  fermée  répondant  ii  la  question.  Soit  au  contraire 
m  impair,  égal  à  2  «  -)-  i  :  partons  d'un  point  T,,  prenons  un 
premier  côté  non  tangent  à  U  et  allons  jusqu'au  /i'""'  sommet  Q,  : 
une  ligne  brisée  d'origine  Q,,  formée  dabord  de  celle  ([u'on 
vient  de  parcourir,  arrivée  en  T,  comme  /?""*  sommet  s'y  repliera, 
en  se  continuant  par  la  tangente  en  T,  et  en  revenant  îi  Q,  comme 
[m  -f-  I )''"'*  sommet. 

Comme  il  y  a  quatre  points  S,  et  quatre  points  T,,  on  a  donc 
ainsi  les  seules  solutions  de  la  question  dans  le  cas  général,  et 
ce  ne  sont  pas  des  polygones  proprement  dits. 

Enscigiu'menl  iniilli.  v] 
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Tlicorème  de  PoncelcL  —  Il  résulte  de  là  que  si  lu  relation  'X) 
détermine  un  polygone  proprement  dit  de  ni  côtés  inscrit  dans  V, 
elle  en  détermine  une  infinité  de  ce  même  nombre  de  cotés,  et  l'on 
peut  prendre  un  sommet  de  lun  d  entre  eux  en  un  point  quelcon- 
que de  la  courbe.  En  ellet  1  équation  F  (o",  j*)  =  o  doit  être  véri- 
fiée identiquement. 

Application  aux  coniques.  —  Supposons  ([ue  la  courbe  unicur- 
sale  U  soit  une  conique  C:  les  lignes  brisées  correspondantes  à  ^^I) 
et  inscrites  dans  C  seront,  comme  on  l'a  vu,  circonscrites  à  une 
conique  fixe  F  .  Les  points  S,  seront  les  points  de  C  doii  les  tan- 
gentes menées  à  F  seront  confondues  :  ce  sont  donc  les  points 
communs  aux  deux  coniques  C  et  F.  Les  points  T,  seront  les  points 
de  C  d'où  une  des  tangentes  menées  à  F  sera  aussi  tangente  h  C: 
ce  seront  donc  les  ])oints  de  contact  avec  C  des  tangentes  com- 
munes à  C  et  à  F.  S'il  existe  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans 
C,  circonscrit  à  F,  et  autre  que  les  quatre  solutions  repliées  du  cas 
général,  il  y  en  aura  une  infinité.  Lorsque  /n  ne  dépasse 
pas  5,  on  peut  toujours  construire  une  conique  F  inscrite  dans 
un  polygone  quelconque  de  m  côtés  inscrit  dans  C  ;  d'une 
manière  générale,  quel  que  soit  m,  pour  que  le  théorème  de 
Poncelet  soit  applicable  aux  coniques  C  et  F,  il  faut  et  il  sullit 
qu'on  puisse  inscrire  dans  C  et  circonscrire  à  F  une  ligue  brisée 
fermée  de  m  côtés  commençant  en  un  point  de  C  autre  que  les 
points  P,  ou  Q,  trouvés  ci-dessus,  par  exenq)le  en  l'un  des  points 
S,  ou  T,.  E.iemple  :  je  joins  deux  points  A  et  B  de  C  et  je  mène 
la  tangente  BT  à  C  au  point  B.  Si  je  construis  une  conique  F  tan- 
gente à  AB  en  A  et  à  BT  en  un  point  arbitraire,  il  y  aura  une 
infinité  de  triangles  inscrits  dans  C  et  circonscrits  à  F,  à  cause 
de  l'existence  du  triangle  particulier  dont  les  côtés  sont  AB,  BT, 
BA,  suivis  successivement  en  partant  de  A. 

II 

Equation  d'Euler{^).  —  Les  variables  x  et  //liées  par  la  rela- 
tion (I)  satisfont  à  l'équation  diflercnliclle  obtenue  de  la  façon 
suivante  : 


0;  Voir  Lacovr,  .V.  .1.  de  Mathématiques.  1899,  p.  29J. 
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On    a  en    différentiant  (I)  et  en  désignant   par  Pj,    Qj.  R^   les 
polynômes  obtenus  en  remplaçant  .r  par  //  dans  P,  Q,  Il  : 

(2Pv+  Q >/ V  -f  (2l\.i-+  Qi)r/.i-  =  0  : 

Mais  en  vertu  de  (I)  on  a  : 


en  désignant  par  X  le  polynôme  bicpiadraticpie  Q-  —  4^*1^  (qui 
peut  s  "abaisser  à  un  degré  moindre,  une  de  ses  racines  au  moins 
devenant  infinie.  Si  j'appelle  ^  ce  (pic  devient  X  parla  permu- 
tai ion  de  ij  et  de  x,  je  vois  (pic  x  et  y  variant,  ils  demeurent  liés 
par  ré(pialion  : 

(ix  ch- 

ah — ^=^=it  -^^ . 

On  appelle  c<iii(tlion  dijJÏ'vcnlicUc  d'Knlcr  toute  c(juation  de 
cette  forme,  dans  hupiclle  X  est  le  polynôme  général  du  (jua- 
trième  degré  en  .r,  et  Y  le  mi^Mue  nolvnôme  en  Y.  soit  j>ar 
exemple  : 

X  =  r^f,j.»''-j-rti.i'^-j-«^.r-  -}-  <7j.r  -|-  «■,  • 

lii'ciproqitcnicut ,  (oiitc  è(ji((i(iaii  <l  F.nler  11  s' uil'cjivo  ii  l  aide 
dune  relation  algchrinue  \)  entre  x  et  v.  —  Il  sultit  de  cboisir 
les  polynômes  P,  Q,  R  de  la  relation  ^1,  de  sorte  que  Ton  ail 
identiquement  :  Q"  —  ^\^K  =  X.  Or,  interprétons  1  éfpiation  '\) 
comm<-'  une  correspondance  entre  deux  points  dune  c()iii([ue  C 
situés  sur  la  même  tangente  à  une  autre  conirpie  V  : 

Si  je  me  donne  C  arbitrairement,  je  devrai  choisir  1'  ib"  telle 
sorte  (pie  les  (piatre  point  S,  communs  it  V  et  C  soient  jjrécisé- 
ment  ceux  dont  les  paramètres  x  sont  les  racines  deX  ;=  o. 

La  questioji  se  réduit  alors  ii  construire  une  conique  particu- 
lière 1)  passant  par  ces  (piatre  points,  (jue  le  p(dynôme  X  déter- 
mine sur  C. 

Si  je  représente  par  C  ==  o  et  D  =  o  les  é([uati()ns  \.\v>  coni- 
([iies  C  et  D,  la  coni([ue  V  sera  une  quelconque  de  celles  du  fais- 
ceau linéaire  ponctuel  : 

D4-/.C=o 
et  laibitraire  /.  jouera  le  rôle  de  la  constante  d'intégration,  dans 
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l'intégrale  générale  obtenue  en  écrivant  la  condition  qui  exprime 
([ue  la  corde  MM'  joignant  les  points  de  paramètres  x  et  tj  surC, 
est  tangente  à  Y . 

D'ailleurs  il  est  facile  d'avoir  une  conique  particulière  D  du 
laisceau  linéaire  :  car  je  puis  rapporter  la  conique  C  i»  un  triangle 
de  référence  a  =  o  ^  =  o  v  =  o  tel  que  son  équation  par  rapport 
\\  ce  triangle  soit  : 

C  ^  P"  —  «Y  :::  o  . 

Les  coordonnées  homogènes  a,  [ii,  y  dun  point  courant  M  de  C 
seront  alors  définies  en  fonction  du  paramètre  x  par  : 

X^  X  I 

Par  suite  si  l'on  considère  la  conique  d'équation  : 

D  rr:  Oja-  -\-  a^  afî  +  a„y  -\-  rt^pv  H-rt,-,";-  =  o 

il  est  évident  que  les  paramètres  x  de  ses  points  communs  avec  C. 
seront  les  racines   de   X   =  o    :   d'où  immédiatement  Tintéffrale 

o 

générale  algébrique  de  l'équation  d'I^uler. 

Repièseiitation  elliptique  de  la  correspondcince  {X).  — •  Dans 
l'équation  (II],  les  variables  étant  séparées,  on  peut  aussi  inté- 
grer directement  par  quadrature  des  deux  membres.  Pour  cela 
on  devra  (dans  le  cas  général),  recourir  aux  fonctions  elliptiques  : 
on  sait(*)  construire  une  fonction  elliptique  bijiolaire  F  (//)  d'une 
variable  //  vérifiant  l'équation  différentielle  : 

.^liaL    '  =  rt,F»  +  «1  F'-'  +  r/,F^  +  ^.,F  +  o. 

en  supprimant,  pour  simplifier  l'écriture,  l'argument  //au  second 
membre).  Les  périodes  aoj  et  2w'  de  ¥  (//)  seront  déterminées  en 
fonction  des  coefficients  a  du  polynôme  X.  Si  dans  ré(|uation  (Il 
on  pose  alors 

.T  =  F(;/),  r=z  F(v). 

elle  deviendra  : 

du  :iz  d\-  ^  o     d  où      uZÏZ\'  rr  constante. 


(')  Voir  par  exemple   Appell  cl    LacOur,   Traité  étviiieiitaire  des  fonctions  ellij>- 

ti(/IICS,  p.    25  I. 
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D'ailleurs  on  sait  qu'en  appelant  s  la  somme  des  pôles  cleF(//) 
on  a,  quel  que  soit  c  ;  F  is  —  <')  =  F(«')  ;  par  suite  un  seul  signe 
suffit  devant  «'  dans  rintégrule  générale,  qu'on  peut  dès  lors 
écrire  : 

5  désignant  une  constante  arbitraire.  Ainsi,  en  posant  .r  =  F  (//) 
dans  toute  relation  (1)  engendrant  récjuation  (II),  les  deux  valeurs 
correspondantes  de  y  seront  de  la  forme  //' =F  (// +'X3")  et 
?/"  =  F  (?/ H-'o"),  'o'  et  "o"  désignant  deux  quantités  indépen- 
dantes de  //  et  convenablement  choisies  ;  d'ailleurs  si  l'on  rem- 
place u  par  u  -f-  "^o',  les  valeurs  correspndantes  à  y'  seront  par 
suite  F  [u  -\-  a'-o')  et  F  («  +  ''O'  +  'tT ')  ;  l'une  d'elles  doit  être  x  :  en 
général  ce  sera  la  seconde  en  sorte  que  l'on  peut  toujours  suppo- 
ser '■b'  +'o"=o. 

Ainsi  à  toute  relation  (1)  correspondent  une  fonclion  elli/)i/fjue 
F  (u)  et  une  constante  'O,  telles  (jue  si  l'on  1/  pose  :  x  =:  F  (u),  les 
deu.v  valeurs  correspondantes  de  y  sont  F  (u  +  'S")  et  F  (u  — Xj). 

Remarquons  que  ce  théorème  revient  au  théorème  d'addition  de 
la  fonction  elliptique  l'\//). 

Application  aux  Usines  brisées  inscrites  dans  une  unicursale. — 
Si  nous  inscrivons  dans  une  ligne  unicursale  U  une  ligne  brisée 
déterminée  par  la  relation  i^F ,  quand  nous  aurons  construit  la 
fonclion  F  [u)  et  calculé  la  constante  "o  correspondante,  nous 
pourrons  déterminer  les  paramètres  x  des  sommets  successils 
par  des  arguments  u  en  progression  arithm(Mi([ue  de  raison  "^o, 
soit  //,  ?/-|-'o,  //  -|-  li'o...  u  -\-nt^...  Par  suite,  la  corde  qui  ferme 
la  ligne  brisés  inscrite  tle  n>.  côtés  joindra  les  points  d'argument  ?/ 
et  u-\-[ni —  i]  'o  :  ([uand  u  varie,  c'est-à-dire  ([uand  on  change 
de  ligne  brisée,  les  extrémités  seront  liées  par  la  relation  biqua- 
drati([ue  symétrique  entre  F  (//)  et  F  [u  -\-  \/n  —  i  )  'oj,  ([ui  corres- 
pondra par  consé{[uenl  ii  la  même  é([uation  d'Euler  [obtenue  par 
élimination  de  la  constante  (/« —  i)'^b]que  la  relation  (I)  :  elle  ne 
différera  donc  de  celte  relation  (I)  que  parla  constante  d'intégra- 
tion. D'où  ce  théorème  particulier  au  cas  où  U  est  une  conique  C  : 
Si  un  polygone  de  m  cotés  est  inscrit  dans  une  coni(/uc  (1  et  si 
m —  I  de  ses  côtés  restent  tange/its   à  une  co/ii(/ue  fixe  F,  le  m""" 
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colé  enveloppe  une  conique  (ipparlenant  an  même  faisceau  linéaire 
ponctuel  ([ue  C  et  Y . 

Enfin  l;i  condition  de  fermeture  de  la  lif^ne  brisée  inscrite  de  m 
côtés  sera  :  F  (// +/;i'tTj  ^  F(//) ,  doù,  en  appelant  s  la  somme 
des  pôles  de  F  (//)  : 

u  -\-  m'^U  ^  u    ou    II  -\-  wV^  ^  s  —  Il  (mod.  uio,  20j'). 

La  première  éqnation  est  vérifiée,  quel  que  soit  //,  ponrvu  que 
m'S^o  :  le  théorème  de  Poncelet  est  alors  applicable. 

La  seconde  au  contraire  détermine  le  sommet  d'argument  // 
par  la  relation  : 

1U    :=   s  7»X?  -f-  2Av,j  -j-  ■l/i'r,)'. 

Iv  et  K'  étant  deux  entiers  arbitraires  ;  on  peut  dès  lors  réduire 
tout  argument  u  qui  y  satisfait  h  Tune  des  quatre  valeurs  : 

s  — -  lit  O        s  —  j)i  O  s  —  m  O  .s  —  1)1  (■> 

- — ■ , j-  W   , -f-  (.<)'. (-  10   4"'"^'- 


Ce  sont  les  arguments  des  sommets  initiaux  des  quatre  lignes 
brisées  repliées  qui  sont,  en  général,  les  seules  solutions  de  la 
question. 

Ainsi  la  condition  de  fermeture  de  toute  li<i'ne  brisée  inscrite  de  m 
côtés  est  : 

lu  o  ^  o . 

Jiéduction  à  une  forme  canoniijue.  —  Il  est  commode  de 
ramener  la  relation  (I)  à  une  forme  telle  que  le  polvgone  X  cor- 
respondant, dans  l'équation  d  Euler  (H  i ,  ait  une  des  formes  cano- 
niques de  Weierstrass  ou  de  Legendre.  On  sait  que  la  réduction 
de  X  à  une  telle  forme  peut  se  iaire  par  une  substitulion  homo- 
graphi([ue,  qu'on  efï'ectuera  à  la  fois  sur  .r  et  sur  ij .  Mais  on  peut 
Il  arriver  plus  simplement  ainsi  : 

Interprêtons  la  relation  (1)  comme  une  correspondance  entre 
deux  points  d' une  conique  C  situes  sur  une  même  tangente  à  une 
autre  conique  V  :  il  suffit,  pour  obtenir  le  résultat  demandé,  d  un 
choix  convenable  du  triangle  de  référence  auquel  on  rapporte 
Cet  r,  et  de  la  représentation  paiamflri([ue  de  C. 

Choisissons  en  efFet,  comme  ci-dessus,  un  triangle  de  référence 
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formé  de  deux  tangentes  à  (]  :  a  =  o,  -  ==  o  et  de  leur  corde  de 
contact  jj  =  0  en  sorte  que  réf[uation  de  C  soit  :  C  ^  ^^  —  y."  =0. 
Représentons  de  plus  un  point  de  C  en  l'onction  du  paramètre  x 
par  les  équations  : 


Pour  que  le  polynôme  X  soit  réduit  par  exemple  a  la  forme  de 
Weierstrass  : 

il  faut  d'abord  que  l'un  des  points  communs  aux  deux  coniques 
C  et  r,  déterminés  par  X  =  o,  corresponde  à  x  infini  sur  la 
conique  C  :  on  prendra  donc  un  des  quatre  points  communs  hC 
et  à  r,  soit  S,  pour  sommet  [j^y^o  du  triangle  de  référence^ 
d'où  le  côté  T=o  qui  sera  la  tangente  à  C  en  ce  point  ;  puis,  un 
choix  convenal)le  de  l'orientation  du  côté  ,3=:o  permettra  de 
faire  que  X  soit  privé  de  termes  en  r-.  L'équation  de  la  conique  F 
sera  dès  lors,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  ramenée  ii  la  forme  : 

r  ^  4=^S  -  ^,;y  -  g.f  +  iH?'  -  ^t)  =  o . 

La  fonction  F  (//)  sera  maintenant  réduite  à  p  [11 ,  s^:,,  i,^^)  (que 
j  écrirai  simplement  :pii),  et  les  paramètres  des  sommets  suc- 
cessifs dune  ligne  brisée  considérée  seront:  pu,  p  (^u -\-'^)... 
p  [il -\- m  "xj)  . . .  En  particulier,  au  point  S,  .v  est  infini  :  si  l'on  pose 
alors  x^pit,  on  pourra  prendre  en  ce  point  11=0  :  donc  p'Xy 
sera  la  valeur  de  .r  au  sommet  suivant,  c'est-ii-dire  au  point  de 
rencontre  de  C  avec  la  tanoente  à  F  en  S.  Comme  cette  tanoente 
a  pour  équation  :  p  —  /»;-;  =s  o  on  voit  ([uc  l'on  aura  : 

/Ao  =  /.• 

ce  qui  fixe  "Xd  hw  signe  près).  11  résulte  aussi  de  lii  <[ue  les  valeurs 
de  k  pour  lesquelles  V  dégénère  en  deux  droites  doivent  être 
celles  des  paramètres  x  des  points  communs  à  C  et  à  F  autres 
que  S,  c'est-ii-dire  les  racines  de  l'équation  4^'^  — gji — ^"3=0  ; 
d'où  on  déduit  immédiatement  1  é([uation  en  '/.  discriminante  du 
faisceau  linéaire  (C,  F),  par  rapport  au  triangle  de  réiérence  de 
réduction  ;  prenons  ré([ualion  du  faisceau  sous  la  lorme  : 
F -f-  ).  C  =  o  :  1  invariance  des  racines  de  l'cqualion  en  /,  donnera 
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immédiatement  les  relations  entre  k  (ou'^),  ^',,^,'"3  6t  les  invariants 
simultanés  des  deux  coniques  C  et  F  rapportées  à  un  triangle  de 
référence  quelconque.  Si  par  rapport  à  un  tel  triangle,  Téquation 
en  Â  du  faisceau,  f  -f-),  C  =  o  est  : 

1/?  -f  e).2  +  61/  +  Aj  =  o , 

on  trouve  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles  p  désigne  un 
facteur  arbitraire  tenant  à  ce  que  le  choix  du  triangle  de  réfé- 
rence ne  suffit  pas  à  fixer  complètement  les  formules  de  la  trans- 
formation de  coordonnées  : 

~T~  ~~  0        ~'      '^^       ~  ~\7  ' 

Conditions  analytiques  de  fermeture.  —  Pour  que  la  relation  (I) 
définisse  des  polvgones  inscrits  fermés  de  m  côtés  il  laut  et  il 
suffit  que  la  constante  "S"  correspondante  satisfasse  à  :  m^  ^  o 
c'est-a-dire  à  :  pnt(j=  oc.  D  où  une  première  méthode  évidente 
pour  exprimer  cette  condition  :  chercher  à  exprimer  yj/;? 5  en  tonc- 
tion  de  jf(3,  g^t  ^\  ',  on  pourra  ensuite  revenir  de  là  aux  invariants 
simultanés  A,  (-),  (-)j,  A^  ;  on  est  ainsi  conduit  au  problème  de  la 
multiplication  de  l'argument. 

Multiplication  de  Vargument  ^^').  —  La  fonction  doublement 
périodique  paire  pmu  doit  être  une  fonction  rationnelle  de  pu. 
Cherchons  cette  fonction  rationnelle  à  laide  de  la  formule  : 

,    ,  7i  /H  -}-   l)   "^i'»   — ■  I  I" 

(i)  pmu  —  pu  z:z —  — 


i-Diin-u 


On  a  d'autre  part  : 

pmu  —  pu  = I  — — _  \,Tmu ; \Aiu  m-  I 

^  '  m-   I    du-  du'       ^     '      J 

c'est-ù-dire  : 


I        d-^ 
pmu  —  nu  = ; r'-r  '' 

^  '  iii-  nii- 


du-  {au}!»'- 

(TI»U 


Ceci  conduit  à  considérer  la  fonction  auxiliaire  •!>„,  (//) 


Tum- 


Ou  voit    immédiatement  (pi'elle  est  doublement  périodique    aux 


(')  Voir    Li:vv,   Précis   xur  tes  foiicfions  ef/ip/ii/urs.  p.    iiji.  —  (".Kl  rMlil.I..    Traité. 
p.  454.  La  méthode  suivie  ici  est  plus  simple  que  celles  de  ces  deux  ouvrages. 
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périodes  2to  et  210',  et  n";i  d'autres  pôles  (fue  u  =0  ii  la  inidtiiili- 
cité  Jir  —  I  ;  elle  est  donc  une  fonction  entière  de  pu  et  p' u  : 
d'ailleurs,  sa  parité  est  celle  de  m  :  si  m  est  pair,  elle  sera  donc 
une  fonction  entière  àe  pu,  et  si  m  est  impair,  le  produit  de  pu 
par  une  telle  fonction.  Le  calcul  de  p/mt  se  ramène  alors  facile- 
ment à  celui  des  fonctions  'l,  car  la  lormule  (i  ;  donne  imnK'dia- 
tement  : 

d'où  la  relation  de  récurrence  \)ii  je  supprime  l'écriture  de  l'ar- 


ia) m^m  +  l   '^m-l  =  ■\'m  'i" m  —  'VL. 

Il  suffit  donc  de  connaître  y,  et  -L,  pour  déduire  de  là  les  sui- 
vantes ;  or  on  a  :  v,  =  I  et  v,  =  — — -  d'ordre  ,')  ;  d'où  aussitôt  : 
'l.,  =  —  p'i(.  On  en  déduit  facilement  par  la  formule  !  3)  : 

•^.,  =  '^PP'-  —  4- p'"-     •'■f,  =  P"p''  —  /^"'IJ  etc. 

On  aura  ensuite /;/;///  par    i!    : 

p  m  i. 


P  -fin  —    f'/i     I    V'»-' 


D'ailleurs,  une  fois  les  deux  termes  exprimés  en  fonction 
rationnelle  de  /;//,  la  fraction  est  irréductible  :  car  yf„  sera  un 
polynône  entier  rii  /)ii  de  degré  nr  —  i,  puis([ue  ;/  ^  o  est  pôle 
d'ordre  ^^nr —  i)  de  la  fonction  ;  ovpi)iu  doit  pit'cisément  devenir 
infini  par  ni' —  i  valeurs  finies  de  y;//,  correspondantes  à  niiiEa^o, 
11=^^0  étant  excepté. 

L(t  condition  de  fermeture  des  lignes  inscrites  de  ni  côtés  sera 
donc  :  'I/f„  C^]  =E  ^/>»^)  =  o,  E  désignant  un  polynôme  entier  de 
degré  nr  —  i . 

On  revient  facilement  de  lii  aux  conditions  invariantes  relatives 
aux  deux  coniques  i\  et  V  :  il  n'v  a  «pi'ii  substituer  aux  c[uantit(''s 
//O,  i,'"j,i,'"j,  les  invariants    simultanés    par  les    formules  ci-dessus; 
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pour  m  =  3    par    exemple,    on    retrouve    aussitôt  la     condition 
connue  4  BA  —  0"  =  o. 

Théorème  de  Caijleij.  — Cayley  est  arrivé  autrement  h  la  con- 
dition de  fermeture  par  la  remarque  suivante  :  poni'  que  ntG"^  o 
il  faut  et  il  suffit  qiiil  existe  une  fonction  doublement  pério- 
di(iue  *I*(iiJ,  entière  pur  rupport  à  pu  et  pu,  qui  n'ait  d'autres 
racines  que  la  racine  multiple  d'ordre  m  :  u  =  'S". 

En  ellet,  toute  ionction  entière  de  pu  etp'u  ne  peut  avoir  d'au- 
tres pôles  que  ?/^o;  la  somme  de  ses  pôles  dans  un  même  pa- 
rallélogramme "de  périodes  sera  donc^o  ;  par  suite,  il  en  sera  de 
même  de  la  somme  de  ses  racines,  de  sorte  que  si  elles  sont 
toutes  égales  h  'b  et  en  nombre  m,  on  devra  avoir /«'S^  ^  o  ;  réci- 
proquement, cela  suffit  pour  qu'on  puisse  construire  cette  fonc- 
tion par  la  lormule  de  la  décomposition  en  produit,  sous  la 
forme  : 

[t\u  —  't?)]'" 
<î*(«)  =r  A  ^ ^-; (A,  constante  arijitrniro) . 

(y[H 7?i'"0)(TM/"~-' 

Pour  appliquer  ici  ce  tliéorème  je  remarque  que  je  puis 
écrire  <I>  (//)  sous  la  forme  F  (^pu)  -\-  p'u  F^  (^pu),  en  désignant 
par  F  et  F^  des  polynômes  entiers  en  pu  ;  on  choisira  aisément  les 
degrés  de  F  et  de  Fj  suivant  la  parité  de  /;?,  de  façon  que  //  =  o 
soit  pôle  multiple  d'ordre  m  de  la  fonction  :  dans  tous  les  cas,  on 
trouve  que  le  nombre  total  des  coefficients  de  F  et  Fj  est  ///. 
Prenons  pour  variable  f==yj?<;  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse 
choisir  les  coefficients  de  F  et  de  F,,  de  sorte  que  la  fonction 
F  (t')  +  Fj  (f')  y/4<''^ — g^ç> — ff^  admette  la  racine  ç  :=  p'-Z^  h  l'ordre 
de    multiplicité     m.     Je     fais    alors    la    substitution    linéaire    : 

«'=//oH '—,  A  étant  la  nouvelle  variable. 

La   Ionction  devientlra  : 

E  etE,  étant  entiers  en  À  et  respectivementdes  degrés  de  F  et  Fj. 
On  reconnaît  alors  sous  le  radical  précisémentle  premier  membre 
de  l'équation  discriminante  dn  faisceau  r-(-AC  =  o,  pris  sous  la 
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forme  réduite  :  on  peut  le  remplacer  par  le  premier  membre 
A  f/.)=r  A, +0,  A^-(■)A-^-AÀ^  On  développera  alors  \''yV  sui- 
vant les  puissances  entières  croissantes  de  A  ;  et  on  égalera  ii  o  les 
m  premiers  coefficients  du  développement  de  E  (À)  H-Ej  ()>)  \/a  (X^ 
qui  en  résulte,  ce  qui  donnera  /)i  relations  linéaires  et  homogènes 
entre  les  coefficients  des  polynômes  E  et  Ej  :  l'annulation  de  leur 
déterminant  donnera  la  condition  cherchée  sous  la  forme  indiquée 


par  Salmon    sections  coni(|ues,  p.  584; 


M.  Lelieuvre  (Caen; 


D I-:  F I  .\  I  r  I  o  x  I  :  r  i  j  e  r  e  a  m  i  x  a  t  i  o  x  a  x  a  l  y  r  i  (;)  v  i  : 
DES   FOYEllS   D'U^E  COMOLE 


P  R  K  I,  1  M  I  N  A  1  n  E  s 


Pour  plus  de  clarté  nous  avons  divisé  cet  article  en  deux  par- 
ties. Dans  la  première,  nous  étudions  au  point  de  vue  de  rensei- 
gnement les  diverses  définitions  qui  ont  été  employées  poui' 
désigner  les  fovers  d'une  coni([ue.  A  ces  définitions,  nous  en 
avons  ajouté  une  nouvelle,  ([ui  nous  semble  destinée  à  être 
utilisée  dans  l'enseignement. 

o 

Dans  la  deuxième  partie  nous  montrons  comment  celle  nou- 
velle définition  conduit  ndtiircUenicnt  a  un  procédé  de  détermi- 
nation des  foyers  d'une  conicpie,  procédé  bien  plus  élégant  et 
plus  commode  que  les  procédés  connus.  Nous  y  avons  présenté 
nos  résultats  sous  une  forme  condensée  en  laissant  de  côté  tous 
les  calculs  que  le  lecteur  peut  facilement  elfectuer  lui-même. 
Afin  de  ne  pas  trop  étendre  notre  travail,  nous  n'avons  indiqué 
ce  procédé  de  détermination  que  dans  le  cas  oii  la  conique  est 
rapportée  à  des  axes  coordoniK'S  rectangulaires:  hi  méthode  est 
d'ailleurs  la  même  dans  le  cas  d'axes  obli([ues. 

Ce  procédé  possède  un  certain  inli-rèl   au  |)oiiil  des  résultats  ; 
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mais  il  a  surtout  un  intérêt  pétlagogi(jue,  de   même   que    létude 
dos  définitions  dont  il  n'est  en  réalité  ([u  un  complément. 

Dans  l'exposé  de  notre  travail  nous  a\()ns  utilisé  les  détermi- 
nants ;  nous  avons  trouvé  avantage  à  agir  aiusi  :  car,  ceux-ci  sont 
d'un  emploi  fréquent  dans  renseignement  supérieur  et  il  existe 
une  tendance  très  prononcée  à  les  faire  entrer  dans  le  premier 
enseignement  de  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie  analytique  ('j. 
D'ailleurs,  pour  obtenir  les  résultats  indiqués  sans  utiliser  la 
théorie  des  déterminants,  il  suffit  d'apporter  à  notre  exposé  quel- 
([ues  légères  modifications  que  le  lecteur  fera  facilement. 

I .  —   Sur    l  a   m  a  m  i:  \\  i-:    de    d  i';  f  i  m  n    les    i-  o  y  e  h  s 

I.  Dans  un  premier  enseignement  de  la  Géométrie  analytique 
le  professeur  s'attache  uniquement  ii  l'étude  des  points  et  des 
droites  réelles,  tant  «ju'il  n'aborde  pas  la  théorie  des  sections 
coniques.  Mais  une  fois  qu'il  expose  cette  théorie,  il  se  laisse  con- 
duire, en  vue  d'exprimer  des  théorèmes  absolument  généraux,  ii 
la  considération  des  points  et  des  droites  imaginaires  et  il  appli- 
que à  ces  systèmes  imaginaires  les  propriétés  fondamentales  bien 
établies  des  svstèmes  réels.  De  lii  résultent  des  inconvénients  très 
graves  :  car,  d'une  part  l'élève  ne  se  fait  pas  facilement  h  la 
conception  de  ces  êtres  géométricjues  nouveaux  qu'il  ne  peut  pas 
concevoir  d'une  manière  concrète  ;  d'autre  part  la  didiculté  déjà 
grande  de  compréhension  se  trouve  devenir  insurmontable  par 
l'intervention  d'une  nouvelle  cause  :  celle  de  lextension  ligou- 
rciise  et  (Vune  manière  élémentaire  de  certaines  notions,  et  en 
particulier  de  celles  qui,  comme  la  notion  d'angle  et  de  direction 
d'une  droite,  se  basent  sur  la  connaissance  des  fonctions 
circulaires,  au  cas  où  les  points  et  les  droites  deviennent 
imaginaires. 

Il  faut  en  conclure  ([u'il  convient  que  dans  un  premier  ensei- 
gnement le  professeur  s'attache  exclusivement  ii  la  considération 
de  points  et  de  droites  réelles. 

Tel  n"a  pourtant  pas    été    lOpinion    gfMitM'ale   de  ceux  (jui    ont 


(')   PlusitMws  lr;iiU''s  d'Algi'bre  élcmeiilairo  iTiifcnnoiil  les  principes  de  lu  tliéoric 
des  détermiiKuils. 
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fait  des  traités  de  Géométrie  aiialyti({uc  destinés  à  ètie  mis  entre 
les  mains  des  commençants. 

Ils  ont  préféré  prendre  nn  ti-rme  moyen  ;  ils  ont  écarté  la  con- 
sidération des  droites  imaginaires  et  s'en  sont  tenus  à  celle  des 
points  imaginaires  qui  permettaient  de  donner  aux  théorèmes 
relatifs  aux  coni([ues  réelles  une  exposition  tout  à  fait  générale, 
moyennant  l'exclusion  des  droites  imaginaires,  —  cela  du  moins 
en  ce  qui  concerne  certaines  propriétés  de  la  coni(jue. 

Mais  cette  manière  de  faire  a  eu  un  eflet  déplorai)le  ;  car,  non 
seulement  il  a  nui  ii  l'unité  (pii  existait  lors  de  la  considération 
exclusive  des  systèmes  réels;  mais  en  outre,  si  elle  a  diminué  en 
une  certaine  mesure  les  défauts  signalés  plus  haut,  il  en  est  de 
ceux-ci  qui  existent  encore.  D'ailleurs,  cette  manière  de  faire 
est  parlaitement  inutile;  car  elle  n'atteint  pas  son  but  qui  ne 
peut  être  qu'un  exposé  général  de  la  théorie  des  coniques 
réelles  ;  ainsi  elle  ne  donne  pas  de  solution  au  problème  de  la 
détermination  des  tangentes  menées  par  un  poliil  iiitciit-ur  ;i  la 
conique,  ('tant  donné  qu'on  écarte  la  considération  des  (Irt)ites 
imaginaires. 

Concluons  donc  ([u  il  est  désirable  que  ceux  ([ui  commencent 
l'étude  de  la  Géométrie  analytique  n'aient  ii  ne  s  occuper  que 
d'êtres  géométriques  qui,  bien  qu'abstraits,  puissent  être  facile- 
ment conçus  grâce  à  la  considération  des  êtres  matériels  qui  sont 
à  notre  portée. 

Voilii  donc  ce  qui  constituerait  un  premier  enseignement  de  la 
Géométrie. 

Ce  premier  enseignement  doit  être  assez  développé  pour  ([ne 
l'élève  ait  acquis  des  connaissances  suflisantes,  et  pour  (pi  il  se 
soit  familiarisé  avec  le  langage  analytique,  afin  de  ])ouvoir  abor- 
der avec  Iruit  les  théories  générales  de  la  Géométrie,  où  entre  la 
considération  des  systèmes  imaginaires. 

Ce  premier  enseignement  n'est  qu'une  Introduction. 

Nous  n'allons  pas  montrer  pourquoi  les  malii«'maliciens  ont 
trouvé  avantafreux  d'introduire  les  imaginaires  en  Géométrie. 
(]ela  nous  entraînerait  trop  loin  en  dehors  de  notre  sujet.  Il  nous 
sudit  de  constater  le  fait  (jue,  apiès  un  piemier  enseignement, 
en  vient  un  second  (pii  est  déhnilK  et  (|ui  nécessite  la  consitb'ia- 
tion  des  systèmes  imaginaires    poui'    ponxoir  donner  ii  un  grand 
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nombre  de    théorèmes    le    degré  de   généralité    qu'ils    compor- 
tent. 

2.  De  là  résulte  que  1  on  peut  se  demander  comment  il  convient 
de  définir  les  foyers  dune  conique  soit  dans  le  premier  enseigne- 
ment, soit  dans  l'enseignement  supérieur. 

Xous  avons  étudié  la  réponse  quil  convient  de  donner  à  cha- 
cune de  ces  deux  questions,  et  nous  donnons  ici  les  résultats  de 
cette  élude. 

3.  Dans  un  premier  enseignement  on  définit  un  foyer  d'une 
conique  en  disant  que  c'est  un  point  tel  que  le  rapport  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  ce  point  et  à  une 
droite  fixe  du  plan  est  constant  :  cette  droite  est  appelée  une 
directrice  de  la  conique.  Parfois  le  concept  de  fover  d'une  conique 
se  présente  dans  les  traités  élémentaires  comme  étant  un  point 
tel  que  la  distance  d'un  point  de  la  conique  à  celui-ci  est  une 
fonction  linéaire  invariable  des  coordonnées  du  point  de  la 
courbe. 

Ces  définitions  qui  sont  les  seules  utilisées  dans  l'enseigne- 
ment élémentaire  sont  bien  imparfaites  tant  au  point  de  vue  péda- 
gogique qu'au  point  de  vue  de  la  méthode.  Et  cela  se  conçoit  : 
aux  notions  de  diamètre,  de  centre,  de  tangente  en  un  point, 
d'asvmptote  et  de  polaire  d'un  point  par  iiipport  à  une  conique 
s'ajoutent  deux  nouvelles  notions:  celles  de  fover  et  de  directrices; 
aucun  lien  ne  rattache  ces  deux  nouveaux  concepts  à  l'une  des  notions 
londamentales  de  la  théorie  des  coniques.  Ce  fait  ne  serait  pas 
regrettable  si  ces  deux  notions  s'introduisaient  naturellement 
dans  la  théorie.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  :  la  discussion  de  l'équa- 
tion du  second  degré  ne  conduit  nullement  à  la  connaissance  des 
foyers  ni  des  directrices,  et  l'existence  de  ces  points  et  de  ces 
droites  n'est  seulement  bien  mise  en  é\"idence  qu'après  avoir 
établi  rigoureusement  que  l'équation  générale  peut,  sauf  le  cas 
où  elle  représente  deux  droites,  se  mettre  sous  une  forme  spéciale 
que  nous  ne  rappelons  pas. 

C'est  là  un  défaut  très  çravo  au  point  de  ^"^le  pédagogique,  et 
considérable  au  point  de  \'ue  de  la  méthode. 

A  ce  défaut  s  en  ajoute  un  autre:  celui  de  ne  pas  mettre  clai- 
rement en  évidence  l'existence    des    êtres    géométriques    ainsi 


DEFISITIOS  ET  DÉTERMI.WVnoy  DES  FOYERS  D'USE  COMOEE     427 

conçus,  ni  par  la  dcfinition  elle-même,  ni  par  des  calculs  ou  des 
déductions  découlant  immédiatement  de  celle-ci.  On  sait,  en 
effet,  c[ue  pour  montrer  l'existence  des  foyers  il  faut  mettre 
l'équation  de  la  courbe  sous  une  forme  spéciale.  Cette  opération 
est  très  embrouillée  ;  on  ne  raciiève  d'ailleurs  qu'après  avoir 
réduit  l'équation  de  la  courbe  à  sa  forme  simplifiée,  de  telle 
sorte  que  c'est  alors  seulement  que  l'existence  des  lovers  et  des 
directrices  apparaît  avec  clarté;  A  notre  avis,  c'est  là  un  défaut 
des  plus  grands,  parce  que,  nous  semble-t-il,  il  est  presque 
nécessaire,  du  moins  lorscpi'on  s'adresse  à  des  commençants,  de 
montrer  l'existence  des  êtres  géométri([nes  immédialemeni  après 
(|u'on  les  a  définis. 

Enfin,  remarquons  encore  ([ueTemploi  des  définitions  sionalées 
renferme  également  1  inconvénient  que  voici:  les  notions  de 
loyers  et  de  directrices  ainsi  conçues  ne  s'étendent  pas  aux 
courjjes  planes  algébri(|ues  d'un  oidre  ou  d'une  classe  ([uelconque  ; 
elles  ne  s'adaptent  (ju'à  la  consid('>ration  d  une  eoniipie. 

Les  défauts  ([ue  nous  venons  de  signaler  ne  sont  pas  assez 
graves  pour  qu'il  faille  écarter  ces  définitions  et  se  résoudie  à  ne 
parler  dans  un  premier  enseignement  ni  des  foyers  ni  des  direc- 
trices. Mais  ces  défauts  devaient  faire  tendre  les  efTorts  des 
mathématiciens  a  rechercher  une  définition,  la  plus  parfaite  pos- 
sible, et  dont  la  compréhension  puisse  se  faire  par  des  commen- 
çants, afin  qu'elle  puisse  remplacer  dans  renseignement  les 
définitions  inq3arfalt(!s  ([ui  y  ont  été  conservées  faute  de 
mieux. 

Ces  efforts  ont  été  tentés  parles  mallK-maticiens,  mais  jiis(|ii  ici, 
n'ont  pas  été  couronnés  de  succès.  Plucker  parvint  bien,  il  est 
vrai,  à  trouver  une  notion  de  foyer  qui  pouvait  s'étendre  à  une 
courbe  plane  quelcon([uc.  l'our  lui,  les  loyers  d'une  courbe  sont 
les  points  pour  lesquels  deux  tangentes  menées  en  ce  point  à  la 
courbe  ont  -|-  i  et  —  i  pour  coellicients  angulaires,  les  axes  des 
coordonnées  cartésiennes  étant  reclanaulaires.  ■Mais,  étant  donné 
<[iie  dans  un  premier  enseignement  II  fallait  ('carlei'  la  conslch'- 
ration  des  tlroiles  imaginaires,  on  ne  put  penser  à  utiliser  celte 
définition. 

4-  J'ai  de  m.on  côté  étudié  la  c[uestion.  et  grâce  ii   la  méthode 
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que  j'ai  employée,  je  suis  parvenu  à  pouvoir  proposer,  pour  les 
foyers,  une  nouvelle  déllnition  qui  me  semble  entièrement  satis- 
faisante. 

Voici  comment  on  est  logiquement  conduit  ii  cetle  nouvelle 
définition. 

La  notion  de  polaire  diin  point  par  rapport  à  une  conique 
conduit  immédiatement  à  celle  de  deux  droites  conjuguées  par 
rapport  à  cette  conique.  On  appelle  ainsi  deux  droites  telles  que 
le  pôle  de  l'une  se  trouve  sur  l'autre  ;  si  elles  se  coupent  en  un 
point  tel  (jue  de  ce  point  on  puisse  mener  deux  tangentes  à  la 
conique,  le  système  des  deux  tangentes  et  des  deux  droites  con- 
juguées constitue  un  faisceau  harmoni([ue. 

J-*armi  ces  faisceaux  le  plus  intéressant  à  considérer  est  celui 
où  deux  des  droites  conjuguées  sont  perpendiculaires  entre  elles; 
car  on  sait  que  dans  ce  cas  elles  sont  les  bissectrices  des  deux 
angles  formés  par  les  deux  autres  droites  du  faisceau. 

On  sait  aussi  que  la  réciproque  a  lieu. 

On  voit  donc  que  si  l'on  considère  le  point  de  rencontre  de 
deux  tangentes  quelconques  à  une  conique  et  les  deux  bissectrices 
des  deux  tangentes,  ces  bissectrices  seront  deux  droites  conju- 
guées rectangulaires  ;  et  il  n'existe  (ju'un  svstème  de  droites 
pareilles  se  rencontrant  en  ce  point. 

On  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas  des  droites  conjuguées 
perpendiculaires  se  coupant  en  un  point,  duquel  on  ne  pourrait 
pas  mener  des  tangentes  à  la  conique.  On  est  ainsi  conduit  à 
l'étude  du  problème  de  la  détermination  d'un  système  (ou  des 
systèmes)  de  deux  droites  conjuguées  rectangulaires  passant  par 
un  point  quelconque  donné. 

La  solution  de  ce  problème  est  facile. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  la  conique  est  définie  par  une 
équation  en  coordonnées  cartésiennes,  les  axes  coordonnées 
étant  rectangulaires.  Soient  a  et  '^i  les  coordonnées  du  point 
donné,  et 

y  —  >"«•  —  (P  —  ^'f)  =  o,  X  +  'ly  —  (a  +  pÀ;  =  o, 

les  équations    de    deux  droites   rectangulaires  qui   s'y   coupent. 
La  condition  nécessaire  et  sullisante  pour  (jue  ces  droites  soient 


DÉFIMTIOS  ET  DETERMiyATIOX  DES  FOYERS  D'iyE   COMQIE     429 


conjuguées  par  rapport  à  la  conique   /'  (.r,  //,  -)  =  o  est  que  ). 
satisfasse  h  la  relation 
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ou,  en  développant,  et  en  posant. 
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/2)  +  2VI  =  o. 


Comme  cette  équation  admet  toujours  deux  racines  réelles,  on 
peut  en  déduire  qu'étant  donné  un  point  (a,  |j)  il  existe  toujours 
un  système  unique  de  deux  droites  conjuguées  passant  par  ce 
point,  sauf  toutefois  si  le  point  est  tel  que  l'on  ait  simultané- 
ment 

P  =  o,      Q  =  o. 

Alors  tout  système  de  deux  droites  rectangulaires  passant  par 
ce  point  constitue  un  système  de  deux  droites  conjuguées.  Nous 
appellerons  ces  points  des  foyers  de  la  conique  ;  de  sorte  que, 
pour  nous,  i/n  f'oi/er  d'une  conique  est  un  point  tel  que  tout  sj/s- 
tème  de  deux  droites  rectangulaires  qui  s'y  rencontrent  constitue 
un  système  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  la  coniquei^). 

L'existence  des  foyers  d'une  conique  résulte  donc  de  la  déter- 
mination des  solutions  réelles  communes  aux  deux  équations 

P  =  o       Q  =  o. 

Cette  détermination  peut  se  faire  d'une  manière  très  commode 
et  très  élégante  ;  elle  est  indiquée  dans  la  deuxième  partie  de 
cet  article.  On  peut  ainsi  établir  immédialement  l'existence  des 
points  que  nous  venons  de  définir. 


(')  Celte  propriété  des  foyers  d'une  conique  est  très  connue,  mais  on  n'a  jamais 
songé  à  l'utiliser  comme  définition  du  foyer. 


Enseignement  math. 


28 
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D'après  les  détails  qui  précèdent  nous  avons  pu  constater  que 
la  définition  rjuc  nous  proposons  aux  géomètres  pour  indiquer 
la  notion  de  fover  d'une  conique  s'introduit  tout  naturellement 
dans  la  théorie  des  sections  coniques. 

Cette  notion  ainsi  présentée  est  d'ailleurs  susceptible  d'être 
facilement  comprise  par  ceux  qui  commencent  l'étude  de  la  Géo- 
métrie analytique  ;  en  plus  elle  est  susceptible  de  s'étendre  à  une 
courbe  algébrique  plane  cjuelconque. 

Le  seul  défaut  pédagogique  qu'elle  pourrait  renfermer  consis- 
terait dans  la  difficulté  d'établir  d'une 
manière  facile,  en  partant  de  la  nou- 
velle notion  de  foyer,  les  principales 
propriétés  métriques  dont  jouissent 
les  fovers  d'une  conique  et  ([u'il  con- 
vient de  signaler,  même  dans  une  pre- 
mière étude  de  ces  courbes.  Mais  ce 
défaut  n'existe  pas  ;  car  nous  allons 
montrer  que  la  nouvelle  définition  con- 
duit immédiatement  à  deux  théorèmes, 
sur  lesquels  on  peut  faire  reposer  toute 
I.jo-.  I.  l'étude    des    propriétés   métriques    des 

foyers  d'une  conique. 
A  cet  cil'el,  notons  que  les  foyers  étant  des  points  particuliers 
du  plan,  les  polaires  de  ces    points  seront  des    droites   particu- 
lières auxquelles  il  convient  de  donner  une  dénomination  :   nous 
les  appellerons  des  directrices. 

Cette  nouvelle  notion  permet  d'exprimer  le  théorème  que 
voici,  grâce  à  la  restriction  que,  ni  le  foyer,  ni  la  directrice  cor- 
respondante ne  sont  situés  à  l'infini  dans  le  plan  : 

Si  une  sécante  W  M"  coupe  en  M  la  directrice  correspondant 
à  un  foyer  F,  la  droite  MF  est  une  bissectrice  de  V angle  M'FM'. 
V.n  effet,  si  l'on  mène  par  F  une  perpendiculaire  FM^  à  FM, 
on  a  un  système  de  deux  dioiles  conjuguées.  Les  cjuatre  droites 
MF,  M,  F,  ^r  F  et  ^^'  F  constituent  donc  un  faisceau  harmonique 
dont  deux  droites  conjuguées  sont  perpendlciilaiies  entre  elles. 
Ces  dernières  droites  sont  donc  les  bissectrices  do  l'anole 
M'FM"  formées  par  deux  autres  droites  du  faisceau  et  en  parti- 
culier MF  est  une  des  bissectrices  de  cet  anffle. 

o 
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De  cetle  propriété  découle  immédiafenient  le  théorème  sui- 
vant : 

Le  rapport  des  distances  d' un  point  d' une  conique  ou  foyer  et 
à  la  directrice  correspondante  est  constant. 

Car  MF  étant  une  bissectrice  de  l'angle  M'  F  M",  il  vient, 
d'après  un  théorème  connu  de  la  Géométrie  élémentaii-e 

MF         MM 


M"  F         M  "M 

Si  des  points  M' et  M'  «)n  abaisse  des  perpendiculaires  sur  la 
directrice,  et  si  on  appelle  /n'  et  ni"  les  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires, la  considération  des  deux  triangles  semblables  ^OI'/w'  et 
UWm"  donne 

M'M    _    M'/»' 
M"M  ~  M"M"  ■ 

La  comparaison  des  deux  dernières  relations  donne   ensuite 

FM'   _    ;»'M'  FM'    _     FM" 

FM"   ~    n,"Sl''       *^"        m'M"  ~    ;«"M"   ' 

Cette  dernière  égalité  conduit  immédiatement  à  la  propriété 
énoncée.  Cette  propriété  conduit  elle-même  il  toutes  les  autres 
propriétés  métriques  fondamentales  du  foyer. 

Je  crois  donc  avoir  établi  dune  manière  évidente  qu'il  con- 
vient dans  un  premier  enseignement  de  la  Géométrie  analvtique 
de  définir  le  foyer  dune  conique  par  la  notion  de  deux  droites 
conjuguées. 

5.  11  s'agit  maintenant  d'aborder  la  même  question  lorsqu'on 
se  place  au  point  de  vue  de  l'enseignement  supéileur. 

Dans  cet  enseignement  l'élève  est  censé  être  familiarisé  avec 
la  considération  des  points,  des  droites  et  des  courbes  imagi- 
naires. La  définition  proposée  par  Pliicker  peut  donc  être  utilisée 
dans  un  tel  enseignement,  à  la  condition  qu'elle  s'introduise 
naturellement  dans  la  théorie.  Les  géomètres  se  sont  peu  préoc- 
cupés de  cette  question,  ([ui  a  pourtant  une  inqiortance  capitale 
au  point  de  vue  des  méthodes.  Il  convenait  en  ell'el  de  montrer 
comment  on  en  est  arrivé,  en  suivant  un  ordre  logique,   à  s'atta- 
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cher  spôcialenicnt  h  rétucle  des  points  (juc  l'on  obtient  par  l'in- 
tersection de  tangentes  spéciales  h  une  conique  :  les  tangentes 
de  direction  -}-  i  et  —  i  quand  elles  sont  rapportées  ii  des  axes 
coordonnés  rectangulaires. 

Pour  introduire  naturellement  la  notion  de  foyer  dans  la 
théorie  des  coniques,  on  peut  procéder  d'une  manière  identique 
à  celle  que  nous  avons  proposé  de  suivre  dans  un  premier  ensei- 
gnement. 

On  part  de  la  considération  de  deux  droites  conjuguées  par 
rapporta  une  conique.  Elles  forment  toujours  avec  les  tangentes, 
menées  de  leur  point  d'intersection  à  la  courbe,  un  faisceau  de 
quatre  droites  en  situation  harmonique. 

Parmi  ces  systèmes,  le  plus  simple  est  celui  où  deux  des 
droites  conjuguées  sont  perpendiculaires  entre  elles.  On  sait  ([ue 
dans  ce  cas  elles  sont  les  bissectrices  des  deux  angles  formés 
par  les  deux  autres  droites  du  faisceau,  sauf  si  ces  dernières 
droites  ont  pour  coefficients  angulaires  -\-  x  et  —  i,  lorsqu  elles 
sont  rapportées  à  des  a.res  rectangulaires  (^).  Dans  ce  dernier  cas, 
tout  système  de  deux  droites  perpendiculaires  forme  avec  les 
deux  droites  de  direction  -\-  i  et  —  /  un  faisceau  harmonique, 
et  cette  propriété  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  ces  conditions. 

Deux  propriétés  apparaissent  en  même  temps  par  la  simple 
application  de  ce  qui  précède  h  la  considération  d'une  conique. 
On  les  énonce  en  disant  que  : 

1°  Les  intersections  des  tangentes  de  direction  -\-  i  et  —  i  sont 
des  points  tels  que  deux  droites  rectangulaires  quelconques  pas- 
sant par  ces  points  forment  un  système  de  deux  droites  conjuguées 
par  rapport  à  la  conique  j 

,  2°  Les  points  tels  que  tout  système  de  deux  d/oites  perpendicu- 
laires qui  s'y  coupent  constitue  un  système  de  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  à  la  conique  sont  aussi  tels  que  les  deux  tan- 
gentes menées  par  ce  point  sont  de  direction  -\-  \  et  —  i. 

Pour  l'étude  de  ces  points,  on  leur  donnera  un  nom  spécial  : 
foyer. 

On  voit  ainsi  qu'en  suivant  un  ordre  logi(jue  on  est  conduit  h 


(')  Ces  droites  sont  nppoléos  droites  isotropes:    les   deux  points  situés    à  l'infini 
sur  celles-ci  s'appellent  y^tx'wis  circulaires  ou  ct/cli(/ues. 
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définir  les  l'oyei's,  soit  en  utilisant  la  définition  de  Pliicker,  soit 
en  utilisant  la  nouvelle  définition  que  nous  avons  déjà  proposée 
pour  le  premier  enseignement  de  la  Géométrie. 

Chacune  de  ces  deux  notions  s'introduit  naturellement  dans  la 
théorie  des  sections  coniques  :  c'est  Tunique  condition  à  laquelle 
on  puisse  les  astreindre  au  point  de  vue  méthodologique  ;  néan- 
moins, même  au  point  de  vue  de  la  méthode,  il  est  avantageux  de 
ne  pas  être  obligé  h  changer  de  notion  quand  on  veut  définir  les 
foyers  d'une  courbe  quelconque.  C'est  ce  qui  arrive  ici,  car  cha- 
cune de  ces  deux  notions  s'étend  à  une  courbe  quelconque  :  mais, 
si  la  définition  de  Pliicker  n'est  susceptible  que  d'une  seule  géné- 
ralisation, la  nôtre  peut  s'étendre  aux  courbes  planes  algébriques 
de  deux  manières  différentes.  Ces  deux  généralisations  sont  basées 
sur  l'extension  à  une  courbe  de  la  notion  de  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  à  celle-ci  ;  nous  avons  trouvé  des  résultats 
dans  cette  voie,  mais  le  sujet  que  nous  traitons  actuellement  ne 
nous  permet  pas  de  les  indiquer  dans  ce  travail. 

Les  deux  définitions  précédentes  semblent  à  première  vue  ne 
pas  pouvoir  conduire  facilement  aux  propriétés  mélriqaes  des 
fovers  dune  conique.  Pourtant,  ces  propriétés  s'en  déduisent 
aisément. 

Nous  avons  déjà  montré  plus  haut  qu'il  en  est  ainsi  pour  la 
définition  que  nous  proposons. 

Quant  à  la  définition  de  Pliicker,  elle  conduit  aussi  d'une 
manière  facile  à  ces  propriétés  métriques.  Dans  son  beau  travail 
Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques  et 
sur  la  théorie  des  imaginaires  (-),  M.  G.  Darboux,  grâce  à  la  notion 
des  points  associés  et  à  l'étude  de  leurs  propriétés  essentielles, 
parvient  à  déduire  facilement  de  la  définition  de  Pliicker  et  d'un 
théorème  de  Chaslcs  établissant  que  le  rapport  anharmonicjue  de 
quatre  points  où  une  tangente  mobile  rencontre  quatre  tangentes 
fixes  est  constant,  parvient  à  en  déduire  des  propriétés  métriques 
des  foyers,  desquelles  se  déduisent  les  autres  propriétés  métri- 
ques de  ces  points. 

En  opérant  ainsi,  le  savant  géomètre  français  a  eu  pour  but  de 
rattachei-   dune  manière  directe  aux    piopositions    générales  de 

(')  Pages  6i-(').5. 
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la  théorie  des  coniques  la  déiiionslralion  des  propriétés  métri- 
ques des  foyers.  Sans  les  rattacher  à  ces  théorèmes  généraux, 
et  sans  l'emploi  des  points  associés,  on  peut  établir  très  simple- 
ment ces  propriétés  métriques  en  notant  que  l'équation  des  tan- 
gentes menées  d'un  point  (a,  [j,  y),  où  y  =  i,  à  une  conique 
/'(.r,  ?/,  z)  =  o  est 

(•rfc  +  jA  +  zf,  )^  -  4f{c^?^)  f{xyz)  =  o. 

Si  le  point  (a,  3,  y)  est  un  foyer,  les  tangentes  passant  par  ce 
point  ont  pour  coefficients  angulaires  -)-  /  et  —  i,  les  axes  coor- 
donnés étant  rectangulaires.  On  voit  donc  qu'on  doit  avoir 

4/  (^,  ?,  t)  f  i^>y,  -)  =  (■^/'«  +  jA  +  ^fv  )-  -  ^  [(-^  -  «)-  (r  -  m, 

c  étant  une  constante. 

Cette  équation  montreque  le  rapport  des  dislances  d' an  point 
de  la  conique  au  foyer  et  à  la  directrice  correspondante  est  cons- 
tant^ pourvu  que  le  foyer  n'appartienne  pas  a  la  courbe.  Ce  der- 
nier cas  ne  se  présente  que  lorsque  la  conique  dégénère  en  un 
système  de  deux  droites.  Le  théorème  énoncé  permet  d'établir 
les  autres  propriétés  métriques  focales. 

On  voit  donc  combien  la  définition  des  foyers  proposée  par 
Pliicker  et  la  nôtre  sont  parfaites  au  pointde  vue  de  la  méthode  : 
c'est  l'une  de  celles-ci  qui,  nous  semble-t-il,  doit  être  utilisée 
dans  l'enseignement  supérieur. 


II.   DÉTERMINATION     ANALYTIQUE     DES    FOYERS 

6.  Partant  do  la  dclinitiou  :  (ou  si  Ton  veut  de  la  propriété) 
un  fover  dune  conique  est  un  point  tel  que  deux  droites  perpen- 
diculaires (juclconques  qui  s'y  rencontrent  constitue  un  système 
de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  la  courbe,  nous  allons 
indiquer  un  procédé  de  détermination  sa/is  cluiniicnicnt  da.res 
coordonnés  des  foyers,  d'une  conique  dans  les  cas  où  celle-ci  est 
définie  par  une  équation  soit  en  coordonnées  cartésiennes  ordi- 
naires, soit  en  coordonnées  cartésiennes  tangcntielles. 

-.    Coordonnées  cartésiennes   ordinaires.  —  Considérons   une 
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conique    représentée    par    une    équation   homogène    tlu    second 
degré 

j:  et  1/  étant  les  coordonnées  courantes  d'un   [xiiiil  par  rapport  à 
des  axes  rectangulaires,  et  c  étant  égal  à  lunilé. 
Soient  y.  et  |j  les  coordonnées   d'un  point  F,  et 

y  -  X.»-  -  (,^  -  «>0  =  o, 

X  +  ),r  —  (a  —  p.)  =  0, 

les  équations  des  deux  droites  perpendiculaires  qui  sy  rencon- 
trent. 

Ce  système  de  deux  droites  varie  en  même  temps  que  A.  La 
condition  nécessaire  et  sulTisante  pour  que  ce  système  soit  cons- 
tamment constitué  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  la 
conique  est  que  l'expression 


•(^+:^>o 


f" 

f% 

a 

f% 

n. 

f':. 

f'L 

f'L 

f'L 

s'annule,  quelle  que  soit  la  valeur  de  A.  Cette  condition  est  aussi 
celle  pour  que  le  point  F  soit  au  foyer  de  la  coni{[ue. 

Le  développement  de  ce  déterminant  peut  s'écrire,  en  posant 


1? 


f"  f" 

f'L  fL 


I  x]j    I  yz 

f"     f" 
I  xz    '  zz 

f"  f" 

'  XX  1  xz 


+  ,s 


f"  f" 

'   X'J  I   1/1/ 

f"  f" 

•  xz  '  >/z 


f"     f"  I 

f"    f" 
I  xy    I  yz \ 


'  i>j  'yy 


f"    f" 

I  xz     I  l/Z 
Q(l   -)/-•)+    2PX. 


f"     t" 

•  XX  '  xy 

fit     fif 
I  xz  I  yz 


f"     f" 

'  XX    '  xy 

'  xy     I  !/'/ 
+  (^-  —  ?-) 


f"     f" 

•  XX  '  xy 

f"     f" 

'  jy  '  y y 


Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  ([ue  1<'  point   l' 
soit  un  foyer  est  que  ses  coordonnées  satisfassent  sinuillancmcnt 
aux  deux  é([uations 
(i)  P  =  o,       Q  =  o. 

La  détermination  des  fovers  et  la  solution   de   ce  système  sont 
donc  deux  problèmes  idcntitpies. 
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8.  Pour  simplifier  récriture,  nous  poserons  : 


f"  f" 

fil    fil 
'  xy  I  yy 


d  = 


fil    fil 
I  yz  I  xy 

f'Lf'xz 


f" 

1  XX 

f'L 

1" 

f"\ 

'  iy\ 

1  xy  1  yz 

f"  f" 

1  yz  1  xz 

f  = 

f" 

'  y> 
f'r. 

f" 

fzz 

— 

f'Jx  f'L 

fxz  f'L 

(w,). 


Représentant  les  coordonnées  a  et  |5  par  ;r  et  y  et  utilisant  les 
relations  précédentes,  le  système  des  équations(i)  prend  la  forme 


(I) 


i  Q  =  «J"^'  +  />■*■  +  O'  +  ^  ^^  *^) 

(       iV  z=i  a  (.x-"2  — y-)  -\-  1CX  —  ihy  -\-  f  =  o. 
Les  racines  de  ces  deux  équations  satisfont  h  l'équation 


aP  -]-  2[j.Q  ^  a  {x-  — y-  -\-  2ijL.rj)  -f  2X  (c  -|-  b'^)  —  ar  (/>  —  c\x) 

-\-  f-\-  2i±cl  =z  o, 

[jL  étant  une  constante  arbitraire. 

Donnons  à  cette  constante  une  valeur  telle  que  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente  se  décompose  en  deux  facteurs 
linéaîres.  Il  convient  à  cet  effet  de  donner  à  |ji.  une  valeur  racine 
de  l'équation 

a  [la  c  ~\-  bij.   I 

tJLrt  —  a         — {b  —  cjjl)  r::  o. 

c  -\-  biJ.  —  [b  —  c|Ji)     f-\-  id\j.  I 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  ;  mais  ses  racines  se  cal- 
culent très  facilement  :  cette  équation  peut  s'écrire,  en  dévelop- 
pant le  déterminant  précédent  et  en  laissant  de  côté  les  détermi- 
nants qui  sont  identiquement  nuls  : 


0  a   b 

a  0  c     ;j.-' 

+ 

b     c     2(7 

0  a 
a  o 
b   r 


;^'  + 


a  0  b 
o  —  a  c 
c  —  b   id 


•^  + 


-b     f 


o, 


OU  bien 


p 

0   a     b 

! 

(1    a     c 

!^  + 

b    r    ici 

(I       0 

0    (I 

c    —b 


[i  +  |a^j  =  o.    (II) 


9.   Cette  équation  mise  sous  cette  forme  est  très  rcmarijuable. 
Elle  permet  dabord  de  mettre  facilement  en  évidence  une  pro- 
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priété  que  nous  avons  déjà  établie  très  simplement  dans  la  pre- 
mière partie.  Cette  propriété  s'énonce  en  disant  que  les  foyers 
sont  les  intersections  des  tangentes  menées  à  la  conique  par  les 
deux  points  singuliers  i^ou  circulaires)  situés  à  V infini  dans  le 
plan . 

Pour  montrer  la  vérité  de  cette  proposition,  il  sullit  évidem- 
ment de  montrer  que  les  équations 

'    2P  —  2tQ  =z  a{x  — ri)-  +  2  (c  —  bi)  (.r  —  yi)  -\-  f —  idi  =  o 

représentent  chacune  deux  tangentes  de  direction  -)-/et — i. 
Voici  comment  on  peut  établir  facilement  ces  dernières  pro- 
priétés : 

Considérons,  par  exemple,  un  point  M  situé  sur  l'une  des  deux 
droites  P-|-?'Q=o  ou  P= — /Q.  En  supposant  que  ce  point  M 
ne  soit  pas  un  foyer  (ce  qui  revient  à  dire  que  la  valeur  corres- 
pondante de  P  [x,  y)  est  différente  de  zéro),  on  sait  que  les  bis- 
sectrices de  l'angle  formé  par  les  deux  tangentes  menées  par  ce 
point  à  la  conique  (le  point  étant  supposé  ne  pas  se  trouver  sur  la 
conique)  ont  des  coefficients  angulaires  racines  de  l'équation 

Q  (i   +  )>-)  +  2P/.  =  o 

Cela  a  lieu  en  vertu  de  ce  qui  est  dit  au  n°  4> 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,   cette  équation   prend   la   forme 

P    (l     +    À-  —    2À/)   —   o, 

ou 

P  (i   —  Vif  =:  o. 

D'ailleurs,  P  étant  différent  de  zéro,  on  a  une  racine  double 
A  =  +  /. 

Les  deux  bissectrices  de  l'angle  en  question  se  conlonclont  donc 
et  ont  pour  direction  commune  /.  =  -]-/ 

On  doit  en  conclure  que  la  droite  passant  par  M  et  faisant  par- 
tie du  système  P  -f-  f  Q  =  o  est  une  tangente  à  la  courbe, 

10.  Il  est  utile  de  faii'e  remarquer  que  les  deux  é<[ualions  (l^)  pré- 
cédentes ramènent  la  détermination  des  foyers  ii  la  résolution  de 
deux  équations  du  second  dcgié.  (jiii  malheureusement  sont  com- 
pliquées de  coefficients  imaginaires.  Aussi,  dans  le  cas  ou  Téqua- 
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tion  /  (.r,  y ,  ")  =  o  de  la  conique  ne  renferme  pas  de  coelficients 
imaginaires,  il  est  préférable,  nous  semble-t-il,  de  procéder 
autrement. 

II.     On   considérera    la    troisième    racine  de    l'équation    (II). 
Elle  est  donnée  par  la  relation 


0   a     b 

a   0     c 

;^  + 

h   c  'id 

—  a 

—  h 


(III) 


équation  que  Ion  transformera  en  ayant  égard  aux  relations  (w^). 
11  vient  ainsi 


a  0 

c 

h  c 

id 

a 

0 

c 

0 

—  a 

— 

c 

-  h 

/ 

2rt  {ad  —  bc)  —  +  -if'^ 


^=  a    c-  —  \) 


«/■)  (/:; 


f"  f" 

'  XX  1  XIJ 

f"  f" 


f"    /•'■ 

'  XX    '  J  1/ 

' rv  '  VU 


f"    f"     f" 
I  xz  '  xy  '  xz 

f't     ftt     fil 
'  xy  I  yy  I  yz 

f"    f    /•" 
'  xz   1  yz    I  zz 

f"    f"    f" 
'  XX  '  yi  '  xz 

f"    f"    f" 
'  xy  1  yy  I  yz 

/•;;  /•;,;  r:'^ 


\f"  f" 

\  1  IX   '  .1  !i 

\t"     f" 

I  '  xy  I  1/1/ 

la  courbe  est  une  parabole  ;  elle  n'a  qu'un  lover  (jni  se  détermine 
par  la  solution  du  svstème  (i)  constitué  alors  de  deux  équations 
linéaires. 

Si 

fil   fil    fil 

'  XX  '  .11/    '  xz 

fil    fil     fil 

I  xy  I  y  y    '  ;/:■ 

fil    fil      fil 
•  xz  '  yz    '  13 

la  courbe  se  compose  de  deux  droites,  de  même  que  toutes  les  coni- 
(jues  P  -}-  |ji.Q  =  o.  Mais  ces  coniques  ont  toutes  le  même  centre 
([lie  la  courbe  / '.r,  ?/,  r)==o. 

On  en  di'duit  que  les  droites  P -f- a^  Q  =^  o  sur  lesquelles  sont 
situés  les  loyers  ne  peuvent  rencontrer  les  droites  P  +  u,  Q  =  o, 
auxquelles  appartiennent  également  les  foyers  qu'en  un  point  :  le 
point  d'intersection  des  deux  droites /'(.r, //,-')  ^  o. 

Par  suite,   une   coni(|uc  se  réduisant  h  deux  droites  n'a  qu'un 
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loyer  ;  sont  point  doubla  uni([ue.  Si  les  droites  sont  parallèles,  le 
loyer  est  à  l'inlini. 

Enfin,  si  aucun  de  ces  cas  ne  se  présente,  la  relation  (III)  prend 
la  forme 

Pour  cette  valeur  de  'x,  l'équation 

P  4-  ijlQ  =  o 

représente  deux  droites  passant  par  le  centre  de  la  conique /  =  o 
et  parallèles  aux  deux  droites 

X-  -  j- ZriT—  ^7  =  o- 

Ces  deux  droites  sont  donc  les  axes  de  la  conique. 

Donc,  les  foyers  (F une  conique  sont  situés  sur  ses  axes. 

Pour  déterminer  les  foyers  d'une  conique,  on  commencera 
donc  par  voir  si  la  courbe  ne  se  réduit  pas  a  une  parabole  ou  h 
deux  droites.  S'il  en  est  ainsi,  on  procède  comme  il  a  été  dit  plus 
haut  concernant  ces  cas  spéciaux.  S  il  n'en  est  pas  ainsi,  la  courbe 
admet  deux  axes  dont  on  déterminera  chacune  des  équations.  On 
combinera  ensuite  chacune  de  celles-ci  avec  Tune  des  é([ualions(i). 

La  détermination  se  fait  ainsi  par  la  résolution  de  deux  svstè- 
mes  de  deux  équations  dont  l'une  est  du  premier  degré  et  l'autre 
du  second  par  rapport  aux  inconnues. 

On  emploie  cette  méthode  sans  aucune  modification  dans  le 
cas  général  ;  mais  dans  certains  cas  particuliers,  on  peut  pour  la 
rapidité  des  calculs  utiliser  les  relations  (i)  mises  sous  la  forme  (') 

Q=r  f'--^ff"  =0 

*  X  '  y  '  '  xy 

•2P  —  f'^'—f'-    —   -.ifi  f"    —  /'M   =    O. 


(')     Pour   vérifier   ces    résultats    il    suffit  de  remplacer   dans   ces    équations    if, 
tx  ^^  t>j  respectivement  pour  chacune  des  expressions 

^Cx   +  yfyx    +    'fzx. 
■rfry    +    yf!j',    +    -f'J,j 

d'effectuer  les  opérations  indiquées  et  de  réduire  à  leur  forme  la  plus  simple  les 
expressions  ainsi  obtenues   de  f^^fl^  —  '^Itni  ^^  ^^  fx'  —  'y'         '^f  [l^!  —  fi/vj' 
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D'après    ces   équations,  on  voit  que  si/^y  =  o  et  si/J_^  =  /Ç,^,  il 
n'existe  qu'un  foyer  qui  est  le  centre  du  cercle  représente  par 

Si  ^',^  =  0,  on  obtient  les  foyers  par  la  solution  de  chacun  des 
deux  systèmes 

/"  =  o  cl  /•'  =  o  ' 

f''-—if{f'  —  f"  )  =  0     r-  —  if  if"  —f")  =  o 

Si  f^'j.  =  fy,j;  les  coordonnées  des  foyers  sont  les  racines  des 
deux  systèmes. 

f  f  —  ^ff"   =  o  et  f  f  —  ^ff"    =  O 

f    -\-  f    =   O  f    —   f    =    O. 

'  I      '      I  y  'l'y 

12.  Coordonnées  cartésiennes  tangentielles.  — -iVfin  de  résoudre 
le  même  problème  en  coordonnées  tangentielles,  considérons 
deux  droites  perpendiculaires  d^  (^u^,  ç^)  et  d.,  (z/^,  ('J,  se  rencon- 
trant en  un  point  fixe  F  représenté  par  l'équation 

au  -{■  bs'  -|-  I  :=  o. 

On  a  donc,  les  axes  coordonnés  étant  supposés  rectangu- 
laires, 

an.,  -)-  /vv'.,  -j-  I  =^=  o, 
au^  -\-  //t'j  -|-  I  =:  o. 

Les  deux  premières  équations  donnent 


Cherchons  la  condition  pour   que   les    droites  d^    et    d„   soient 
deux  droites  conjuguées.  Le  pôle  de  d.,  est 

»  >/■'    -i-    t',/''    +    /■'     =  O, 

ou 

Ce  pôle  se  trouvant  sur  d^,  on  doil  avoir 
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OU,  en  tenant  compte  des  relations, 

/u,  =  "iC  +  ''iC  "^  eu 

et 

«?/,  -)-   />v',  ::i  —  I, 

-  [-  '''C  +  "i/".'»'  +  («''i  -  '^".)  /■»','-]  (««1  +  '^^'i)  =  o- 

Les  diverses  propriétés  énoncées  devant  avoir  lieu,  quelle  que 
soit  laposition  de  la  droite  (/j,  pourvu  que  cette  droite  passe  cons- 
tamment par  F,  il  faut  et  il  suffit  que  la  relation  précédente  ait 
lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ?/,  et  de  ^>^. 

On  trouve  ainsi,  en  égalant  h  zéro  les  coefficients  de  //,",  iii  c, 
et  i>^,  les  trois  équations  de  condition 

f  _  if''  _  af"  +  ahf"  r=  o, 

luv  'un:  'vie      '  'ww  ' 

^fij^f"j^af"—hf"4-af"—bf"—a^f"    -\- bH"   rro. 

'  uu      '     '  VL-     '       '  uw  '  cw    '        'un:  '  i>w  '  ii'ic      '  ' uiv 

—  f"  +  af''  +  f>f"  —  ahf''  =  o. 

•  uv    '       'vu:    '       I  un  '  low 

Les  coordonnées  [a,  b)  des  foyers  de  la  conique  f  {i(,  (^  f^'i  =  o 
sont  donc  les  racines  du  système 

.     ,.  \  '  ww  •  Lir  I  UW       '        'uv  ' 

^       '  («-  —  ^"^)  f'    —  aflf'     +  ibf"    +  f"    —  f"    r=o  ('). 

\  I     I  li;u:  'lin         '  /(■)(■       I       I  UU  '  VV  ^    ' 

On  voit  d'abord  que  si  /„'„,  ^  o,  il  n'y  a  qu'un  foyer  qui  s'ob- 
tient par  la  solution  de  deux  équations  (i')  qui  sont  linéaires  ; 
on  sait  que  la  courbe  se  réduit  alors  à   une  parabole. 

Si  la  courbe  n'est  pas  une  parabole,  on  procédera,  pour  résou- 
dre (i'),  de  la  même  façon  que  dans  le  cas  de  coordonnées  car. 
tésiennes  ordinaires. 

A  cet  effet,  on  notera  que  les  équations  (i')  sont  de  la  forme  (I). 

Si  donc  on  représente  par  Q  et  par  aP  respectivement  les  pre- 
miers membres  des  équations  (i'),  les  équations 

P  +  /Q  =  o  ot  P  —  jQ  =  o 


{'j   Les  lelalioiis  (i)  ot  (i-)  peuvent  aussi   si'  <léduiio  iiiiuiédialiineiit  les  unes   des 
autres  d'après  une  transformation  connue. 
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se  décomposent  chacune  eu  deux  facteurs  linéaires.  Cela  a  lieu, 
ainsi  que  ce  que  nous  avons  encore  à  dire  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
établi  au  n°  lo. 

Au  moven  de  ces  deux  dernières  équations,  la  détermination 
de  a  et  celle  de  b  se  font  par  la  résolution  séparée  de  deux  é(pia- 
tions  du  second  denré,  dont  les  coefficients  sont  malheureuse- 
ment compliqués  d'imaginaires. 

Aussi,  si  les  cofficicnts  des  variables  dans  Téquation  de  la 
conique /"(//,  <>,  (v)  =o  sont  tous  réels,  il  est  préférable  de  con-" 
sidérer  la  valeur  du  'j..  racine  de  l'équation  linéaire 


o 

fit 

-c 

/■„"„. 

O 

—  f" 

f" 

o 

-c, 

f^  + 

o 

-   f" 

C: 

-f" 

1  l'W 

—  f" 
1  un- 

-a 

'  un- 

f" 

C-r:, 

ou,  en  divisant  le  premier  membre  par  f'J„.. 
f"    f" 

lue      '  cw 


fil      fl  I 
'u)r      Iwi'- 


'  L  '!("-'  '  vie  \'uu  '  v'.-J   lira] 


Pour  cette  valeur  de  ul  l'équation  P -)-  |jl  Q  =  o  se  décompose 
en  deux  facteurs  linéaires. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  (a,  b)  des  points  fovers,  on  com- 
binera chacun  de  ces  facteurs  égalés  à  zéro  avec  lune  des  équa- 
tions (i').  La  solution  du  problème  se  fait  ainsi  au  moven  de 
deux  systèmes  d'équations,  dont  l'une  est  du  premit- r,  l'autre  du 
second  degré  par  rapport  aux  inconnues. 

Notons  encore  que,  d'après  l'équation  linéaire  ([ui  donne  la 
valeur  de  a  et  d'après  ce  qui  est  dit  au  n"  1 1 ,  la  condition  nécessaire 
et  sutfisante  pour  que  la  conique  f  (ii,  c,  n'i  ^  o  rapportée  l\  des 
axes  coordonnés  rectanoulaires  se  réduise  à  un  cercle  est  (rue l'on 
ait  simultanément 


f"   f"  1 
""'-'"=:  o,    Cl    f"i  —f"i  —  (f"  f")f"  —o. 

•  Il  '  '  uir  I  vu-         \iuu'vij  lien 


fil   fil 
•un  'uni 
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LES  FONCTIONS   HYPERBOLIQUES 

DANS   L'ENSEIGNEMENT   MOYEN 


Comme    appendice   à  la  leçon   sur    les   propriétés  de  la  l'onc- 
tion e^,  bien  des  professeurs  proposent  en  exercice  h  leurs  élèves 
de   démontrer  les    principales    formules    relatives    aux   transcen 
dantes 

X  — ,r  X     I       —X  X  —X 

shx  =  ,  ch.r  =:  ,  ttir 


X       I  —I 

e    -\-  e 


appelées  communément  sinus,  cosinus,  et  tani;e?itc  hyperbo- 
liques de  l'argument  réel  x  ;  ils  signalent  les  analogies  et  dilTé- 
rences  que  ces  fonctions  présentent  avec  les  fonctions  circulaires 
du  même  nom,  et  expliquent  leur  qualificatif  d'hyperboliques 
en  remarquant  que  X  =  ch.r,  Y  =  sh  .r  sont  les  coordonnées 
d'un  point  de  l'hyperbole  équilatère 

X^  —  Y^  =  I . 

Mais  là  se  bornent  la  plupart  du  temps  les  indications  qu'ils 
donnent,  et  dans  aucune  partie  du  cours,  les  élèves  ne  sont 
appelés  à  en  tirer  profit.  Nous  croyons  que  c'est  là  une  regret- 
table lacune,  et  nous  sommes  persuadé  que  si  les  étudiants  de 
nos  cours  de  mathématiques  spéciales  et  de  facultés  étaient  fami- 
liarisés avec  le  maniement  des  sinus  et  cosinus  hyperboliques 
comme  ils  le  sont  avec  celui  des  sinus  et  cosinus  circulaires,  ils 
sauraient  apporter  à  bien  des  calculs  de  notables  simplilications  ; 
il  est  aisé  de  le  prouver  par  des  exemples  simples  empruntés  a 
des  questions  élémentaires. 

I.    TlIKOltlK     I)K     l.'nYPl-miOI.E 

On  peut  écrire  ainsi  les  coordonui-i-s  d'un  point  M  de  1  liyper- 
bole  : 

X  -rz  a  cil  O  .    V  rr:  h  cli  o  . 
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et  les  propriétés  de  la  courbe  donnent  lieu  h  des  développements 
identiques  à  ceux  qui  servent  pour  l'ellipse  ; 

.r'  :=  a  sh  o,  y'  r=  h  ch  o 
représentent  l'extrémité  M'  du  rayon  oSV  conjugué  à  oM. 

II,  —  Calcul   d'une   dérivée 

Soit  la  fonction  //  =  L  {.v -\-\/ \  -\-x-).  En  posant  a:  =  sh'i,  on 
a  immédiatement 

X  -\-  ^  i  -\-  X-  r=  shtp  -f-  cho  =  p? 

donc  ?/^cp,  ou  .r  =  sh//;  par  suite 


ch  r 


v/^ 


III.  —  Résolution   de   l'équation  a  x' -\- hx -\- c  :=  o. 

Quand  les  racines  sont  réelles  et  de  même  signe,  on  définit  un 
argument  circulaire  es  par  l'égalité 


et  les  formules 


4rtc 


—  cos ■ — 1     X    ^ sni- 


font  connaître  les  deux  racines  ;  on  peut  suivre  une  marche  en 
tout  semblable  si  le  produit  ne  est  négatif,  à  condition  de  définir 
cette  fois  un  argument  hyperbolique  '^  par  l'égalité 


4rto 


les  racines,  réelles  et  de  signes  contraires,  sont 


.r  =: ch-  — ^    ,    .r    ^   sh-  -!- 

ai  a  2 


LES  Foycrio.ys  inPFRnoLi quEs 


'i-p 


IV.   —   Uksoia  iioN    ni:    i.'koiation  .r' -f-y^.r -|-  r/ :^  o. 

(^uaiid  réijuatiou  n'a  ([ii  une  seule  racine  réelle,  la  lurimile  de 
Cardan  (|ui  la  lait  connaître  par  une  somme  de  deux  radicaux 
euln([ues,  est  ti'ès  désa\  antagiMise  dans  la  praticjue  ;  or,  si  l'emploi 
des  (onctions  circulaires  est  tout  indiqué  ([uand  les  ti'ois  racines 
sont  réelles,  nous  allons  voir  que  celui  des  loiictions  hyperbo- 
liques est  aussi  alisolument  naturel  dans  le  cas  conti-Jiire.  (^u'on 
nous  permette  dentrer  ;i  cet  égard  dans  (pielques  détails  ;  nous 
résoudrons  dahord    la  (piestion   que  voici  :  Kuiixl  donni'  s/m  ok 

<7/a,    cahiiler  s/i  ~  ou   c/t  ~.    Les    lormules    de    multiplication 

sont 

sh  3  .r  =:  3  sh.r  -f  i  ^'>  '■»' 
cil  3  x  =  4  fh-^.r  —  3  cli.r 

donc,  étant  donn<''  ■A\a .  sli  — ^  =  c  est  racine  de  1  (Muiation 

j 

4  î 

(piI  a  pour  résolvante 

On  tire  de  cette  dernière 
U,  = 


«lu/ 


8 


G4 


L .,  =  — 


dans  les  trois  racines  de     i    sont 

a 


.,  =  -— I  si.  _-+,v3fï'-rJ 


De  même,  chu  étant  donné,  les  trois  racines  de  1  iipiation 


(■^) 


•lu/ 
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^~  +  /v/3.i.4- 


(]oc\  |)()S('*,  dans  1  ('([iialKtii  du  Iroisièmc  degré  niMU' l'aie,  adtnct- 
loiis  ([lie  4/;'  -|-  -'.yf/'  soll  jK)silil  ;  deux  cas  se  piésenlont  suivant 
le  sli^iie  (\o  p. 

i'*  p  posilil.  l'.n  drtcrininanl  nn  coeKicient  A  et  nn  argument 
lu  [)erl)(»lu[ue  a  par  les  lelalions 


x=.^i.,„„  =  -i, 


si  on  lait  .<r==  a  r,  on  est   ramené  ;i  Técjuation  (i)  ;  donc  les  trois 
raein(>s  demand(''es  sont 


•-='■''■  ^ 


[ 


si»  -^  +  *V'3    ^'l'-^-  I 


À    I     ,      ce  .     —  ,      (I     I 

.r,= _|^sh---,V^eh3- J 

a"  /;  nt'gatil.   Celte  lois  on  lait 


cll'l 


en  choisissant  pour  A  le  signe  contraire  i»  celui  de  ff,  en  sorte 
(|ue  ch(/  soil  positif;  par  .v  =  \z,  on  est  ramené  à  l'équation  (a), 
et  les  racines  en  .r  sont 


AI,      "      ,     .    /-r  .      "I 


•^••  =  --r|  '1'  4--'V'^  >^i'  4- 


Poui'    appliipier  la   méthode    ix  un  calcul   miméricjue,    il  sulllt 


DEMOySTRATIOS  SIMPLIFIEE  DE  LA  FORMl  LE  DE  TAYLOR  1.^7 

davoir  a  sa  disposition  une  table  de  logarithmes  des  Jonctions 
hyperboliques  sutfisamnient  étendue,  et  d'un  maniement  com- 
mode ;  le  calcul  ci-dessous  est  lait  à  l'aide  d'une  table  à  5  déci- 
males, de  disposition  très  pratique,  mais  qui  n'est  point  encore 
publiée. 

Résoudre  Iccjuation  \  '  -f-  -x  -f-  -  ^  o. 

À  ^  2  V,   -^  .  log  À  =:  0,48502 

sli^=—  -^.  loi;  (— shrt)  =  i.t,92io.  rt  rr — 0.8685; 

—  =—  0.28952  .   log  sli( T-)=    1-46772  .  log  ch  ( îLj  — 0,01795 

log  (— .r,)  :=  1.9527} 
log      '•'    ■    '^--—  logÀ  +  logvT+  logchf  ~/  j=:  0.74153 

—  .r^  ==  0,8969 
•*"2  +  -«-s  =  0.8969 
-^ — ^    =  5.5i  {8 


—  0.8969 

o,  '14845  —  2.7574  / 

0.44845  +2,75741  . 


P.  Baubarin    Bordeaux  . 


D  K  M  O  NSTR  A  TION   S  I  M  P  L  I  K  I  K  E 

DE   LA   lOJlMLLE   DE    rA>  EOIl 


I.  Parmi  les  différentes  démonstrations  de  cette  formule  qui 
s'appuient  sur  le  théorème  de  Bolle,  la  suivante  est  peut-être  la 
plus  facile,  puisqu'elle  n'exige  que  des  difFérentiations  extrême- 
ment simples.  Elle  n'est  pas,  à  ce  (jue  nous  crovons,  connue 
jusqu'il  présent. 
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2.  Gonsi(lérO'B&- d'abord  la  différence 

j  ;.r  +  £j  —  -s  (x)  — 17'  {jc)  =  r 

entre  laccrois&ement  de  la  louction  el  sa  din'érctitiellf.   Si,  dans 
l'expression 

a(.r  +  E)-a(^)-sa'(x)-r, 

nous  remplaçons  £  par  une  variable  (o  et  que  nous  inullipliious  1" 
par   (— )    ,  nous  aurons  la  fonction  suivante  de  (.) 

ff  (,r  "4-  w)  —  ^  (■*■)  —  wt'  (.»•)  —  r  — —, 

<|ui,  par  la  manière  même  dont  elle  a  été  construite,  s'annule  pour 
(0  =  o  et  co  =  £  ;  sa  dérivée 

■7  (j"  -j-  to)  —  7  (>r)  —  2I  — 5- 

s'annule  donc  pour  une  valeur  z^  de  w  :o  <£,<£]  ;  mais,  comme 
elle  s'annule  aussi  pour  oj  =  o,  sa  dérivée 

■j"  [x  -\-  m)  —  ^r  — — 

s'annulera,  elle  aussi,  pour  une  valeur  £,  de  (o  (o<£"<£j~,  c'est-;i- 
dire  qu'on  aura 

d'oii 

a  (X  +  s)  -  T  (.r)  =-i-  ^' W  +  -f  ^"  (.r  +  g. 

3.  Considérons  maintenant,  en  général,  la  différence 

c  (x  +  £)  —  7  ;.r)  —  -fr  =^'  l-^-)  —  -^  î"  (•*•)  —  -^  cr'"  (.»•)  — ... 

Xous  pouvons,  de  la  même  manière   (|u  auparavant,   lormer  la 
lonclion  suivante  de  (o 

(i)    7  {.r  +  loj  —  cr  (.r) — ;v^  [■'')—  "^  '  ^-O— •••  —  "TT '^"■'(■'■)  —  1  "rrrr» 


DEMOySTHATIOy  SIMPUI'IÉF.   I)i:  LA    l  OHM  ILE  UE  TAYf.OR         -4.Î9 

dont  les  tlciivécs  successives  juscjuà   l'ordre   /  -f- i  sont  les   sui- 
vantes 

n" [x  4"  w)  — ^"('■) ■  "j"  (•'■)   —  ••■  —  ^'*  +  '/  '■'■^'^  ""  ' 


r'-  -    1 


o-"'  (.r  -|-  to)  —  7'"  l'.r) 7""  (.r)  —  ...  —  (/•  -|-  !)/•(/• —  i)  lo""  -  - 


zT  ^  \     ' 


(r('')(.r-|-  10)  — t!''){j;)  —  2.3...  /■  (/•  -j-  i)  ^  "r~î' 
TÎ''  ^  ''  (.*•  -{-  to)^T  '■  +  '  .r — 1 .2...  r  (r  -{-  i)  -y—j  • 

Ces  dérivées  s'annulent  toutes  (excepté  la  dernière  pour 
'ij  =  o  et,  coninic  la  lonction  [i]  s'annule  pour  les  deux  valeurs 
de  to  :  (i)==:o,  to  =  î,  sa  dérivée  première  s'annulera  pour  10  =  î, 
'o  <c,  <  î  ;  mais  elle  s'annule  aussi  pour  (0  =  0,  donc  sa  dérivée, 
c'est-à-dire  la  dérivée  seconde  de  (ï),  s'annulera  pour  t<)^=-^ 
fo<î,<s,l;  or,  elle  s'annule  aussi  pour  co  =  o,  donc  sa  déri- 
vée fou  bien  la  dérivée  troisième  de  (1))  doit  s'annuler  pour 
oj==£„  ,^o<£3<c., ),  et  ainsi  de  suite;  la  dernière  dérivée  fcelle  de 

l'ordre  r-\~i  )  s'annulera  pour  (•)  =  î,.  +  j  (o  <  '1  +  ,■  <  î/< <  -,  • 

( )n  a  donc  : 

7  (.r  +  î)  —  7  (.r)  =-jr^'  (■>•)  +  -^  '•"  (-r)  +  -^^"'  (-r)  +  .•■  -f  -V  '  '■   •«•  + 

+  (,.l|-\);  ^"-^  "[■>•+?):    (o<?<^). 

c.  q.  I.  d. 

.1.  X.  ll.vr/.in.vkis    Allièuesj. 

TriKliiil  cil  français  par  N.-.J.  Hal/.idakis  (Berlin). 


NOTE   SUR  LES  LOOAMITIIMES 


Jai  montré  dans  un  article  précédent  ('j  comment  on  pouvait 
déiinir  nettement  l'égalité,  l'addition,  la  quantité  et  le  nombre. 
Je  voudrais,  pour  bien  mettre  en  lumière  l'utilité  de  ces  défini- 
tions ([ui  ne  sont  autre  chose  que  la  traduction  en  langage  précis 
de  ridée  que  1  on  se  fait  tout  naturellement  de  ces  notions,  l'aire 
une  application  à  la  théorie  des  logarithmes. 

Les  nombres  sont  des  quantités  puisque  1  on  peut  définir  leur 
égalité  et  leur  addition,  mais  l'addition  elle-même  peut  être  défi- 
nie de  bien  des  manières  et  pour  éviter  toute  confusion  appelons 
la  multiplication  des  nombres  une  pseudo-addition,  ou  soit  que 
le  produit  de  plusieurs  nombres  soit  leur  pseudo-somme.  Le 
produit  de  plusieurs  nombres  étant  indépendant  de  leur  ordre, 
on  peut  évidemment  le  considérer  comme  un  jn'oduit,  l'objet  nul 
est  alors  l'unité  ordinaire. 

Parmi  les  objets  que  nous  appelons  nombres  prenons-en  un 
/v  arbitrairement  que  nous  appellerons  l'unité  ou  pour  éviter  toute 
confusion,  la  base,  les  nombres,  h^,  b^,  b\  obtenus  en  ajoutant 
(au  nouveau  sens  du  mot  ,  la  base  b  avec  elle-même,  puis  b  avec  le 
résultat,  etc...  seront  les  entiers  (2),  (3),  (4)---  et  Z»~'  ,  b~'-  ,  sei'ont 
les  entiers  ( — i),  ( — 2),  ( — 3)...  que  nous  enveloppons  de  pai-en- 
thèses,  pour  ne  pas  les  confondre  avec  les  entiers  ordinaires. 

Pour  trouver  le  re})résentant  d  un  nombre  X  non  entier,  c  est- 
ii-dire,  non  compiis  dans  la  suite  /;,  b'- ,  P,  nous  partagerons  la 
base  b  en  1,2,  3...  //  portions  égales  et  nous  verrons  si  le  nom- 
bre N  contient  un  nombre  entier  de  ses  parties  oi\  ('  b  est  le  nom- 
bre qui  ajouté  n  fois  à  lui-même  donne  b  (au  nouveau  sens  de  l'ad- 
dition, le  nombre  formé  des  n'*"""  de  l'unité  sera  donc  de  la  forme 


^^)  L  Enseigncineiit  nuit/nhiKitii/uc.   i"    .imu'o,  p.   ÎSi-lig. 
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('/'"'  et  sera  représenté  par  (— )•  Enfin  si  le  nombre  X  ne  pent 
pas  s'obtenir  en  ajoulant  des  parties  allcpiotes  de  ruiiité.  il  sera 
compris  entre  V  //"  et  v  Z*""^*  et  sera  représenté-  par  la  limite  com- 
mune aux  nombres  (— |  et  ( |. 

Le  représentant  (//  d'un  nombre  N  est  ce  que  l'on  appelle  son 
logarithme  dans  la  base  b. 

Voilà  donc  l'existence  des  logarithmes  démontré-e  et  basée  sui' 
leur  propriété  fondamentale  log  a  -\-  log  b  =  log  ab. 

H.  Laiuent  (i'arisL 


SUK  LE  THh:ORÈMI':    DKS   FONCTIONS  (:()MIH)SKKS 


I.  Il  peut  V  avoir  intérêt  ii  exposer  sur  une  (igure  la  démons- 
tration du  théorème  des  fonctions  composées  pour  le  cas  de  deux 
lonctions  //  et  c,  cas  important  ii  cause  de  la  ioiictioii  implicite. 
Soit  //=/  Jt,  i'],  ti  et  V  étant  des  tondions  de  .r  continues  et 
admettant  une  dérivée  ;  soit  \ ^f  (U,  A  ),  U  et  V  étant  deux 
variables  indépendantes,  et  supposons  que  cette  dernif-re  (onction 
admette  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  fonctions  conti- 
nues des  deux  varial)les  U  et  V.  Prenons  trois  axes  de  coordonnées, 
Ou,  0<',  Oy,  ou  OU,  OV,  OY  ;  considérons  la  surface  Y=/'(U,V), 
et  la  courbe  ^-^:/' (/<,  i^)  tracée  sur  cette  surlace.  Soit  M  un  point 
de  la  courbe,  M'  un  point  voisin  ;  on  peut  aller  de  M  en  M  par 
le  chemin  MAM'  tracé  sur  la  surface,  l'élément  tic  courbe  MA 
étant  dans  le  [)lan  A=c,  1  élément  de  courbe  AM  ctaiit  cbms  le 
plan  \l^u-\- lu.  Les  ordonnées  étant ///M,  a\,  m  .M  ,  menons  Ma 
parallèle  et  égale  ii  ma,  menons  a;/.'  et  A|jl  parallèles  et  égales  ii 
ani'  ;  nous  aurons 

Av=  |x'M'  =  a';x"  +~f7'M'  =:liA  +  a"  M' 

a.V  .       ,      u"  M'  . 

=  — -   X  A«  -f  -! X  Ak- 

lit  Av 

=  (Y'l:  +  £)  A«-h(Y'v-f  i)  \y. 


4Vi  G.    lOSTEM-: 

V  étant  rordonnée  sur  la  conibc  AM',  ou,  en  considérant  la 
section  MB  de  la  surface  par  le  plan  U  =  «  au  lieu  di'  la  section 
AM   par  le  plan  U^//^-A/^ 

Av  =  (V-  -f  sj  X  A«  +  (Y'v  +  t")  X  Av. 
Donc... 

2.  A  tout  prendre,  il  résulte  des  hypothèses  laites  que  la  snr- 
l'ace  \=^f[\j,  Vj  a  un  plan  tangent  en  M,   lequel  est    déterminé 

par  les  tangentes  en  M  aux  deux  sections  M  A  et  M  B  :  ce  plan 
a  pour  équation 

Y  =1  AU  +  BV  +  C, 

A  et  B  étant  Y\  et  \\  ;  comme  la  tangente  en  M  a  la  courbe 
>l  ^  f  i(,  v)  est  dans  ce  plan  tangent,  on  a  immédiatement 

r'  —  ku'  +  Bv'. 

De  telles  démonstrations  sont  repoussées  par  renseignement, 
peut-être  ii  tort  ;  on  écarte  trop  V intuition,  qui  est  le  procédé  des 
inventeurs,  et  Ion  décourage  les  élèves  c[ui  se  sentent  incapables 
de  faire  des  choses  aussi  bien  arraji^ces  que  celles  qu  on  leur 
apporte  en  classe.  On  leur  apprend  a  démontrer  bien  plus  (jua 
trouver.  Moins  de  synthèse  et  plus  d'analyse  pourrait  être  un 
bien,  et  c'est  ainsi  que,  en  Géométrie,  on  devrait  souvent  poser 
lu  question  et  la  résoudre,  après  avoir  montré  qu'elle  est  bie/i  posée. 
au  Heu  d'cMioncer  le  théorème  au  début  ;  je  citerai  comme  exemple 
le  théorème  relatif  au  côté  d'un  triangle  opposé  à  un  angle  aigu 
ou  obtus,  en  observant  ({ue  la  position  de  la  question  conduit  :i 
l'emploi  des  segments  (ou  yecteurs  mesurés)  :  on  ptnit  obsei'vei- 
à  priori  que,  si  Ton  donnait  la  hauteur  du  triangle  au  lieu  de 
la  projection  du  côté  (un  sinus  au  lieu  d'un  cosinus),  on  aurait 
un  ladical,  et  le  yérifier. 

G.  FoNTKNÉ    Paris^. 
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Congrès  des  mathématiciens  allemands  ;  Aix-la-Chapelle. 
Septembre  1900. 

La  réunion  annuelle  des  malhéiuaticieiis  allemands  a  eu  lien  en 
commun  avec  le  congrès  des  naturalistes  et  médecins  de  1  P'n^rnire  à 
Aix-la-Chapelle  du  iG  au  '22  septembre  1900.  I^es  travaux  annoncés  ont 
donné  lieu  à  d  intéressantes  séances,  au  nomlire  de  cinq  et  d'une  duré" 
de  plusieurs  heures  chacune. 

Voici  la  liste  des  communications  présentées  : 

Première  séance,  présidée  par  M    le  professeur  I".  .Miiumcns. 

MittaoLefilei!  (Stockholm)  :  Représentation  analytique  des  fou- 
tions monogènes  à  plusieurs  vai'ial>l«s  indépendantes. 

.\.  KxESEit  (Dorpat)  :  Sur  le  développement  et  l'état  actuel  du  caiciii 
des  vai'iations. 

Ce  dernier  travail  lait  partie  de  la  catégorie  des  Rapports  «pic  1,( 
DFA'TsriiK  MATHKMATfKKiî  \' i:i!i:im<;ln(;  a  coutum<'  de  proposer  cluKpie 
année. 

Deu.rii'inc  sciuicc.  présidée  par  .M.  le  professeiir  IhuîEUT. 

A.  ^^'A^■(;Kltl.^■  (Halle)  :  i)  Démonstration  d'un  théorem.-  <ur  I  s 
lignes  de  courhure  ;  2)  Détermiualion  des  surfaces  à  c(uirl)ure  cons- 
tante. 

1^.  Staeckki.  fKiel)  :  Contribution  à  la  tliéorie  des  lignes  géodé- 
siques. 

.MiNKowsKi  (Ziirich):  Les  notions  di'  longueur.  île  surfaïc  et  de 
volume. 

Troisirnie  séance,  présidée  par  M.   le  professeur  \\  AM;i:ni\. 

IL  FniCKE  (Braunschweig)  :  Sui-  la   théorie  des  séries  df   Poincarc 

Vu.  Meyeh  nû'migsberg)  :  Théoi-èmes  gi-ométriques  analogues  à  ceux 
de  Pascal  et  de  Desargues. 

I*..  Steimtz  ((]harlottenburg)  :  Sur  la  théorie  des  groupes  abélien-. 

A.  ScHOUTE  (Groningue)  :  Sui"  le  nombre  des  points,  des  droites,  et 
des  plans  dans  lespace  à  n  dimensions. 

Oiiafrirnie  et  cinf/tiirnic  sca/ircs,  présidées  par  M.  le  professeui" 
vo\  Mancoi.dt. 

L.  .lfH(;ENS  (.Vachen)  :  Calcul  de  délerminaîils. 

II.  KoTTEiî  (.\a(dien)  :  Consirin-lion  de  la  surface  du  second  oi'dre 
contenant  neuf  points  donnés. 
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F.  Meyeu  (Koiiigsberg)  :  Sur  les  formes  hiliiiéaires  singulières  et 
les  relations  entre  déterminants  mineurs. 

Vox  M.VNGOLDT  (Aaclien)  :  Un  problème  de  rAi-ithmétique. 

F.  Kleix  (Gottingen)  :  La  Mécanique  et  la  Physique  dans  IIÙrvcIo- 
pédie  des  sciences  mathématiques. 

Cette  dernière  communication  a  été  présentée  dans  une  séance  com- 
mune aux  sections  i  (mathématiques),  j  (physifjue),  5  (mathématiques 
appliquées)  et  17  (enseignement  des  sciences  mathématiques  et  natu- 
relles). Elle  a  donné  lieu  à  une  intéressante  discussion  à  laquelle  ont 
pris  part  à  la  fois  les  mathématiciens,  les  physiciens  et  les  ingénieurs. 

Xous  ne  dirons  rien  des  travaux  présentés  à  la  section  17  (ensei- 
gnement des  sciences  mathématiques  et  naturelles)  ;  ils  se  rattachent 
les  uns  à  renseignement  des  sciences  naturelles,  les  autres  à  celui  de  la 
géographie. 

Souscription  pour  la  publication  des  œuvres  complètes 
d'Eugène  Beltrami. 

A  la  mort  du  savant  géomètre  Eir.i:xE  BeltiîAMI  la  Faculté  des 
Sciences  de  l'Université  de  Rome  résolut  de  se  faire  linstigatrice  dune 
œuvre  destinée  à  perpétuer  le  souvenir  de  l'un  de  ses  plus  éminents 
professeurs.  Elle  réalise  aujourd'hui  ce  projet  en  ouvrant  une  souscrip- 
tion dont  le  produit  sera  allecté  à  la  pul)]icalion  des  œuvres  complètes 
de  Beltrami  et  à  la  fondation  dun  prix  rappelant  à  la  jeune  génération 
l'illustre  nom  du  maître.  Il  a  semblé  eh  effet  à  la  Faculté  que  cette 
fondation  serait  le  monument  le  plus  durable  et  le  plus  digne  de 
l'homme  aussi  savant  que  modeste  dont  elle  déplore  la  perte. 

Persuadée  qu'ils  voudront  l'aider  à  réaliser  ce  projet,  la  Faculté 
s'adresse  à  tous  les  hommes  de  science,  à  tous  les  amis  et  admirateurs 
du  grand  mathématicien  que  fut  Beltrami.  On  peut  espérer  que  le 
nombre  des  adhérents  sera  d'autant  plus  grand  ([ue  la  Faculté  leur 
offre  le  précieux  avantage  de  pouvoir,  par  une  somme  relativement 
modeste,  à  la  fois  honorer  un  maître  et  acquérir  ses  œuvres.  Les 
lecteurs  de  ï /ùiscignc/ncnt  inat/icinatique  (')  ont  pu  pren^lre  connais- 
sance de  la  liste  des  travaux  de  Beltrami.  Ses  cruvrcs  ne  fourniront  jias 
moins  de  trois  à  <puitre  voluujes  comprenant  un  total  d  environ 
■j.  000  pages  in-'i". 

Les  contriimtions  sont  recueillies  par  M.  Isaia  Sonzogno,  segretario 
délia  Scuola  d'Applicazione  per  gli  Ingenneri,  Piaz/.a  san  Pielro  in 
Vincoli,  5,  Borna. 

Le  souscripteur  cpii  i-uverra  une  contril)Uli(in  mm  intérieure  a 
5o  francs   en  or  aura   droit    à   un    excmphiirc    des   (cuvres  conq)lètes. 


(')  A'//^'.  lifltraiiii.  sa   rie  et  ses  œnrrcs.  par  G.    Fkatiim,   ri'    i,   v»."  aimi-o,  p.    i;')- 
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Les  périodiques  mathématiques  des  Etats-Unis. 

Vi' American  Journal  of  Mat/iciiiatics  est  assez  connu  pour  qu  il  sullise 
de  rappeler  qu'il  a  été  fondé  à  Baltimore  en  i8y8,  j)ar  ,I.-.I.  Sylvi:steu 
sous  les  auspices  de  la  Johns  Ilopkins  University  et  qu'il  a  été  conti- 
nué, depuis  i885,  par  les  professeurs  Simox  Xewcomb  and  Thomas 
Craig.  Le  volume  actuellement  en  cours  de  publication  (t.  -li)  est 
dirigé  par  Simon  Xewcomb  avec  la  collaboration  de  A.  Cohkx,  Frank 
MoRLEY,  Charlotte  A.  Scott,  etc. 

La  société  mathématique  de  New-York  [Xcn'-York  niatlieniatical 
Societi/),  fondée  en  1891,  puljlie  dès  sa  première  année,  sous  le  titre  de 
Bulletin,  une  revue  historique  et  critique  des  sciences  mathématiques  ; 
cette  pul)lication  paraît  cliu([ue  mois,  excepté  en  août  et  en  septembre. 
En  189',  le  nom  de  la  société,  et  par  conséquent  celui  du  bulletin  ont 
été  changé  en  celui  de  Aniercean  mathcniatiral  Society.  Le  bulletin  a  eu 
pour  rédacteur  en  chef,  jusqu'en  1899,  M.  Thomas  S.  Fiske,  et  depuis 
celte  année  il  est  dirigé  par  M.  l'".->>.  Cole  avec  la  collaltoration  de 
MM.  A.  ZnvET,  F.  Morley  et  0.  Lovett. 

L'an  dernier  la  Société  a  décidé  de  publier,  outre  le  Bulletin,  une 
revue  trimestrielle  intitulée  The  Transactions  of  t/ie  American  niat/ic- 
maiiral  Society  et  consacrée  uniquement  aux  recherches  appartenant  au 
domaine  des  mathématiques  pures  et  applitpiées.  Le  comité  de  rédac- 
tion est  coniposé  de  MM.  les  professeurs  F. -H.  Moore  (Chicago), 
l-^.-W.  Broavn  (Haverford)  et  T. -S.  Fiske  (Xew-York;.  Les  deux  pre- 
miers numéros  parus  comprennent  plus  de  2JO  pages  in-','-  Nos 
lecteurs  en  trouveront  le  sommaire  dans  le  Bulletin  biùliograp/iit/ue  du 
présent  numéro. 

l'ne  autre  revue  également  consacrée  aux  mémoires  originaux,  mais 
d'un  degré  un  peu  moins  élevé,  a  pour  titre  The  Anxals  of  Mathe- 
MAT1CS.  De  188',  à  1899  douze  volumes  ont  été  publiés  sous  les  aus- 
pices de  ITuiversité  de  S'irginia  par  M.  le  professeur  Armand  Stone 
avec  la  collal»oration  de  plusieurs  savants  américains.  Depuis  un  an  ce 
journal  est  publié  sous  les  auspices  de  lullar^'ard  i'uii'crsity.  Dans  celte 
nouvelle  série  une  place  importante  sera  faite  au  côté  pédagogi<jue. 
i:ilc  est  dirigée  par  MM.  les  professeurs  U.  Stom:,  \\'.-1".  Byeri.v, 
M. -S.  ^^'IHTE,  W.-F.  Os(;ooD,  et  >L  lîôcnER;ces  noms  sullisenl  pour 
assurer  à  la  revue  des  travaux  de  premier  ordre. 

Les  Annals  of  Mat/ienialies  ne  sont  que  la  continuation  d'un  pério- 
di(pu'  publié  de  187',  à  188'},  par  MM.  J.-l^.  liiCNniucks  (des  moines, 
.lowa)  sous  le  titre  '/'//'■  A/ialyst. 

Au  milieu  du  dix-neuvième  siècle  plusieurs  Iciitalives  oui  eti-  laites 
pour  fonder  des  journaux  ayant  principalemenl  pour  but  de  proposer 
elde  résoudre  des  problèmes  malhémaliipies.  .Mais  aucun  de  ces  jour- 
naux n'a  eu  une  longue  existence.  Le  meilleur  élail  le  Mal/icmatical 
Monthlcy   publié  par  J.-D.  IU.nki.i:  pendant   les  années    i8')9,  i8()oet 
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18G1.  Actiu'Ut'iuenlil  existe  plusieurs  périodiques  poursuivant  le  iiiAine 
but  et  pui)liant  la  discussion  de  problèmes  empruntés  aux  mathéma- 
tiques élémentaires  ;  mais,  les  problèmes  proposés  sont  souvent  plus 
curieux  qu  instructifs.  Parmi  les  revues  qui  appartiennent  à  cette  caté- 
gorie, celle  qui  a  le  plus  de  succès  est  certainement  r^wer/ca/i  mailie- 
nutiical  MoiliIiIcij  ;  elle  a  été  fondée  il  y  a  sept  ans  et  a  pour  .directeurs 
MM.  B.-F.  FiNKKL  (Spriniieldj  et  J.-M.  Golaw  (Montereyj.  Il  y  a  lieu 
de  signaler  en  outre  le  Matliematical  Visitor  publié  depuis  187-  par 
M.  AiiTEMAS  Mautix  et  consacré  surtout  à'IAlgèbre  élémentaire  et  an 
Calcul  des  probabilités,  et  le  Mathcmatital  Magazine,  publication  tri- 
iriestrielle  paraissant  depuis  1882. 


Œuvres  complètes  de  Gauss. 

La  publication  des  o-uvres  de  Gauss,  interrompue  ])cndant  près  de 
vingt  ans  par  suite  d  une  série  de  circonstances  défavorables,  va  pou- 
voir être  menée  à  bonne  fin,  grâce  à  linitiative  de  ^IM.  F.  Kkin. 
Bkexdel,  Fiucke,  Staeckel  et  d'autres,  avec  le  bienveillant  concour- 
de  la  Société  royale  des  sciences  de  Gôttingue. 

Aux  six  volumes  parus  de  18^0  à  1880  viendront  s'ajouter  encore 
quatre  volumes. 

Le  tome  Vil,  actuellement  sous  presse,  contiendra  le  célèbre  iné- 
moire  intitulé  Theoria  motus  et  l'ensemble  des  recherches  de  Gauss  sur 
le  calcul  des  perturbations  en  astronomie. 

Le  tome  VIII  comprendra  une  série  de  notes  non  encore  publiées  et 
se  rapportant  à  l'Arithmétique,  à  l'Analyse,  au  Calcul  des  probai)ilité- 
et  aux  recherches  sur  les  fondements  delà  (réométrie. 

Dans  le  tome  IX  seront  réunis  les  notes  complémentaires  relatives  à 
la  Physique  mathématique  et  travaux  concernant  la  Géodésie. 

Enfin,  le  tome  X  sera  consacré  à  la  biographie  et  à  la  correspondance 
niatliématiqne  de  Gauss. 


CORRESPONDANCE 


Giuul.  le  3  octobre  1900. 


Cher  Collègue, 


La  démonstration  du  postulaluni  d'JCuclid(;  insérée  pages  38i-i88  du 
tome  II  de  V Enseignement  matlicmaliquc  et  due  à  M.  Tikhoniandritzk)^ 
ne  me  semble  pas  exacte.  Posons,  en  effet. 


=  EF.  r  rr  FO.  c  =  GO; 


soient  CFE  =  X,   lOG 


les  angles   d  asvu.plotisme  (parallé- 
o 


lisme  lobatehefskien)  de  FC  avec  AF  et  de  I(>  avec  CG,  OF  étant  per 

pendiculaire  à  AF  et  OG  à  CF  ;  7  étant  l'angle  l'<  )G. 

On  aura 

Sh3  I  TI13 


shr 


•Il  7. 


cos  (3  +  71  =Tl.c. 


Va\  éliminant  entre  ces  équations  -  et  -;,  on  trouve 
chv  zr:  siii  |irli.r  -f-  eus  '-j  >liv. 
d"où  Ton  tire  3 


eh  (.!■  -f-r) 


cos  fi  =  Tli  (.»•  +.^')' 


11  résulte  que  01  est  asymptote  de  FA,  en  mèuu'  temps  (pi  a>ympt<>ic 
Ue  CG.  Donc  dans  la  figui-e  de  la  page  386,  quand  01  devient  inlini, 
OK  devient  aussi  inlini,  contrairement  à  ce  que  dit.  page  >.S'j, 
ligne  '33,  le   savant  analyste  de  Kliarkof. 

^  otre  dévoué, 

V.  .Ma.nsio.n. 


BIBLIOGRAPHIE 


Les  Mathématiques  en  Portugal  au  XIX'  siècle,  .ipen-n  liisiori(/ue  et 
hihliographif/iie,  par  Rodolphe  Glimakaes,  Lieutenant  du  Génie,  Membre 
de  1  Académie  des  Sciences  de  Lisbonne,  i  vol.  in-î»,  i68  pages  ;  Coïinbre, 
Imprimerie  de  l'Université,  1900. 

M.  R.  Guiniaràes  a  été  chargé  par  le  Commissaire  Royal  du  Portugal, 
à  l'occasion  de  l'Exposition  Universelle  de  1900,  de  publier  un  Aperçu 
histori(/ue  et  bibliographique  des  Mathématiques  en  Portugal  au  xix"  siècle. 
Ses  nombreux,  variés  et  appréciés  Mémoires  lui  donnaient  l'autorité  néces- 
saire pour  présenter  les  travaux  de  ses  compatriotes.  On  peut  dire  qu'il  s'est 
acquitté  de  cette  délicate  mission  avec  talent  et  impartialité,  en  analysant  les 
Mémoires  originaux  d  une  manière  assez  détaillée  pour  permettre  au  lecteur 
de  se  rendre  compte  de  leur  portée  et  en  donnant  les  titres  des  Ouvrages 
destinés  à  tous  les  ordres  d'enseignement.  C'est  avec  intérêt  qu'on  jjarcourt 
son  travail,  parce  que  l'activité  des  mathématiciens  portugais  s  est  portée 
sur  les  principales  questions  modernes  et  que  Ton  y  rencontre  des  recherches 
dignes  de  fixer  l'attention  des  savants. 

Sans  insister  sur  l'utilité  des  travaux  analogues  à  celui  de  M.  Guiniaràes. 
remarquons  qu'il  est  bon  qu'à  certaines  époques,  des  savants  prennent  la 
peine  de  présenter  au  public  les  analyses  des  travaux  entrepris  pendant 
leur  siècle  dans  les  diverses  branches  des  Sciences,  comme  cela  a  été  fait  en 
France,  il  y  a  trente  ans,  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruclion 
publique,  car  ces  analyses  sont  utiles  à  ceux  qui  font  des  recherches,  en  leur 
montrant  les  résultats  obtenus  et  ce  qui  reste  encore  à  trouver. 

M.  R.  Guimaràes  donne  d'abord  un  aperçu  succinct  des  découvertes  mathé- 
tiques  faites  depuis  un  siècle  et  demi.  Dans  son  travail  on  voit  appréciées 
avec  de  très  exactes  expressions,  bien  que  succinctes,  les  immortelles 
découvertes  des  Euler,  Laplace,  Gauss.  Cauchy,  Weierstrass,  Hermite, 
Poincaré....  en  Analyse,  et  des  Monge,  Caruot,  Poncelet:  Chasles,  Steiner, 
Riemann....  en  Géométrie.  L'Auteur  présente  ensuite  l'historique  des  progrès 
que  les  Mathématiques  ont  faits  en  Portugal  à  partir  du  xvi''  siècle,  en 
montrant  les  efforts  de  Pedro  Nunes,  au  xvi'-  siècle,  et  de  Azevedo  Fortes, 
au  xviii''  siècle,  pour  organiser  en  Portugal  l'Enseignement  mathématique: 
en  analysant  les  écrits  sur  l'Astronomie  de  J.-J.  Soares  de  Ramos  Yascon- 
cellos  et  de  Monteiro  da  Rocha,  et  ceux  sur  la  Géométrie  et  sur  la  Méca- 
nique de  Anastacio  de  Cunha,  au  xviii*^  siècle.  Il  fait  enfin  tous  ses  efforts 
pour  montrer  l'importance  des  travaux  mathématiques  de  ses  compatriotes 
j)endantle  xix^  siècle,  en  suivant  le  classement  du  Répertoire  bibliographique 
des  Sciences  mathématiques. 

(.)uelques-uns  des  écrivains  contemporains  dont  les  travaux  sont  analysés, 
ont   déployé   une  très   grande   activité.    Aiiisi,   M.  F.  Gomes   Teixeira,    qui  a 
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fondé  le  Jouviuil  de  Scieiicias  iiiatliciiialicas  e  astroiioniii-as,  rfiiiarquablo 
par  la  valeur  des  articles  et  contribuant  puissamment  à  maintenir  le  goût 
fies  Mathémalitjues  en  Portugal,  s  est  en  outre  distingué  par  des  Mémoires 
estimés  sur  les  imaginaires,  les  dérivées,  les  intégrales,  les  séries,  la 
mécanique  analytique:  M.  A.  Schiapi)a  Munteiro,  qui  a  dirigé  ses  efTorts  sur 
presque  toutes  les  branches  des  Sciences  mathématiques  et  qui  a  le  don  de 
réussir  en  envisageant  les  questions  sous  un  aspect  très  général,  a  donné,  à 
côté  de  Mémoires  originaux  sur  des  questions  élevées,  de  remarcjuiibles  solu- 
tions de  problèmes  pour  1  lùiseignement  secondaire:  M.  .J.-1'edro  Teixeira 
s'est  occupé  avec  utilité  des  fondions  elliptiques  :  M.  I.-M.  Rodrigues,  qui 
a  surtout  porté  ses  elforts  sur  les  questions  de  balisliquc,  a  écrit  des  Mémoires 
et  des  Ouvrages  utiles  et  bien  appréciés  :  M.  Marroas  Kerreira  a  cultivé 
notamment  la  mécanique  appliqué  et  a  obtenu  des  résultais  vraiment 
intéressants  :  M'.  F.  Oom  a  donné  un  exposé,  qui  est  à  consulter,  des  obser- 
vations méridiennes  de  la  planète  Mars,  faites  par  lui  et  par  M.  G. -A.  Campos 
Rodrigues  à  l'Observatoire  royal  de  I^isbonne,  pendant  l'opposition  de  1892  : 
M.  R.  Guimarâes,  dont  les  travaux  se  distinguent  par  la  précision  et  la 
clarté,  a  publié  des  Mémoires  pleins  d'intérêt  sur  divers  sujets  importants 
et   notamment  sur  les  coniques  et  les  quadriques. 

11  reste  encore  beaucoup  d  autres  Auteurs  de  recherches  matluMiialiques 
importantes  :  je  les  prie  de  me  pardonner  de  ne  pas  citer  leurs  noms  dan»> 
ce  compte  rendu,  qui  déjà  dépasse  les  limites  qui  m'ont  été  assignées. 

En  résumé,  le  beau  travail  de  M.  R.  (iuimaràes  montre  ([ue  le  Portugal 
est  digne  d  occuper  un  rang  honorable  parmi  les  nations  qui  cherchent  à 
é-tendre  les  limites  de  la  Science. 

Er.nf.st  Lkho.n'  (Paris), 


Marcii,  BiuiKiiiN.  — Mémoires  originaux  sur  la  Circulation  générale 

de  l'Atmosphère.   —  i    vol.   1m-S"  iK-   w-iG')  pagi's.    njoo.   (icorges    (]arn'' 
et  C.  Naml.  l'.iiileurs.   Prix  :  G  francs. 

Le  titre  du  recueil  que  M.  Marcel  Rrillouin  présente  aujourd'hui  aux 
météorologistes  quelque  peu  théoriciens,  aux  astronomes  et,  je  le  crois  aussi, 
aux  géomètres  indique  d'une  façon  fort  claire  le  but  poursuivi.  Il  s  agit  de 
faire  connaître  l'état  actuel  d  une  question  aussi  utile  que  difliclle. 

L'étude  dti  mouvement  des  fluides  recouvrant  les  planètes  présente  à  un 
haut  degré  des  difficultés  comparables  à  celles  quolfreiil  les  problèmes 
de  la  Mécanique  Céleste  proprement  dite  avec  cette  circonstance  aggravante 
que  les  dispositions  naturellei  facililanl  les  approximations  sont  moins 
nombreuses  encore. 

Les  mouvements  marins  et  aériens  que  nous  observons  à  la  surface  de 
notre  globe  étant  dus  à  son  mouvement  de  rotation,  à  l'iné-gaie  dlslribulion 
de  la  chaleur  solaire,  à  linduence  perturbatrice  des  masses  du  Soleil  et  de 
la  Lune,  il  serait  bien  désirable  que  1  on  puisse  d'abord  démêler  les 
différents  effets  dus  à  ces  différentes  causes. 

Ainsi  envisagé  le  problème  n'est  pas  encore  résolu. 

Les  premières  explications  voyaient  uniquement  la  cause  des  venis  dans  la 
réparlllion  variable  <ie  la  chaleur  du  Soleil  à  la  surface  de  la  Terre:  d'autres, 
récentes  celles-là,  attribuent  tout  à  la  rotation  de  la  Terre  quonpi  il  siiid)le 
probable  que  la  vérité  soit  en  un  juste  milieu. 
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Dans  l'ouvrage  de  M.  Marcel  Brillouin,  les  mémoires  de  Halley,  Hadioy, 
Maiirv,  Ferre4,  Siemens,  Moller,  Oberbeck,  Ilelnilioltz  défilent  sotis  nos 
yeux. 

Tout  d  abord  nous  voyons  lastrouorne  Halley  exjiliifuer  les  venls  d'Kst 
observés  dans  les  Océans  Atlantique,  liltJjiopique  et  l'acHique  d  une  façon 
assez  bizarre.  D  après  lui  1  air  a  une  marche  générale  de  l'iïst  à  1  Ouest 
parce  qu  il  suit  le  point  où  sa  densité  est  la  j)lus  faibe,  point  qui  conserve 
loujf)urs  le  Soleil  à  son  zénith  et  fait  naturellement  le  (oui-  de  notre  planète 
en  un  jour  solaire  vrai.  Si  Halley  pense  à  la  rotation  de  la  Terre  c  est 
plutôt  pour  en  contester  rinfluence. 

Cinquante  ans  plus  tard,  Hadley  offre  une  explication  plus  rationnelle. 
L'air  froid  qui  marche  des  pôles  vers  Téquateur  s  éloigne  de  plus  en  plus  de 
Taxe  de  rotation  de  la  Terre  si  bien  que  sa  vitesse  dans  le  sens  des  parallèles 
diminue  de  plus  en  plus  d'après  le  principe  des  aires,  et  qu'il  reste  en 
arrière  des  corps  invariablement  fixés  au  sol  et  entraînes  de  ce  fait  vers 
lEst.  Le  résultat  apparent  est  le  vent  d'Est  qu'il  s'agissait  d'explicjuer . 

C'est  plus  d'un  siècle  après  Hadley  qu'arrivent  les  explications  sinon  très 
remarquables  du  moins  très  remarquées  de  Maury.  Son  successeur.  Kerrel. 
le  juge  assez  sévèrement  et  M.  Marcel  Brillouin  en  fait  autant    aujourd'hui. 

Maury  est  ce  que  Laplace  appelle  «  un  partisan  des  causes  finales  w.  Il 
admirerait  volontiers  la  divine  Providence  qui  a  fait  passer  les  cours  d  eau  au 
milieu  des  villes.  Cet  esprit  religieux  qui  porte  sans  cesse  à  prendre  les 
effets  pour  les  causes  et  à  voir  dans  1  harmonie  universelle  non  pas  des 
adaptations  successives  faisant  dériver  le  compliqué  du  simple,  mais  tout 
d'abord  des  faits  intangibles  auxquels  il  faut  subordonner  tous  les  autres, 
^L^ury  le  possède  à  un  très  haut  point,  ou,  ce  qui  est  à  mon  avis  uue 
façon    beaucoup  plus  exacte  de  parler,  en   est  possédé. 

Maury  célèbre  la  sagesse  du  Créateur  parce  qu'il  y  a  d  immenses  océa4is 
jxjur  alimenter  les  fleuves.  Il  ne  lui  vient  pas  à  l'idée  que  si  la  Terre  s  était 
trouvée  à  l'origine  dans  des  conditions  astronomiques  différentes,  telles,  par 
exemple,  que  le  volume  de  1  eau  des  océans  fut  réduit  notablement,  il  y 
aurait  eu  un  autre  régime  hydrographique  et  qu  à  supposer  que  des  êtres 
pensants  aient  pu  s'adapter  et  se  développer  dans  ces  conditions,  le  fait 
même  de  leur  adaptation  aurait  pu  faire  trouver  à  ceux  d'entre  eux  n  eu 
ayant  pas  conscience  qu'ils  ont  été  1  unique  souci  d  un  Créateur  qui  a 
arrangé  à  leur  usage  tout  le  système  du  monde.  Les  idées  religieuses  de 
cette  nature  qui  sont  encore  d  une  ténacité  si  incom])réhensible  et  tout  à  fait 
hors  de  proportion  avec  le  peu  de  difficulté  qu  il  y  a  à  les  réfuter  depuis 
1  avènenient  des  théories  évolutionnistes,  abondent  dans  le  travail  de  Maury. 
et  M.  Marcel  Brillouin  a  grandement  raison  de  dire  <juc  o  ce  (|ui  lui 
appartient  en  propre  est  de  pure  fantaisie  ». 

Avec  Ferrcl  nous  tombons  dans  le  positivisme  analyli(pie  moilerne.  T>ans 
son  second  mémoire  surtout,  il  essaye  de  se  tenir  sur  le  tei-rain  de  la 
Mécanique  rationnelle  et  arrive  à  des  résultais  de  très  grande  valeur.  Il  part 
des  (''(luations  générales  de  1  Ilvdrodynamicpie  appliquées  a)i  mouvement 
relatif  d'un  fluide  à  la  surface  d  une  planète  sphérique  et  parfailemenl  polie, 
et  arrive  à  ce  résultat  intéressant  qu  une  pareille  planète  posséderait  des 
calottes  polaires  totalement  dépourvues  d'atmosphère. 

En  r<'-alilé  la  Terre  n'est  ni  spht-rique  ni  parfait<'menl  polie  ;  de  plus 
1  action    perturbatrice    de  la    chaleur    solaire    doit    déranyer    beaucoup   les 
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clioses.  11  non  est  pas  moins  vrai  ([lu'  ce  mciuoire  (lu  Ftircl  coiislitue  un 
nionumonl  analytique  aussi  intôrossant  i[ue  reniai-quablc  et  que  son  auteur  a 
•  u  le  premier  le  grand  honneur  d'introduire  le  calcul  dans  la  (jucslion, 
inarclianl  ainsi  devant  Siemens,  MoUer,  Oberbeck  et  Helmhollz. 

11  est  bien  diflicile  de  donner  ici  une  idée  des  travaux  de  ces  quatre 
derniers.  11  faudrait  reproduire  de  longs  passages  de  leurs  mémoires  et 
beaucoup  de  formules.  C  est  maintenant  la  même  idée  qui  domine,  et 
attribue  les  mouvements  de  l'aUnosphére  à  rinlluence,  sinon  unique,  du 
moins  prépondérante  de  la  rotation  de  la  Terre.  Ce  diflicilo  problème  de 
mouvement  relatif  est  traité  avec  une  perfection  de  plus  en  pins  grande,  et 
cestpourquoi  je  disais  en  commençant  que  le  recueil  de  M.  Marcti  Brillouiii 
était  susccptil)le  d'intéresser  les  géomètres. 

Le  mémoire  de  Helmhollz  termine  admirablement  le  livre.  L'illuslre 
savant  traite  la  question  extrêmement  intéressante  des  couches  almosphé- 
ri([ues  annulaires  suj)posécs  à  des  lempi''ralures  (lifféreiiles  et  tient  compte 
lie  l'influence  de  la  viscosité. 

Il  y  a  là  une    partie  peu   coiniue   de    l'œuvre  de  Helmholtz.    Puisse-t-elle, 

comme    M.    Marcel    Brillouin    en     exprime    l'espoir,    sous    l'influence    des 

nouveaux    progrès  de  la  Mécanique  des  fluides,   notamment  de   ceux  dus  à 

JM.    Boussincsq.     devenir    une     théorie    achevée,    première    approximation 

heureuse  de  la  théorie  générale  relative  à  la  Terre  telle  qu'elle  est. 

A.    Br.uL  (Paris). 


Alexis  Bkrtkam).    —   Les  études    dans   la  démocratie;    i    vol.   m-^" 

(Biblioth.    tle    Philosopliie    conleinporainc)    288     p.:     prix     j    fr.  ;     Paris, 
F.  Alcan,   1900.  » 

Ce  livre,  fondé  sur  une  iDiignc  expérience,  consliuit  avec  une  logique 
précise,  vient  comljler  une  lacune  en  projetant  une  vive  lumière  sur  des 
questions  d'éducation  et  d'enseignement  de  la  plus  grande  actualité. 

On  pourrait  dire  cju'il  fut  écrit  en  réponse  à  cette  déclaration  tie 
M.  Fouillée  :  «  il  est  incroyable  que  le  pays  (pii  a  vu  naître  Descartes  et 
A.  Comte,  (jui  a  reçu  d  eux  la  plus  haute  des  conceptions  de  la  science  et 
de  l'enseignement  scientifique,  n  ait  pas  encore  fait  un  olfort  sérieux  pour 
transporter  cette  conception  dans  ses  lycées  et  ses  universités.  Ce  serait 
pourtant  là  une  œuvre  originale  et  vraiment  nationale  en  même  temps 
qn  humaine.    » 

Il  semble  qu  aujourd  hui  même,  après  un  siècle  de  li-avaux  sans  nombre, 
on  n  en  soit  arrivé  en  fait  de  science  universelle  ipi  à  des  encyclopédies,  en 
faild'enseignement  qu  à  des  manuels,  sortes  de  fossiles  delà  vie  intellectuelle. 
Le  savant  cherche,  trouve  et  invente  ;  c'est  bien.  Les  sciences  s\>nrichissent 
de  faits  nouveaux,  d'expériences  précises,  de  lois  condensatrices.  (Cepen- 
dant, peu  de  gens  s  occu])enl  à  tasser  les  connaissances  acc|uiscs,  à  les 
résumer,  à  les  coordonner  ;  extraire  de  celles-ci  la  substance  fortifiante  pour 
les  jeunes  intelligences  semble  une  besogne  indigne  d'un  grand  cerveau.  ICn 
un  mot,  on  crée  de  la  science,  mais  on  néglige  de  créer  des  esprits. 

Qui  serait  maitre  de  l'éducation,  disait  Leibniz,  changerait  la  face  du 
inonde.  Il  y  a  là  de  (jiioi  tenter  une  noble  ambition.  Pourtant  jusqu  ici  la 
routine  et  1  opinion  ignorante  ou  paresseuse  ont  disposé  dune  force  d'inertie 
iiiflisanle   pour   empêcher  l'orgueil    humain  dans    sa  marche  sur  celte  voie. 

Eiisoigncmciit  math.  3o 


46-i  BlBLIOGHAI'IUr. 

Un  mouvement  se  produit  à  1  heure  actu<-Ue  qui  leu'l  à  faire  de  la  science 
cducatricela  première  des  recherches  dont  lesprit  humain  puisse  s'occuper. 
Il  semblait,  jusqu  ici  que  ce  mouvement  fût  un  indice  timide  d'une  revendi- 
cation à  peine  osée  ou  peu  désireuse  d  aboutir.  Une  triple  opposition 
lempèchait  :  celle  des  uni'.ersitaircs  au  nom  des  traditions,  celle  des  con- 
i^rés^ations  au  nom  des  intérêts  et  par  peur  de  linconnu,  celle  de  l'esprit 
public  au  nom  de  1  ignorance  qui  préfère  mille  lois  la  routine  à  des  innova- 
tions qui  forcent  à  réfléchir  et  à  se  déterminer.  L  opposition  sous  ces  trois 
formes  subsiste  encore,  mais  il  s'est  trouvé  un  universitaire  assez  hardi,  pour 
se  servir  de  sa  situation  éminente.  à  la  lin  de  jeter  avec  succès  les  bases 
dun  enseignement  qui  pût  convenir  aux  besoins  de  la  génération  nouvelle, 
à  la  vie  «  d'un  français,  né  au.K  dernières  heures  du  dix-neuvième  sièi-le. 
citoyen  d'une  démocratie  républicaine  ». 

M.  A.  Bertrand,  dans  son  beau  livre  documenté,  aux  renseignements 
précis,  aux  vues  originales  et  profondes,  où  les  faits  présentés  se  Irouvenl 
reliés  par  une  dialectique  duiii  merveilleuse  clarté,  prend  les  sciences 
fomme  fondements  de  la  cité  scolaire  future. 

Le  chapitre  préliminaire  des    «  Etudes  dans  la  démocratie  »  est  tout  un 
programme  de  réformes  l'ésumées.  Nous  nous  y  arrêterons,  avant  de  péné- 
trer à  l'intérieur  même  du  nouvel  édifice,  dont  M.  A.   Bertrand  nous  donne" 
le   plan. 

Tout  d  abord,  l'auteur  prend  une  précaution  indispensable  en  ce  temps  de 
réaction  utilitariste  ;  il  ne  vient  pas  proposer  un  modèle  d'école-atelier,  oii 
l'on  parodierait  naïvement  la  vie  ;  il  redoute  les  «  bataillons  scolaires  de 
l'industrie  cl  du  commerce  »  :  il  ne  prône  aucunement  <c  un  enseignement 
prématurément  professionnel,  technique  et,  comme  on  dit,  anglo-saxon  ». 

Voilà  qui  est  bien  entendu.  Cependant  M.  A.  Bertrand  recoimait  que  a  la 
science  elle  même  doit  son  origine  et  ses  progrès  beaucoup  moins  à  la 
curiosité  spéculative  qu'à  des  mobiles  très  intéressés  :  1  Arithmétique  esl 
née  des  échanges  commerciaux...  Ce  n'est  pas  la  Physiologie  qui  a  donne- 
naissance  à  la  Médecine,  ni  la  Sociologie  qui  a  créé  la  Politique  :  c'est  le 
contraire  qui  est  vrai.  Partout  la  nécessité  mère  d'invention  :  partont  lin- 
U'-rêt,  besoin  profond,  stimulation  permanente,  âme  très  matérielle  des  plus 
hautes  recherches  et  des  plus  abstruses  découvertes  ». 

Le    premier    métier  qu'on   doit    apprendre    à    l'homme    c'est    le    métier 

d'homme;   c'est    pourquoi    M.    A.    Bertrand    considère    comme    urgent    de 

vivifier    les   humanités    qui    étouffent    sous    une    poussière     plusieurs    fots 

séculaire,  empêchant  l'air  de  notre  temps  d'y  pénétrer.  Il  faut   «    organiser 

les   humanités    scientifiques,    parce    que    les    sociétés    modernes    vivent    de 

science  et  non  pas  de  beau  langage  grec  ou  latin   ».  Cette  pensée  est  suivie 

d'une  remarque  d'une  grande  justesse,  que  souligneront  tous  ceux  ayant  eu 

charge  d'examens;  c'est  qu  à  Iheure  actuelle,  «  de  toutes  nos  sciences,  nous 

paraissons    encore  plus    surchargés    et   accablés    qu  enorgueillis.    Nous   ne 

savons  pas  leur  faire  produire   toute  la  vertu  éducalricc  ([u'elles  recèlent  ». 

C'est  là  pour  moi  un  des  passages  les  plus  frappants  d  un  livre  qui  ne  les 

compte  pas  au  lecteur  ;  originalité  et  acuité  dans  l'observation  s'}-  rencontrent 

à  la  fois.  Considérer  les  sciences  comme  susceptibles  de  faire    un  apport  à 

l'éducation,  leur  donner  une  action  sur  Ihomme  dans  les  profondeurs  de  sa 

volonté,  leur  piriiicltre  peut-être  de  changer  notre  ligne  de  conduite  dans  la 

vie,  c'était  une  audace. 
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M.  A.  Bertraïul  t-.\pli(jiii\  tout  au  long,  les  raisons  do  son  choix.  In 
avantage  inconteslablo  des  humanités  scientiliijues,  est  tout  daboi'd,  que 
((  les  éléments  des  sciences  fout  partie  intégrante  de  la  science  même  n  . 

Celui  qui  les  possède  a,  si  j  ose  dire,  commencé  sa  fortune  intellectuelle. 
Comparez  avec  1  étude  des  langues  anciennes  :  ici  les  moyens  sont  distincts 
de  la  lîn...  Il  reste  que  létude  des  grammaires  est  un  moyen,  non  un  hul. 
mais  un  moyen  dont  il  est  impossible  de  se  passer  et  qui  exige  de  la  part  du 
jeune  esprit  une  dépense,  en  grande  partie  improductive,  de  nerf  et  de 
moelle.  Qui  se  livre  à  l'étude  de  l'Arithmétique  en  sait  promptement  sur  les 
(juatre  règles  autant  t[ue  Descartes  et  Newton  :  le  moyen  S3  confond  ici  avec 
la  lin. 

Ln  bon  éducateur  doit  agir  comme  un  bon  général  :  si  l'un  ménage  ses 
troupes,  avant  leur  arrivée  sur  le  chan^p  de  bataille,  afln  de  leur  permettre 
un  effort  utile  à  l'heure  où  il  faudra  le  donner,  l'autre  devra  considérer 
avec  attention  la  longueiu-  de  la  route  à  suivre  par  l'enfant  ou  par  l'adoles- 
cent avant  leur  arrivée  dans  une  carrière  délinitive  ;  les  années  de  la 
jeunesse  sont  précieuses  :  il  faut  les  ménager  pour  ne  pas  créer  une  généra- 
tion d'hommes  lassés  et  timorés,  dépourvus  d  initiative,  apeurés  devant  les 
responsabilités  possibles. 

Les  sciences  ont  ici  un  avantage  marqué  sur  les  langues  anciennes  et  la 
Philosophie  ;  plus  intimement  unies  à  la  vie  que  celles-ci,  différence  que  les 
siècles  accentueront  encore,  leur  élude  fait  gagner  du  temps  à  l'élève.  «  Ce 
que  la  science  recèle  de  beau  et  de  bon,  ce  qu'elle  contient  d  esthétique  et  de 
moral,  par  ce  seul  fait  que  Ja  science  est  souverainement  vivante  et 
agissante",  possède  une  puissance  irrésistilile  par  la  continuité  même  de  son 
action    Cette  puissance  il  faut  la  reconnaître  et  lutiliser.  » 

Placer  au  centre  des  études  celles  qui  sont  baignées  le  plus  par  les 
réalités  est  une  entreprise  légitime.  Copernic  mit  le  soleil  au  centre  du 
monde  et  les  conséquences  de  ce  déplacement  mental  furent  immenses  dans 
I  esprit  de  1  homme.  Le  «  copcrnicisme  pédagogique  «  de  M.  .\.  Bertrand 
sera  «  peut-être  un  trait  de  lumière  »  pour  1  enseignement  français  ;  nous  le 
souhaitons  ^^vement. 

Après  nous  avoir  fait  visiter  d'une  manière  rapide  l'édifice  tout  entier  du 
nouvel  enseignement  qu  il  nous  révèle,  M.  A.  Herirand  trouve  qu  il  est  bon 
d  examiner  d  une  façon  particulièrement  attentive,  ses  fondalious  et  son 
sommet.  La  base  :  les  mathématiques,  est  faite  pour  nous  i)laire,  il  va 
sans  dire-  à  cause  de  nos  préférences  mêmes,  nous  considérerons  en  détail 
les  arguments  contraires  à  ce  choix  :  "  n  y  a-t-il  pas,  contradiction  et  im- 
possibilité à  commencer  les  études  secondaires  par  les  mathématiques, 
puisque  les  abstractions  ne  conviennent  pas  aux  eufanls  et  guère  aux 
adolescents  .'  » 

Abstraire,  c'est  modifier  la  vérité  pour  mettre  en  saillie,  suivant  une 
sélection  voulue,  quehjues-uncs  de  ses  arêtes  et  <pielques-uns  de  ses  contours 
effacés,  ce  qui  suppose  une  connaissance  approfondie  des  faits  tels  que  le 
monde  les  présente.  L'abstraction  suppose  une  observation  précise  cl  con- 
tinuelle, alors  que  l'enfant  porte  vaguement  ses  regards  à  la  surface  des 
choses.  Les  mathématiques  ne  sont-elles  pas  au  seuil  des  études  secondaires 
0  le  sphinx  redoutable  qui  semble  en  défendre  1  abord  et  en  interdire 
l'entrée  »  .' 

Il  faut  bien  le  dire.  ;,rriv(>    à   ce  point  de   sou  œuvre,  on   se  demande   a<vec 
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lin  vit'  intérêt  couiraeul  l'auteur  va  se  retourner  contre  les  arguments 
conlraires  qu  il  semble  avoir  amassés  cornue  à  plaisir  à  la  base  de 
son  édifice.  Sa  réplique  est  aisée  :  «  qu'on  veuille  bien  se  rappeler 
que  l'élève  qui  aborde  les  éludes  secondaires  n  est  ni  tout  à  fait  un 
enfant  ni  tout  à  fait  un  ignorant.  Il  a  douze  ans  et  peut-être  quatorze  ans,  il 
a  fait  de  solides  études  primaires,  complétées  s  il  est  nécessaire  par  une 
année  préparatoire  d  enseignement  primaire  supérieur  ». 

h,veiller  l'attention  d"un  jeune  esprit  devant  le  spectacle  des  faits,  des  choses 
et  des  êtres  est  le  problème  social  qu'il  importe  peut-être  le  plus  de  bien 
résoudre  ;  c'est  en  quelque  sorte  donner  la  poussée  initiale  qui  lancera 
Ihomme  coudant  et  fort  sur  les  grands  chemins  lumineux  pour  atteindre  un 
but  lointain  qu'il  voit  déjà,  ou  bien  tout  au  contraire  le  dirigera  vers  la 
région  des  brumes,  oii  le  froid,  l'obscurité,  le  doute,  la  désespérance  1  acca- 
bleront bientôt  en  anéantissant  sa  personnalité.  M.  A.  Bertrand  compte 
trop,  si  mes  souvenirs  de  jeunesse  sont  exacts,  sur  1  enseignement  primaire, 
comme  œuvre  d'initiation  à  la  vie  de  l'esprit. 

On  apprend  bien  au  jeune  élève  à  faire  «  zéro  faute  »  dans  une  dictée,  à 
réciter  très  vite  des  vers  qu  il  ne  comprend  pas,  à  résoudre  des  problèmes 
par  clichés  ;  mais  son  esprit  ne  s'^  ouvre  pas  au  grand  air  de  la  réflexion.  Son 
cerveau  git  dans  une  poussière  d'observations  qu'il  est  nécessaire  plus  tard 
de  chasser  des  lieux  où  elle  s'était  introduite  sans  crier  gare  :  ses  j'eux 
obscurcis  et  fatigués,  ayant  pris  l'habitude  de  se  fermer  au  monde  lumineux 
qui  les  entoure,  devront  tout  d'abord  être  soignés  pour  être  dirigés  ensuite 
vers  le  monde  intellectuel  du  raisonnement,  des  expériences  et  des  observa- 
tions personnelles,  où  l'esprit  se  développe  parce  que  sans  cesse  on  lui  fait 
un  appel  et  qu'on  lui  trouve  un  nouvel  emploi. 

Cette  simple  restriction  apportée  à  l'éloge  des  idées  de  M.  A.  Bertrand, 
je  reviens  à  son  copernicisme.  Il  y  a  dans  renseignement  secontlaire. 
remarque-t-il,  deux  études  essentielles  :  les  langues  et  les  sciences  ;  j'ajou- 
terai même  que  si  les  langues  font  vivre  avec  1  humanité,  les  sciences  font 
vivre  avec  l'Univers.  La  science  est  véritablement  une  langue  avec  laquelle  on 
pense  et  que  Ton  comprend  dans  le  monde  entier;  aussi  très  justement 
M.  A.  Bertrand  donne  le  pas  aux  sciences  sur  les  langues.  «  Or,  il  n'y  a  pas 
d'études  scientifiques  sans  une  initiation  mathématique.  »  L'auteur  suit  alors 
dans  le  développement  de  ses  idées,  la  voie  tracée  par  M.  Laisant,  dans  son 
beau  livre  «  La  Mathématique  ;  Philosophie  ;  Enseignement  »,  non  sans  faire 
un  habile  appel  à  des  philosophes  d'Ecoles  et  de  temps  bien  différents, 
comme  Maine  de  Biran  et  Malebranche.  11  est  curieux  d'entendre  ce 
dernier  s'écrier  :  «  Pauvres  enfants  !  on  vous  élève  comme  des  ciloyens  de 
1  ancienne  Rome  :  vous  en  avez  le  langage  et  les  mœurs.  On  ne  pense  point  à 
faire  de  vous  des  hommes  raisonnables.  »  Et  l'on  sent  dans  cet  admirable 
chapitre  qui  a  pour  titre  «  La  Base  :  les  Mathématiques  »,  que  ^L  A.  Ber- 
trand veut  faire  des  hommes  raisonnables,  en  les  intéressant  dès  leur 
enfance  à  des  éludes  rendues  vivantes.  Simplifier  cl  animer  l'enseignement 
voilà  la  première  tâche  de  léducaleur  contemporain. 

«  Simplifier,  c  est  en  mathématiques  substituer  à  un  mécanisme  de 
théorèmes  un  organisme  d  intuitions  ;  plus  simplement  présenter  la  science 
comme  un  organisme,  c'est-à-dire  comme  un  tout  naturel,  c  est  faire  appel 
au  jugement  plus  qu  à  la  mémoire,  et  compter  sur  lenchaînement  des  idées 
lilutôt  que  sur  leur  emmagasinage.  » 
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Il  faut  permettre  à  1  élève  de  s  orienter,  c  ost-à-dire  de  comprendre 
1  importance  de  chaque  théorème,  en  se  rendant  compte  «  de  la  place  précise 
qu'il  occupe  dans  un  tout  harmonieux  »  ;  et  M.  A.  Bertrand  conseille  1  emploi 
des  moyens  proposés  par  M.  Laisant  :  «le  professeur  de  matliématiques  fera 
un  usage  systématique  des  introductions  et  des  résumés...  Avant  d  aborder 
chaque  chapitre  un  peu  important  de  la  science  que  1  on  étudie,  on  exposerait 
sous  une  forme  résumée  quel  en  est  Tobjct  essentiel,  pourquoi  tel  chapitre 
présente  un  intérêt,  dans  quelles  circonstances  on  pourra  avoir  à  en  faire 
application  et  comment  on  se  propose  d  accomplir  i  exploration  que  l'on  a  en 
vue.  La  route  étant  ainsi  jalonnée  d  avance,  la  compn'hension  des  choses 
sera  plus  naturelle,  1  esprit  d  initiative  et  de  recherche  s  ouvrira  plus 
facilement,  tandis  que  souvent  des  esprits,  même  bien  doués,  ne  peuvent 
surmonter  certaines  difficultés  ni  comprendre  certains  théorèmes,  parce 
qu  ils  marchent  comme  dans  la  nuil,  sans  fil  conducteur,  sans  pouvoir 
deviner  le  lien  qui  existe  entre  les  propositions  successives  qu'on  fait  passer 
sous  leurs  yeux.  »  M.  A.  Bertrand  ajoute  aux  idées  profondes  de  M.  Laisant 
des  remarques  personnelles  :  «  les  leçons  de  révision  ou  de  résumés  seront 
lutile  complément  des  leçons  d  introduction  et  représenteront  la  part 
d  initiative  des  élèves  »  :  que  ceux-ci  «  soient  invités  à  retracer  à  grands 
traits  le  chemin  parcouru,  à  montrer  d'où  1  on  est  parti,  où  1  on  est  arrivé,  à 
rappeler  dans  leur  enchaînement  les  propositions  essentielles,  en  laissant 
les  autres  dans  une  ombre  relative  ».  En  un  mot,  le  jeune  homme  doit  être 
l'artisan  de  sa  pensée  et  non  pas  le  scribe  qui  met  en  place  et  en  ordre  les 
papiers  et  les  mémoires  qui  lui  sont  confiés  sans  en  connaître  1  esprit. 

Si  l'auteur  des  «  Études  dans  la  démocratie  »,  prend  h^s  mathématiques 
comme  base  de  son  édifice,  il  tient  à  revenir  pourtant  sur  l'usage  qu  il 
compte  en  faire:  il  les  considère  plutôt  comme  «  le  cim  Mit  qui  unit  et  qui 
maintient  ».  Je  tiens  à  rapprocher  1  idée  de  ^L  A.  Bertrand  des  vues  de 
^L  Poincaré,  tirées  d'une  magistrale  étude  sur  les  rapports  de  l'analyse  et 
de  la  physique  mathématique  :  «  Toutes  les  lois  sont  donc  tirées  de  l'expé- 
rience :  mais  pour  les  énoncei",  il  faut  une  langue  spéciale  ;  le  langage 
ordinaire  est  trop  pauvre,  il  est,  d  ailleurs,  trop  vague,  pour  exprimer  des 
rapports  si  délicats,  si  riches  et  si  précis.  ^'oiIà  (K)nc  une  premièi-e  raison 
pour  laquelle  le  physicien  ne  peut  se  passer  des  mathématiques  :  elles  lui 
touruissent  la  seule  langue  qu'il  puisse  parler...  Ya  ce  n'est  pas  une  chose 
indifférente  qu'une  langue  bien  faite.  » 

Les  mathématiques  fournissent  une  langue  unique,  claire,  riclie  et  précise 
à  toutes  les  sciences;  à  la  faveur  de  cette  communauté  de  langue,  des 
rapports  plus  étroits  s'établissent  entre  elles.  L'élève  verra  se  dérouler,  à 
leur  faveur,  la  chaîne  de  ces  rapports  ipi'il  pourra  saisir  pour  se  guider  à 
travers  la  science. 

On  a  trop  abusé  en  France  des  études  considérées  comme  des  ornemenls 
de  lesprit,  ou  des  décorations  intellectuelles  mi'nageant  1  entrée  des  carrières 
libérales  :  elles  doivent  jouer  désormais  un  t(»ut  autre  rôle  ;  |)réparor  la 
vie.  M.  A.  Bertrand  na  pas  nianqut-  d  atteindre  ce  d<'-faut  delà  cuirasse  d<> 
notre  enseignement  actmd  d  il  faut  qu  à  quelque  moment  qu  un  élève 
interrompe  ses  éludes,  sa  science  puisse  lui  servir  et  le  suivre  dans  la  vie 
et  pour  obtenir  ce  résultat  il  n'est  qu  un  seul  moyen  :  combim-r  toujours  les 
lois   de   1  abstrait  avec  les  O'cigenccs  du  concret  ». 

Il  est  un  rejirochi'  i|ui-    l'on    ailress-    bien   s'>uvciil    aux    niathi''M)alii|U('s    et 


,i66  DLL  LETIS  mnLIOGRAPIIJQUE 

qii  elles  ne  inérilcnt  ccrtainemenl  pas,  c'est  «le  faire  disparaître  la  poésie 
des  âmes;  je  crois  avec  M.  A.  Bertrand  que  la  science  ne  chassera  de  1  art 
que  l'ignorance,  et  j  ajouterai  à  ce  sujet  qu  il  est  bien  regrettable  de  consta- 
ter chez  les  artistes  une  sorte  de  mépris  pour  les  sciences,  alors  que 
celles-ci,  ayant  étendu  le  pouvoir  de  l'homme  sur  la  nature,  faisant  corps 
avec  lui,  en  lui  et  non  pas  en  dehors  de  lui  dans  un  agrandissement  de  tout 
son  être,  prêteraient  à  1  Art  leur  documentation  inestimable  sur  la  vie. 
li  artiste  saurait  ainsi^  au  cours  de  ses  déformations  esthétiques,  sur  quel 
fond  solide  cl  précis  repose  la  forme  qui  le  séduit  et  l'attire. 

Si  suivant  Maine  de  Biran,  il  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  1  attention 
et  la  réflexion  sont  des  qualités  vraiment  morales,  «  la  science  serait  mora- 
lisatrice par  elle-même,  et  le  savant,  comme  tel,  un  professeur  d  énergie  ». 
M.  A.  Bertrand  soutient  cette  thèse  avec  éloquence,  a  la  fin  de  la  dernière 
partie  de  son  livre. 

A  l'appui  de  ses  merveilleux  arguments,  ne  pourrions-nous  dire  qu  au 
fond,  la  science,  c  est  Ihumanité  en  possession  de  tout  le  savoir,  c[ui 
I  agrandit.  A  la  faveur  de  cet  agrandissement,  1  homme  arrivera  sans  doute  à 
concilier  les  moyens  de  se  déterminer  le  mieu.K  possible  pour  lui,  avec  les 
movens  de  se  bien  conduire  vis-à-vis  des  hommes. 

D  ES.\iNT  fParis\ 
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prix  d'aijcjiimiii'iil  aMim.'l  :  '>  dollars  :  Raltiuiore,  Joiins  llopkins  press. 
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Transactions  ofthe  American  Mathematical  Society;  in-4  ",  vol.  I  :  Lan- 
caster  et  New-York.  ^lacmillan,   1900. 
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on  the  unilatéral  surface  of  Moebius.  —  M.  Bôcher  :  On  regular  singular 
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the  gênerai  problein  of  planetary  motion.  —  J.-l">.  Cami'bei.i.  :  Ou  the  types 
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Educational  Revie'W,  dii-iiiéo  par  N.-M.  Butlkr  ;  vol.  19  :  prix  (riil)Oiino- 
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connaissant  lexistence  de  notre  Revue,  n'en  connaît,  même  de  nom,  ni  les 
Directeurs,  ni  les   membres  du  Comité  de  Patronage. 

Atti  délia  Reale  Academia  dei  Lincei..  anno  297,  série  5",  vol.  IX. 
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Revue  de  Mathématiques  (Rivisia  di  Mathematica),  publiée  par  (i.  Pe.vno, 
prof,  d  Analyse  inhiiitésimale  à  1  Université  de  Turin  ;  t.  VU,  1900  ; 
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El  PrOgreSO  matemalicO .  revista  de  mat.-malicas  J. liras  y  aiduadas 
dircctor  D.  Zoei.  (i.  ue  (;.xldeano.  Série  1,  ano  11,  Zaragoza.  1900. 

X'.s  J  -  et  1  ',  —  I  HvTxiD.vKis  :  Deux  démonstrations  nouvelles  des  théo- 
rèmes de  Euler  et  de  Mousnier.  -  A.  Aii.uv  :  -Xolicia  historica  si.bre  la 
cuadratura  dei  circulo.  -  Sr.  Guloberg  :  Una  observac.on.  -  S«  Go.mes 
Teivfir.v  :  Sobre  los  focos  de  las  espiricas  de  Perseo.  —  Z.-G.  ue(..  :  l,a 
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fr.  V.  lisciiKKicii  und  j)i'of.  L.  Gkgkmîauf.k  :  ii*^  année,  igoo  ;  S*-' fascicule, 
lusenstein  et  C"",  Vienne. 

S.  Kastoh  :  Théorie  der  Elemenlarllieiler  huheier  SluFen.  —  Léop.  (jugk.n- 
BAUEK  :  Uel)er  ein  Tlieorem  des  Herrn  Mac-Malion.   Lileratur-Bericlite. 
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benvonEniil  Lampe;  t.  XXIX,  année  1898  (en  trois  fascicules);  'i^  fasci- 
cule, un  vol.  in-80  de  iv-160  p.;  1900,  Georg  Reimer,  Berlin. 
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(icometrie, 

Zeitschr.  fur  math.  u.  natur-w.  Unterricht,  herausgcgebcn  von  J.-C.-V. 

lIoii.MAN.x  ;    il''  année.  1900,  Teubner,  Leipzig. 

N'^  5  (Aoùl).  —  H.  HoLZMÙLLER  :  Ueber  zwei  Punkte  der  mallieniatisclicn 
Geograpliie. 

Unterrichtsblàtter    fur    Mathematik    und    Naturwissenschaften . 

liorausgegeben  von  Prof.  D''  B.  Schwalbe   und  ProL   Fr.  Pii:tzivKK  :  G'    an- 
née,  1900.   O.  Salle,  Berlin. 

>''^'3.  —  H.  ScuoTTi.N  :  Wisseuschaft  und  Scbule. —  Schafheitli.n  u.  Piktz- 
ker  :  Die  Dcfinitionen  in  der  Trigonométrie.  —  Graeber  :  Ausniessung  der 
Kugel. 

.\"  ^i.  —  H.  ScnoTTEx:  Wissenscbafl  und  Scbule  (Sclduss).  —  R.  Biicer  : 
iJie  Géométrie  der  Lage  in  der  Scbule.  —  H.  Schubert  :  Ueber  iieroniscbe 
Dreiecke  mit  ganzzablicber  Transversale. 

X-^a.  —  Ale.x.  Wormcke  :  Scbulaufgaben  ans  der  Meclianik,  unler  bcson- 
dern  Beriicksicbligung  der  lecbnik.  —  lÏAENXzseiiEL  :  Die  Delinilionen  in 
der  TrigonemoUie.  —  A.  .Maiîui  1  :  Die  Addilionslbeorenie  fiir  sinus  uiul 
cosinus. 

Zeitschr.  f.  d.  Realschalwesen,  berausgegeben  und  rodigirl  von  Km. 
<'.zuBEK,  .\d.  Bechtei.  und  Mor.  Gloser,  l'y"  année,  1900,  \\i.  llolder. 
A  iennc. 

X'o  q.   —   A.  PiGULEK  :    l'eber  aritiimelisibe  Reibeu    von  Primzablon. 
\'^    i„.  —    \i.    CzLUEK    :    Zweiler  inteniatiniuilr    Maliiemalikercongress   in 
Paris,  Augusl,    1900. 

PaedagOgischeS  Archiv,  berausgegeben  vcin  prol.  G.  Dau.n  ;  ji""  année. 
u  '  «S,  ()  (  t  iii,    1900  ;   Diirr,  Leipzig. 
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F.  Michel.  —  Recueil  de  problèmes  de  Géométrie  analytique,  à  l'usage 

des  classes  de  iiiallu'inaliciiu's  spéciales;  soliilioiis  cics  pruliléines  ilonnés 
au  concours  d  admission  à  l  Ecole  pol\  lechni(|ue  do  1860  à  1900.  Lu  vol. 
in-8"  de  vi-ajo   p.:   prix  :G  fr.   l'ai-is.  (iaulliiei-Villais.   k^oo. 

S.  Ortu  Cvkbom.  —  Sunto  di  Geometria  Elem^entare;  Planimetria. 
Bibliolcca  degli  sludeute.  riassuuli  pcr  tutle  le  .Malerie  d  esame  noi  Lecci, 
Giunasi,  IsliUUi  tecnici  ecc.  (vol.  16-47)  !  "'^  ^'j'-  '''^  ^  '"'  '^  P-  :  piez/.o  :  i  L. 
làvorno,  RafTaello  Giusli,    1900. 

I.  GuKKsi.  —  Conti  e  Calcoli  fatti.  9'i  labelle  ed  islnizioui  pralii-lie  siil 
modo  di  usaide  :  un  vol.  <,le  x-i9i  p.  :  i)i'ezzo  :  L.  i.Jo;  Milano,  L'.  lloe- 
pli,   1900. 

1^.  GioKLi.  —  LAritmetica  e  la  Geometria  del  l'operajo;  un  vol.  de 

XI-183  p.  ;  prezzo  :    \ .  -i  :  .Milano.    V .    Hoepli,  1900. 

1-^in.  P.^scAL.  ■ —  Die  Determinanten,  eine  Darslelluug  ihrer  Tliculie  uud 
Anwcndungcn  mil  Riicksiclil  aul  die  Gcsanimthcil  der  nenen  F'orsehungeu. 
13oreclitigte  dculsche  Ausgabe  von  D*"  IIimmu.  Lkitzmann.  In  vol.  in-H" 
de  266  p.  :  prix  (relié)  :  M  10  :  IJ.-G.  Teuhuei-.  Leijizig.   1900. 

Ose.   ScHi-ôMii-cn.    —  Uebungsbuch  zum  Studium  der  hôh.eren  Ana- 

lysis  j  zwciler  Theil  :  Aufgahen  aus  der  lulegiMlreciuiunii.  Vierle  .Vi;liai;e 
heaibeilet  von  prof.  D"".  R.  Hk.nki;.  Uu  vol.  iu-S"  de  .j 48  p.  :  ])ri\  ;  .M.  9: 
B.-(;.  Tcubuor,  Leipzig,  1900. 

Fr.  ScuiLLi.NG.  —  Ueber  die  Nom.ograpliie  vom  M.  d'Ocagne;  eine 
liliutiilirung  in  dièses  Gebiel.  Une  brocliure  de  jS  pages  iu-8'  :  prix  : 
-M.  1  :  B.-(i.  Teubuer.  Leipzig,   1900. 

-MoKiTz  C.^^NTOK.  —  Vorlesungen  uber  Geschichte  der  Mathematik. 
Drillcr  Band,  erste  Abllieiluug.  von  1668-1669:  zweite  Auflage.  Fu  vol. 
in-8°,  261  p.  :  prix  :  M.  6,60.  B.-CJ.  Teubuer,  Leipzig,  1900. 

Fried.  F.\Giii..  —  SophuS  Lie,  anstYdii-licIies  Verzeichnis  seiner  Sclirillen. 
Mil  dcm  Bikinis  Sophus  Li(>s  in  lieliograviire.  F'ne  brocliure  de  ii  jiages 
in-8'J  ;  prix  :  .M.  2.  Toubner.  Leipzig,   1900. 

Ftlix  Mui.i.EK.  — Vocabulaire  mathématique  frau(  ais-alleu>aud  et  alle- 

mand-IVancais  coulenaut  les  termes  le(diuic|ues  employés  dans  les  mallié- 
matitpies  pui-es  et  appliquées,  l^rciiiii-rc  parlic  :  FrtiiKuis-.illeinund .  Fu 
vol.  in-8"  de  1)1  pages  :  prix  :  .M.  S;  l>.-(i.  Teubuer,  Leipzig;  Gautliiei-- 
Yillars,  Paris.  1900. 
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